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Bu arastirma makalesinde, kiime degerli diziler igin Wijsman quasi-hemen hemen istatistiksel Cauchy
dizi kavrami tanitildi. Ayrica, tanitilan bu yeni kavram ile daha énceden kiime degerli diziler igin verilen
Wijsman quasi-hemen hemen yakinsaklik ve Wijsman quasi-hemen hemen istatistiksel yakinsaklik
kavramlari arasindaki iligkiler incelendi.
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In this research article, the concept of Wijsman quasi-almost statistical Cauchy sequence for set valued
sequences is introduced. Also, the relationships among this new concept introduced and the concepts
of Wijsman quasi-almost convergence and Wijsman quasi-almost statistically convergence given
previously for set valued sequences is examined.

1. Giris
Hemen hemen yakinsaklik kavrami ilk olarak Banach
limitleri yardimiyla Lorentz (1948) tarafindan

verilmistir. Daha sonra bu kavram basta Maddox
(1978) olmak lzere pek ¢ok arastirmaci tarafindan
glinimiize kadar gelistirilmistir.

istatistiksel yakinsaklik kavrami ise ilk olarak Fast
(1951)
uygulamalari ve istatistiksel Cauchy dizi vb. gibi

tarafindan  tanitilmis;  bu  kavramin
birkag genellestirmesi ile ilgili calismalar basta Salat
(1980) ve Fridy (1985) olmak tizere pek ¢ok

arastirmaci tarafindan gliniimize kadar yapilmistir.

Kime degerli diziler igin verilen yakinsaklik
kavramlarindan biri olan “Wijsman yakinsaklik”
kavrami da ilk olarak Wijsman (1964) tarafindan
yapilan bir calismada verilmis ve bu kavram da basta
Beer (1985, 1994) olmak (lizere o&zellikle son

zamanlarda pek c¢ok arastirmacinin galismalarina
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konu olmustur. Wijsman vyakinsaklik kavrami
Uzerine son zamanlarda Diindar vd. (2016, 2017),
Gille ve Ulusu (2018), Nuray vd. (2014a, 2014b,
2016), Sever vd. (2014), Ulusu ve Nuray (2012,
2013a, 2013b, 2015), Ulusu ve Diindar (2014), Ulusu
ve Kisi (2017) ve Ulusu vd. (2018) tarafindan yapilan
calismalar bu kavrami tekrar goz 6niine gikartmig ve
kiime dizileri

Uzerine vyeni bir c¢alisma alani

olusturmustur.
Hajdukovi¢ (2002)

limitleri yardimiyla quasi-hemen hemen yakinsaklik
ile baz

normlu bir uzayda Banach

kavramini tanimlamis ve bu kavram

toplanabilme  metotlari  arasindaki iliskileri

incelemistir.

Son zamanlarda, kiime degerli diziler icin Wijsman
quasi-hemen hemen yakinsaklik ve Wijsman quasi-
hemen hemen istatistiksel yakinsaklik kavramlari da
Gille ve Ulusu (2017) tarafindan yapilan bir
calismada verilmistir.
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2. Temel Kavramlar

Bu bolimde arastirma icin gerekli olan bazi temel
tanim ve notasyonlar verilmistir. Bu kavramlar ve
benzerleri Baronti ve Papini (1986), Beer (1985,
1994), Giille ve Ulusu (2017), Fridy (1985), Lorentz
(1948), Nuray ve Rhoades (2012) ve Wijsman (1964,
1966) tarafindan yapilan ¢alismalarda bulunabilir.

(x) reel dizisiigin, i = 1,2, ... ye gore diizglin olarak
n
lim —

n—-oon
k=1

Xg+i = L

olacak bicimde bir L reel sayisi varsa, (x) reel dizisi
L ye hemen hemen yakinsaktir denir.

(xg) reel dizisi igin, € > 0 olmak lzere

1
lim—|{k<n:|x,— Ll =€} =0
n-oon

olacak bigimde bir L reel sayisi varsa, (x;) reel dizisi
L ye istatistiksel yakinsaktir denir. Yukarida limiti
alinan ifadedeki dikey cizgiler, igerisindeki kiimenin

eleman sayisini géstermektedir.

(x;) reel dizisi i¢in, € > 0 olmak Uzere
o1
lim —|[{k <n:|x, —xy| =€} =0
n-oon
yani, hemen hemen her k igin
I, —xn| < e
olacak bicimde bir N sayisi varsa (x) reel dizisine
istatistiksel Cauchy dizi denir.
X bostan farkli bir kiime olsun. Bu durumda
g:N - P(X)

biciminde tanimlanan fonksiyon Vk € N igin P(X)
de bir
g(k) = Ex € P(X)

kiimesi belirler. Bu g fonksiyonu tarafindan
Ey, E,, Es, ...

olusturulan diziye kiime dizisi denir.

belirlenen kiimeleri  tarafindan

Herhangi bir (X, p) metrik uzayinda; x € X noktasi
ve bostan farkh E c X kiimesi igin, d(x, E') uzaklig

d(x,E) =inf{p(x,a): a €E}

biciminde tanimlanir.

Bu arastirma makalesinde, bu noktadan itibaren aksi
belirtiimedikge (X, p) bir metrik uzay, A ve A, X in
altkimeleri olarak kabul

bostan farkh kapal

edilecektir.
Her bir x € X i¢in

I}im d(x,Ay) = d(x, A)

olacak sekilde bir A kimesi varsa, {A4;} dizisi
A kiimesine Wijsman yakinsaktir denir.

Her € > 0 ve her bir x € X icin,
1
rllim El{k <n:|ld(x,Ay) —d(x,A)| =¢€}| =0

olacak sekilde bir A kiumesi varsa, {4} dizisi
A kiimesine Wijsman istatistiksel yakinsaktir denir.

Her bir x € X icin,n = 1, 2, ... ye gore dlizglin olarak

np+p—1
1

lim |~ Z 4, (A — dy(A)| = 0
p—oo |p
k=np

olacak sekilde bir A kiimesi varsa, {4y} dizisi A

kiimesine Wijsman quasi-hemen hemen yakinsaktir
denir ve

WQF
A, —> A veya WQF —limA, =A
biciminde gosterilir.

Burada d,(Ay) =d(x,A;) ve d,(A) =d(x, A)
olarak kullaniimistir.

Her bir x € X ve her € > 0 i¢in n ye gore dizgilin
olarak

1
gggoj{k < pi|dy (Aksnp) — dx(A)]| = €} = 0
olacak sekilde bir A kimesi varsa, {4,} dizisi 4
kiimesine Wijsman quasi-hemen hemen istatistiksel
yakinsaktir denir ve

wQs
A, — AveyaWQS —lim4, = A

biciminde gosterilir.
3. Wijsman Quasi-Hemen Hemen istatistiksel
Cauchy Dizi

Bu bolimde, kiime degerli diziler icin Wijsman

guasi-hemen hemen istatistiksel Cauchy dizi

kavrami tanitildi. Ayrica, tanitilan bu yeni kavram ile
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daha Onceden kiime degerli diziler icin verilen

Wijsman quasi-hemen hemen yakinsaklk ve

Wijsman quasi-hemen hemen istatistiksel

yakinsaklik kavramlari arasindaki iliskiler incelendi.

Tanim 3.1 Her bir x € X ve her € > 0 icin n ye gore
diizglin olarak

o1
;l;l—r}o]oz_)|{k <p: |dx(Ak+np) - dx(AN)| = E}l =0,

yani, her n ve hemen hemen her k icin
|dx(Ak+np) - dx(AN)| <¢g

olacak bigimde bir N > 0 sayisi varsa, {4} dizisine
Wijsman quasi-hemen hemen istatistiksel Cauchy
dizi denir.

Teorem 3.1 Herhangi bir metrik uzayda asagidaki

ifadeler birbirine denktir:

i. {4y} dizisi A kimesine Wijsman quasi-hemen
hemen istatistiksel yakinsaktir.

ii. {A,} dizisi Wijsman quasi-hemen hemen
istatistiksel Cauchy dizidir.

iii. {Ay} 6yle bir dizidir ki; hemen hemen her k igin
Aj, = By, olacak sekilde Wijsman quasi-hemen
hemen yakinsak bir {By} dizisi vardir.

ispat: (i) = (ii): Kabul edelim ki {A;} dizisi A
kiimesine Wijsman quasi-hemen hemen istatistiksel
yakinsak ve & > 0 verilmis olsun. Bu durumda hern
ve hemen hemen her k icin

€
|dx(Ak+np) - dx(A)l < E
dir. Bir N > 0 sayisi
£
|dx(AN) - dx(A)l < E

olacak bicimde segilirse, her n ve hemen hemen her
k icin

|dx(Ak+np) - dx(AN)l < |dx(Ak+np) - dx(A)|

+dy(Ay) — dx(4)]

elde edilir. Bu ise {A;} dizisinin Wijsman quasi-
hemen hemen istatistiksel Cauchy dizi oldugunu
gosterir.

(ii) = (iii): {Ay} dizisinin Wijsman quasi-hemen
hemen istatistiksel Cauchy dizi oldugu kabul edilsin.
Bir N sayisl,

J =[dx(Ay) — 1,d,(An) + 1]
araligi her n ve hemen hemen her k icin d (Aj4np)

reel sayisini icerecek bigcimde segilsin. Simdi (ii) vi
uygulayabilmek igin N, sayisi da,

I = [ax(an) - 5. du(an,) +5)]

araligi her n ve hemen hemen her k icin dy (A 4np)
reel sayisini icerecek bicimde secilsin. O halde

{(k<p:d(Aunp) €J0J"}
= {k < p: de(Asnp) €/}

U {k < p: dx(Ak+np) E]’}
ifadesinden

1 ’
pll_)ngjgl{k =p: dx(Ak+np) g€/nj }l

1
< Jim ~[{le < ps de(Arenp) €}

1 ,
+gl_r)go;|{k < b: dx(Ak+np) $] }l
=0+0=0
elde edilir. Boylece her n ve hemen hemen her k igin

dx(Ak+np) €1 =] ﬂ]'

olacak sekilde J; araligi vardir. Bu nedenle J;; hern
ve hemen hemen her k icin dy(Ag4np) Vi ihtiva
eden ve uzunlugu 1 den kigilk veya esit olan kapali
bir araliktir. Simdi N5 sayisi,

J" = [dx(szs) - %’d"(A”Q * ﬂ

araligi her n ve hemen hemen her k igin dy (A 4np)

reel sayisini icerecek bicimde secilsin. Benzer

disiinceyle her n ve hemen hemen her k icin
dx(Ak+np) €= ﬂ]”

olacak sekilde J, araligi vardir ve J,; uzunlugu% den

kiiclik veya esit olan kapal bir araliktir. Bu sekilde
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devam edilerek, her bir m igin J,, araliklarinin
uzunluklari 21™™ den biyiik olmayacak, her n ve
hemen hemen her ki¢in dy (Axinp) € J;m Ve ms1 S
Jm olacak bigimde kapali araliklarin bir (J,,,) dizisi
olusturulabilir. O halde, i¢ ice Araliklar Teoremi

(Nested Intervals Theorem) geregince

ﬁpﬁ=u
m=1

olacak bigimde bir y sayisi vardir. Her n ve hemen
hemen her k icin dy(Aksnp) € J;m oldugu goz
oniinde bulundurularak p > T, igin

! k<p:d,(A ! 1
El{ Spidy( k+np)$]m}|<a €Y

olacak bicimde pozitif tamsayilarin artan bir {T},}
dizisi segilsin. Simdi {A,} dizisinin bir C = {C;} alt
dizisi; Ty < k + np < Typyq iken dy(Akinp) € Im
ve k+np>T,
tanimlansin. Daha sonra

1173 B

sartlarini  saglayacak bicimde

Ay, C nin bir terimi ise
Bk =

A, diger durumlarda

olmak lzere {B}} dizisi tanimlansin. Bu durumda
WQF — lim B, = {u}

dir. Clnkl & > % > 0vek +np > T, ise Ay, C nin
bir terimidir ki bu ya B, = {u} olmasi ya da By, =
Ak E]m ve

|d(By) — d,({u})| < Jp araliginin uzunlugu
< 2t-m
olmasi demektir. Ayrica hemen hemen her k igin
By, = Aj, dir. Simdi bunu ispat edelim:
Ty <k +np <Tpyqiken
{k < p: dx(Ak+np) * dx(Bk+np) }

c {k < p: dy(Aksnp) € Jim)

dir. Boylece (1) geregince

1
E{k s=p: dx(Ak+np) * dx(Bk+np) }

1
< 2 {k <P deAiinp) & )

1
< —
m

olur. O halde p = oo igin limit alinirsa, esitsizligin sag
tarafindaki ifade 0 a esit oldugundan hemen hemen
her k icin A}, = By, elde edilir.

(iii) = (i): Kabul edelim ki (iii) saglansin. Bu
durumda hemen hemen her k igcin Ay, = By, ve
WQF — lim By, = B dir. Her € > 0 ve her p igin

{k =p: |dx(Ak+np) - dx(B)l = 8}
c {k <p: dx(Ak+np) * dx(Bk+np)}

U{k <p:|de(Binp) — dx(B)| = €}

yazilabilir. WQF —limBy, =B oldugundan
yukaridaki kapsamanin sag tarafindaki ikinci kiime

sonlu sayida eleman ihtiva eder. Boylece

1
g‘_{&;“k <p ¢ |de(Aksnp) — dx(B)| 2 € }|

1
< I}I—EI‘}OE |{k <p: dx(Ak+np) * dx(Bk+np)}|

1
+gi_{{}05|{k <P |de(Besnp) — dx(B)| 2 €}

-040=0

elde edilir. Buise {4} dizisinin B kiimesine Wijsman
quasi-hemen hemen istatistiksel yakinsak oldugunu
gosterir. =
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