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Bu makalede, ilk dnceklasik vektdr-degerli amalgam (LP (G, A),1?) uzaylarinin tanimi yeniden hatirlatildi
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temel 6zellikleri incelendi. Son olarak, bu uzayin bazi kosullar altinda kapsama 6zellikleri tartisildi.
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ve bu uzaylarhakkinda bazi bilgiler verildi. ikinci olarak, A (G, A) uzayi tanimlandi ve bu uzayin baz
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1. Giris tanimlanmis ve bazi Ozellikleri incelenmistir.Bu
¢alismada, Gbir yerel kompakt Abel grubuve

Yerel olarak LP uzayina, evrensel olarak [? uzayina LT . ) 3
Adegismeli bir Banach cebiri olmak Uzere,vektor-

ait olcllebilir ve reel degerli fonksiyonlarin uzayina

o . » q

amalgam uzayi denir ve bu (LP, [?)ile gosterilir. Bu degerl klasik q szmalgam (LP(G, 4), 1)
1,

uzaylarin ilk ortaya cikisi (Wiener1926) calismasina uzaylarikullanilarakdp, ) (G,4) uzayr tanimlandi.

dayanir. Gyerel kompakt Abel grubu olmak tizere, Ayrica, bu uzayin Banach uzayi, 6telemeler altinda
bu uzaylarn G Gzerindeki genellestirilmesi ~ degismez (invaryant) ve oteleme donisiminin G
(Feichtinger 1980) tarafindan yapiimistir.Amalgam  den AJV32(G,A) uzayina sirekli oldugu ispatland.
uzaylarinin Fourier ve Gabor analizi gibi bircok  Yine p ve q Uslerine gore, bu uzayin kapsamalari ve
alanda uygulamalari vardir. ilk olarak vektér-degerli ~ gomilmeleri incelendi. Bdylece klasik amalgam
klasik ~ amalgam (LP(R,A),19) uzaylarinin uzaylarinda daha once bulunan sonuglarin bazi
tanimlanmasi (Lakshmi ve Ray 2009) calismasinda  genellemeleri elde edilmistir.

yapilmis ve bu uzaylarin bazi temel 6zellikleri 2. Vektér-Degerli (LP (G, A), 19) Uzaylan
incelenmistir. Bugalismada vektor-degerli klasik

amalgam  uzaylari  lzerinde  girisim islemi g, nakalede, G bir yerel kompakt Abel grubu ve

tanimlanmis ve Young teoremiispatlanmistir. Ayrica Ada degismeli bir Banachcebiri olarak alinacaktir.

(Avcr ve Gurkanli  2007) makalesinde,L(p, q)

Lorentz uzaylarn kullanilarak AZi'Zi(G) uzayini

Tanim 2.1.1 < p < o olsun. Bu takdirde, vektor-
degerli Lebesgue uzayi
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LP(G,A) ={f:G - A|lf I} € L*(6)}
seklinde tanimlanir. Yine f € LP(G, A) olmak Uzere,

1/p
1f 1l = { fG IIf(x)IIde}

ile tanimli ||. ||, sfonksiyonuL? (G, A) Uzerinde bir
normdur. Eger A = C alinirsa, LP(G,A) = LP(G)
elde edilir. Boylece, vektor-degerli LP(G,A)

Lebesgue klasik LP(G)

genellemesidir.

uzayl uzayinin  bir
Tanim 2.2.1 < p,q < o olsun.G,biryerel kompakt
Abel grup ve H, G, in bir kompakt acik alt grubu,a
bir negatif olmayan bir tamsayi ve T, H In G;
igindeki G1 = Uer(t + H)olsun.Bu
takdirde,yapi teoremi (StructureTheorem)
kullanilirsa,G = R?® X G,seklinde vyazilir (G ile
R% X G4 kiimeleri topolojik olarak
izomorftur),(Hewitt veRoss1979). Yine | = Z% X
T,a = (ny,ny,..,ng,t) €J,n; €Z, tETiginl =
[0,1)*x H alinirsa,
G = Ug I, ayrik birlesim kiimesi seklinde elde edilir

kesiti, yani

vel, = a + Ikimeleri

(Fournier ve Stewart 1985).
G nin herhangi bir K kompakt alt kiimesi izerinde

LP (G, A) ye ait olan fonksiyonlarin uzayi L? (G, A)

loc
ile gosterilir.

G Gzerinde tanimli ve A-degerli vektor-degerli
amalgam uzayi (LP (G, A), [?) ile gbsterilir ve

Y
q
1l = [ZaeslF g m]

olmak Gzere,

(LP(G' A)' lq) = {f € LIIJOC(G’ A) ”f”(p,(I) < OO}

ile  tanimlanir.(LP (G, A), [7)uzayl|. || ,qynormuna

1<pgqg<o

gbre bir Banach wuzayidir. Eger G = R ve
A =RveyaC alinirsa,l, = [a, @ + 1)ve
(L?(G,A),19) = (L?,11) olur (Lakshmi ve Ray
2009).

Teorem 2.3. (Young Esitsizligi)

1<p1,q1,0292 < 00igin1+i2 1, i+12 1,

P1 P2 q1 qz
=242 1 ve 2=2+1-1 kosullan
1 P1 D2 T2 q1 q2
saglansin. Bu takdirde f € (LP1(G,A),191) ve

g € (LP2(G, A),1%2) igin

If * gl < Cllif lpyanllgllp,,q,)

olacak sekilde bir C > 0 sayisi vardir (Lakshmi ve
Ray 2010).

Eger Teorem 2.3 kullanilirsa,
(LP (G, A), 19)uzayiningirisim islemine goére
L*(G,A) lzerinde bir Banach modiil

gorulir.

oldugu

3. AZ;Z; (G, A) Uzayi

Tanm 3.1.X ve Y, K (K =Rveya()
Uzerinde iki normlu uzay,X’ ve Y’ de sirasiyla X ve
dualleri X' x
Y'uzayindanK cismine giden tim sinirh, bilineer
fonksiyonlarin uzayini BL(X',Y’',K) ile gosterilsin.
Herhangi bir x€X ve y € Yelemanlan
icin,BL(X',Y',K) uzayina aitx ® yifadesif € X’
ve g € Y' olmak tizere

x®y=f(x)g®»)

seklinde tanimlanir. Yine

xQ@y:xeX,yevY}

kiimesinin Urettigi vektor uzayina X ve Y nin

cismi

Y nin topolojik olsunlar.

cebirsel tensor carpimi denir ve bu X QY ile
gosterilir (Bonsall ve Duncan 1973).

Tanim 3.2.X ve Y herhangi iki
olsunlar. X ® Yuzerindep projektif tensér normu,
u € X QY olmak lizere

p(w) = inf {aninnxiu =% ® yi}
i=1

i=1

normlu uzay

ile  tanimlanir.X @ Yuzayininp normuna goére
tamlamasina (completion) X ve Y uzaylarinin

projektif tensor ¢arpimi denir ve bu X Q, Y veya
X QY ile gosterilir. X ®p Yuzayinin her u elemani

Yizqllxi ]l < oo olmak tizere u = Y72, x; ® y;
seklindedir (Bonsall Duncan 1973).

Tanim  3.3.Teorem 2.3.  kullanilarakf(x) =

f(—x)ve ||f~||(p1’q1) = lfllp,,q,)0lmak tzere
(LP1(G,A),191) x (LP2(G, A),192)

uzayindan(L™ (G, A),[™) uzayina bir bdogrusal
donusiminu  f € (LP1(G,A),l11) ve gE€
(LP2(G, A),192) icin b(f,g) = f * gseklinde
tanimlanabilir. Ayrica Young esitsizliginden b nin

operatér normu ||b|]| £ C olur. Yine (Bonsall
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Duncan 1973) kitabinin altinci  bolimindeki
Teorem 6 dan dolay;, b dogrusal sinirl
dénisimineB(f ® g) = b(f,g) =f*g ve

||B|| < C olacak sekilde
(LP1(G, 4),19) ®,, (LP2(G, A), 192)

uzayindan(L™ (G, A),l™) uzayina giden bir tek B
dogrusal donlisim karsilik gelir.

Tanim 3.4.B dogrusal dontsiminin goriinti

kUmesiAgiZz (G,A) ile gosterilsin. Bu
takdirdeAZi:g"; (G,A) uzayr f; € (LP1(G,A), 1),
9 € L7(G,A),1%)  ve BER.fi®g)=

¥ . fi * gi olmak lizere

( hzifi*gi:

q1.9 _ =1
Apimi (G, 4) =1 = l
2 llouanllodio, <<
i=1

seklinde tanimlanir. Her h € Agi:gi (G,A) igin

lRlll = inf {Z||fi||(,,1,q1>||gi||(p2,q2) h= ) fis gi}
i=1 i=1

ile tanimli |||. |||fonksiyonuAZi:g§ (G, A) uzerinde bir
normdur. Ayrica Agi‘_gz (G, A) uzayi (L"(G,A),1™?)

uzayinin bir dogrusal alt manifoldudur (Rieffel
1969).

Teorem 3'5"4;1:22(6"4) uzay! |||. [|Inormuna gére

bir Banach uzayidir.

ispat:(Gaudry 1966) makalesindeki Teorem 2.4 iin
ispat teknikleri kullanilirsa bu teoremin ispati

benzer sekilde yapilir.

Teorem 3.6.AZi:Zi(G,A) uzayl Otelemeler altinda

degismezdir.

ispat:Herhangi bir h € Agi’_gi (G, A) elemani alinsin.
1.9

A,y (G, A)uzayinin

fi € (LP1(G,A),1%1) ve g; € (LP2(G, A),192) olmak

lzereh = ¥, fi * g; ve

tanimindan

D Wfillpuan 1 9illpaan) < o
i=1

yazilir.Her s,y € G i¢in Lsf(y) = f(y —s) sol
Oteleme olmak lzere

[oe]

kil = (1L > Fox gil|| = > 25 G g2)
i=1 i=1
yazilir.  Ayrica Ls(ﬂ*gi)stfi*gi oldugu

gosterilebilir. Yine s,y € G i¢in Ryf (y) = f(s + )
sag oOteleme olmak uzereLsf; = (Rsf;)~ esitligi
vardir.  Boylece]||. ||[normunun
(LP1(G, A),17)
degismez olmasi kullanilirsa (Lakshmi ve Ray 2009),
(Feichtinger 1980), (Squire 1985),

i(Rsfi)N * g
=1

< D IRsfillpuan 19i o
i=1

tanimindan ve

uzayinin  Otelemeler altinda

ILshlll =

< CXEAlfillpyapllgillp,g,) < (1)

olacak sekilde bir C > 0 sayisi vardir. Boylece

Lih € Ap 33 (G, A) A, (G, A)

otelemeler altinda degismezdir.

olup, uzayl

Sunugd.7.Her sE€G ve heAM(G,A) igin
lILsh|ll < Cll|R||| esitsizligi vardir.

ispat:Herhangi bir h € AJV12(G,A) ve s € G igin

(1) esitsizligi  ve ||| |llnormunun
HLshlll < ClIA]ll olur.

tanimindan

Guzerinde tanimli ve A-degerli basit fonksiyonlarin
kiimesini S ile gosterelim. Skiimesinin(LP (G, A), 1)
uzayinda her yerde yogun oldugu biliniyor (Teorem
1.2, Lakshmi ve Ray 2009). Tanim 3.3 deki B

dogrusal donlisimi aI|n|rsa,B(S ®p S) kiimesi

( t=z§i*ki: Si ki €S, ]
B(5®ps)=4 w }
LZ”Si”(m.qﬂ”ki”(pz.qz) < OOJ

i=1

seklinde tanimlanir.

Teorem 3.8.B(S®,S) kimesi AM1%(G,A)
uzayinda |||. ||[normuna gére her yerde yugundur.

ispat:Herhangi bir h € A71?(G, A) elemani alinsin.
414

ATV2(G,A)uzaynin - tanimi kullanilirsa, f; €

(LP1(G,A),191) ve g; € (LP2(G,A),192)

X1 fix give

icinh =
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D Wil 19 o) <
i=1

yazilir. Y2, fi * giserisiA;f,i’q2 (G,A) uzayinda

P2

yakinsak oldugundan bu serinin n inci kismi
toplamlar dizisi h, = Y™, f; x g; olmak (zere,
verilen herhangi bir € > 0 sayisina karsilik her

n = ngyoldugunda
1R = hylll < (2)

olacak sekilden, € N sayisi vardir. Simdi bir kg

sayisiky = ng olacak sekilde secilerek

sabitlestirilsin. Simdi

C1 = Mmaxs<isy U19ill (902 }3)

sayisini tanimlayalim. Yine (Lakshmi ve Ray 2009)
¢alismasindaki Teorem II1.2 kullanilirsa,

&
Ifi = sillpran < 55,54
olacak sekilde s; € Selde edilir.Ayrica
C, = maxlsisko{”Si”(PL‘h)}(S)
icin
&
lgi — killpy,q) < 3k0C2(6)

olacak vardir. Yine

B(S Ry S)uzaymln
kiEB(S®pS) olup, (2), (3), (4), (5) ve (6)
ifadeleri kullanilirsa

sekilde k;€S

ko =«
tanimindan 21 S *

ko
h—zgi*ki
i=1
ko
= [[[r = ay + iy = ) i g,
i=1

<&

ko ko
i=1 i=1

elde edilir. Bu ise istenendir.

(L (G, A), 1) uzayinin otelemeler altinda

degismezligi,s, sy € Gve f € (LP(G, A),17)igin
ILof = Lofll gy = IEs(Lspmsf = I
< ClLsy-sf = £l

(r.q)

(r.q)

olmasi kullanilirsa, asagidaki teoremdes — Lgf

oteleme donlsimiinin sdrekliligininispatt 0 €

Gnoktasinda yapilmasi yeterli olur.

Teorem 3.9.Her f € (LP(G,A),l?) igin G
(LP(G, A),19)

L,foteleme dontsimu sureklidir.

birf € (LP(G, A),1?)
alinsin. (Lakshmi ve Ray 2009) calismasindaki
Teorem 111.2 den dolayi Cq(G,A)(A-degerli surekli
destekli
(LP(G,A),1%) uzayinda her yerde yogun oldugu

grubundan uzayina giden s —

ispat:Herhangi fonksiyonu

ve kompakt fonksiyonlar) kiimesinin

biliniyor. Boylece her € > 0 sayisi igin

£
”f - g”(p,q) < 5(7)

olacak sekilde g € C-(G, A) fonksiyonu vardir. Eger
Cc(G,A) uzayinin ve |||l qnormununtanimlari
kullanilirsa,

ILsg — gllp,q) < kllLsg — gll(8)
esitsizligini saglayan bir k>0
bulunur.Yineg € C.(G, A)igin

”Lsg - g”oo - 0(9)

oldugu biliniyor (Rudin 1962). Boylece (8) ve (9)
ifadeleri kullanilirsa,

sayisl

€
”Lsg - g”(p,q) < 5(10)

elde edilir. Eger (LP(G,A),1?) uzayinin 6telemeler
altinda degismez olmasi, (7) ve (10) ifadeleri
kullanirsa

”Lsf - f”(p,q) <e&

olur. Bu ise ispatl tamamlar.

Teorem 3.10. Her hEB(S(X)pS) icin G

419
grubundan A7 2(G,A)

L hfonksiyonu sireklidir.

uzaylina giden s -

ispat:Herhangi bir h € B(S Qp S) fonksiyonu
B(S ®p S)k[jmesinin
h= 521 fir give

alinsin. tanimindan

D Millguanlgllpa <
i=1

olacak sekilde f;, g; € S fonksiyonlari vardir. Yine
Teorem 3.6nin ispatin da oldugu gibi
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llLsh = Alll < Z”Rsfi — fill oy, 19l @,.a)
i=1

yazilir. Ayrica Teorem 3.9 ve ”Lsfi _fi“(p )
1M1

IRsf; — fillp,.q,) ©lmasi kullanilirsa

”Rsfi - fi”(pl,ql) -0 (11)

bulunur. Diger taraftan

D IS = fill a9 s
i=1
< D (R Sill gy + 1fillpya) 194l
i=1

< €+ D D Wil 19:l g0 <

i=1

olup, Lebesgue Baskin Yakinsama Teoreminden
llLsh — hi][ -0
elde edilir.

Teorem 3.11. Her he€ A%%(G A) icin G

P1,P2
grubundan Agijgz (G,A) uzayina

L hfonksiyonu sureklidir.

giden s—

ispat:Herhangi bir h € Agi‘_g; (G, A)elemani alinsin.

B(S®, )
(G,A) uzayin da her yerde yogun oldugu

Teorem 3.8. den kiimesinin

41,49
biliniyor. Boylece her € > 0 sayisi i¢in
Ilh —klll <& (12)

olacak sekilde k € B(S ®, S) fonksiyonu vardir.
Ayrica Sonug 3.7 kullanilirsa

IILsh = hlll = l[Lsh = Lsk + Lsk — k + k — h||
S €+ DA = k[l + lI[Lsk = kIl
< (C+ De+ |[|ILsk — Kk[]1(13)
yazilir. Yine Teorem 3.10 dolayi s — 0 igin
ILsk — k|l <& (14)

olup, (12), (13) ve (14) esitsizlikleri kullanilirsa ispat
biter.

4. AZijZZ (G, A) Uzayinin Kapsama Ozellikleri

Teorem4.1Eger1 <q; <k, <0,1<q, <k, <
ovel <p;,py < ©ise bu takdirdeAgi‘_gz (G, A) c

Akl,kz

pyp. (G, A) kapsamasi vardir.

ispat:Herhangi bir heAgi:gi(G,A) fonksiyonu

alinsin. Buradan h = ¥, f; * g; ve

D Wfilluanlgillpaan < o
i=1

olacak sekilde f; € (LP1(G,A),l91) ve g;€
(LP2(G, A), 192) fonksiyonlari vardir. Ayrica q; < k4
ve q, < k, oldugundan sirasiyla (LP1(G, A),191) c
(LP1(G, A), 1F),

-l ) < -y g ve(LP1 (G, 4),192) ©
(LP1(G, A), 1%2), | llpyiey) < Il llp, q,€lde  edilir
(Fournier ve Stewart 1985), (Lakshmi ve Ray 2009)
ve (Aydin Girkanh 2012). Boylece

D Wfillgyicolgill e
i=1

< D Willppaplgillga < 0
i=1

olup, h € Agi:’;; (G, A) ve Agi"gi (G, A) c
kyk .
Ay p2 (G, A) elde edilir.

Teorem4.2.E8er1 <p; <ny <,1<p, <n, <

o ve 1 < qy,q; < o ise bu takdirdeA7 12 (G, 4) c
91,9 y

Ayt p2 (G, A) kapsamasi saglanir.

ispat:Herhangi bir h € Agll’qz (G,A) fonksiyonu

Mo

alinsin. Buradan h = Zf‘;lfi * g; ve

D Wfilonapl9illon gz < o0
i=1

olacak sekilde f; € (L™(G,A),l9t) ve g;€
(L™ (G, A), 192) fonksiyonlari vardir. Ayrica p; < ny
ve p, < n, oldugundan sirasiyla (L™ (G, A),191) c
(LP1(G, 4),11),

-l i) < M-y gy ve(L™2(G, A),192) €
(LP2(G,A),1%2), .k < I lp, q,elde edilir
(Fournier ve Stewart 1985), (Lakshmi ve Ray 2009)
ve (Aydin ve Girkanli 2012). Boylece

> Willyaplgilles,an
i=1
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< Willnsanllgillon.a <
i=1

olup, h € Agigi (G,A) ve Azll’gfz (G,A) c

Agi:gi (G, A) elde edilir.

Sonug 4.3.E8er 1<p; <n; <0, 1<p,<n, <
©, 1<q <k; <0 ve 1<q;<k, < ise

A;’;l;?fz (G, A) c A’;i:’;i (G, A) kapsamasi elde edilir.
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