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�OZET

Yüksek Lisans Tezi

�� ·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAK FONKS·IYON D·IZ·ILER·I

AYŞE ŞAH·IN

Afyon Kocatepe Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Prof. Dr. Fatih NURAY

Bu tez çal¬̧smas¬yedi bölümden oluşmaktad¬r. Birinci bölüm, giri̧s k¬sm¬na

ayr¬larak genel bir literatür bilgisi verilmi̧stir. ·Ikinci bölümde, gerekli temel

kavramlardan söz edilmi̧stir. Üçüncü bölümde, istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m-

lanm¬̧s ve istatistiksel yak¬nsakla ilgili teoremler incelenmi̧stir. Dördüncü bö-

lümde, ��istatistiksel yak¬nsakl¬k incelenmi̧stir. Beşinci bölümde, fonksiyon

dizileri için noktasal istatistiksel yak¬nsakl¬k çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Alt¬nc¬bölümde

fonksiyon dizileri için � mertebeden noktasal ve düzgün istatistiksel yak¬nsak-

l¬k incelenmi̧stir ve son olarak yedinci bölümde fonksiyon dizileri için � mer-

tebeden noktasal ve düzgün ��istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬mlanm¬̧st¬r. Ayr¬ca

S�� (f)-istatistiksel yak¬nsakl¬k ve kuvvetli w
�
�p (f)-toplanabilirlik aras¬ndaki i-

li̧ski verilmi̧stir.

2013, v+56 sayfa

Anahtar Kelimeler: ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k, � �istatistiksel yak¬nsakl¬k,

fonksiyon dizileri, Cesàro toplanabilirlik
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ABSTRACT

Ph. D. Thesis

��STATISTICALLY CONVERGENT FUNCTION SEQUENCES

AYŞE ŞAH·IN

Afyon Kocatepe University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Fatih NURAY

This thesis consists of seven chapters. The �rst chapter is devoted to the

introduction section and provides a general knowledge of literature. In the

second chapter, we have given about the basic concepts needed. In the third

chapter, statistical convergence was de�ned and the theorems about statisti-

cal convergece was investigeted. In the fourth chapter,��statistical conver-

gent was investigated. In the �fth chapter, pointwise statistical convergence

for sequences of functions was studied. In the sixth chapter, pointwise and

uniform statistical convergence of order � for sequences of functions was in-

vestigated, and �nally, in the seventh chapter, ��statistical convergence of

order � for sequences of functions was studied. Also some relations between

S�� (f)�statistical and strong w
�
�p (f)-summability are given.

2013, v+56 pages

Key Words: Statistical convergence, ��statistical convergence, sequences

of functions, Cesàro summability.
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S·IMGELER D·IZ·IN·I
S� �� istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesi

S ·Istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesi

� (K) K kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu

h:h:k Hemen her k için

(C; 1) Cesàro toplanabilme

�� (K) K kümesinin �� yo¼gunlu¼gu

l1 S¬n¬rl¬diziler uzay¬

S� � mertebeden istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesi

S� (f) � mertebeden noktasal istatistiksel yak¬nsak fonksiyon dizilerinin kümesi

w�p (f) � mertebeden kuvvetli p� Cesàro toplanabilir fonksiyon dizilerin kümesi

S�u (f) � mertebeden düzgün istatistiksel yak¬nsak fonksiyon dizilerinin kümesi
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1 G·IR·IŞ

·Istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬1951�de Fast taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r. Ayr¬ca Schoen-

berg ve Buck taraf¬ndan da ba¼g¬ms¬z olarak çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. (Schoenberg 1959 ve Buck

1953). Schoenberg, istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n baz¬ temel özelliklerini vermi̧s ve bu

kavram¬yak¬nsakl¬¼g¬n bir toplanabilme metodu olarak incelemi̧stir. ·Istatistiksel yak¬n-

sakl¬k konusu say¬lar teorisi, trigonometrik seriler, toplanabilme ve son y¬llarda lokal

konveks uzaylar ve kuvvetli integral toplanabilme gibi birçok alanda farkl¬adlar alt¬nda

çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde temel kavramlar verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬incelenip örnekler verilmi̧stir. Ayr¬ca

istatistiksel Cauchy dizisi kavram¬tan¬mland¬ve istatistiksel yak¬nsakl¬¼ga denk oldu¼gu

ispatland¬. Daha sonra istatistiksel yak¬nsakl¬k bir toplanabilme metodu olarak çal¬̧s¬ld¬.

Metodun gücü genel matris metodlar¬yla kaŗs¬laşt¬r¬ld¬ ve baz¬Tauberian teoremleri

ispatland¬.

Dördüncü bölümde istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬genelleştirmek için (V; �)�topla-

nabilirli¼gi kullan¬ld¬. Bu yeni metoda ��istatistiksel yak¬nsakl¬k denildi ve S� ile gös-

terildi. (S� , �� istatistiksel yak¬nsakl¬k dizilerinin kümesi.) S� n¬n istatistiksel yak¬n-

sakl¬kla, (C; 1)�toplanabilirli¼giyle ve kuvvetli (V; �)�toplanabilirli¼giyle aras¬ndaki i-

li̧ski verildi.

Beşinci bölümünde, reel de¼gerli fonksiyon dizileri için noktasal istatistiksel yak¬nsakl¬k

kavram¬tan¬mland¬. Ayr¬ca fonksiyon dizileri için istatistiksel-Cauchy dizisi kavram¬

tan¬mland¬ve reel de¼gerli fonksiyon dizileri için noktasal istatistiksel yak¬nsakl¬¼ga denk

oldu¼gu ispatland¬.

Alt¬nc¬bölümde reel de¼gerli fonksiyon dizileri için � mertebeden noktasal ve düzgün

istatistiksel yak¬nsakl¬k kavramlar¬tan¬mlan¬p incelendi. Reel de¼gerli fonksiyon dizileri
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için ��istatistiksel Cauchy dizisi kavram¬verildi ve bu kavram¬n reel de¼gerli fonksiyon

dizileri için � mertebeden noktasal istatistiksel yak¬nsakl¬¼ga denk oldu¼gu ispatland¬.

Ayr¬ca, fonksiyon dizileri için � mertebeden istatistiksel yak¬nsakl¬k ile � mertebe-

den istatistiksel yak¬nsakl¬k aras¬ndaki ili̧ski incelendi. � � � oldu¼gunda reel de¼gerli

fonksiyon dizileri için � mertebeden kuvvetli p�Cesàro toplanabilirlikle � mertebeden

kuvvetli p�Cesàro toplanabilirlik aras¬ndaki ili̧ski ve � mertebeden istatistiksel yak¬n-

sakl¬kla � mertebeden kuvvetli p�Cesàro toplanabilirlik aras¬ndaki ili̧ski verildi.

Yedinci bölümde reel de¼gerli fonksiyon dizileri için � mertebeden [V; �]�toplanabilirlik

ve � mertebeden noktasal �� istatistiksel yak¬nsakl¬k kavramlar¬tan¬mlan¬p incelendi.

w��p (f) ve S
�
� (f) aras¬nda ve S

�
� (f) ve S� (f) aras¬nda baz¬kapsam ili̧skileri kuruldu.
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2 TEMEL KAVRAMLAR

Tan¬m 2:1: A ve B iki küme olsun. A dan B ye olan bir f ba¼g¬nt¬s¬,

(i) 8x 2 A için (x; y) 2 f olacak şekilde 9y 2 B vard¬r.

(ii) (x; y) 2 f ve (x; z) 2 f ise y = z

özelliklerine sahipse f ye A dan B ye bir fonksiyondur denir.

Tan¬m 2:2 Tan¬m kümesi N do¼gal say¬lar kümesi olan fonksiyona dizi denir.

Diziler de¼ger kümelerine göre çeşitli adlar al¬rlar. E¼ger dizinin de¼ger kümesi R reel

say¬lar kümesi ise diziye reel terimli dizi, Q rasyonel say¬lar kümesi olan diziye rasyonel

terimli dizi denir. Dizi x = (xk) : N! R biçiminde gösterilir.

Tan¬m 2:3. x : N! R, x (n) = xn dizisi verilsin,

k : N! N; k (n) = kn

fonksiyonu (dizisi) bir artan dizi olmak üzere

x � k : N! R

bileşke fonfsiyonuna x dizisinin bir alt dizisi ad¬verilir ve

(x � k) (n) = x (k (n)) = x (kn) = xkn

şeklinde gösterilir (Balc¬,1999).

Tan¬m 2:4: " > 0 ve a 2 R olsun. K = fx : jx� aj < " , x 2 Rg kümesine a n¬n "

komşulu¼gu denir.

Tan¬m 2:5: (xn) bir reel say¬ dizisi a 2 R olsun.8 " > 0 için, n > n0 oldu¼gunda

jxn � aj < " olacak şekilde " a ba¼gl¬ bir n0 say¬s¬ bulunabiliyorsa (xn) dizisi a ya

yak¬nsakt¬r denir ve

limxn = a veya (xn)! a
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şeklinde gösterilir.

Tan¬m 2:6: Her n 2 N için jxnj < M olacak şekilde birM pozitif reel say¬s¬varsa (xn)

dizisine s¬n¬rl¬dizi denir.

Tan¬m 2:7: X ve Y Banach uzaylar¬ve T = (tnk) matrisi X uzay¬ndan Y ye lineer

operatörlerinin bir dizisi olsun. Her x = (xn) 2 X dizisi için

Tn(x) =
1X
k=1

tnkxk

ifadesi Y de tan¬ml¬norma göre yak¬nsak ve her n 2 N için

Tx =

 1X
k=1

tnkxk

!
2 Y

oluyorsa T matrisineX den Y ye bir matris dönüşümü denir ve T 2 (X; Y ) ile gösterilir.

(Maddox 1980)

Tan¬m 2:8: X ve Y Banach uzaylar¬ve T = (tnk) matrisi X uzay¬ndan Y ye bir matris

dönüşümü olsun. x = (xn) 2 X olmak üzere

Tn(x) =
P1

k=1 tnkxk

serileri her n 2 N için yak¬nsak ve Tn(x) ! l; (n ! 1) ise x dizisi l say¬s¬na

toplanabilirdir denir. T matrisine de X den Y ye bir toplanabilme matrisi ad¬verilir.

(Maddox 1980)

Tan¬m 2:9: Pozitif tam say¬lar¬n K kümesininin do¼gal yo¼gunlu¼gunu

� (K) = lim
n

1

n
jfk � n : k 2 Kgj

ile tan¬mlayal¬m. jfk � n : k 2 Kgj , n�yi geçmeyen K�n¬n eleman say¬s¬n¬göstermek-

tedir. E¼ger � (K) = 0 ise K kümesine s¬f¬r yo¼gunluklu küme denir.

Tan¬m 2:10: (xn) bir reel terimli dizi olsun. 8 > " için m;n � n0 oldu¼gunda

jxm � xnj < " olacak şekilde bir n0 2 N varsa (xn) dizisine Cauchy dizisi denir.
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Teorem 2:1: (xn) bir reel terimli dizi olsun. (xn) dizisinin yak¬nsak olmas¬için gerek

ve yeter şart Cauchy dizisi olmas¬d¬r.

Tan¬m 2:11: (xnk) , (xn) dizisinin bir alt dizisi olsun. (xnk) yak¬nsak ve limiti s ise,

bu s noktas¬na (xn) dizisinin bir limit noktas¬denir.

Tan¬m 2:12: Reel say¬lar¬n bir x = (xn) dizisi verilmi̧s olsun. 8" > 0 için,

lim
n!1

1

n
jfk � n : jxn � Lj � "gj = 0

oluyorsa x dizisi L say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r denir ve st� limx = L ile gösterilir.

Bu durumda L say¬s¬na x dizisinin istatistiksel limiti ad¬verilir. ·Istatistiksel yak¬nsak

tüm diziler kümesi S ile gösterilir. (�alát ve Tijdeman 1980)

Tan¬m 2:13. 8 " > 0 verildi¼ginde h.h.k için jxk � xN j < " olacak şekilde bir N = N (")

say¬s¬mevcut ise yani 8" > 0 için,

lim
n

1

n
jfk � n : jxk � xN j � "gj = 0

olacak şekilde bir N = N (") say¬s¬varsa x = (xk) dizisine istatistiksel-Cauchy dizisi

denir.

Teorem 2:2: x bir say¬dizisi olmak üzere x in istatistiksel yak¬nsak olmas¬için gerek

ve yeter şart x in istatistiksel Cauchy dizisi olmas¬d¬r. (Fridy 1985)

Teorem 2:3: E¼ger x s¬n¬rl¬bir say¬dizisi ise bu durumda istatistiksel y¬¼g¬lma noktas¬na

sahiptir. (Fridy 1985)

Tan¬m 2:14: A � R; f : A ! R bir fonksiyon ve a 2 A olsun.8" > 0 için jx� aj < �

oldu¼gunda jf (x)� f (a)j < " olacak şekilde bir � > 0 varsa f fonksiyonu a noktas¬nda

süreklidir denir.

Tan¬m 2:15: A � R; f : A! R bir fonksiyon olsun. 8" > 0 için jx� tj < � eşitsizli¼gini

sa¼glayan 8x; t 2 A için jf (x)� f (a)j < " olacak şekilde bir 9� > 0 varsa f fonksiyonu

a noktas¬nda süreklidir denir.
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Tan¬m 2:16: A � R ve F (A) da A üzerinde tan¬ml¬, reel de¼gerli fonksiyonlar¬n dizisi

olsun.

s : N! F (A)

şeklinde tan¬mlanan s fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi ad¬verilir (Balc¬,1997).

Tan¬m 2:17: 8" > 0 ve her bir x 2 A için n > n0 oldu¼gunda jfn (x)� f (x)j < " olacak

şekilde 9n0 2 N varsa (fn) dizisi A üzerinde f fonksiyonuna noktasal yak¬nsakt¬r denir.

Tan¬m 2:18: 8" > 0 ve n � n0 oldu¼gunda her x 2 A için jfn (x)� f (x)j < " olacak

şekilde 9n0 2 N varsa (fn) dizisi f fonksiyonuna A üzerinde düzgün yak¬nsakt¬r denir.

Tan¬m 2:19: ffkg, A kümesi üzerinde tan¬ml¬bir fonksiyon dizisi olsun. Her " > 0 ve

h.h.k. için jfk (x)� fN (x)j < " olacak şekilde bir N (= N ("; x)) say¬s¬mevcut ise yani

8" > 0 için

lim
n!1

1

n
jfk � n : 8x 2 A için jfk (x)� fN (x)j � "gj = 0

oluyorsa ffkg dizisine istatistiksel-Cauchy dizisi denir.

Tan¬m 2:20: 0 < � � 1 verilsin. E¼ger 8 " > 0 için,

lim
n!1

1

n�
jfk � n : jxk � Lj � "gj = 0

olacak şekilde bir L reel say¬s¬varsa (xk) dizisine � mertebeden istatistiksel yak¬nsak

denir. Bu durumda x; L ye � mertebeden istatistiksel yak¬nsak denir ve S��limxk = L

şeklinde yaz¬l¬r.

Tan¬m 2:21: 0 < � � 1 verilsin. E¼ger 8 " > 0 için,

lim
n!1

1

n�
jfk � n : 8 x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "gj = 0

oluyorsa, ffkg ; fonksiyon dizisine A kümesi üzerinde f fonksiyonuna � mertebeden

noktasal istatistiksel yak¬nsak denir ya da noktasal �-istatistiksel yak¬nsak dizi denir.
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Tan¬m 2:22: 0 < � � 1 ve ffkg ; A kümesi üzerinde tan¬mlanm¬̧s reel de¼gerli bir

fonksiyon dizisi olsun. E¼ger 8 " > 0 ve h.h.k (�) için,

jfk (x)� fN (x)j < "

olacak şekilde bir N (= N ("; x)) say¬s¬varsa ffkg dizisine � mertebeden istatistiksel

Cauchy dizisi denir ya da ��istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Tan¬m 2:23: A üzerinde 0 < � � 1 olacak şekilde � sabit bir reel say¬olsun. 8 " > 0

için A kümesi üzerinde,

lim
n!1

1

n�
jfk � n : 8 x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "gj = 0

oluyorsa, ffkg ; fonksiyon dizisine f fonksiyonuna � mertebeden düzgün istatistiksel

yak¬nsak denir ya da düzgün ��istatistiksel yak¬nsak denir.

Tan¬m 2:24: 0 < � � 1 olacak şekilde � bir reel say¬ve p pozitif bir reel say¬olsun.

lim
n!1

1

n�

nX
k=1

jfk (x)� f (x)jp = 0

olacak şekilde bir f fonksiyonu varsa ffkg fonksiyon dizisine � mertebeden kuvvetli

p�cesàro toplanabilir denir.
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3 ·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAKLIK

·Istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬H. Fast taraf¬ndan 1951�de tan¬mlanm¬̧s ve Buck (1953),

Schoenberg (1959) ve daha birçok araşt¬rmac¬taraf¬ndan ba¼g¬ms¬z olarak çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Son y¬llarda toplanabilme teorisi alan¬nda önemli bir yer edinmi̧stir.

Bu bölümde istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬inceleyip örnekler verece¼giz. ·Istatistiksel-

Cauchy dizisi kavram¬n¬tan¬mlayaca¼g¬z ve bu kavram¬n istatistiksel yak¬nsakl¬¼ga denk

oldu¼gunu ispatlayaca¼g¬z. Ayr¬ca, istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ bir toplanabilme metodu

olarak çal¬̧saca¼g¬z. Metodun gücünü genel matris metodlar¬yla kaŗs¬laşt¬raca¼g¬z ve baz¬

Tauberian teoremlerini ispatlayaca¼g¬z.

3.1 ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

Bu k¬s¬mda istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬incelenecektir.

N do¼gal say¬lar kümesinin bir K alt kümesininin do¼gal yo¼gunlu¼gunu

� (K) = lim
n

1

n
jfk � n : k 2 Kgj

ile tan¬mlayal¬m. jfk � n : k 2 Kgj , n yi geçmeyen K n¬n eleman say¬s¬n¬göstermek-

tedir. E¼ger � (K) = 0 ise K kümesine s¬f¬r yo¼gunluklu küme denir. Aç¬kça sonlu

dizilerin yo¼gunlu¼gu s¬f¬rd¬r. � (K) veya � (N nK) yo¼gunluklar¬ndan herhangi biri varsa

� (N nK) = 1� � (K) d¬r.

Tan¬m.3:1:1 E¼ger x = (xk) dizisinin terimleri s¬f¬r yo¼gunluklu bir küme hariç di¼ger

tüm k lar için P özelli¼gini sa¼gl¬yorsa bu takdirde (xk) dizisine h.h.k için P özelli¼gini

sa¼gl¬yor denir.

S¬f¬r yo¼gunluklu küme tan¬m¬ndan esinlenerek istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬aşa¼g¬daki

şekilde verilmi̧stir.
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Tan¬m 3:1:2. x = (xk) reel yada kompleks terimli bir dizi olsun. E¼ger 8 " > 0 için

lim
n

1

n
jfk � n : jxk � Lj � "gj = 0

oluyorsa yani h.h.k için jxk � Lj < " oluyor ise x = (xk) dizisine, L say¬s¬na istatistiksel

yak¬nsakt¬r denir.

st� limx = L veya xk ! L (S)

ile gösterilir. ·Istatistiksel yak¬nsak dizilerin uzay¬S ile gösterilir. Özel olarak L = 0

ise x = (xk) dizisine istatistiksel s¬f¬r dizisi denir ve S0 ile gösterilir.Yani

S =
�
x = (xk) : limn!1

1
n
jfk � n : jxk � Lj � "gj = 0

	
;

S0 =
�
x = (xk) : limn!1

1
n
jfk � n : jxkj � "gj = 0

	
d¬r.

Yak¬nsak bir dizi istatistiksel yak¬nsakt¬r. Fakat bu ifadenin tersi do¼gru olmayabilir.

Yani istatistiksel yak¬nsak bir dizi yak¬nsak olmak zorunda de¼gildir. Bunun için aşa¼g¬-

daki örnekleri verebiliriz.

Örnek.3:1:1 x = (xk) dizisi,

xk =

8<: 1; k = m2 (m = 1; 2; 3; :::)

0; k 6= m2 di¼ger durumlarda

şeklinde tan¬mlans¬n. " > 0 için

fk � n : jxk � 0j � "g � fk � n : xk 6= 0g �
p
n

oldu¼gundan; her " > 0 için

lim
n

1

n
jfk � n : jxk � 0j � "gj � lim

n

1

n
jfk � n : xk 6= 0gj � lim

n

p
n

n
= 0

elde edilir. Böylece st� lim x = 0 olur. Fakat bu dizi yak¬nsak de¼gildir.
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Örnek 3:1:2.

xk =

8<:
p
k; k = m2 (m = 1; 2; 3; :::)

2; k 6= m2 di¼ger durumlarda

şeklinde tan¬mlanan x = (xk) dizisi için st � lim x = 2 dir. Aç¬kça jxk � Lj < "

eşitsizli¼gi h.h.k için sa¼glan¬rsa limxk = L dir. limxk = L olmas¬st�limxk = L olmas¬n¬

gerektirir, bu yüzden istatistiksel yak¬nsakl¬k bir regüler toplanabilme metodu olarak

düşünülebilir. Bunu ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k ve Toplanabilme k¬sm¬nda inceleyece¼giz.

3.2 ·Istatistiksel Cauchy Dizisi

Bu k¬s¬mda Cauchy yak¬nsakl¬k kriterinin istatistiksel benzerini inceleyece¼giz.

Tan¬m 3:2:1 8 " > 0 verildi¼ginde h.h.k için jxk � xN j < " olacak şekilde bir N = N (")

say¬s¬mevcut ise yani 8" > 0 için

lim
n

1

n
jfk � n : jxk � xN j � "gj = 0

olacak şekilde bir N = N (") say¬s¬varsa x = (xk) dizisine istatistiksel-Cauchy dizisi

denir.

Teorem 3:2:1 Bir x = (xk) dizisi için aşa¼g¬daki önermeler denktir.

i) x dizisi istatistiksel yak¬nsakt¬r.

ii) x istatistiksel-Cauchy dizisidir.

iii) h.h.k için xk = yk olacak şekilde yak¬nsak bir y dizisi vard¬r.

·Ispat: (i =) ii) ·Ispat için �yak¬nsak bir dizi Cauchy dizisidir.�teoreminin ispat¬ndaki

yöntemi kullanaca¼g¬z. st�limxk = L oldu¼gunu farzedelim ve " > 0 olsun. jxk � Lj <
"

2
ve jxN � Lj <

"

2
olacak şekilde N seçilirse

jxk � xN j < jxk � Lj+ jxN � Lj <
"

2
+
"

2
< ":

olur. Dolay¬s¬yla x istatistiksel- Cauchy dizisidir.
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(ii =) iii) (ii) sa¼glans¬n ve I = [xN � 1; xN + 1] aral¬¼g¬h.h.k için xk y¬içerecek

şekilde bir N say¬s¬seçelim. (ii) yi kullanarak I 0 =
�
xM � 1

2
,xM + 1

2

�
aral¬¼g¬h.h.k için

xk y¬içerecek şekilde bir M say¬s¬seçelim. Ayr¬ca I1 = I \ I
0
aral¬¼g¬n¬n h.h.k için xk y¬

içerdi¼gini iddia ediyoruz. Çünkü,n
k � n : xk =2 I \ I

0
o
= fk � n : xk =2 Ig [

n
k � n : xk =2 I

0
o

olur ve dolay¬s¬yla,

limn!1
1
n

���k � n : xk =2 I \ I 0 	�� � limn!1
1
n
jfk � n : xk =2 Igj

+ limn!1
1
n

���k � n : xk =2 I 0	�� = 0
elde edilir. Bu yüzden I1, h.h.k için xk y¬ içeren ve uzunlu¼gu 1 den küçük eşit olan

kapal¬bir aral¬kt¬r. Benzer şekilde I 00 =
�
xN(2) � 1

2
, xN(2) + 1

2

�
aral¬¼g¬h.h.k için xk

y¬içerecek şekilde N (2) say¬s¬n¬seçelim. Yukar¬daki düşünceye göre

I2 = I1 \ I
00

h.h.k için xk y¬kapsayan ve uzunlu¼gu 1
2
den küçük eşit olan kapal¬bir aral¬kt¬r. Bu

şekilde devam edilirse her bir m için Im � Im+1 olacak şekilde kapal¬aral¬klar¬n bir

fImg1m=1 dizisini oluşturabiliriz. Im nin uzunlu¼gu 21�m den büyük de¼gildir ve h.h.k için

xk 2 Im dir.

·Iç içe aral¬klar teoremi gere¼gince

\1m=1Im = �

olacak şekilde bir � say¬s¬vard¬r. h.h.k için xk 2 Im oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa; n > Tm
oldu¼gunda

1

n
jfk � n : xk =2 Imgj �

1

m
(3.1)

olacak şekilde pozitif artan bir fTmg1m=1 tam say¬dizisini seçebiliriz.

Şimdi x in bir z alt dizisini 8 x 2 A için k > T1 oldu¼gunda xk n¬n tüm terimlerini

içerecek şekilde ve Tm < k < Tm+1 için xk =2 Im olacak şekilde oluştural¬m. Daha
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sonrada y dizisini

yk =

8<: �; e¼ger xk z nin bir terimi ise

xk; di¼ger durumlarda

şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu durumda lim yk = � d¬r. Çünkü " > 1
m
> 0 ve k > Tm

ise xk, z nin bir terimidir ki bu yk = � ya da xk = yk 2 Im anlam¬na gelir ve jyk � �j

� 21�m dir. Ayr¬ca, h.h.k için xk = yk oldu¼gunu iddia ediyoruz. Bunun do¼grulu¼gunu

göstermek için Tm < n < Tm+1 alal¬m. Bu durumda,

fk � n : yk 6= xkg � fk � n : xk =2 Img

dir.(3:1) den
1
n
jfk � n : yk 6= xkgj � 1

n
jfk � n : xk =2 Imgj

< 1
m

yaz¬labilir. Böylece n!1 iken limit s¬f¬rd¬r ve h.h.k için xk = yk d¬r.

(iii) Son olarak (iii) nin sa¼glad¬¼g¬n¬farzedelim, h.h.k için xk = yk ve lim yk = L diyelim.

" > 0 olsun. Her n için

fk � n : jxk � Lj � "g � fk � n : xk 6= ykg [ fk � n : jyk � Lj > "g

lim yk = L oldu¼gundan son yaz¬lan küme sabit say¬da tam say¬lar¬içerir ve bu say¬ya

l = l (") diyelim. Ayr¬ca, h.h.k için xk = yk oldu¼gundan

limn
1

n
jfk � n : jxk � Lj �2gj � limn

1

n
jfk � n : xk 6= ykgj+ limn

l

n

= 0

d¬r. Bu durumda h.h.k için jxk � Lj < " olur ve (i) sa¼glan¬r ve ispat tamamlan¬r.

Teoremin sonunda aşa¼g¬daki sonuca ulaş¬l¬r.

Sonuç 3:2:1. E¼ger x; st � lim xk = L olacak şekilde bir dizi ise lim yk = L olacak

şekilde bir y alt dizisine sahiptir.
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3.3 ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k ve Toplanabilme

Bu k¬s¬mda istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬bir toplanabilme metodu olarak çal¬̧saca¼g¬z. ·Ista-

tistiksel yak¬nsakl¬k metodunu genel matris toplanabilme metodlar¬yla kaŗs¬laşt¬raca¼g¬z

ve baz¬Tauberian teoremlerini ispatlayaca¼g¬z. Ancak öncesinde toplanabilme metodu

hakk¬nda bilgi verelim.

Toplanabilme Metodu: O.Toeplitz toplanabilme metodlar¬n¬n asl¬nda özel birer

matris dönüşümü oldu¼gunu göstermi̧stir. Yani, her n; k = 1; 2; ::: için ank bir reel say¬

olmak üzere A = (ank) sonsuz bir matris ve x = (xk) bir reel say¬dizisi olsun. A = (ank)

matrisini

A = (ank) =

26666666664

a11 a12 a13 � � �

a21 a22 a33 � � �
...

...
...

. . .

an1 an2 an3 � � �
...

...
...

. . .

37777777775
x = (xk) dizisini de

x = (xk) =

26666666666664

x1

x2

x3

�

�

�

37777777777775
şeklinde gösterelim. Bu durumda

Ax =

26666666664

a11 a12 a13 � � �

a21 a22 a33 � � �
...

...
...

. . .

an1 an2 an3 � � �
...

...
...

. . .

37777777775

26666666664

x1

x2
...

xk
...

37777777775
=

26666666664

a11x1 + a12x2 + � � �+ a1nxn + : : :

a21x2 + a22x2 + : : :+ a2nxn + : : :
...

an1x1 + an2x2 + : : :+ annxn + : : :
...

37777777775
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elde edilir. Ax matrisinin her bir terimi;

An (x) =
1X
k=1

ankxk

şeklinde ifade edilebilir. Aç¬kça bu çarp¬m¬n anlaml¬olabilmesi için her bir n do¼gal

say¬s¬için yukar¬daki serinin yak¬nsak oldu¼gunu kabul etmeliyiz. Bu şekilde elde edilen

(Ax)n = (An (x)) dizisine x dizisinin A matrisi ile elde edilen dönüşüm dizisi yada

A�dönüşümü denir. Özel olarak A = (ank) sonsuz matrisini şöyle seçelim.

ank =

8<: 1
n
; k � n

0 ; k > n

Bu durumda herhangi bir x = (xk) dizisinin A�dönüşümünü n; k = 1; 2; ::: için

(An (x)) =

 
nX
k=1

ankxk

!
=

 
nX
k=1

1

n
xk

!
=

 
1

n

nX
k=1

xk

!

olur. Son eşitlikten görüldü¼gü gibi bu şekilde seçilen A martisi x = (xk) dizisine uygu-

lan¬nca, dizinin aritmetik ortalamas¬na dönüşmektedir. Bu dönüşüme Cesáro Ortala-

mas¬denir. (C; 1) veya C1 şeklinde gösterilir.

X ve Y reel terimli dizilerden oluşan iki dizi uzay¬ve A = (ank) sonsuz bir matris olsun.

E¼ger her x = (xk) 2 X ve her n 2 N için

(An (x)) =

 1X
k=1

ankxk

!

x dizisinin A = (ank) matrisi ile elde edilen dönüşüm dizisi mevcut ve (An (x)) 2 Y

ise A = (ank) matrisi X uzay¬ndan Y uzay¬içine bir matris dönüşümü tan¬mlar denir.

E¼ger x = (xk) dizisi için (An (x)) dönüşüm dizisi mevcut ve bir L de¼gerine yak¬ns¬yorsa

x dizisi A�toplanabilirdir denir ve A� limx = L ile gösterilir.
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Tan¬m 3:3:1: Bir Q metodunun P metodunu içermesi demek;

P � Q() [(xn)! x (P )) (xn)! x (Q)]

olmas¬d¬r.

Tan¬m 3:3:2: Her bir sat¬r¬nda s¬f¬rdan farkl¬sonlu say¬da terim bulunan matrise sat¬r-

sonlu matris denir.

C1 metodu s¬n¬rl¬l¬¼g¬na bak¬lmaks¬z¬n istatistiksel yak¬nsakl¬k metodunu içerir mi sorusu-

nun cevab¬n¬aşa¼g¬daki teoremden ö¼grenece¼giz. Ama önce Lemmay¬verelim.

Lemma 3:3:1: Sonsuz say¬daki k için tk 6= 0 olacak şekilde t = tk bir say¬dizisi ise

h.h.k için xk = 0 ve
1X
k=1

tkxk =1

olacak şekilde bir x dizisi vard¬r.

·Ispat. Her k için fm (k)g1k=1 olacak şekilde azalmayan pozitif say¬lar¬n bir dizisini

seçelim.

m (k) > k2 ve tm(k) 6= 0

d¬r. x�i xm(k) =
1

tm(k)
ve di¼ger durumlarda xk = 0 olacak şekilde tan¬mlayal¬m. xk = 0

ve h.h.k için
1X
k=1

tkxk =
1X
k=1

tm(k)xm(k) =
1X
k=1

1 =1

d¬r.

Teorem 3:3:2:. Hiç bir matris toplanabilme metodu istatistiksel yak¬nsakl¬k metodunu

içermez.

·Ispat Bir önceki Lemma gösteriyor ki bir matrisin istatistiksel yak¬nsakl¬k metodunu

içermesi için sat¬r sonlu matris olmas¬gerekir. A = (amk) bir key� sat¬r sonlu matris

olsun ve an(1);k0(1) 6= 0 eleman¬n¬seçelim. Daha sonra k (1) � k0 (1), an(1);k(1) 6= 0

ve k > k (1) için an(1);k = 0 olacak şekilde bir k (1) sütununu seçelim.Her m için
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k (m) � m2 ise an(m);k(m) 6= 0 ve k > k (m) ise an(m);k = 0 olmak üzere sat¬r ve sütun

indekslerin artan bir dizisini seçelim. Şimdi x = (xk) dizisini

xk(1) =
1

an(1);k(1)
; :::;

xk(m) =
1

an(m);k(m)

"
m�

m�1X
i=1

an(m);k(i)xk(i)

#
; :::;

ve

xk = 0 (di¼ger durumlarda)
şeklinde tan¬mlayal¬m. O halde

(Ax)n(m) =
1X
k=1

an(m);kxk

=
mX
i=1

an(m);k(i)xk(i)

= an(m);k(m)xk(m) +
m�1X
i=1

an(m);k(i)xk(i)

= an(m);k(m)
1

an(m);k(m)

"
m�

m�1X
i=1

an(m);k(i)xk(i)

#
+
m�1X
i=1

an(m);k(i)xk(i) = m

elde edilir. Dolay¬s¬yla
n
(Ax)n(m)

o
dizisi yak¬nsak de¼gildir. Yani x dizisiA�toplanabilir

de¼gildir. Ayr¬ca k (m) � m2 oldu¼gundan

jfk � n : xk 6= 0gj �
p
n

dir ve

lim
n!1

1

n
jfk � n : xk 6= 0gj � lim

n!1

1

n

p
n = 0

oldu¼gundan st � limx = 0 elde edilir. Bu durumda x dizisi yak¬nsak oldu¼gu halde

A�toplanabilir de¼gildir yani A metodu istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬içermez.

Şimdi aşa¼g¬daki örnekte istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n içerdi¼gi aşikar olmayan bir matris

metodunun varl¬¼g¬n¬gösterelim.
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Örnek 3:3:1. A matrisini aşa¼g¬daki gibi tan¬mlayal¬m

ank =

8>>><>>>:
1; k = n ve n bir say¬n¬n karesi de¼gilse
1
2
; n = m2 ise ve k = n yada k = (m� 1)2 ise

0; di¼ger durumlarda

O halde herhangi bir x dizisi için

(Ax)n =

8>>><>>>:
x1
2
; n = 1 ise

x(m�1)2 + xm2; n = m2 ise m = 2; 3; :::;

xn; n bir say¬n¬n karesi de¼gilse

sa¼glan¬r. Böylece A aç¬kça regüler ve üçgensel bir matristir. ·Istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n

A y¬içerdi¼gini görmek için

lim
n
(Ax)n = L

oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda limn!1
n6=m

xn = L ve

jfk � n : (Ax)n 6= xngj �
p
n

oldu¼gundan

lim
n!1

1

n
jfk � n : (Ax)n 6= xngj � lim

n!1

1

n

p
n = 0

sa¼glan¬r. Teorem 3:2:1. den st � limx = L elde edilir. Bu durumda istatistiksel

yak¬nsakl¬k metodu A metodunu içeriyor denir.

Şimdi de A metodunun yak¬nsakl¬¼ga denk olmad¬¼g¬n¬gösterelim. Bunun için x = (xk)

dizisini

xk =

8<: (�1)m ; k = m2 ise m = 1; 2,...

0 ;E¼ger k bir say¬n¬n karesi de¼gilse

şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu durumda n > 1 için (Ax)n = 0 elde edilir. x dizisi yak¬nsak

de¼gildir ama A�toplanabilirdir.
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3.4 Tauberian Koşulu ve Tauberian Teoremi

David Borwein bir x = (xk) dizisi için ; �xk = xk�xk+1 olmak üzere istatistiksel yak¬n-

sakl¬k metodunda Tauberian koşulunun �xk = o
�
1
k

�
şeklinde olmas¬n¬önermi̧stir. Bir

sonraki teoremden bu varsay¬m¬n do¼grulu¼gunu görece¼giz. Öncelikle aşa¼g¬daki tan¬mlar¬

verelim.

Tan¬m 3:4:1: 0 ve o tan¬mlar¬;

(an) ; (bn) reel terimli diziler olmak üzere,

an = 0 (bn), sup
n

����anbn
���� � 1

an = o (bn), lim
n!1

an
bn
= 0

d¬r.

Tan¬m 3:4:2: A belirli bir toplama metodu olsun, A toplama metodu ile birlikte dizi

üzerine eklenen koşulla seri yak¬nsak oluyorsa dizi üzerine eklenen koşula Tauberian

koşul, böyle teoremlere de Tauberian teorem denir.

Teorem 3:4:1 x, bir dizi, öyle ki st� limxk = L ve �xk = 0
�
1
k

�
ise limxk = L dir:

·Ispat: st � limxk = L oldu¼gunu farzedelim. Teorem 3:2:1 i kullanarak h.h.k için

lim yk = L ve xk = yk olacak şekilde bir y dizisi seçelim. Her bir k için;

k = m (k) + p (k)

olsun. Burada m (k) de¼geri;

m (k) = max fi � k : xi = yig

dir. E¼ger fi � k : xi = yig kümesi boş küme ise m (k) = �1 dir. ·Iddia ediyoruz ki :

lim
k

p (k)

m (k)
= 0 (3.2)
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olsun. E¼ger p(k)
m(k)

> " > 0 ise

1

k
jfi � k : xi 6= yigj �

1

m (k) + p (k)
p (k)

� p (k)
p(k)
"
+ p (k)

=
"

1 + "

d¬r. Dolay¬s¬yla, e¼ger sonsuz say¬da k için p(k)
m(k)

> " olursa h.h.k için xk = yk olmas¬yla

çeli̧sir ve (3:2) sa¼glan¬r. Şimdi ym(k) ve xk aras¬ndaki farkl¬l¬¼g¬düşünelim. �xk = 0
�
1
k

�
oldu¼gundan her k için j�xkj � B

k
olacak şekilde sabit bir B say¬s¬vard¬r. Ayr¬ca,

��ym(k) � xk�� =
��xm(k) � xm(k)+p(k)��

�
m(k)+p(k)�1X
i=m(k)

j�xij

� p (k)
B

m (k)

olur. (3:2) den k ! 1 iken limit al¬nd¬¼g¬nda son ifade s¬f¬ra gider ve lim yk = L

oldu¼gundan limxk = L oldu¼gu sonucuna var¬r¬z.

Sonraki Teorem, Teorem 3:4:1: teki 0
�
1

k

�
teriminin istatistiksel yak¬nsakl¬k için en iyi

Tauber şart¬oldu¼gunu göstermektedir.

Teorem 3:4:2. frkg pozitif say¬lar¬n azalan bir dizisi olsun. Öyle ki fkrkg, s¬n¬rs¬z

yani rk 6= 0
�
1
k

�
; st� limxk = 0 ve �xk = 0 (rk) olacak şekilde bir x dizisi vard¬r. Fakat

x yak¬nsak de¼gildir.

·Ispat. frkg yukar¬daki gibi olsun; h.h.k için xk = 0 olacak şekilde yak¬nsak olmayan

bir dizi oluşturaca¼g¬z. 0 dan 1 e artan tekrar s¬f¬ra azalan bloklara ay¬raca¼g¬z.

j�xkj = rk olsun. q: s¬f¬r olmayan blok aşa¼g¬daki şekilde olacakt¬r.

xn(q) = 0 < xn(q)+1 = rn(q) < ::: < xt(q) � 1

xt(q) > ::: > xn(q) > 0 = xn(q)+1
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Bu bloktaki en küçük art¬̧s rn(q) da oldu¼gundan en çok bloktaki 2
h

1
rn(q)

i
nin terimlerine

ihtiyaç var. S¬f¬ra eşit olmayan bloklar, seçilen n (q) ile aşa¼g¬daki gibi bulundu:

fkrkg n¬n s¬n¬rs¬z oldu¼gu hipotezini kullanarak,

n (q) > n (q � 1)

ifadesini seçelim, öyle ki,

n (q) rn(q) > 2q
2

dir. Geriye st� limxk = 0 oldu¼gunu yada h.h.k için xk = 0 oldu¼gu durumu göstermek

kal¬r.

A (n) = jfk � n : xk 6= 0gj

olsun.
A (n)

n
nin xn s¬f¬ra eşit olmayan blokta oldu¼gunda artt¬¼g¬n¬ve xn s¬f¬r blokta

oldu¼gunda azald¬¼g¬n¬görmek kolay.

Ayr¬ca,

lim
A (n)

n
= 0

oldu¼gunu göstermek için

lim
q

A (n (q))

n (q)
= 0

oldu¼gunu göstermek yeter. Bunu aşa¼g¬da gösterelim;

A (n (q))

n (q)
� 1

n (q)

qX
i=1

� 1

n (q)

qX
i=1

�
2

rn(i)

�
� 2q

n (q) rn(q)

<
1

q

bundan dolay¬h.h.k için xk = 0 ve �xk = 0 (rk) d¬r, fakat x yak¬nsak de¼gildir.
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Teorem 3:3:5. fk (i)g1i=1 pozitif tamsay¬lar¬n¬n azalan bir dizisi olsun , öyle ki ,

lim inf
i

k (i+ 1)

k (i)
> 1

olmak üzere bir x = (xk) dizisi;

k 6= k (i) i = 1; 2; 3; :::

iken e¼ger �xk = 0 ve st� limxk = L ise limxk = L dir.

·Ispat: E¼ger lim infi
k(i+1)
k(i)

= 1 + 2� > 1 ise yeterince büyük i için

k (i+ 1)

k (i)
> 1 + � > 1; (3.3)

ya da

k (i+ 1)� k (i) > �k (i)

d¬r. Bu (i+ 1) incideki bloklar¬n �k (i) dekinden daha büyük olmas¬anlam¬na gelir.

Şimdi farzedelim ki limxk 6= L ve " > 0 olsun, öyle ki key� büyük k için jxk � Lj � "

olur. i; (3:3) ü sa¼glayacak kadar büyük oldu¼gunda (i+ 1) inci blo¼gundan böyle bir k

seçilirse,

1

k (i+ 1)
jfk � k (i+ 1) : jxk � Lj � "gj >

k (i+ 1)� k (i)
k (i+ 1)

>
�

1 + �

dir. Dolay¬s¬yla
1

n
jfk � n : jxk � Lj � "gj

s¬f¬ra yak¬nsamaz, bu yüzden st� limxk 6= L dir.
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4 ��·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAKLIK

Bu bölümde istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬genelleştirmek için (V; �)�toplanabilirli-

¼gini kullanaca¼g¬z. Bu yeni metoda ��istatistiksel yak¬nsakl¬k diyece¼giz ve S� ile göstere-

ce¼giz. (S�, �� istatistiksel yak¬nsakl¬k dizilerinin kümesi.) S� n¬n istatistiksel yak¬n-

sakl¬kla, (C; 1)�toplanabilirli¼giyle ve kuvvetli (V; �)�toplanabilirli¼giyle aras¬ndaki i-

li̧skiyi gösterece¼giz.

4.1 ��·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

Bu k¬s¬mda ��·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k kavram¬incelenecektir.

Tan¬m 4:1:1 � = (�n) azalmayan pozitif say¬lar¬n sonsuza giden bir dizisi olsun.

�n+1 � �n + 1; �1 = 1

dir. Genelleştirilmi̧s de la V al�ee� Pousin ortalamas¬

In = [n� �n + 1; n]

aral¬¼g¬nda

tn (x) :=
1

�n

X
k2In

xk

şeklinde tan¬mlan¬r.

n!1 iken tn (x)! L

oluyorsa x = (xk) dizisine L ye (V ,�)�toplanabilir denir. E¼ger �n = n ise (V ,�)�topla-

nabilirli¼gi (C,1)�toplanabilirli¼gine dönüşür. L�ye kuvvetli Cesero toplanabilir ve kuvvetli

(V; �)-toplanabilir olan x = (xk) dizilerin kümeleri için, yani s¬ras¬yla xk ! L [C; 1] ve

xk ! L [V; �] için
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[C; 1] :=

(
x = (xn) : 9L 2 R , lim

n!1

1

n

nX
k=1

jxk � Lj = 0
)

ve

[V; �] :=

(
x = (xn) : 9L 2 R , lim

n!1

1

�n

X
k2In

jxk � Lj = 0
)

yaz¬l¬r.

Tan¬m 4:1:2 E¼ger 8" > 0 için

lim
n!1

1

�n
jfk 2 In : jxk � Lj � "gj = 0

oluyorsa x = (xk) dizisine L�ye ��istatistiksel yak¬nsakt¬r denir. s� � limx = L ya da

xk ! L (S�) ile gösterilir ve

S� := fx : 9L 2 R, S� � limx = Lg

dir.

Tan¬m 4:1:3 A = (ank) negatif olmayan regüler bir matris ve K � N olsun.

�A (K) := lim
n
(AxK )n = limn

X
k2K

ank

limiti mevcut ise �A (K) say¬s¬na K kümesinin A�yo¼gunlu¼gu denir. Her " > 0 için

K (") := fk 2 N : jxk � Lj � "g

kümesinin A�yo¼gunlu¼gu s¬f¬r ise x = (xk) dizisi L say¬s¬na A-istatistiksel yak¬nsakt¬r

denir. Bu durum stA � limx = L ile gösterilir.

HATIRLATMA:

(i) E¼ger �n = n ise S�, S nin ayn¬s¬d¬r.

(ii) ��istatistiksel yak¬nsakl¬k, A�istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n özel bir halidir.

Yani e¼ger A = (ank) matrisi

ank =

� 1
�n

e¼ger k 2 In
0 e¼ger k =2 In

şeklinde seçilirse ��istatistiksel yak¬nsakl¬k elde edilir.
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4.2 [V; �] ve (C; 1) Metodlar¬yla S� Aras¬ndaki ·Ili̧ski

Bu k¬s¬mda [V; �] ve (C; 1) metodlar¬ile S� aras¬ndaki ili̧skiyi inceleyece¼giz. � = (�n)

azalmayan pozitif say¬lar¬n sonsuza giden tüm pozitif dizilerin kümesini � ile tan¬mla-

yal¬m. Öyle ki �n+1 � �n + 1 ve �1 = 1 dir.

Teorem 4:2:1 � 2 � olsun,

(i) xk ! L [V; �] =) xk ! L (S�) ve [V; �] j S� d¬r.
(ii) E¼ger x 2 l1 ve xk ! L (S�) ise bu durumda xk ! L [V; �] ve bu yüzden

xk ! L [C; 1] dir.

(iii) S� \ l1 = [V; �] \ l1 (l1 s¬n¬rl¬dizilerin kümesi)

·Ispat: (i) " > 0 ve xk ! L [V; �] olsun. Bu durumdaX
k2In

jxk � Lj �
X
k2In

jxk�Lj�"

jxk � Lj � ": jfk 2 In : jxk � Lj � "gj

oldu¼gunu biliyoruz. Dolay¬s¬yla

xk ! L [V; �] =) xk ! L (S�)

d¬r.

Şimdi S� & [V; �] oldu¼gunu gösteren bir örnek verelim.

xk =

8<: k; n�
�p
�n
�
+ 1 � k � n

0, di¼ger durumlarda

olacak şekilde x = (xk) tan¬mlayal¬m. Bu durumda x =2 l1 ve 8 " (0 < " � 1) için

n!1 iken
1

�n
jfk 2 In : jxk � 0j � "gj =

�p
�n
�

�n
! 0

olur. Yani xk ! 0 (S�) d¬r. Di¼ger taraftan,

1

�n

X
k2In

jxk � 0j ! 1 (n!1)
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elde edilir. Yani xk 9 0 [V; �] dir.

(ii) xk ! L (S�) ve x 2 l1 oldu¼gunu farzedelim. Tüm k lar için jxk � Lj � M

diyelim. " > 0 verilsin,

1
�n

X
k2In

jxk � Lj = 1
�n

X
k2In

jxk�Lj�"

jxk � Lj+ 1
�n

X
k2In

jxk�Lnj<"

jxk � Lj

� M
�n
fk 2 In : jxk � Lj � "g + "

oldu¼gundan xk ! L [V; �] elde edilir. Ayr¬ca,

1

n

nX
k=1

(xk � L) =
1

n

n��nX
k=1

(xk � L) +
1

n

X
k2In

(xk � L)

� 1

�n

n��nX
k=1

jxk � Lj+
1

�n

X
k2In

jxk � Lj

� 2

�n

X
k2In

jxk � Lj

dir. Buradan xk ! L [V; �] oldu¼gundan xk ! L (C; 1) dir.

(iii), (i) ve (ii) den kolayca elde edilir.

Teorem 4:2:2 S � S� olmas¬için gerek ve yeter şart

lim
n!1

inf
�n
n
> 0 (4.1)

olmas¬d¬r.

·Ispat: " > 0 için,

jfk < n : jxk � Lj � "gj � jfk 2 In : jxk � Lj � "gj

oldu¼gunu biliyoruz. Dolay¬s¬yla

1

n
jfk < n : jxk � Lj � "gj � 1

n
jfk 2 In : jxk � Lj � "gj

� �n
n
:
1

�n
jfk 2 In : jxk � Lj � "gj

ifadesinin n!1 iken limitini göstermek için (4:1) i kullanaca¼g¬z. Bu durumda

xk ! L =) xk ! L (S�)
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olur. Tersine limn!1 inf
�n
n
= 0 oldu¼gunu farzedelim.

�n (j)

n (j)
<
1

j
olacak şekilde

(n (j))1j=1 alt dizisizi seçelim.

xi =

8<: 1; E¼ger i 2 In(j), j = 1; 2; ::.

0; di¼ger durumlarda

olacak şekilde bir x = (xi) dizisini tan¬mlayal¬m. x 2 S ve Teorem 4:2:1 den x 2 [C; 1]

dir. Fakat di¼ger yandan x =2 S� ve Teorem 4:2:1 in (ii) şart¬ndan dolay¬x =2 [V; �] d¬r.

Bu yüzden

lim
n!1

inf
�n
n
> 0

olmas¬gerekir.
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5 FONKS·IYON D·IZ·ILER·I ·IÇ·IN NOKTASAL ·IS-

TAT·IST·IKSEL YAKINSAKLIK

Bu bölümünde, reel de¼gerli fonksiyon dizileri için noktasal istatistiksel yak¬nsakl¬k

kavram¬n¬ tan¬mlayaca¼g¬z. Ayr¬ca fonksiyon dizileri için istatistiksel Cauchy dizisi

kavram¬n¬tan¬mlay¬p reel de¼gerli fonksiyon dizileri için noktasal istatistiksel yak¬nsak-

l¬¼ga denk oldu¼gunu ispatlayaca¼g¬z.

Tan¬m kümesindeki her bir x için terimleri fonksiyon de¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen di¼ger

bir (fk (x)) dizisi oluşturulabilir. A, bu ikinci dizinin yak¬nsak oldu¼gu kümeyi göstersin.

x 2 A olmak üzere

f (x) = lim
k!1

fk (x)

eşitli¼giyle tan¬mlanan f fonksiyonuna, ffkg dizisinin limit fonksiyonu denir ve ffkg

dizisine de A kümesi üzerinde f ye noktasal yak¬nsakt¬r denir. Bu demektir ki k > K

oldu¼gunda A kümesindeki her bir x noktas¬, ve 8" > 0 için

jfk (x)� f (x)j < "

olacak şekilde hem x e ba¼gl¬hem de " a ba¼gl¬bir K vard¬r.

5.1 Fonksiyon Dizileri ·Için Noktasal ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

Bu k¬s¬mda fonksiyon dizileri için noktasal istatistiksel yak¬nsakl¬k incelenecektir.

Tan¬m 5:1:1 ffkg ; A kümesi üzerinde tan¬ml¬bir fonksiyon dizisi olsun. 8" > 0 için

lim
n!1

1

n
jfk � n : 8x 2 A için jfk (x)� f (x)j � " gj = 0

oluyorsa ffkg dizisine, f ye noktasal istatistiksel yak¬nsakt¬r denir. Yani her x 2 A ve

h.h.k için

jfk (x)� f (x)j < "

oluyorsa ffkg dizisi A kümesi üzerinde f ye noktasal istatistiksel yak¬nsakt¬r denir. Bu

durumda A kümesi üzerinde st� lim fk (x) = f (x) veya fk ! f yaz¬l¬r.
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Bu demektir ki � > 0; n > N (= " ,�; x ) ve her bir " > 0 için

1

n
jfk � n : 8x 2 A için jfk (x)� f (x)j � " gj < �

olacak şekilde bir N tam say¬s¬vard¬r.

Aşikar olarak jfk (x)� f (x)j < " eşitsizlik tüm sonlu say¬daki k lar için sa¼glan¬rsa,

A kümesi üzerinde f (x) = limk!1 fk (x) olmas¬ st � lim fk (x) = f (x) olmas¬n¬

gerektirir. Fakat bu ifadenin tersi her zaman do¼gru olmayabilir. Bunun için aşa¼g¬daki

örne¼gi verebiliriz.

Örnek 5:1:1 x 2 R/[�1; 1] , k = 1; 2; 3; 4; 5,... ise

fk (x) =

8<: (�x)k ; k 2 [3p; 3p + p] , p = 1; 2; 3; ...

0, di¼ger durumlarda

dizisini tan¬mlayal¬m. Bu durumda

1

n
jfk � n : fk (x) 6= 0 8x 2 R n [�1; 1]gj �

p (p+ 1)

2:3p

olur. Böylece R /[�1; 1] üzerinde st-lim fk (x) = 0 olur. Fakat limk!1 fk (x) mevcut

de¼gildir.

Teorem 5:1:1. ffkg ve fgkg bir A kümesi üzerinde iki fonksiyon dizisi olsun. E¼ger

A kümesi üzerinde st � lim fk (x) = f (x) ve st � limk (x) = g (x) ise bu durumda;

�; � 2 R olmak üzere A kümesi üzerinde

st� lim (�fk (x) + �gk (x)) = �f (x) + �g (x)

dir.

·Ispat: � = 0; � = 0 için ispat aç¬kt¬r. � 6= 0 ve � 6= 0 oldu¼gunu kabul edelim. " > 0

verilsin,

j�fk (x) + �gk (x)� (�f (x) + �g (x))j � j�j : jfk (x)� f (x)j+ j�j : jgk (x)� g (x)j
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oldu¼gundan,

fk � n : 8x 2 A için j�fk (x) + �gk (x)� (�f (x) + �g (x))j � "g

�
n
k � n : 8x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "

2:j�j

o
[
n
k � n : 8x 2 A için jgk (x)� g (x)j � "

2:j�j

o
yaz¬labilir. Buradan A kümesi üzerinde

st� lim (�fk (x) + �gk (x)) = �f (x) + �g (x)

elde edilir.

5.2 Fonksiyon Dizileri ·Için ·Istatistiksel Cauchy Dizisi

Bu k¬s¬mda fonksiyon dizileri için istatistiksel Cauchy dizisi kavram¬n¬tan¬mlay¬p reel

de¼gerli fonksiyon dizileri için noktasal istatistiksel yak¬nsakl¬¼ga denk oldu¼gunu ispatla-

yaca¼g¬z.

Tan¬m 5:1:2. ffkg, A kümesi üzerinde tan¬ml¬bir fonksiyon dizisi olsun. Her " > 0

ve h.h.k. için jfk (x)� fN (x)j < " olacak şekilde bir N (= N ("; x)) say¬s¬mevcut ise

yani 8 " > 0 için

lim
n!1

1

n
jfk � n : 8x 2 A için jfk (x)� fN (x)j � "gj = 0

oluyorsa ffkg dizisine istatistiksel-Cauchy dizisi denir.

Teorem 5:1:2 ffkg, A kümesi üzerinde tan¬ml¬bir fonksiyon dizisi olsun. Bu durumda

aşa¼g¬daki önermeler birbirine denktir.

i) ffkg, A kümesi üzerinde noktasal istatistiksel yak¬nsakt¬r.

ii) ffkg, A kümesi üzerinde istatistiksel-Cauchy dizisidir.

iii) ffkg, A kümesi üzerinde tan¬ml¬bir fonksiyon dizisi olmak üzere her x 2 A

ve h.h.k. için fk (x) = gk (x) olacak şekilde noktasal yak¬nsak bir fgkg fonksiyon dizisi

vard¬r.
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·Ispat: (i) nin (ii) yi gerektirdi¼gini ispatlamak için �yak¬nsak bir dizi Cauchy dizisidir.�

teoreminin ispat¬ndaki yöntemi kullanaca¼g¬z. A kümesi üzerinde

st� limfk (x) = f (x)

olsun ve " > 0 verilsin. Bu durumda h.h.k. için jfk (x)� f (x)j < "
2
dir. E¼ger N say¬s¬

jfN � f (x)j < "
2
sa¼glanacak şekilde seçilirse 8x 2 A ve h.h.k için

jfk (x)� fN (x)j � jfk (x)� f (x)j+ jfN (x)� f (x)j <
"

2
+
"

2
= "

elde edilir. Böylece ffkg, A kümesi üzerinde bir istatistiksel-Cauchy dizisi olur.

Şimdi (ii) nin do¼gru oldu¼gunu farzedelim ve I = [fN (x)� 1 , fN (x) + 1] aral¬¼g¬her

x 2 A ve h.h.k için fk (x) i içerecek şekilde N say¬s¬n¬seçelim. (ii) yi uygulayarak her

x 2 A ve h.h.k için I 0 =
�
fM (x)� 1

2
, fM (x) + 1

2

�
aral¬¼g¬ fk (x) i içerecek şekilde M

say¬s¬n¬seçelim. Ayr¬ca, I1 = I \ I
0
aral¬¼g¬n¬n her x 2 A ve h.h.k. için fk (x) i içerdi¼gini

iddia ediyoruz. Çünkü,

�
k � n:8x 2 A için fk (x) =2 I \ I

0	
= fk � n: 8x 2 A için fk (x) =2 Ig

[
�
k � n: 8x 2 A için fk (x) =2 I

0	
olur ve dolay¬s¬yla

limn!1
1
n
jfk � n: 8x 2 A için fk (x) =2 I \ I 0gj

� limn!1
1
n
jfk � n: 8x 2 A için fk (x) =2 Igj

+ limn!1
1
n
jfk � n: 8x 2 A için fk (x) =2 I 0gj = 0

elde edilir. Bu yüzden I1; her x 2 A ve h.h.k için fk (x) i içeren ve uzunlu¼gu 1 den

küçük eşit olan bir aral¬kt¬r.

Şimdi de h.h.k. için I
00
=
h
fN
2
(x)� 1

4
, fN

2
(x) + 1

4

i
aral¬¼g¬ fk (x) i içerecek şekilde

N (2) say¬s¬n¬seçelim. Önceki yolla her x 2 A ve h.h.k: için I2 = I1\I
00
aral¬¼g¬fk (x)

i kapsar ve uzunlu¼gu 1
2
den küçük eşittir. Bu şekilde devam edilerek her bir m için

Im � Im+1 olacak şekilde kapal¬aral¬klar¬n bir fImg1m=1 dizisini oluştural¬m. Im nin
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uzunlu¼gu 21�m den büyük olamaz ve her x 2 A için fk (x) 2 Im olur. Buna göre A

kümesi üzerinde öyle bir f (x) fonksiyonu vard¬r ki ff (x)g = \1m=1Im dir. Her x 2 A

ve h.h.k için fk (x) 2 Im oldu¼gundan n > Tm için

1

n
jfk � n:8x 2 A için fk (x) =2 Imgj <

1

m
(5.1)

olacak şekilde artan bir fTmg1m=1 pozitif tam say¬dizisi seçebiliriz. Şimdi (fk (x)) in bir

(zk (x)) alt dizisini her x 2 A için k > T1 oldu¼gunda fk (x) in tüm terimlerini içerecek

şekilde ve Tm < k < Tm+1 için fk (x) =2 Im olacak şekilde oluştural¬m. Şimdi gk (x)

fonksiyon dizisini

gk (x) =

8<: f (x) , fk (x) , (zk (x))�in bir terimi ise

fk (x) , di¼ger durumlarda

şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu durumda A kümesi üzerinde

lim
k!1

gk (x) = f (x)

dir. Çünkü " > 1
m
> 0 ve k > Tm ise fk (x) , (zk (x))�in bir terimidir ve bu A kümesi

üzerinde gk (x) = f (x) ya da A kümesi üzerinde gk (x) = fk (x) 2 Im anlam¬na gelir

ve her x 2 A ve h.h.k için jgk (x)� f (x)j � 21�m dir. Ayr¬ca 8x 2 A ve h.h.k için

gk (x) = fk (x) oldu¼gunu iddia ediyoruz. Bunun do¼grulu¼gunu göstermek için Tm < n <

Tm+1 alal¬m. Bu durumda

fk � n : 8x 2 A için gk (x) 6= fk (x)g � fk � n : 8x 2 A için fk (x) =2 Img

olur. Dolay¬s¬yla (5:1) numaral¬eşitsizlikten

1

n
jfk � n:8x 2 A için gk (x) 6= fk (x)gj �

1

n
fk � n:8x 2 A için fk (x) =2 Img

<
1

m

dir. Böylece n ! 1 için limit s¬f¬rd¬r ve 8x 2 A ve h.h.k için gk (x) = fk (x) dir.

Dolay¬s¬yla (ii) sa¼glan¬r.

Son olarak (iii) nin sa¼glad¬¼g¬n¬farzedelim. A kümesi üzerinde 8x 2 A ve h.h.k için

fk (x) = gk (x) ve limk!1 gk (x) = f (x) olsun. " > 0 alal¬m. Bu durumda her bir n

için
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fk � n:8x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "g � fk � n:8x 2 A için fk (x) 6= gk (x)g

[ fk � n:8x 2 A için jgk (x)� f (x)j � "g

olur. Çünkü A kümesi üzerinde limk!1 gk (x) = f (x) dir. Yukar¬daki yaz¬lan son küme

sabit say¬da tam say¬içerir. Buna l = l ("; x) diyelim. Bu yüzden

limn!1
1
n
jfk � n: 8x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "gj

� limn!1
1
n
jfk � n: 8x 2 A için fk (x) 6= gk (x)gj

+ limn!1
l

n
= 0

d¬r. Çünkü her x 2 A, h.h.k için fk (x) = gk (x) dir. Dolay¬s¬yla her x 2 A ve h.h.k için

jfk (x)� f (x)j < " dir, (i) sa¼glar ve ispat tamamlan¬r.

Teorem 5:2:1 den aşa¼g¬daki sonucu elde ederiz.

Sonuç: A üzerinde st� lim fk (x) = f (x) olacak şekilde ffkg fonksiyonlar¬n bir dizisi

ise limi!1 fk(i) (x) = f (x) olacak şekilde ffkg in bir
�
fk(i) (x)

�
alt dizisi vard¬r.
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6 FONKS·IYOND·IZ·ILER·I ·IÇ·IN �MERTEBEDEN

NOKTASALVEDÜZGÜN ·ISTAT·IST·IKSEL YA-

KINSAKLIK

Bu bölümde reel de¼gerli fonksiyon dizileri için � mertebeden noktasal ve düzgün is-

tatistiksel yak¬nsakl¬k kavramlar¬n¬ tan¬mlay¬p inceleyece¼giz. Reel de¼gerli fonksiyon

dizileri için ��istatistiksel Cauchy dizisi kavram¬n¬verece¼giz ve bu kavram¬n reel de¼gerli

fonksiyon dizileri için � mertebeden noktasal istatistiksel yak¬nsakl¬¼ga denk oldu¼gunu

ispatlayaca¼g¬z. Ayr¬ca, fonksiyon dizileri için � mertebeden istatistiksel yak¬nsakl¬k ile

� mertebeden istatistiksel yak¬nsakl¬k aras¬ndaki iļskiyi inceleyece¼giz. � � � oldu¼gunda

reel de¼gerli fonksiyon dizileri için � mertebeden kuvvetli p�Cesàro toplanabilirlikle �

mertebeden kuvvetli p�Cesàro toplanabilirlik aras¬ndaki ili̧skiyi ve � mertebeden ista-

tistiksel yak¬nsakl¬kla �mertebeden kuvvetli p�Cesàro toplanabilirlik aras¬ndaki ili̧skiyi

verece¼giz.

0 < � � 1 olacak şekilde � bir reel say¬olsun. N nin E alt kümesinin ��yo¼gunlu¼gunu

�� (E) = lim
n

1

n�
jfk � n : k 2 Egj

şeklinde tan¬mlayal¬m. Burada jfk � n : k 2 Egj, n yi geçmeyen E nin eleman say¬s¬n¬

gösteriyor.

E¼ger bir x = (xk) dizisi ��yo¼gunlu¼gu s¬f¬r olan bir küme hariç di¼ger tüm k lar için

P (k) özelli¼gini sa¼gl¬yorsa xk, h.h.k (�)için P (k) özelli¼gini sa¼glar denir.

N nin herhangi bir sonlu alt kümesinin ��yo¼gunlu¼gunun s¬f¬r oldu¼gu aç¬kt¬r ve

�� (E
c) = 1� �� (E)

eşitli¼gi 0 < � < 1 için genelde sa¼glanmaz. Eşitlik sadece � = 1 için sa¼glan¬r. � = 1

oldu¼gunda herhangi bir kümenin ��yo¼gunlu¼gu do¼gal yo¼gunlu¼ga dönüşür.
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6.1 Fonksiyon Dizileri ·Için � Mertebeden Noktasal ·Istatistik-

sel Yak¬nsakl¬k

Bu k¬s¬mda reel de¼gerli fonksiyon dizileri için � mertebeden istatistiksel yak¬nsakl¬k ve

� mertebeden noktasal istatistiksel yak¬nsakl¬k kavramlar¬n¬inceleyece¼giz.

Tan¬m 6:1:1 0 < � � 1 verilsin. E¼ger 8 " > 0 için

lim
n!1

1

n�
jfk � n : jxk � Lj � "gj = 0

olacak şekilde bir L reel say¬s¬varsa (xk) dizisine � mertebeden istatistiksel yak¬nsak

denir. Bu durumda x; L ye �mertebeden istatistiksel yak¬nsakt¬r denir. S��limxk = L

şeklinde yaz¬l¬r. �mertebeden istatistiksel yak¬nsak tüm dizilerin kümesini S� ile tan¬m-

layal¬m. � mertebeden tüm istatistiksel s¬f¬r dizilerinin kümesini S�0 ile tan¬mlayal¬m.

Her bir 0 < � � 1 için S�0 � S� oldu¼gu aç¬kt¬r. � = 1 için � mertebeden istatistiksel

yak¬nsakl¬k ile istatistiksel yak¬nsakl¬k ayn¬d¬r.

Tan¬m 6:1:2 0 < � � 1 verilsin. E¼ger 8 " > 0 için

lim
n!1

1

n�
jfk � n : 8 x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "gj = 0

oluyorsa, ffkg fonksiyon dizisine, A kümesi üzerinde f fonksiyonuna � mertebeden

noktasal istatistiksel yak¬nsakt¬r denir ya da noktasal �-istatistiksel yak¬nsak dizi denir.

Yani 8 x 2 A ve h.h.k (�) için

jfk (x)� f (x)j < "

oluyorsa, A üzerinde S� � lim fk (x) = f (x) yaz¬l¬r.

Bu durumda � > 0, n > N (= N ("; �; x)) ; 0 < � � 1 ve 8 " > 0 için

lim
n!1

1

n�
jfk � n : 8 x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "gj < �

olacak şekilde bir N tam say¬s¬vard¬r. � mertebeden noktasal istatistiksel yak¬nsak

fonksiyon dizilerinin tüm kümesini S� (f) ile tan¬mlayal¬m.
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� = 1 için S� (f) yerine S (f) yaz¬l¬r ve f = 0 özel durumunda S� (f) yerine S�0 (f)

yaz¬l¬r.

0 < � � 1 için � mertebeden istatistiksel yak¬nsak fonksiyon dizileri iyi tan¬ml¬d¬r.

Fakat � > 1 için iyi tan¬ml¬de¼gildir. Bunun için ffkg,

fk (x) =

8<: 1; k = 2n

xk; k 6= 2n
n = 1; 2; 3; :::; x 2

�
0; 1

2

�
şeklinde tan¬mlans¬n. Bu durumda, hem

lim
n!1

1

n�
jfk � n : 8 x 2 A için jfk (x)� 1j � "gj = lim

n!1

n

2n�
= 0

hem de

lim
n!1

1

n�
jfk � n : 8 x 2 A için jfk (x)� 0j � "gj = lim

n!1

n

2n�
= 0

olur. Dolay¬s¬yla � > 1 için ffkg, hem 1 e hem de 0 a � mertebeden istatistiksel

yak¬nsakt¬r. Yani S�� lim fk (x) = 1 ve S�� lim fk (x) = 0 d¬r. Bu durum imkans¬zd¬r.

Teorem 6:1:1 0 < � � 1 ve ffkg ; fgkg ; A kümesi üzerinde tan¬mlanm¬̧s reel de¼gerli

fonksiyon dizileri olsun.

(i) E¼ger S� � lim fk (x) = f (x) ve c 2 R ise S� � lim cfk (x) = cf (x) dir.

(ii) E¼ger S� � lim fk (x) = f (x) ve S� � lim gk (x) = g (x) ise

S� � lim (fk (x) + gk (x)) = f (x) + g (x) d¬r.

·Ispat: (i) c = 0 oldu¼gunda ispat aç¬kt¬r. c 6= 0 ve S� � lim fk (x) = f (x) oldu¼gunu

farzedelim. h.h.k (�) için

jfk (x)� f (x)j <
"

jcj
olacak şekilde " > 0 vard¬r ve dolay¬s¬yla h.h.k (�) için

jcfk (x)� cf (x)j < "

dir. Bu S� � lim cfk (x) = cf (x) olmas¬n¬gerektirir.
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(ii) nin ispat¬aşa¼g¬daki eşitsizliklerden elde edilir.

1
n�
jfk � n : 8 x 2 A için jfk (x) + gk (x)� (f (x) + g (x))j � "gj

� 1
n�

���k � n : 8 x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "
2

	��
+ 1

n�

���k � n : 8 x 2 A için jgk (x)� g (x)j � "
2

	��
Her yak¬nsak fonksiyon dizi, � mertebeden istatistiksel yak¬nsakt¬r. Yani her 0 < � � 1

için c (f) � S� (f) dir. Fakat tersi sa¼glanmayabilir. Örne¼gin, ffkg aşa¼g¬daki gibi

tan¬mlans¬n.

fk (x) =

8<: 1; k = n3

2kx
1+k2x2

; k 6= n3

� > 1
3
için S� � lim fk (x) = 0 d¬r, fakat yak¬nsak de¼gildir.

6.2 �-·Istatistiksel Cauchy Dizisi ve Kuvvetli p�Cesàro Topla-

nabilirlik

Bu k¬s¬mda, reel de¼gerli fonksiyon dizileri için ��istatistiksel Cauchy dizisi ve � mer-

tebeden kuvvetli p�Cesàro toplanabilirlik kavramlar¬n¬inceleyece¼giz. � � � oldu¼gunda

reel de¼gerli fonksiyon dizileri için � mertebeden kuvvetli p�Cesàro toplanabilirlikle �

mertebeden kuvvetli p�Cesàro toplanabilirlik aras¬ndaki ili̧skiyi ve � mertebeden ista-

tistiksel yak¬nsakl¬kla �mertebeden kuvvetli p�Cesàro toplanabilirlik aras¬ndaki ili̧skiyi

verece¼giz.

Tan¬m 6:2:1 0 < � � 1 olacak şekilde � herhangi bir reel say¬ve ffkg ; A kümesi

üzerinde tan¬mlanm¬̧s reel de¼gerli bir fonksiyon dizisi olsun. 8 " > 0 ve h.h.k (�) için

jfk (x)� fN (x)j < "

olacak şekilde bir N (= N ("; x)) say¬s¬varsa ffkg dizisine � mertebeden bir istatistiksel

Cauchy dizisi ya da ��istatistiksel Cauchy dizisi denir. Yani,

lim
n!1

1

n�
jfk � n : 8 x 2 A için jfk (x)� fN (x)j � "gj = 0
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dir.

Teorem 6:2:1 ffkg ; A kümesi üzerinde tan¬ml¬bir fonksiyon dizisi olsun. Aşa¼g¬daki

önermeler birbirine denktir.

(i) ffkg ; A üzerinde noktasal ��istatistiksel yak¬nsakt¬r.

(ii) ffkg ; A üzerinde ��istatistiksel Cauchy dizisidir.

(iii) ffkg ; bir fonksiyon dizisi olmak üzere 8 x 2 A ve h.h.k (�) için fk (x) = gk (x)

olacak şekilde � mertebeden noktasal yak¬nsak bir fgkg fonksiyon dizisi vard¬r.

·Ispat: (i) ii)

A üzerinde S� � lim fk (x) = f (x) oldu¼gunu farzedelim. " > 0 ve h.h.k (�) için

jfk (x)� f (x)j < "
2
dir. E¼ger N say¬s¬jfN (x)� f (x)j < "

2
sa¼glanacak şekilde seçilirse

8 x 2 A için

jfk (x)� fN (x)j � jfk (x)� f (x)j+ jfN (x)� f (x)j <
"

2
+
"

2

elde edilir. Böylece ffkg ; ��istatistiksel Cauchy dizisi olur.

(ii) nin do¼gru oldu¼gunu farzedelim ve I = [fN (x)� 1; fN (x) + 1] aral¬¼g¬8 x 2 A ve

h.h.k (�) için fk (x) i içerecek şekilde N say¬s¬n¬seçelim. (ii) yi uygulayarak 8 x 2 A ve

h.h.k (�) için I 0 =
�
fM (x)� 1

2
; fM (x) +

1
2

�
aral¬¼g¬fk (x) i içerecek şekilde M say¬s¬n¬

seçelim. 8 x 2 A ve h.h.k (�) için I1 = I\I
0
aral¬¼g¬n¬n fk (x) i içerdi¼gini iddia ediyoruz.

Çünkü,

fk � n : 8 x 2 A için fk (x) =2 I \ I 0g

= fk � n : 8 x 2 A için fk (x) =2 Ig

+ fk � n : 8 x 2 A için fk (x) =2 I 0g

olur ve bu durumda,

limn!1
1
n�
jfk � n : 8 x 2 A için fk (x) =2 I \ I 0gj

� limn!1
1
n�
jfk � n : 8 x 2 A için fk (x) =2 Igj

+ limn!1
1
n�
jfk � n : 8 x 2 A için fk (x) =2 I 0gj = 0

elde edilir. Bu yüzden I1; 8 x 2 A, h.h.k (�) için fk (x) i içerir ve uzunlu¼gu 1 den küçük

eşit olan kapal¬bir aral¬kt¬r.
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Şimdi 8 x 2 A, h.h.k (�) için I 00 =
�
fN(2) (x)� 1

4
; fN(2) (x) +

1
4

�
aral¬¼g¬fk (x) i içerecek

şekilde N (2) say¬s¬n¬seçelim. Önceki yolla 8 x 2 A, h.h.k (�) için I2 = I1 \ I 00 aral¬¼g¬

fk (x) i içerir ve uzunlu¼gu 1
2
den küçük eşittir. Bu şekilde devam edilerek her bir m

için Im � Im+1 olacak şekilde kapal¬aral¬klar¬n bir fImg1m=1 dizisini oluştural¬m. Im nin

uzunlu¼gu 21�m den büyük olamaz ve 8 x 2 A, h.h.k (�) için fk (x) 2 Im dir. Böylece

A kümesi üzerinde öyle bir f (x) fonksiyonu vard¬r ki ff (x)g = \1m=1Im dir. 8 x 2 A,

h.h.k (�) için fk (x) 2 Im oldu¼gundan n > Tm için

1

n�
jfk � n : 8 x 2 A için fk (x) =2 Imgj �

1

m
(6.1)

olacak şekilde artan bir fTmg1m=1 pozitif tam say¬dizisi seçebiliriz.

Şimdi (fk (x)) in bir (zk (x)) alt dizisini 8 x 2 A için k > T1 oldu¼gunda tüm fk (x) te-

rimlerini içerecek şekilde ve Tm < k < Tm+1 için fk (x) =2 Im olacak şekilde oluştural¬m.

8 x 2 A için (gk (x)) fonksiyon dizisini aşa¼g¬daki gibi tan¬mlayal¬m.

gk (x) =

8<: f (x) ; E¼ger fk (x) ; zk (x) in bir terimi ise

fk (x) ; di¼ger durumlarda

Bu durumda A kümesi üzerinde limk!1 gk (x) = f (x) dir. Çünkü " > 1
m
> 0 ve

k > Tm ise fk (x) ; (zk (x)) in bir terimidir ya da A üzerinde gk (x) = fk (x) 2 Im ve

8x 2 A için jgk (x)� fk (x)j � 21�m dir. Ayr¬ca 8 x 2 A, h.h.k (�) için gk (x) = fk (x)

oldu¼gunu iddia ediyoruz. Bunun do¼grulu¼gunu göstermek için Tm < n < Tm+1 alal¬m.

Bu durumda

fk � n : 8 x 2 A için fk (x) 6= gk (x)g � fk � n : 8 x 2 A için fk (x) =2 Img

olur. Dolay¬s¬yla (6:1) den ,

1
n�
jfk � n : 8 x 2 A için fk (x) 6= gk (x)gj

� 1
n�
jfk � n : 8 x 2 A için fk (x) =2 Imgj < 1

m

dir. Böylece n ! 1 iken limit s¬f¬rd¬r ve 8 x 2 A, h.h.k (�) için gk (x) = fk (x) d¬r.

Dolay¬s¬yla (ii) ; (iii) yi gerektirir.
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Son olarak, (iii) nin sa¼glad¬¼g¬n¬farzedelim. 8x 2 A, h.h.k (�) için gk (x) = fk (x) ve A

üzerinde limk!1 gk (x) = f (x) olsun. " > 0 alal¬m. Bu durumda her bir n için

fk � n : 8 x 2 A için jfk (x)� f (x)jg

� fk � n : 8 x 2 A için fk (x) 6= gk (x)g

[ fk � n : 8 x 2 A için jgk (x)� f (x)j � "g

olur ve A üzerinde limk!1 gk (x) = f (x) oldu¼gundan son yaz¬lan küme sabit say¬da

tam say¬içerir. Bu sabit say¬ya l = l ("; x) diyelim. Böylece,

limn!1
1
n�
jfk � n : 8 x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "gj

� limn!1
1
n�
jfk � n : 8 x 2 A için fk (x) 6= gk (x)gj

+ lim l
n�
= 0

d¬r. Çünkü 8 x 2 A, h.h.k (�) için gk (x) = fk (x) dir. Dolay¬s¬yla 8 x 2 A, h.h.k (�)

için jfk (x)� f (x)j < " olur. Bu yüzden (i) sa¼glar ve ispat tamamlan¬r.

Sonuç 6:2:1 A üzerinde S�� lim fk (x) = f (x) olacak şekilde ffkg bir fonksiyon dizisi

ise A üzerinde limn!1 fk(n) (x) = f (x) olacak şekilde bir
�
fk(n) (x)

	
alt dizisi vard¬r.

Teorem 6:2:2 0 < � < � � 1 olsun. S� (f) � S� (f) dir ve � < � olacak şekilde baz¬

� ve � için kapsam kesindir.

·Ispat: E¼ger 0 < � < � � 1 ise 8" > 0 için

1
n�
jfk � n : 8 x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "gj

� 1
n�
jfk � n : 8 x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "gj

oldu¼gundan S� (f) � S� (f) dir. Kapsam¬n kesin oldu¼gunu göstermek için ffkg dizisini

fk (x) =

8<: 1; k = n2

k2x
1+k3x2

; k 6= n2
n = 1; 2; 3; :::; x 2 [0; 1]

şeklinde tan¬mlayal¬m. Böylece 1
2
< � � 1 için

1
n�
jfk � n : 8 x 2 [0; 1] için jfk (x)� 0j � "gj

= 1
n�
jfk � n : 8 x 2 [0; 1] için jfk (x)j � "gj �

p
n

n�
! 0
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elde edilir. S� � lim fk (x) = 0, yani 12 < � � 1 için x 2 S
� (f) dir, fakat 1

2
< � � 1 için

x =2 S� (f) dir.

Teorem 6:2:2 de � = 1 al¬rsak sonraki sonucu elde ederiz.

Sonuç 6:2:2 ffkg fonksiyon dizisi, baz¬0 < � � 1 için f fonksiyonuna � mertebeden

istatistiksel yak¬nsaksa, f fonksiyonuna istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Tan¬m 6:2:2 0 < � � 1 olacak şekilde � bir reel say¬ve p pozitif bir reel say¬olsun.

lim
n!1

1

n�

nX
k=1

jfk (x)� f (x)jp = 0

olacak şekilde bir f fonksiyonu varsa ffkg fonksiyon dizisine � mertebeden kuvvetli

p�cesàro toplanabilir denir. Bu durumda A üzerinde w�p � lim fk (x) = f (x) yaz¬l¬r.

� = 1 için � mertebeden kuvvetli p�Cesàro toplanabilirlik, kuvvetli p�Cesàro topla-

nabilirli¼ge dönüşür. �mertebeden tüm kuvvetli p�Cesàro toplanabilir fonksiyon dizileri-

nin kümesini w�p (f) ile tan¬mlayal¬m. f (x) = 0 olmas¬durumunda w
�
0;p (f) yaz¬l¬r.

Teorem 6:2:3 0 < � < � � 1 ve p pozitif bir reel say¬olsun. w�p (f) � w�p (f) dir ve

� < � olacak şekilde baz¬� ve � için kapsam kesindir.

·Ispat: ffkg ; � mertebeden kuvvetli p�Cesàro toplanabilir olsun. 0 < � < � � 1

olacak şekilde � ve � verilsin ve p pozitif bir reel say¬olsun. Bu durumda,

lim
n!1

1

n�

nX
k=1

jfk (x)� f (x)jp � lim
n!1

1

n�

nX
k=1

jfk (x)� f (x)jp

yazabiliriz. Bu da w�p (f) � w�p (f) i verir. Kapsam¬n kesin oldu¼gunu göstermek için

ffkg dizisini

fk (x) =

8<: 1
1+kx

; k = n2

0; k 6= n2
x 2

�
0; 1

k

�
şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu durumda

1

n�

nX
k=1

jfk (x)� 0jp �
p
n

n�
=

1

n��
1
2
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dir. n ! 1 iken 1

n��
1
2
! 0 oldu¼gundan w�p (f) � lim fk (x) = 0 d¬r. Yani ffkg dizisi

0 < � < 1
2
için � mertebeden kuvvetli p�Cesàro toplanabilirdir, fakat

p
n

2n�
� 1

n�

nX
k=1

jfk (x)� 0jp

ve n!1 iken
p
n

2n�
!1 oldu¼gundan 0 < � < 1

2
için ffkg dizisi � mertebeden kuvvetli

p�Cesàro toplanabilir de¼gildir.

Sonuç 6:2:3 0 < � � � � 1 ve p pozitif bir reel say¬olsun. Bu durumda,

(i) E¼ger � = � ise w�p (f) = w
�
p (f)dir.

(ii) 8� 2 (0; 1] ve 0 < p <1 için w�p (f) � wp (f) dir.

Teorem 6:2:4 0 < � � 1 ve 0 < p < q <1 olsun. Bu durumda w�q (f) � w�p (f) dir.

Teorem 6:2:5 0 < � � � � 1 olacak şekilde � ve � sabit reel say¬lar ve 0 < p < 1

olsun. E¼ger ffkg ; f fonksiyonuna � mertebeden kuvvetli p�Cesàro toplanabilir ise f

fonksiyonuna � mertebeden istatistiksel yak¬nsakt¬r.

·Ispat: A üzerinde tan¬ml¬herhangi bir ffkg fonksiyon dizisi için,
nX
k=1

jfk (x)� f (x)jp � jfk � n : 8 x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "gj :"p

yazabiliriz ve bu yüzden

1

n�

nX
k=1

jfk (x)� f (x)jp � 1

n�
jfk � n : 8 x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "gj :"p

� 1

n�
jfk � n : 8 x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "gj :"p

dir.

Sonuç 6:2:4 0 < � � 1 olacak şekilde � sabit bir reel say¬ve 0 < p < 1 olsun.

ffkg ; f fonksiyonuna � mertebeden kuvvetli p�Cesàro toplanabilir ise f fonksiyonuna

� mertebeden istatistiksel yak¬nsakt¬r.
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6.3 Fonksiyon Dizileri ·Için �Mertebeden Düzgün ·Istatistiksel

Yak¬nsakl¬k

Bu k¬s¬mda fonksiyon dizileri için �mertebeden düzgün istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬

incelenecektir.

Tan¬m 6:3:1 A üzerinde 0 < � � 1 olacak şekilde � sabit bir reel say¬olsun. 8 " > 0

için A kümesi üzerinde

lim
n!1

1

n�
jfk � n : 8 x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "gj = 0

oluyorsa ffkg ; fonksiyon dizisine f fonksiyonuna � mertebeden düzgün istatistiksel

yak¬nsak ya da düzgün ��istatistiksel yak¬nsak denir.

Yani 8 x 2 A ve h.h.k (�) için

jfk (x)� f (x)j < " (6.2)

oluyorsa, bu durumda A üzerinde düzgün S� � lim fk (x) = f (x) ya da A üzerinde

S�u � lim fk (x) = f (x) yaz¬l¬r. Tüm düzgün ��istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesini

S�u (f) ile tan¬mlayal¬m.

Teorem 6:3:1 8 k 2 N için f ve fk, A = [a; b] � R üzerinde sürekli fonksiyonlar ve

0 < � � 1 olsun. Bu durumda ck = maxx2A jfk (x)� f (x)j oldu¼gunda A üzerinde

düzgün S�� lim fk (x) = f (x) olmas¬için gerek ve yeter şart S�� lim ck = 0 olmas¬d¬r.

·Ispat: A üzerinde düzgün S�� lim fk (x) = f (x) oldu¼gunu farzedelim. 8 k 2 N için A

üzerinde jfk (x)� f (x)j sürekli oldu¼gundan herhangi bir xk 2 A için mutlak maksimum

de¼geri vard¬r. Yani, c1 = jf1 (x1)� f (x1)j ; c2 = jf2 (x2)� f (x2)j ; ::: sa¼glanacak şekilde

x1; x2; ::: 2 A noktalar¬bulunabilir. Böylece k = 1; 2; 3; ::: için ck = jfk (x)� f (x)j

yazabiliriz. Düzgün ��istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬ndan, 8 " > 0 ve h.h.k (�) için

jfk (xk)� f (xk)j < " yazabiliriz. Bu yüzden S� � lim ck = 0 d¬r.
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(6:2) den e¼ger A üzerinde düzgün lim fk (x) = f (x) ise A üzerinde düzgün S� �

lim fk (x) = f (x) dir. Fakat tersi do¼gru olmayabilir. Bunu göstermek için ffkg dizisini,

fk (x) =

8<: 1; k = n2

k
k2+k2x2

; di¼ger durumlarda
k = 1; 2; 3; :::; x 2 [0; 1]

şeklinde tan¬mlayal¬m.

ck = max
x2[0;1]

jfk (x)� 0j =

8<: 2; k = n2

1
k
; di¼ger durumlarda

oldu¼gunda S�� lim ck = 0 oldu¼gundan [0; 1] üzerinde x 2 [0; 1] ve � 2
�
1
2
; 1
�
için ffkg ;

f (x) = 0 a düzgün ��istatistiksel yak¬nsakt¬r. Fakat limk!1 ck var olmad¬¼g¬ndan

(fk (x)) ; [0; 1] üzerinde düzgün yak¬nsak de¼gildir.

Tersine ¬spat aşikard¬r.

Sonuç 6:3:1 (i) A üzerinde düzgün lim fk (x) = f (x) ise A üzerinde lim fk (x) = f (x)

d¬r. A üzerinde lim fk (x) = f (x) ise A üzerinde noktasal S� � lim fk (x) = f (x) d¬r.

(ii) A üzerinde düzgün S� � lim fk (x) = f (x) ise

A üzerinde noktasal S� � lim fk (x) = f (x) d¬r.

(iii) E¼ger 0 < � � � � 1 ise S�u (f) � S�u (f) d¬r.

6.4 Fonksiyon Dizileri ·Için Düzgün ��·Istatistiksel Cauchy Dizisi

Bu k¬s¬mda reel de¼gerli fonksiyon dizileri için düzgün ��istatistiksel Cauchy dizisi

kavram¬n¬inceleyece¼giz.

Tan¬m 6:4:1 0 < � � 1 olacak şekilde � herhangi bir reel say¬ve ffkg, A kümesi üz-

erinde bir fonksiyon dizisi olsun. 8 " > 0, h.h.k (�) ve 8 x 2 A için jfk (x)� fN (x)j < "

olacak şekilde bir N (= N (")) say¬s¬varsa ffkg dizisine � mertebeden düzgün istatis-

tiksel Cauchy dizisi ya da düzgün ��istatistiksel Cauchy dizisi denir. Yani,

lim
n!1

1

n�
jfk � n : 8 x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "gj = 0
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d¬r.

Teorem 6:4:1 0 < � � 1 ve ffkg ; fgkg A üzerinde tan¬mlanm¬̧s reel de¼gerli fonksi-yon

dizileri olsun.

(i) E¼ger S�u � lim fk (x) = f (x) ve c 2 R ise S�u � lim cfk (x) = cf (x) dir.

(ii) E¼ger S�u � lim fk (x) = f (x) ve S�u � lim gk (x) = g (x) ise

S�u � lim (fk (x) + gk (x)) = f (x) + g (x)

d¬r.

Teorem 6:4:2 0 < � � 1 olacak şekilde � herhangi bir reel say¬ve ffkg, A kümesi

üzerinde bir fonksiyon dizisi olsun. Aşa¼g¬daki durumlar denktir.

(i) A üzerinde ffkg düzgün ��istatistiksel yak¬nsakt¬r.

(ii) A üzerinde ffkg düzgün ��istatistiksel Cauchy dizisidir.

(iii) ffkg ; bir fonksiyon dizisi olmak üzere 8 x 2 A ve h.h.k (�) için fk (x) = gk (x)

olacak şekilde � mertebeden düzgün yak¬nsak bir fgkg fonksiyon dizisi vard¬r.
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7 FONKS·IYOND·IZ·ILER·I ·IÇ·IN �MERTEBEDEN

��·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAKLIK

Bu bölümde reel de¼gerli fonksiyon dizileri için � mertebeden [V; �]�toplanabilirlik ve �

mertebeden noktasal �� istatistiksel yak¬nsakl¬k kavramlar¬n¬tan¬mlay¬p inceleyece¼giz.

w��p (f) ve S
�
� (f) aras¬nda ve S

�
� (f) ve S� (f) aras¬nda baz¬kapsam ili̧skileri kuraca¼g¬z.

Aksi belirtilmedikçe no 2 N = f1; 2; 3; :::g için Nno = fno; no + 1; no + 2; :::g de �tüm

no 2 Nno�nin anlam¬�pozitif tam say¬lar¬n sonlu say¬lar¬hariç tüm n 2 N�dir.

A, boş olmayan bir küme olsun, A üzerinde tan¬mlanan s¬n¬rland¬r¬lm¬̧s reel de¼gerli tüm

fonksiyonlar¬n kümesini B (A) ile tan¬mlayal¬m.

7.1 � Mertebeden Noktasal ��·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

Bu k¬s¬mda � mertebeden noktasal ��istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬tan¬mlan¬p in-

celenecektir.

Tan¬m 7:1:1 � = (�n) dördüncü bölümdeki gibi tan¬mlans¬n ve �; (0; 1] aral¬¼g¬nda

herhangi bir reel say¬olsun. E¼ger 8" > 0 için,

lim
n!1

1
��n
jfk 2 In : 8 x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "gj = 0

oluyorsa ffkg fonksiyon dizisine, f fonksiyonuna � mertebeden noktasal ��istatistiksel

yak¬nsakt¬r denir. Yani � > 0, n > N (= N ("; �; x)) ; 0 < � � 1 ve 8 " > 0 için

lim
n!1

1

��n
jfk 2 In : 8 x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "gj < �

olacak şekilde birN say¬s¬vard¬r. �mertebeden noktasal istatistiksel yak¬nsak fonksiyon

dizilerinin tüm kümesini S�� (f) ile tan¬mlayal¬m. Bu durumda A üzerinde

S�� � lim fk (x) = f (x)
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yaz¬l¬r. �n = n ve tüm n 2 N için S�� yerine S
� (f) yaz¬l¬r. Özel olarak � = 1

durumunda S�� (f) yerine S� (f) yaz¬l¬r.

0 < � � 1 için S��� istatistiksel yak¬nsakl¬k iyi tan¬ml¬d¬r. Fakat � > 1 için iyi tan¬ml¬

de¼gildir. Bunun için ffkg,

fk (x) =

8<: 2; k = 3n

1
1+kx

; k 6= 3n
n = 1; 2; 3; :::

şeklinde tan¬mlans¬n. Bu durumda, � > 1 için hem

lim
n!1

1

��n
jfk 2 In : 8 x 2 A için jfk (x)� 2j � "gj � lim

n!1

[�n] + 1

3��n
= 0

hem de

lim
n!1

1

��n

�����k 2 In : 8 x 2 A için ����fk (x)� 1

1 + kx

���� � "����� � lim
n!1

2 ([�n] + 1)

3��n
= 0

olur. Dolay¬s¬yla S��� istatistiksel yak¬nsakl¬k hem 2 ye hem de 0 a yak¬nsar. Bu durum

imkans¬zd¬r.

7.2 Fonksiyon Dizileri için �Mertebeden [V; �]�Tollanabilirlik

Bu k¬s¬mda reel de¼gerli fonksiyon dizileri için � mertebeden [V; �]�tollanabilirlik kavra-

m¬n¬inceleyece¼giz. w��p (f) ve S
�
� (f) aras¬nda ve S

�
� (f) ve S� (f) aras¬nda baz¬kapsam

ili̧skileri kuraca¼g¬z.

Tan¬m 7:2:1 � = (�n) dizisi yukar¬da belirtildi¼gi gibi olsun. �; (0; 1] aral¬¼g¬nda

herhangi bir reel say¬ve p pozitif bir reel say¬olsun. E¼ger

lim
n!1

1

��n

X
k2In
x2A

jfk (x)� f (x)jp = 0

olacak şekilde bir f fonksiyonu varsa ffkg fonksiyon dizisine, kuvvetli w��p (f)�toplana-

bilir ya da � mertebeden noktasal [V; �]�toplanabilir denir.
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Bu durumdaA üzerindew��p�lim fk (x) = f (x) yaz¬l¬r. Tüm kuvvetli w
�
�p (f)�toplanabilir

fonksiyon dizilerinin kümesini w��p (f) ile tan¬mlayal¬m. �n = n ve tüm n 2 N için

w��p (f) yerine w
�
p (f) yaz¬l¬r. � = 1 özel durumunda w

�
�p (f) yerine w�p (f) yaz¬l¬r.

Teorem 7:2:1 Her n 2 Nno için �n � �n olacak şekilde � = (�n) ve � = (�n) dördüncü

bölümde tan¬mlanan � da iki dizi olsun. 0 < � � � � 1 ve ffkg ; A kümesi üzerinde

tan¬mlanm¬̧s reel de¼gerli bir fonksiyon dizisi olsun.

(i) E¼ger,

lim
n!1

inf
��n

��n
> 0 (7.1)

ise S�� (f) � S�� (f) dir.

(ii) E¼ger,

lim
n!1

�n
��n
= 1 (7.2)

ise S�� (f) � S�� (f) dir.

·Ispat: (i) Her n 2 Nno için �n � �n oldu¼gunu farzedelim ve (7:1) sa¼glans¬n. Bu

durumda In � Jn ve " > 0 için

fk 2 Jn : 8 x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "g

� fk 2 In : 8 x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "g

yazabiliriz ve bu yüzden Jn = [n� �n + 1; n] aral¬¼g¬nda her n 2 Nno için

1

��n
jfk 2 Jn : 8 x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "gj

� ��n
��n

1
��n
jfk 2 In : 8 x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "gj

dir. n!1 iken (7:1) yi kullanarak limit al¬rsak S�� (f) � S�� (f) elde edilir.

(ii) A üzerinde S�� � lim fk (x) = f (x) olsun ve (7:2) sa¼glans¬n. In � Jn oldu¼gundan,
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8" > 0 ve 8 n 2 Nno için

1

��n
jfk 2 Jn : 8 x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "gj

= 1

��n
jfn� �n + 1 < k < n� �n : 8 x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "gj

+ 1

��n
jfk 2 In : 8 x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "gj

� �n��n
��n

+ 1

��n
jfk 2 In : 8 x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "gj

� �n��
�
n

��n
+ 1

��n
jfk 2 In : 8 x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "gj

�
�
�n
��n
� 1
�
+ 1

��n
jfk 2 In : 8 x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "gj

dir.(2) den limn!1
�n
��n
= 1 oldu¼gundan ilk terim ve A üzerinde S�� � lim fk (x) = f (x)

oldu¼gundan yukar¬daki eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki ikinci terim n ! 1 iken 0 a yak¬n-

sar.
�
Her n 2 Nno için

�
�n
��n
� 1
�
� 0 oldu¼guna dikkat edelim.

�
Bu S�� (f) � S�� (f)

olmas¬n¬gerektirir.

Bu teoremden aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 7:2:1 8 n 2 Nno için �n � �n olacak şekilde � = (�n) ve � = (�n), � da iki dizi

ve ffkg ; A kümesi üzerinde tan¬mlanm¬̧s reel de¼gerli bir fonksiyon dizisi olsun. E¼ger

(7:1) sa¼glarsa, bu durumda;

(i) 8� 2 (0; 1] ve 8x 2 A için S�� (f) � S�� (f) dir.

(ii) 8� 2 (0; 1] ve 8x 2 A için S� (f) � S�� (f) dir.

(iii) 8x 2 A için S� (f) � S� (f) dir.

Sonuç 7:2:2 8 n 2 Nno için �n � �n olacak şekilde � = (�n) ve � = (�n), � da iki dizi

ve ffkg ; A kümesi üzerinde tan¬mlanm¬̧s reel de¼gerli bir fonksiyon dizisi olsun. E¼ger

(7:2) sa¼glarsa, bu durumda;

(i) 8� 2 (0; 1] ve 8x 2 A için S�� (f) � S�� (f) dir.

(ii) 8� 2 (0; 1] ve 8x 2 A için S�� (f) � S� (f) dir.

(iii) 8x 2 A için S� (f) � S� (f) dir.

Teorem 7:2:3 Her n 2 Nno için �n � �n olacak şekilde � = (�n), � = (�n) 2 � olsun.

0 < � � � � 1 ve ffkg ; A kümesi üzerinde tan¬mlanm¬̧s reel de¼gerli bir fonksiyon dizisi

olsun.
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(i) E¼ger (7:1) sa¼glarsa 8x 2 A için w��p (f) � w��p (f) dir.

(ii) E¼ger (7:2) sa¼glarsa ve f (x) 2 B (A) ise 8x 2 A için B (A) \ w��p (f) � w��p (f) dir.

·Ispat: (i) nin ¬spat¬aç¬kt¬r.

(ii) (fk (x)) 2 B (A) \ w��p (f) olsun ve (7:2) nin sa¼glad¬¼g¬n¬farzedelim.

(fk (x)) 2 B (A) oldu¼gundan 8 k 2 N ve 8x 2 A için jfk (x)� f (x)j �M olacak şekilde

M > 0 vard¬r. Şimdi, 8n 2 Nno için �n � �n ve In � Jn oldu¼gundan, her n 2 Nno için

1

��n

X
k2Jn
x2A

jfk (x)� f (x)jp =
1

��n

X
k2Jn�In

x2A

jfk (x)� f (x)jp +
1

��n

X
k2In
x2A

jfk (x)� f (x)jp

�
�
�n � �n
��n

�
Mp +

1

��n

X
k2In
x2A

jfk (x)� f (x)jp

�
�
�n � ��n
��n

�
Mp +

1

��n

X
k2In
x2A

jfk (x)� f (x)jp

�
�
�n
��n
� 1
�
Mp +

1

��n

X
k2In
x2A

jfk (x)� f (x)jp

olur. Dolay¬s¬yla B (A) \ w��p (f) � w��p (f) dir.

Sonuç 7:2:3 8 n 2 Nno için �n � �n olacak şekilde � = (�n) ve � = (�n), � da iki dizi

ve ffkg ; A kümesi üzerinde tan¬mlanm¬̧s reel de¼gerli bir fonksiyon dizisi olsun. E¼ger

(7:1) sa¼glarsa, bu durumda;

(i) 8� 2 (0; 1] ve 8x 2 A için w��p (f) � w��p (f) d¬r.

(ii) 8� 2 (0; 1] ve 8x 2 A için w�p (f) � w��p (f) d¬r.

(ii) 8x 2 A için w�p (f) � w�p (f) d¬r.

Sonuç 7:2:4 8 n 2 Nno için �n � �n olacak şekilde � = (�n) ve � = (�n), � da iki dizi

ve ffkg ; A kümesi üzerinde tan¬mlanm¬̧s reel de¼gerli bir fonksiyon dizisi olsun. E¼ger

(7:2) sa¼glarsa, bu durumda;

(i) 8� 2 (0; 1] ve 8x 2 A için B (A) \ w��p (f) � w��p (f) d¬r.

(ii) 8� 2 (0; 1] ve 8x 2 A için B (A) \ w��p (f) � w�p (f) d¬r.

(iii) 8x 2 A için w�p (f) � w�p (f) dir.
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Teorem 7:2:4 0 < � � � � 1 olacak şekilde � ve � sabit reel say¬lar, 8n 2 Nno için

�n � �n ve ffkg ; A kümesi üzerinde tan¬mlanm¬̧s reel de¼gerli bir fonksiyon dizisi olsun.

Bu durumda;

(i) (7:1) sa¼glans¬n, e¼ger A üzerinde tan¬mlanm¬̧s reel de¼gerli fonksiyon dizisi, f ye

kuvvetli w��p (f)�toplanabilir ise f ye S�� (f)�istatistiksel yak¬nsakt¬r.

(ii) (7:2) sa¼glans¬n, e¼ger fk (x) 2 B (A) ve ffkg ; A üzerinde tan¬mlanm¬̧s s¬n¬rl¬reel

de¼gerli fonksiyon dizisi, f ye S�� (f)�istatistiksel yak¬nsak ise f ye kuvvetli w��p (f)�top-

lanabilirdir.

·Ispat: Herhangi bir (fk (x)) fonksiyon dizisi ve " > 0 içinX
k2Jn
x2A

jfk (x)� f (x)jp =
X

k2Jn;x2A
jfk(x)�f(x)j�"

jfk (x)� f (x)jp +
X

k2Jn;x2A
jfk(x)�f(x)j<"

jfk (x)� f (x)jp

�
X

k2In;x2A
jfk(x)�f(x)j�"

jfk (x)� f (x)jp +
X

k2In;x2A
jfk(x)�f(x)j<"

jfk (x)� f (x)jp

�
X

k2In;x2A
jfk(x)�f(x)j�"

jfk (x)� f (x)jp

� jfk 2 In : 8 x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "gj "p

dir. Bu durumda,

1

��n

X
k2Jn
x2A

jfk (x)� f (x)jp � 1

��n
jfk 2 In : 8 x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "gj "p

� ��n

��n

1

��n
jfk 2 In : 8 x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "gj "p

elde edilir. (7:1) sa¼glad¬¼g¬ndan, e¼ger ffkg ; f ye kuvvetli w��p (f)�toplanabilir ise f ye

S�� (f)�istatistiksel yak¬nsakt¬r.

(ii) S�� � lim f (x) = f (x) ve (fk (x)) 2 B (A) oldu¼gunu farzedelim. Bu durumda, tüm
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k lar için jfk (x)� f (x)j �M olacak şekilde M > 0 vard¬r. 8" > 0 ve 8n 2 Nno için
1

��n

X
k2Jn
x2A

jfk (x)� f (x)jp =
1

��n

X
k2Jn�In

x2A

jfk (x)� f (x)jp +
1

��n

X
k2In
x2A

jfk (x)� f (x)jp

�
�
�n � �n
��n

�
Mp +

1

��n

X
k2In
x2A

jfk (x)� f (x)jp

�
�
�n � ��n
��n

�
Mp +

1

��n

X
k2In
x2A

jfk (x)� f (x)jp

�
�
�n
��n
� �

�
n

��n

�
Mp +

1

��n

X
k2In;x2A

jfk(x)�f(x)j�"

jfk (x)� f (x)jp

+
1

��n

X
k2In;x2A

jfk(x)�f(x)j<"

jfk (x)� f (x)jp

�
�
�n
��n
� 1
�
Mp

+
Mp

��n
jfk 2 In : 8 x 2 A için jfk (x)� f (x)j � "gj+ "

dir ve S�� � lim f (x) = f (x) oldu¼gunda (7:2) yi kullanarak w��p� lim f (x) = f (x) elde

edilir.

Sonuç 7:2:5 8 n 2 Nno için �n � �n olacak şekilde � = (�n) ve � = (�n), � da iki dizi

�; (0; 1] de herhangi bir reel say¬olsun. E¼ger (7:1) sa¼glarsa, bu durumda;

(i)A üzerinde tan¬mlanm¬̧s reel de¼gerli bir fonksiyon dizisi f ye kuvvetli w��p (f)�toplana-

bilir ise f ye S�� (f)�istatistiksel yak¬nsakt¬r.

(ii)A üzerinde tan¬mlanm¬̧s reel de¼gerli bir fonksiyon dizisi f ye kuvvetli w�p (f)�toplana-

bilir ise f ye S�� (f)�istatistiksel yak¬nsakt¬r.

(iii)A üzerinde tan¬mlanm¬̧s reel de¼gerli bir fonksiyon dizisi f ye kuvvetli w�p (f)�toplana-

bilir ise f ye S� (f)�istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Sonuç 7:2:6 8 n 2 Nno için �n � �n olacak şekilde � = (�n) ve � = (�n), � da iki dizi

ve �; (0; 1] de herhangi bir reel say¬olsun. E¼ger (7:2) sa¼glarsa, bu durumda;

(i) A üzerinde tan¬mlanm¬̧s s¬n¬rl¬ reel de¼gerli bir fonksiyon dizisi f ye S�� (f)�is-

tatistiksel yak¬nsak ise f ye kuvvetli w��p (f)�toplanabilirdir.
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(ii)A üzerinde tan¬mlanm¬̧s s¬n¬rl¬reel de¼gerli bir fonksiyon dizisi f ye S�� (f)�istatistik-

sel yak¬nsak ise f ye kuvvetli w�p (f)�toplanabilirdir.

(iii; ) E¼gerA üzerinde tan¬mlanm¬̧s s¬n¬rl¬reel de¼gerli bir fonksiyon dizisi f ye S� (f)�is-

tatistiksel yak¬nsak ise f ye kuvvetli w�p (f)�toplanabilirdir.
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