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t
Bu tez c¢aligmasinda J“f(t)= %J.(t —Ef(£)dE  seklinde tamml « -
o 0

mertebeli Riemann-Liouville Kkesirli integral operatorii gbéz Oniine alinmig ve bu
operatoriin bazi esitsizliklere uygulanmasi incelenmistir.

l-a X
Daha sonra genellestirilmis 217 f(X) = %I(Xp+1 —rPM)“ P f(r)dr  kesirli
a

integral operatorii kullanilarak bazi yeni integral esitsizlikleri elde edilmistir.

a
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In this theis, we consider the « -th order Riemann-Liouville fractional integral
operator, which is defined by J*f (t) _—j(t E)*Hf(£)dE, and study its
applications to some inequalities.

Later, some new integral inequalities are obtained by using generalized fractional

p+1)1 o X

integral operator 717 f (x) = (p+)™" J.(xp*l PN P f(r)dr.
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1.GIRIS

1.1 Amag¢ ve Kapsam

Kesirli hesabin tarihi, 17. yiizyila dayanmaktadir. Keyfi mertebeli diferansiyel ve

integrasyon kavramlari, tamsay1 mertebeli tiirev ve #n —katli integralleri birlestiren ve

genellestiren kavramlardir. Bu kavramlar 17. yiizyildan itibaren Leibniz, Euler,
Lagrange, Abel, Liouville ve diger bir¢gok matematik¢inin, kesirli mertebe icgin
diferensiyel ve integrasyonun genellestirilmesine dayanan c¢alismalariyla gelismeye
baslamistir. Bu ¢aligsma igerisinde Kesirli integrallerin bilinen bir¢ok formu vardir, dyle
ki, bunlardan 6zellikle J.Hadamard ve Riemann-Liouville kesirli integralleri, 1993 te
Samko, Kilbas, Marichev, 2001 de Kilbas, 2002 de Butzer, Kilbas, Trujillo, 2006 da
Kilbas, Srivastava, Trujillo, 2009 da Podlubny ve tarafindan yaygmn olarak
incelenmistir. Katugampola'min 2011 yilinda elde etmis oldugu genellestirilmis
fractional integral operatorii kullanilarak bu tezde Belarbi ve Dahmani’ nin senkronize
fonksiyonlar1 ele alarak ifade etmis olduklari teoremler genellestirilmis ve ayrica
Dahmani tarafindan ¢alisilmis Minkowski esitsizliginin de genellestirilmesi ifade ve

ispat edilmistir.

1.2 Literatiir Ozeti

Kesirli diferansiyel teorisi, cesitli madde ve islemlerin kalitsal 6zelliklerinin
tanimlanmasinda kullanilabilecek ¢ok iyi bir aragtir. Bu ise tamsay1 mertebeli tiirevlerle
karsilastirildig1 zaman, kesirli tiirevler i¢in 6nemli bir avantajdir. Kesirli tiirevlerin bu
avantaji nesnelerin mekanik ve elektriksel 6zelliklerinin matematiksel modellemeleri,
akiskanlik teorisi, elektrik devreleri, elektro-analitik kimya ve diger bir¢cok alanda

kullanilmaktadir.



1695°te a = l;’é —nci mertebeden tiirev Leibniz tarafindan tanimlanmistir. Simdilik

“Tamsay1 mertebeli olmayan Tiirev ve Integral 6nemli bir paradokstur” ancak bir
glin bu paradoksun faydali bir sekilde sunulacagma inanmiyorum demistir. Bu
paradokstan hareketle bir¢cok bilim insani c¢esitli arastirmalar sunmustur. Bunlardan
bazilar1 Riemann-Liouville, Hadamard, Grunwald-Letnikov, Riesz ve Caputo integral
esitsizlikleri 1993 te Samko, Kilbas, Marichev ve 2006 da Kilbas, Srivastava, Trujillo

tarafindan kesirli hesap teori ve gelismeleriyle farkl tiirevler tanimlanmastir.

Kesirli analizde; kesirli tiirevler, 2006 da Kilbas, Srivastava, Trujillo ve 1993 te Samko,
Kilbas, Marichev tarafindan bir kesirli integral yardimiyla tanimlanmistir. Kesirli
integrallerin bilinen bir¢ok formu vardir, dyle ki, bunlardan 6zellikle J.Hadamard ve
Riemann-Liouville kesirli integralleri, 1993 te Samko, Kilbas, Marichev, 2001 de
Kilbas, 2002 de Butzer, Kilbas, Trujillo, 2006 da Kilbas, Srivastava, Trujillo ve 2009 da

Podlubny tarafindan yaygin olarak incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Re a>0ve f, J'=(0, o) da pargali siirekli ve J = [0, o) smirh alt aralikta

integrallenebilir olsun. O zaman t > 0 igin « - inci mertebeden Riemann-Liouville

kesirli integrali asagidaki sekildedir.
1 t
J (M) =——|(t-5) " f(£)d¢ (2.1)
)
Eger G(X,Y), [a,b]x[a,b] tizerinde siirekli ise,
b x b b
[dx[G(x, y)dy =[ dy[G(x, y)dx (2.2)
a a a y

yazilabilir. (2.2) ifadesine Dirichlet formiilii denir.

F, Oklid diizleminde siirekli ve &, 3, y pozitif sayilar olsun. Bu durumda

[ dx[ (y-a)“*(x—yy *F(x y)dy
" t (2.3)
= [(y—a)*dy[ (t—x)"*(x~y)" *F (x, y)dx

esitligi vardir (Miller and Ross 1993).

Eger a=0,a=1ve F(x,y)=9g(x)f(y) ise (2.3) ifadesi

[t=0"1900x] (x—y) 1 ()l
0 t ° (2.4)
F(y)dy| (t=x)""(x—y)" " g(x)dx

[ S———



olarak yazilir.

Simdi Riemann-Liouville fractional integral operatoriiniin nasil elde edildigini

gosterelim. Bunun i¢in,

7, Vna

j j f(y.)dy.dy, ,..dy,dy (2.5)

|

D R

seklindeki n- katli integrali gbz Oniine alalim. (2.5) integralinde integrasyon sinir1 ve

buna bagli olarak integralin sirasini

a<y, <x ¥, <y, <X
a<y,<n V3 <V, <X
a<73<7, Va<V3<X
A<V, <Vis Vo <Vno <X
A<Vn1 <72 Vo <Vpa<X
a<y, <y, a<y, <X

tablosu yardimiyla degistirirsek,

TTTyT f(r)dy,dy, - dy,dy, = ](. f(7/n)".[j('{id71Jd72J..-d7n
aaa a a 75\ 7

esitligini yazariz. Bu yeni sinirlara gore, (2.5) integrali yeniden diizenlendiginde,

nry 7na

(7.1 f(yn)dyndyn1...dy2dyl=ff(m.{f[fdm]dyzj...dyn

a 73\ 72

D Sy <



= _)f f(7n)---(_)f(X_Vz)d7/2}“d7/n

X

= jf(yn)...ﬁ%d;@]._dyn

a

= [ 1) x=7,)"ds,

(n=1)t5

bulunur. Sayet burada,
(n-1)!=T(n)

oldugu gbz oniine alinirsa, (2.5) ile ifade edilen n- katl integral,

Vn1

7]] f (77,07, 1Ay dy, =

a

D Sy <

]l
a

1 h n-1
ﬁj f)x=7)" dy,  (2.6)

seklinde yeniden yazilir(S.G. Samko , A.A. Kilbas, O.I. Marichev, 1993). (2.6)
esitliginin sag tarafindaki n pozitif bir tamsayidir. Bununla birlikte I fonksiyonu,
tamsayilar disinda da ifade edilebildiginden N nin tamsayr olmamasi durumunda da

(2.6) esitliginin sag tarafi i¢in bir tanim verilebilir.

Tammm 2.1: f(x) € L (a,b) olsun. Bu durumda,

(12 F)(x) = ﬁ j f)(x—t)*dt, x>a
2 (2.7)

(12 £)(x) = % [fOx-)*dt, x<a



integrallerine o > Qigin « - inci mertebeden sag ve sol tarafli kesirli integral denir. Bu
integraller genel olarak Riemann-Liouville kesirli integralleri olarak bilinir (S.G.
Samko, A.A. Kilbas, O.I. Marichev, 1993).

Tamm 2.2: t >0 C uzayinda f (t)reel degerli fonksiyonu igin, eger p> u sayisi varsa

f(t)=tPf(t)
dir ve burada f,(t) eC ([0, oo)) dir (Belarbi and Dahmani 2009).

Tamm 2.3: Eger ™ ¢ C, ise neR igin C] uzayinda f(t) fonksiyonu vardir ve t>0

dir (Belarbi and Dahmani 2009).

Tamm 2.4: Tanim 2.1 de de ifade edildigi gibi o >0olmak iizere f eC, (1>-1)

fonksiyonu i¢in « —inci mertebeden Riemann-Liouville integral operatorti,
t
Jf(t) :ij(t—r)“’l f(r)dr,a>0,t>0 J°f(t)=f(t) (2.8)
I'(a) g

seklinde tanimlanir (S.G. Samko , A.A. Kilbas, O.l. Marichev, 1993, Belarbi and
Dahmani 2009).

Burada I" fonksiyonu,
I'(a)= f e u“du
0
seklindedir. Bu integral operatorii i¢in
J I Et)=3""f(t), =0, f>0 (2.9)

yar1 grup ve

J9IPf(t) =370 1 (t) (2.10)



seklinde degisme Ozelligine sahiptir.( S.G. Samko , A.A. Kilbas, O.l. Marichev, 1993,
Belarbi and Dahmani 2009).

f (t) =t"olmak tizere (2.8) ifadesinden,

J*H = 1—‘(/“l—i_:l-) ta+,u

, a>0, u>-11t>0 (2.11)
IN'a+up+l)

yazilir (Belarbi and Dahmani 2009).

1
Ornek 2.1: f(t)=(t—-a)? ve azé olmasi1 durumunda Riemann-Liouville kesirli

integralini hesaplayalim.
1= f)(x) = Li f (t)(x—t)* "t X>a
a* r(a) ) ]

integralinden,

1

12 )00 =
r)

T(t a) (x—t) 2t

esitligi yazilabilir. Sayet bu esitlikte r(%) =J7 olusu ve t=a+(x—a)r seklindeki

degisken degistirmesi yapilirsa,

(12 f)(x) = ((x— a)r)%(x—a)_% (1—7)_%(x—a)dr

-
ot—nr

(X a)J. 2(1-7) 2dr
yazilir. Burada,

Fyri(1 iy = D(PC(@)
) = | xP - x)"tdx =
Ao, =[x a0 =T o s



seklindeki £ fonksiyonu g6z 6niine alinirsa verilen integral

(12 f)(x) = (XJ‘;&) [r2a-0)2de

1
:(x—a)ﬂ(§ 1) x-a) L G ) (2) _(x-a) 2r( )r( )
V7 1 Jr F( +2) Jr 1

1
2
_(x-a)1 x/_(x a)
b e -

olarak hesaplanir. Buradan,

1
f(t) = (t—a)? fonksiyonunun « =%—inci mertebeden kesirli integralinin,

Jz(x-a)
2

oldugu goriiliir.

V7 (x-a)
2

Ornek 2.2: Simdi elde edilen f(t)=

tekrar o :% icin Riemann- Lioville integralini hesaplarsak,

(12 F)(x) = - —| J_(X ) (x_t) 2t

F()a

M\w

- Jl%(x—a)r(x—a); (1—r)’%(x—a)dr = (X 3)

0

L 1
Ir(l—r) 2dr
0

1 T@re)
G a) pa.g) = a) pag) -

re)

seklindeki integral fonksiyonunun



3

(x-a)? 1z  (x-a)?4 2 :
= = — ==(x-2a)?
2 gér(;) 2 3 3

oldugunu gériiriiz. Ornek 2.1 ve Ornek 2.2 den; bir fonksiyonun ard arda iki defa « =%

-inci mertebeden integrali (Yani iki kez yarim integrali alinirsa) alinirsa bu sonug,

fonksiyonun klasik integraline esittir.



3. KESIRLI (FRACTIONAL) INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

Chebyshev esitligi olarak bilinen

T(f,g)szlelJ‘f(x)g(x)dx—bT:U f(x)dx}(b—iajg(x)dxj (3.1)

seklindeki esitligi goz oniline alinsin. Burada f ve ¢ fonksiyonlar integrallenebilir ve

[a, b] araligi lizerinde sekronize fonksiyonlardir. Yani her X,y e[a, b] icin
(F)—f(y))(9(x)—g(y))=0 dir (Chebyshev 1882).

Bu boliimde kesirli integral kullanilarak (3.1) fonksiyonu i¢in bazi esitsizlikler

elde edilecektir (Malamud 2001, Marinkovic et al. 2008, Pachpatte 2006).

Teorem 3.1: f ve(q, [0,o) da sekronize iki fonksiyon, t >0 ve a >0 olmak tizere,

3% (fg)(t) z%aaf(t)aag(t) (3.2)

dir (Belarbi and Dahmani 2009).

Ispat : 7>0 ve p>Osartlari altinda f vefonksiyonlar1 [0,00) sekronize iki

fonksiyon ise,

(f(@)-f())(9(r)-9(p))20 (33)

esitsizliginden,

f(2)9(2) - f(1)a(p) - T (p)9(x) + f(p)9(p) 20
(3.4)
f(0)a(2) + T(p)9(p) = T (2)a(p) + (P)9(2)

10



elde edilir.(3.4) iin her iki tarafi z € (0,t) igin ile carpilirsa

(t-o)*"
(]

(t _ T)afl (t _ Z_)az—l
W f(r)g9(z) + (@)

f(p)a(p)

(3.5)

> 0 £ ()g(py+ L0

[(a) [(a)

f(r)a(7)

yazilir.Elde edilen bu (3.5) esitsizliginin her iki tarafinin (0,t) araligi iizerinden

integrali alinirsa,

e 9 1@0@e s [ 1 (Poeoe

[(a) g
(3.6)
* o] Ll 1f(r>g(p)dr+r(a) Jt=0 (o (e)ar
elde edilir. Boylece
L -0 (g(e)de = 3%(fa)®)
(o) g
ifadesi (3.6) da yerine yazilirsa;
J“(fg)(t) + f(p)g(p)ﬁf(t—r)“df
(3.7)
9(p) | a1 ( ) | a1
zm!(t ) ()dr+ o P j(t 7)“g(r)dr

11



elde edilir. (3.7) de

1

@.!(t—r)“‘ldr:\]“(l)

1 a1 «
@!‘(t—r) f(r)dr=J3f(t)

1 t a-1 a
f@ﬁga—r) g(r)dr =3"g(t)
ifadeleri yazilirsa,

J(f9) O + F(p)9(0)I* (M) 2 g(p) I f (1) + T (0)I“9(1)

(t—p)™

elde edilir.(3.9) un her iki tarafi p € (0,t) igin ile carpilirsa;

(t-p)* .. (t—p)" .
F Y 0O+ L2 1 (290

t-p)** « (t-p)** a
ng(p)\] f(t)+Wf(,O)J g(t)

olacaktir. Yine (3.10) un (O,t) araligi iizerinden integrali alinirsa;

12

(3.8)

(3.9)

(3.10)



Mj( £)Mdp +J ()j(t PYH(P)g(p)dp

I(a)
(3.11)
>3O o g+ 180 0o 1
elde edilir. Boylece
a-1 1 t a-1 _va
) L [(t-prap=200, Tayd P ()9 = (1))
a-1 a 1 t a-1 a
G )j(t P 9eNp=3700) e [P H(oMp =31 )
integralleri (3.11) de yerine yazilirsa,
I*(f))I“ W +I(fg)())I* ) 2 I FBI“g() +Ig()I* f (1)
2J%(fg)(t)I“ (1) =2J“ f (t)I“g(t)
(3.12)

Je(fg) ()" (M) = I“f(1)J“g (1)

L jetm)ag)

I (fo)0)> 5o

elde edilir ve bu da ispati tamamlar.

Teorem 3.2: fveg, [0,0) araliginda sekronize iki fonksiyon olsun. Bdylece her

t>0, >0, >0 icin,

13



tﬂ

t« 5
farp. (OO F

J*(fg)(t) > J*f (t)IPg(t)+I7 f(1)I*g(t) (3.13)
dir (Belarbi and Dahmani 2009).

Ispat: 7>0 ve p>0 olmak iizere f ve ¢ fonksiyonlar1 [0,0) arahiginda sekronize iki

fonksiyon ise,

(f@)-f()(9(r)-9(p))20 (3.14)
yazilir ve buradan

f(2)g9(z) - f(2)a(p) - F(p)9(z) + T (0)9(p) 20
(3.15)

f(0)g(0)+ f(P)a(p) = T (2)a(p) + T (0)9(2)

(t _ z_)oz—l
a

elde edilir. (3.15) in her iki tarafi 7 € (0,t) igin ile carpilirsa,

T (r)g(r+ L2

W () f(p)a(p)

(3.16)
S (t _ z_)0571

(t—7)“*
W f(z)g9(p) + ()

f(r)a(?)

olacaktir. Yine burada (3.16) nin her iki tarafinin (0,t) araligi ilizerinde integrali

alinirsa,

14



ﬁ!‘(t —7)* f(r)g(z)dz + r(la) l(t -7)f(p)g(p)d7

(3.17)

(t- T)"lf(f)g(p)(llf+ .[(t—T)“*lf(p)g(T)dT
I'(a)s

F( )j

elde edilir. Boylece

M )I(t ) f(D)g(r)dr = I (fg)(t)

ifadesi (3.17) de yerine yazilirsa,

J“(fg)(®) + f(p)g(p)mf(t—r)“ldf

(3.18)

(p
(ax

(t-0) o+ ) (”) A GRA

2

«©
~ [ =
O t—

—

elde edilir. (3.18) de

F(a)-[ (t-7)""dr=J3()

T )j(t ) (0)dr=J3%f (t) (3.19)

% [t-0g(e)ir=37g(0)

esitsizlikleri kullanilirsa,

15



J(19)(®) + T (0)a(p) I (M) 2 g(p)I“ T (1) + T (0)I (1) (3.20)

(t-p)™*
(B

bulunur. (3.20) ifadesinin her iki tarafi ile carpilirsa,

p-1
EA s gy + 2 ¢ ()g(p)3°@)

I'(p) I'(p)
(3.21)
-1 51
2 o001 1)+ (’2) f(p)I0()
yazilir. (3.21) in (0,t) araliginda integrali alinirsa,
mt t— ﬂfld ﬁlf d
rp [ et r([),)J(t Py (P)a(p)dp
(3.22)
J f(t) |

1O [ pyg0orao+ L2 ¢y (o1ap

) L(p) » F(ﬂ 0

elde edilir.

(3.22) deki integraller yerine

[y idp ="

T(B)y
pf d JP(f
5 j( —pY M (P)a(p)dp =37 (fg)(t)
1 | 9
@la—p)ﬁ g(p)dp=379(t)
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1

T P =210

ifadeleri yazilirsa,
J(fg)®)I’ ) +I*@WI” (fg)(t) = I“ f(t)Ig(t) +I“g(t)I”f(t) (3.23)

bulunur.

Buradan,

Y (g« —1

s a ¥ij a B
r(B+1) Tarp ) (1O2I7TOITgO+I"gMITTO  (3.24)

elde edilir ve bu da ispat1 tamamlar.

Uyan 3.1: (3.2) ve (3.3) ifadelerindeki fonksiyonlar [0,«) da sekronize degilse (3.2) ve
(3.3) esitsizlikleri yon degistirir. VX, y € [0, ) i¢in ( fox)—f (y))(g(x) -g(y))<0 drr
(Belarbi and Dahmani 2009).

Uyarn 3.2: Teorem 3.2 de « = f alirsak Teorem 3.1 elde edilir.

Teorem 3.3:  (f;),,_,n,[0,00)araliginda pozitif artan fonksiyonlar olsun. O zaman

t >0, > 0igin,

J“[ﬁ fij(t)z(Ja(l))l'”f[J“fi(t) (3.25)

i=1

dir (Belarbi and Dahmani 2009).

Ispat: Teorem, tiimevarim ydntemiyle ispatlanabilir.
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n=1i¢in her t >0, >0 oldugu zaman

JU(f)®) = I“(F))
elde edilir.

n=2igin her t >0, >0 oldugu zaman (3.6) dan

3 (4 E)02(3°Q) I“(ROI“(F,)O)
elde edilir.

Simdi de tiimevarim hipotezinden t > 0, > 0 i¢in,

\E (ﬁ fij(t) >(3% (@) 0t (1 (3.26)

i=1

oldugu kabul edelim.

artandir. Dolayisiyla Teorem 3.1, [T f, =g, f. = f fonksiyonlarina uygulanirsa,

n-1

J“(_f[fi](t)=Ja(fg)(t)z(J“<1>)‘lJ“(Hfij(t)Ja(fnxo (3.27)

i=1

elde edilir.

(3.26) hipotezi dikkate alinarak,

J“UL[fij(t)Z(J“(l))_l[(J“(l))z_n(ﬁJ“fij(t)jJ“(fn)(t) (3.28)

elde edilir ve bu da ispat1 tamamlar.
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Teorem 3.4: ¢ >0,p>1igin, f ve g [0,00) araliginda pozitif fonksiyonlar ve Vvt >0

icin; J“fP(t) <o, J*gP(t) <oo olsun. Eger 0<m< ;ET; <M, 7 €[0,1] ise,
T

1 1

weprtp  r1anpmap o 1FM(M+2) -, > r\1p
[J*fP@®)]° +[I7g" (D] S—(m+1)(M +l)[J (f+9)"(®)] (3.29)

dir (Dahmani 2010).

Ispat: 7 €[0,t],t >0 icin, ;(T; < M oldugundan,
T
(M +1)° £ °(2) <MP(f +0)°(2) (3.30)
yazabiliriz.
(t—T)a_l

(3.30) un her iki tarafi ile ¢arpilirsa;

(M +1)° (t—

a-1 §p M_p _ a1 0
I'a) 2 (T)Sl—‘(a) (t—-2)""(f +9)"(2) (3.31)

elde edilir. (3.31) in her iki tarafin 7 € (0,t) araliginda integrali alinirsa;

MP ¢ o
F(a)-[ (t-o)"(f+9)°(r)dr  (3.32)

0

(M +1)°
I'(a)

j t—7)*fP(r)dr <

elde edilir. Buradaki (3.32) ifadesine

Mp

J“fp(t)s(M D

J%(f +9)" () (3.33)

19



dir. Buradan

M

ol (T (3.34)

[°fP@)]° <

elde edilir.

Diger taraftan mg(z) < f(7) esitsizligini kullanarak;

@+ D)) < (F()+9()

yazilabilir. Buradan

(1+1] g%r){ij (F(2)+g(r)° (3.35)
m m

_ el
elde edilir.(3.35) in her tarafi (=0 carpilirsa;
I'(e)

(t-o)" 1Y’ p t-7)*(1 P p
I'() (14_6) 9°() = I'(@) (Ej (f(2)+9(2)) (3.36)

elde edilir. (3.36) nin her iki tarafi 7 € (0,t) araliginda integrali alinirsa;

[ = 1Y’ p -0t 1Y p
_([ ) (:HE) g (T)dré_([ W(E) (f(2)+g(2))Pdr (3.37)

yazilir. (3.37) deki ifadeler yerine yazilacak olursa;
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L[Ja(f +g)p(t)]; (3.38)
m+1

1
[J“g°(t) |r <
elde edilir. Bu da (3.34) ve (3.38) in birlikte ispatidir.

Teorem 3.5: ¢ >0,p>1igin, f ve g [0,00) araliginda pozitif fonksiyonlar ve VvVt >0

icin; J*fP(t) <o, J¥gP(t) <oo olsun. Eger 0<ms%g M, 7 €[0,t] ise
g(r

o [rg ] o O 2 oo o] 639

dir (Dahmani 2010).

Ispat: (3.34) ve (3.38) esitsizlikleri carpilirsa;

(M +D)(m+1)

e R NCIERRROIE s[[J“«f +g)(t»p]pj (3.40)

elde edilir. (3.40) 1n sag tarafina Minkowsky esitsizligi uygulanirsa
1y 1 1y
ERQCOSRE (ERECEEEEOIY

yazilir. Buradan

[J7(f@+g®)® [P <[I“FP@) [r+[I%gP®) [P +2[I“fP@®) P [I*0°®) |0 (3.41)

elde edilir.(3.40) ve (3.41) kullanilarak (3.39) elde edilir. Boylece ispat tamamlanur.
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4. GENELLESTIRILMIS KESIRLI INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

Biz ilk olarak Cauchy integral formiilii yardimiyla,
I”’f(x):ij(x—r)“lf(r)dr' a>0,x>a (4.1)
a'x F(a) ) ’ ’

seklindeki Riemann — Liouville kesirli (fractional) integralini

Tnt

Idrl]:drz---I f(z,)dz, =%J:(X—r)”_lf(r)dr (4.2)

a

n - kath integrali yardimiyla ifade etmistik (S.G.Samko, A.A. Kilbas, O.I. Marichev,
1993).

Ayni sekilde,

alff(x):ﬁi[loggj CHo)dr a>0,x>a (4.3)

seklindeki Hadamard kesirli (fractional) integrali,

tdr, tdr, F f(z,) 1 F Xia dr
197 )y = log )" f () 22 4.4
lrllrz [ — ¥z, r(n)!("gf) (0= (4.4)

n

esitligi ile elde edilir (Hadamard 1892).

Simdi burada, hem Riemann — Liouville hem de Hadamard kesirli (fractional)

integralinin genellemesi olan fractional integrasyonundan bahsedilecektir. «, p # —1reel

sayilar olmak iizere, (2.5) ve (2.6) oldugu gibi
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L Tn1

j‘rlpdrlj‘rzpdrz--- .[ 7,0 f(z,)dz,

(4.5)
" ¢ 1 _pHyndl_p
(’(’n+ i)l [ =yt (n)de
dir. Boylece,
l1-a X
19 (X) = (o +(1)) j (xP — PNy 12§ (£)dr (4.6)

dir (Katugampola 2011).

X2 (a,b)(ceR,1< p<w),[a,b] de tanimli kompleks degerli Lebesgue 6lgiilebilir, yani

|| f || «» <, f fonksiyonlarinin uzayidir. Burada norm fonksiyonu,

<]

1

t°f(t)\pdtJ <o, (A< p<w,ceR) (4.7)

dir. p=ooigin,

f

- =esssup, [ ][], (ceR) (4.8)

seklindedir.

Ozellikle ¢ = 1 (1< p<) oldugu zaman X! uzayi klasik L"(a,b) uzayi ile gakisr.
p
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Genellestirilmis integral i¢in tiirev formiilii tanimlamak i¢in, ne N :{1, 2,---}, peR

ve a >0 i¢in, n—katl: integral,

Tnl

f(x) = frlpdfjrzpdrz o [ 71 (),

a

seklinde tanimlansin (Katugampola 2011). Dirichlet teknigi kullanilarak,

'Xfrlpdrl]lrp f(r)dzr :ir" f (r)drirlpdrl
1 %

Sy (x =27 )eP £ (r)dr

a

bulunur (Podlubny 1999). Yukaridaki adim n—1 defa tekrar edildiginde,

X 7 Tn

J.rlpdrlj.rzpdrz--- j r.”f(z,)dz,

a a a

S [ oty

a

elde edilir. Boylece genellestirilmis Fractional integral operatorii

217 () = _(prjzg-a [t —ortytont (e

seklindedir. Burada a ve p # —1 reel sayilardir.

(4.9)

(4.10)

(4.11)

p =00ldugu zaman hem Riemann — Liouville hem de Caputo kesirli tiirevlerinin

tanimlar1 kullanilarak standart Riemann — Liouville kesirli integrali elde edilir (Kilbas et
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al. 2006, Podlubny 1999, Samko et al. 1993). L’Hospital kurali kullanilarak,

© ——1" oldugunda,

. (p+ )1_a topi +1ya-1
p|—|>ml+ (c) .{[(Xp -7 P f (r)dr

X ptl _ _pl a-l
- [iim [ =] e
p—>-1"

I'(a)s, p+1
! (Iog j _ f(r)dr
F(a) T

elde edilir. Bu da bilinen Hadamard kesirli (fractional) (4.3) integralidir (Butzer et al.
2002 a,b, Kilbas 2001, Kilbas et al. 2006, Podlubny 1999).

Hadamard kesirli integrali, yaygin bir sekilde ¢alisilmistir, 6zellikle Hadamard
tirii kesirli hesaplar Kilbas tarafindan (2001), nitelik ve yari-grup 6zellikleri Butzer,
Kilbas, Trujillo tarafindan (2002), Mellin doniisiimleri Butzer, Kilbas, Trujillo
tarafindan (2002) ve G-doniisiim temsilcileri Kilbas, Trujillo (2003) sadece bazilaridir.

Simdi n. mertebeden tiirevlerin

df (x) d?f(x) d*f(x) d"f(x)
f(X)’ ’ 2 ’ 3 1y n yrer
dx dx dx dx
sonsuz dizisini goézoniline alalim. Bu dizi, keyfi mertebeden diferensiyel diislincesi

n
altinda tekrarlanan diferensiyelin bir genellestirilmesidir. Burada temel amag

n

sembolii ile gosterilen operatoriin N tamsayi degerli parametresini, tamsayr olmayan

bir  parametresiyle yer degistirilmektir.

Genel kesirli tiirevleri vermeden dnce yarim tiirev de denen bir tiirev formiilii elde

ederek bir uygulamama yapalim ve daha sonra genel kesirli tiirev formiilleri verelim.
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Bunun igin f(x)=x* seklindeki fonksiyonu ele alalim. Burada k pozitif bir tam

sayidir. Ele aldigimiz fonksiyonun «. mertebeden klasik tiirevi alinirsa,

f(x) =x"

£ (x) =ho?

£ (%) =k (k —1)x*2

£ (0 =k(k =1)(k —2)x"3

£ (x)=k(k 1) (k = 2)...(K - + )X
k!
(k-a)

Xk—a

yazilir. Yine burada I'(n) =(n—1)! oldugundan dolay1

Fk+1) e

(@) _
=k —arD

(4.12)

esitligi ifade edilir. Buradaki a sayisin1 herhangi bir pozitif sayr olarak secerek
fonksiyonun kesirli tiirevlerini hesaplayabiliriz.

Biran igin kabul edelim ki f(x)=x* fonksiyonu ve a igin ocz1 ve k=2 olsun. Bu

durumda fonksiyonun % mertebeden tlirevini (4.12) esitligi yardimiyla hesaplamak

mumkindiir.

d* . . T(k+1)

(@) - - 7
f (X)_dx“ f(x)_F(k—a+1)

X“" esitliginden
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2 3

d—lXZ:LSX2
2 =

dx (2)
5 3, 3 3, 3,1, 3

rC)=rl+J)="rl+>)=2r)=2
()=T+)=2T+)=7TC)=, V7
1

d2 , g 3

— X =——=X?

dx% Nz

bulunur. Burada elde edilen yarim tiirevin tekrar yarim tiirevi alinirsa,
1 1 1
d2 | d2 d2( 8 2
—| X :_1(ﬁxzjzzx
dx? { dx2 dx?

oldugu kolayca goriiliir. Bu da iki yarim tlirevin bir tam tiirev olusunu verir.

3
Yukarida yaptigimiz uygulamaya benzer olarak f(X)Z% x? alalm ve bu
T

fonksiyonun a:E mertebeden kesirli integralinin f (X) =x* oldugunu gosterelim. Yani

bir fonksiyonun yarim tiirevininin yarim integralinin kendisine esit oldugunu

gosterelim. Ozel olarak a=0 olmak iizere Riemann-Liouville kesirli integrali

(|“f)(x):ﬁj f(t)(x—1)*dt, x>0

3
olarak yazilir. Kabuller altinda f(X)=——=

x2 fonksiyonunun oz:1 mertebeden kesirli
Nl 2
integralinin,
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(0=t [_8 tx_t) 2

(1 f)(x)r(ljlgﬁt (x—t) 2, x>0
2
jux) 2(x—ux) 2 lxdu t=ux

8 3 1
:—xzj.uz(l—u) 2du

T 0

8 B(s 1)

T3 2 2

o)) s o 22") )

8 , \2 2 8 2,22 \2 2

=— X —L 2L =— X

3 F[5+1j 3 r'(3)
22

:X2

oldugu goriiliir.

Simdi kesirli tiirev igin daha genel bir tanim verelim. 0 < & <1 olmak {izere,

f(x)= (o (1)) i i(x"+1 ") p(t)dt, x>a (4.13)

Abel integral tipli denklemi ele alalim.

(4.13) ifadesinde x yerine t, t yerine s yazalim. Elde edilen ifadenin her iki

yanini (x”* —t?")"t” ile arparak a dan X e kadar integralini alirsak,

(p+)1‘j t7dt I @(s)ds ()I IO (4.14)

(p+l tp+1)a (tp+1 Sp+l l-a (p+1 tp+l)a

olacaktir. Burada Dirichlet formiilii olarak bilinen (2.2) esitliginden (4.14) ifadesi

oy X X t?
(,0 +l) £¢(S) [.!‘ (Xp+1 _tp+l)a (tp+l _ Sp+l)1—a dtjds (4 15)
I )J' t” f (t)

( p+1 tp+l)a
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olarak yazilir. Elde edilen bu (4.15) ifadesinin sol tarafindaki i¢ integralde

17 =g 4 7% (xP —s#™) degisken degistirmesi yapilirsa,

X tp l 1 . »
‘[ Pl _tplya (pptt _ gpilyl-a dt= _[T ‘A-7)dzr
3 (X =ty (7 -5 o+l

- pai-a)
p+1

1 T(@Il-a)
~ p+l T(a+1-a)

=LF(05)F(1—0¢)
p+1

oldugu goriiliir. Bu ifade (4.15) de yerine yazilirsa,

t° f (t)

(Xp+1 _tp+1)a

(p+) “T(@I (-a)  pls)ds=T(er)

C(p+D)*F A
J p(s)s = | oy

olur. Buradaki son esitligin her iki yaninin X e gore tiirevi alinirsa,

(p+1D)* d ¢ tPf(t)
P(x)= Il-a) dxj!:(x”+l tp”)"‘ (4.16)
olacaktir. Bu da
» N« (p+D)* d ¢ t7f(t)
(D} D= ox j ey (4.17)

seklinde de yazilir. Elde edilen (4.17) ifadesine . mertebeden kesirli tiirev denir.

Bu tiireve Riemann-Liouville kesirli tirevi de denmektedir.

Simdi X! (a,b) uzaymin siirlihigini ve p>c igin X/ (a,b) uzaymnda iyi tanimlanmis

71 kesirli integral operatoriiniin genellestirilmesini inceleyelim.
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Teorem 4.1: >0,1<p<ow,0<a<b<ow ve peR,ceR oyle ki p>colsun. Bu

durumda 21 operatorii, X (a,b)de sinirlidir ve

20 f], <KL (4.18)
dir. Burada,
b a-1
a(p+1)-1 a o+l
Ly S i) R TR
Ia) 1 p+1

dir (Katugampola 2011).

1
Ispat: Ilk olarak 1< p<oo olsun. f(t) e X[ (a,b)oldugunda t °f(t)eL (a,b) olurve

genellestirilmis Minkowsky esitsizligi uygulanabilir. O halde,

1

o1ef —
(p+1)"T(a)

a't

b
= .[ch
X P
¢ a

j(xml —te )“’ltp f (t)dt

1
p % p
X

1
b X \,C ol epri o1 P P
e R e T
*|T'(ex) 5 X% p+1
1
. p
b 1 ,0+1(Xp+1_ ' i
-] F(la) [x P ;” f(t)dt| dx
1
X a-1 p E
X . 1 2yt -1
oy ﬁ X Pretpt tp+ ftydt| dx
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X
bulunur. Burada e U doniistimii yapilirsa;

1
p p

oL a(pr)-1 /o1 4 \&E
X p[XJ (u 1J f(zjédu dx
p+1 uju

._\'_.m | >

51
| lIr@

1
P

dx | du

p

1
XCT x(PH) f ( X )
u

<j‘ 1 1 (u”*l—l)a_li
{ T(a) U™ p+l 4

1

dx] du ba(p+l)

b

a 1 up+1 a-1 b
| F(a)( p+l ] U“(‘””* U

1

a

1
p
pdt du

b

a P+l a-l a(p+l)
= J. 1 [u 1j l:37z(p+1)+1 Cpth | f (t)|

1 T(a)\ p+1 u

c\g,'—.c\u‘

1
p

pdt

b
5 a(p+l) p+l a-l c
u u
I ( 1 ] (oD tcf(t)‘
1 p+ u

S| D = | T

elde edilir ve boylece

dir. Burada
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b
a p ¢t
uc—a(p+l)—1 u 1 du : 1< p <oo (419)
A p+1

ba(p+1)

M=
['(a)

dir. 1< p<ow igin teorem ispatlanmis olur. p=o igin (4.7) ve (4.11) den u=

N | X

doniistimii yapilirsa,

cf(pya 1 ( p+l PR S ¢ c
X (alt f)(x)‘émj(x -7 ) T [zj T f(t)‘dr

3 T

1 1 a-1
— ba(p+) uc—a(p+l)—1 u -1 du
p+1

elde edilir. Bu, yukaridaki (4.13) ile aynidir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

Teorem 4.1 in 6zel olarak p ——1" oldugu zamanki versiyonu ispatlandi (Kilbas 2001).

Teorem 4.1 de c= }/p yazilarak ve (4.7) dikkate alinarak L"(a,b) uzaymnda 71

operatriiniin sinirlilig goriiliir (Katugampola 2011).

Sonu¢ 4.1: a>0,1<p<owo,0<a<b<owove peR alahm obyle ki, pzlolsun.

21

71 operatorii L?(a,b) de smirlidir ve

prla
altf

|, <K, (4.20)
dir. BuradaK , (4.13) de c nin yerine 1 almarak elde edilir (Katugampola 2011).
P
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Asagidaki teorem ile integral operatoriiniin yar1 grup 6zelligi verilmistir.

Teorem 4.2: a>0, f>0,1<p<oo,0<a<b<wovepeR, ceR alalim, dyle ki

p>c olsun. Buradan f € X(a,b) igin yar1 grup 6zelligi saglanir. Yani;

p|ap|ﬁ

PICRIE =210 (4.21)

dir (Katugampola 2011).

Ispat: Fubini Teoremi ve ayrica Dirichlet teknigi kullanilarak f fonksiyonu igin,

g |ta§ Itﬂ f (X) = 1 J-(X/Hl _Z.p+l)a—1z_pdz_

(p+D)*"'I(a)

1

G o

1
(P )@ (B) )

ferofee-ey

x(z7 =t rPdrdt

elde edilir.

ptl _ yptl
Gl

y= m degisken degistirmesi yapilarak

X
.[ Xp+1 p+l (Z_p+l _tp+l )ﬁ_l °dr =
t
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( Xp+1 _ tp+1 )a+ﬂ—1

= Bla, p)
p+1
(4.23)
() rare)
p+1 ['a+p)
elde edilir (Kilbas et al. 2006, Podlubny 1999). O halde (4.16) ve (4.17) den,
211 10 = L o g U TN o
C()l(B) 3 p+1 C(a+p)
_ (p+1)1_a r e p+l p+la+p-1 p
C T(a+p) I (=) Okt (4.24)

=2 171 ()

bulunur ve boylece “yeterince iyi” f fonksiyonu igin Teorem 4.1 ispatlanmis olur.

Eger p>c ise; Teorem 4.2 den 217217 ve 2177 operatorleri X (a,b) de sirli ve

a ta't
boylece (4.15) ifadesi f e XP(a,b) i¢in dogrudur. Bu da Teorem 4.1 in ispatini

tamamlar.

Sonu¢ 4.2: a>0,>0,1< p<w,0<a<b<ooolsun ve pz% olacak sekilde peR

olsun. f € L”(a,b)icin (4.15) yan grup 6zelligi saglanir (Katugampola 2011).
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Tamm 4.1: R reel eksende sonlu bir aralik, Q=[a, b](—oo <a<b< oo) olsun.

aeC—inci mertebeden x>a ve Re(a)>0 icin “I7. genellestirilmis kesirli

(fractional) integrali

pra _(p+D)™" ¢ t7f (1)
( Ia+ f )(X) - r(a) _[ (Xp+1 _tp+l)l—a dt (425)

a

seklinde tanimlanir (Katugampola 2011). Bu integrale sol tarafli kesirli (fractional)
integral denir. Benzer olarak x<b ve Re(a) >0 igin “I7 sag tarafli kesirli (fractional)

integrali tanimlanabilir.

pra (D) ()
( Ib’ f )(X) - r(a) J(tp+l _ Xp+l)l—a dt (426)

X
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5. BAZI YENI GENELLESTIRILMIS KESIRLI INTEGRAL ESITSIiZLIKLERI

Bu boliimle genellestirilmis kesirli integral operatorii kullanilarak bazi yeni integral

esitsizlikleri elde edilmistir.

Teorem 5.1: f ve g, [0,) senkronize iki fonksiyon olsun. Boylece t>0,a >0 ve

p #—1 olmak lizere,

(p+)T(a+]) ,
(Xp+l _ ap+1)a a

212 (fg)(t) 2 12 £ ©)2179() (5.1)

dir.

Ispat : £>0 ve >0 olmak iizere f ve g fonksiyonlarmin [0,0) araliginda

senkronize iki fonksiyon ise,

(f(&)—10m)(9(5)-9(m)=0 (5.2)

yazilir ve buradan

F(&)a(&)-f(&)a(m-T(m)a(¢)+f(n)g(n)=0

F(9()+ T n)gn)>T(E)an)+{ (1)9(¢) 2

p+l pi1\o 1
1-a (X - § )

I'(«)

elde edilir.(5.3) tin her iki tarafi & E(O,t) icin (p +1) & ile carpilirsa
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(5.4)

yazilir.(5.4) tin her iki tarafinin (a, X) araliginda & ’ye gore integrali alinirsa,

l—a X a-1

J (xt=grt) g0t (&)g(&)de
1

/0)l
"T(a)

(x7*=¢7) &7t (m)g(n)ds

SD'—,X

(5.5)

2( j('xp+1 §p+l) épf(g) ()df

,0+1)1 I(Xp+l §p+1) £ f () (§)d§

(p+1) " i(xp+l_§p+l) EPF(£)g(£)de =217 (fg)(t)

( +1 l-a a-1

[t =e72) &8 (n)g(m)dé =t (n)a(n) 217 (1)

1—0‘x a-1

jxp“ &) &t (&)a(n)dE=a(n)21e (F)(1)
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a-1

ifadeleri (5.5) de yerine yazilirsa;

(p+1)1‘“JX.(Xp+1_§p+1) 7§pf (7)g(&)de =1 (n)217(9)(t)

A (fa)(O)+F(m)a(m) S (M) =g(m) 1 F()+F () 17a(t)  (5.6)
elde edilir.(5.6) nin her iki tarafi ne(O,t) icin %_ (xp+1_77p+1)a—1 1’ ile garpalim
a
(p+1)1_a ptl _ L ptl a-1 ppra
o et e (o)
('0+1)1_a pl__pa ¢ o pla
+F(a) (X n ) n”f(n)g(n) 15 (1)
(5.7)

(5.7) nin her iki tarafinin (a,x) araliginda n ‘ye gore integralini alalim.
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Lz ()] (o) ey
; (ﬁ)(j))la @] (o) e (e (mon
(5.8)
A2 (0] (et ety
* (?(;1))1-& (g ()(x =)t (m)dn

la X
) nizg)] (0t it () = 2129 (021 (1)

ifadeleri (5.8) de yerine yazilirsa;
2015 (fa)(t) 207 (1) = 2715 (1)(t) 717 (9) (1)

Buradan

1 (10)(0)> 7y 1 (D217 (9)(Y (59)

elde edilir ve bu da ispat1 tamamlar.
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Uyan 5.1: Eger (5.1) ifadesinde p =0 alinirsa, (3.2) ifadesi elde edilir. p——-1" igin

(5.1) ifadesinin her iki tarafinin limiti alinirsa

alj’(fg)(t)zr(aﬂ)(loggja 12 (6)(0).19(9)(1)

esitsizligi elde edilir.

Teorem 5.2: f ve g, [0,.0) da senkronize iki fonksiyon olsun. Boylece her
t>0,a,>0 ve p#-1 igin,

(P+D'T(B+D) .« (p+)T(a+]) , 4
(Xp+l_ap+1)ﬁ aIX(fg)(t)+ (Xp+l_ap+l)a aIX(fg)(t) (510)

= ()17 (9)(1)+ 215 (9) (1) 217 (F)(1)

dir.
Ispat :
£>0 ve 720 olmak lizere f ve g fonksiyonlarinin [0,) araliginda senkronize iki

fonksiyon ise,

(f(&)—10m)(9(5)-9(m)=0 (5.11)

yazilir ve buradan

£(£)a(¢)-()a(m)- T (m)a(¢)+ T (n)g(n)20

(5.12)
t(£)a(&)+T(n)a(n)=1()g(n)+(n)9(S)
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elde edilir.
a-1

. [ .. l-a (Xp+l _é:/?‘*'l)
(5.12) nin her iki tarafi £ €(0,t) igin (p+1) T
a

Xp+1 _ §p+l )a—l

I'(a)

o e tyat

(p+1)° ( £ 1(£)a(¢)

a-1

p+l P+l a-l
l-a (X _é: )

>(p+1)" e & 1(£)g(n)

. (Xp+1 _é;p+l)a71
I'(a)

+(p+1) & f(n)9 ()

yazilir.(5.13) iin her iki tarafinin (a,X) araliginda & ‘ye gore integrali alinirsa,

elde edilir. Boylece
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&7 le carpilirsa,

(5.13)

(5.14)



l—a X a-1

) Jei-g) et (&)g(£)de =217 (Ta) (1)

ifadesi (5.14) de yerine yazilirsa,

mume%%;QWuaﬂ“ﬁumwmw

CHxet-ert) et (9)a(n)de (5.15)

vV
—
!
+
H
Gy
—

—~
A
+
(WY
~—"
T
N
D Sy < o

(=) et (n) 9 (£)dé

(=&)Y et (n)a(n)dé =T ()9 (n) 217 @

e e @ emds—a )z (N0 59

A
l—hv

—
— |
+
H
N—"
m'—.x D Cmm— X QD C—

(et et (m)a(2)az= ()22 (9)()

ifadeleri yazilirsa,

PLE(fa) )+ F(m)a(n) 21y (D) =g(n) 218 f(H)+f(n)217g(t)  (5.17)

bulunur. (5.17) nin her iki tarafi 77 € (O,I) icin (X”+l —nft )ﬂfl n” ile garpilirsa;
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F(ﬁ) a X
(p+1)17ﬂ +1 +1)A 1 a
+ X? o 7 f 219 (1
) (xt=n7) "t ()9 (n) 215 (1)
(5.18)
(p+1)1_ﬁ +1 1)\ a
> X p r PLef(t
0 (x>t =n) g (n) 2151 (1)
(p+1)l_ﬂ NG )/t f |
p P P P t
+F(ﬂ) ( n ) n (ﬂ)a xg()
yazilir.
(5.18) in her iki tarafinin (a,x) araliginda 7 ‘ye gore integralini alinirsa;
(p+1)l_ﬁ Ia f X +1 +1
p t G P pd
) ax(g)()l( —7 Yy
(p+1)l_ﬁ Ia 1 h +1 +1
P P P pf d
T p) ax()£ (=) " 8 ()9 (n)dn
(5.19)
(p+1)17ﬁ a T +1 AV
> PLEf(t P —n? P d
g ()! (x* =) P9 (n)dn
Loty AMIL f (=) " 8 () dry
r'(p) !

elde edilir. (5.19) daki integraller yerine yazilirsa;
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°(A) alx
(ﬁ}l))l_ﬂ”' OF (=)t o=/ ()21 @)
(5.20)
(110(‘;3) 7 ol f()‘:[ (Xp+1 77p+1)a7177p9(77)d77:plff(t)glﬂg(t)
2 0(0] (et rhan= (0214 )
bulunur. Buradan
(fg)(t) 207 (2)+ 215 (1) 217 (fg)(t)
(5.21)

elde edilir ve bu da ispati tamamlar.

Uyar 5.2: Teorem 5.2 de «a = £ alirsak Teorem 5.1 elde edilir.

Uyari1 5.3: (5.1) ve (5.10) ifadelerindeki fonksiyonlar [0, o) da senkronize degilse (5.1)
ve (5.10) esitsizlikleri yon degistirir. V&,7 €[0,0) igin

(f(&-f)(9(©)-g(m))<0dr.

Teorem 5.3: (fi)i:1 n, [ & ,da pozitif artan fonksiyonlar olsun. O zaman

t>0, >0 ve p#-1i¢in

e (110 Jox{ LoD | FLan 522

dir.
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Ispat : Teorem tiimevarim metoduyla ispatlanacak.

n=1 i¢in her t >0, & >0 oldugu zaman

2 ()02 207 ()(1)
elde edilir.

n=2 i¢in her t >0, & >0 oldugu zaman (4.21) uygulanirsa;

20 (55)(0)2 (212 (W) 21 (B)(0) 212 (£,)(1)
elde edilir.

Simdi tiimevarim hipotezinden t >0, > 0 i¢in,

n-1 n n-1
”I;"(H fij(t)z(g’lj‘(l))z 2L f (1) (5.23)
i=1 i=1
oldugu varsayilsin.
n-1
(f)., , fonksiyonlari pozitif artan fonksiyonlar oldugundan (H;’ (I fij(t) artan
i=1

n-1

fonksiyondur. Dolayisiyla Teorem 5.1, H f. =g, f,=f fonksiyonlarina uygulanirsa,

elde edilir.

(5.23) hipotezi dikkate alinarak,

45



n-1

§W@jﬁyUZ@W@UAUﬂﬂQfﬂ@Iﬂﬁqﬁﬂﬂﬂhxowzﬂ

)
elde edilir ve bu da ispati tamamlar.

Teorem 54: a>0,p=1 ve p#-1 i¢in, f ve g, [0,0) araliginda pozitif

fonksiyonlar ve Vt>0 igin; £I7fP(t)<eo |, Z17g°(t)<oo olsun. Eger

O<m£MsM, 7 €[0,t] ise
9(7)

1+M(m+2)

Myl (e or - (5.26)

[212FP()]° +[219gP()]° <
dir.

f(z)

oz

< M durumu kullanilirsa;

ispat: 7 €[0,t], t >0 igin,

(M+D)P P () <MP(f +Q)"(7) (5.27)

xPHL _ ot )“‘1

yazabiliriz. (5.27) nin her iki tarafi ( yo, +1)17a ( 7” ile garpilirsa;

I'(a)

( Xp+l _ Tp+1 )a—l

(p+1)" @ ?(M +2)° £ P (7)
L e (5.28)
s(,o+1)1“(x 1:(;) ) ’MP(f +9)°(2)

(5.28) in her iki tarafin 7 € (a, X) araliginda integrali alinirsa;
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Xp+1 _ z_p-i—l )(1—1

?(M+D)P fP(z)dr

E (p+1)1“(

T
@ (5.29)
<f (p+1)" (- *M?(f +9)°(r)dr
K (@)
elde edilir.
(5.29) daki ifadeler yerine yazilacak olunursa;
PLefP(t) < PLe(f +g)P(t 5.30
PO (00 (5:30)
yazilir. Buradan,
EY 1
[ FPM]° < 21 (fF+9)"(®)]° (5.31)
M+1
elde edilir.
Diger taraftan mg(z) < f () esitsizligini kullanarak;
1 1
1+=)9(2) <= (f(2)+9(2))
m m
yazilabilir. Buradan,
1Y 1Y
I+—] g°(@) < = | (f(®)+9(2)° (5.32)
m m
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Xp+1 _ z_p+1 )a—l

elde edilir.(5.32) nin her tarafi (p+1)17a ( 77 garpilirsa;

I'(a)

-1
pl _ _pr\*
Lo (X =77)

e

-1
p+l  _p+l o
o (X =777

I'a)

(5.33)

(ij (1(2)+g(r))°
m

elde edilir.(5.33) iin her iki tarafi 7 € (a, X) araliginda integrali alinirsa;

D Sy <
—_~
A}
+
[IEN
~
T
N
—_—
b
A}
A
|
D
A
b
~—
1N
iR
=
AN
7~ N\
[EEN
+
N—
=]
(@]
h-]
~
=N
~—
o
=N
IA

(5.34)

D Sy <
—_~
A}
+
[HEN
~
T
R
—_

yazilir.

(5.34) deki ifadeler yerine yazilacak olursa;

[100° 0 < [0 (T 0y @] (539

elde edilir. Boylece (5.31) ve (5.35) birlikte ispat tamamlanir.
Uyan 5.4: Eger (5.26) ifadesinde p =0 alinirsa, (3.29) ifadesi elde edilir. p—-1"
i¢in (5.26) ifadesinin her iki tarafinin limiti alinirsa

%< 1+M(m+2)

= miDM +1)[a|f(f +9)"(1)]°

L2 FPO1° +[L179° ®)]
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seklinde Minkowski Hadamard fractional integral esitsizligi elde edilir.

Teorem 55: >0,p>1ve p#-1i¢in f ve g [0,0) araliginda pozitif fonksiyonlar
ve Vt>0 igin Z17fP(t) <o , Z15gP(t) <oo olsun. Eger 0<m$%£M,re[O,t]
o(r

ise,

[ 71 p(t)]i +[§If’g”(t)]§’ Z[W—Zj[glff p(t)]:[g’l;"g”(t)]:’ (5.36)

dir.

Ispat: (5.31) ve (5.35) esitsizlikleri ¢arpilirsa;

(M +D)(m+1)

Y [ﬁlffp(t)]p[ilfgp(t)]ps[[ilf«ng)(t»p]p] (5.37)

elde edilir.

(5.37) nin sag tarafina Minkowski esitsizligini uygulayacak olursak;

[[ﬁlf(f(mg(t»p]pj s([slffp(t)]p+[§I;‘gp(t)]pj

yazilir. Buradan

2

(21 (F®+a®)° [P <[ 21 £P@) [P +[ 219" ® P
(5.38)

+2[ 21 tPm [ 21rgP ) ]

elde edilir.(5.37) ve (5.38) kullanilarak (5.36) elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Uyan 5.5: Eger (5.36) ifadesinde p =0 alinirsa, (3.39) ifadesi elde edilir. p—-1"

i¢in (5.36) ifadesinin her iki tarafinin limiti alinirsa
[ |afp(t)Jf>+[ |agp(t)]i>(w_2ﬁ |0’fp(t)];[ |agp(t)ﬁ
a X a X - M a X a X

seklinde Minkowski Hadamard fractional integral esitsizligi elde edilir.

50



6. SONUC VE ONERILER

Bu tez de oncelikle Riecamann-Liouville Kkesirli inteagrali g6z Oniine alinmis bu
operatoriin integral esitsizliklerine uygulamalar1 incelenmistir. Daha sonra Rieamann-
Liouville ve Hadamard kesirli integral operatorlerinin genellestirilmesi incelenmistir.

Bu genellestirmede o 'nun durumuna gore interagrallerin tipleri elde edilmistir. p =0

icin bilinen Rieamann-Liouville kesirli integrali, po——-1" i¢in Hadamard Kesirli
inregralinin elde edildigi gorilmistiir. Ayrica Belarbi ve Dahamni’nin senkronize
fonksiyonlar1 gbz Oniine alarak elde etmis olduklari integral esitsizlikleri bu
genellestirilmis fractional integral operatorii yardimiyla genellestirilerek ifade ve ispat
edilmistir. Bu yeni sonuglar tezin besinci boliimiinde yer almakta olup literatiire katki

saglayacag diisiincesindeyiz.
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