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1 Giri̧s

Zaman¬nda çok bilinmeyen, fakat 1600 y¬llar¬nda de¼geri anlaş¬lan Yunan mate-

matikçilerinden biri Pergeli Apollonius�tur. MÖ 267 veya 262 y¬llar¬nda, Pam�ye

denilen Teke sanca¼g¬n¬n Perge kentinde dünyaya gelmi̧stir. M¬s¬r�¬n ·Iskenderiye ken-

tine giderek, Öklid�ten sonra gelen matematikçilerden dersler alarak kendini yeti̧stir-

mi̧stir. Daha sonra Bergama�ya giderek orada kalm¬̧s, burada matematikçi Ödemus

ve eski Bergama hükümdar¬Atal ile ilmi ili̧skilerde bulunmuştur. Matematikçi Pap-

pus, Apollonius�un, bencil, üne düşkün, kibirli ve gururlu birisi oldu¼gunu yazmak-

tad¬r. Apollonius�un yapt¬¼g¬çal¬̧smalar ve buluşlar¬onun bu zay¬f tara�ar¬n¬örtecek

kadar kuvvetlidir. Tümü geometriye ait olan sekiz kitab¬vard¬r. Koniklere ait bu-

luşlar¬onu şöhretin zirvesine ç¬karm¬̧st¬r. Birçok eserinin kaybolmas¬na kaŗs¬n, baz¬

yap¬tlar¬Pappus taraf¬ndan yeniden ortaya ç¬kar¬lm¬̧st¬r. Öklid geometrisini benim-

seyerek onu daha ileri düzeylere götürmüştür. Teorik ve sentetik geometrici olarak,

19. yüzy¬ldaki Steiner�e kadar Apollonius�un bir eşine daha rastlanamaz. Konikler

ad¬ alt¬nda bugün bildi¼gimiz elips, çember, hiperbol ve parabol kesi̧simlerine ait

problemlerin birço¼gu Apollonius taraf¬ndan bulunmuştur. Konikler her ne kadar

Apollonius�tan 150 y¬l kadar önce üzerinde çal¬̧s¬lm¬̧ssa da, Apollonius kendisinden

önceki çal¬̧smalar¬ve kendi öz buluşlar¬n¬sekiz kitapta toplam¬̧st¬r. Bunlar¬n ço¼gu

onun çal¬̧smalar¬ ile ilerlemi̧stir. Yedi tane de baz¬lar¬Arapça�dan çevirme olan

araşt¬rma çal¬̧smas¬vard¬r. Bu araşt¬rmalar¬n yine, analitik geometri özelliklerinin

bir ço¼gunu Apollonius�a borçluyuz (·Int. Kyn. 1).

Dairesel tabanl¬ve tepesinin her iki taraf¬ndan sonsuza kadar uzat¬lm¬̧s bir koni bir

düzlemle kesilirse, düzlemle koni yüzeyinin kesi̧simi olan e¼gri, do¼gru, çember, hiper-

bol, elips veya parabol olaca¼g¬n¬ilk kez Apollonius göstermi̧stir. Ayr¬ca, astronomide

önemli buluşlar¬vard¬r (·Int. Kyn. 1).

Elips, hiperbol ve parabol, E�atun taraf¬ndan mekanik e¼griler olarak adland¬r¬lm¬̧st¬r.

Bu e¼griler, yaln¬z cetvel ve pergel yard¬m¬yla çizilemezler. Buna kaŗs¬n, pergel ve

cetvel yard¬m¬yla, bu e¼grilerin istenilen say¬da noktalar¬n¬elde edebiliriz. Apollonius

ve konikler üzerine çal¬̧sma yapanlar¬n di¼ger bir hizmeti de, Kepler ve Kopernik�in

güneş ve gezegenlerin yörüngelerini hesaplamas¬nda kullanmas¬d¬r. E¼ger bu geo-
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metriciler olmasayd¬, Newton çekim kanununu belki de hiç bulamayacakt¬. Yani,

Kepler�in gezegenlerin yörüngeleri hakk¬ndaki ince ve ustal¬kl¬kulland¬¼g¬hesapla-

malar¬, Newton�un çekim kanununa ortam haz¬rlam¬̧st¬r. Pergel ve cetvel yard¬m¬yla

üç çembere te¼get çizme, Apollonius problemi olarak bilinir. Yine, sabit iki noktaya

olan uzakl¬klar¬oran¬sabit olan noktalar¬n geometrik yeri, bu sabit noktalar¬bir-

leştiren do¼gru parças¬n¬, verilen orana göre içten ve d¬̧stan bölen noktalar aras¬ndaki

uzakl¬¼g¬çap kabul eden bir çemberdir (·Int. Kyn. 1).
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2 Temel Kavramlar

Bu bölümde çal¬̧smam¬z için gerekli olan baz¬temel kavramlar¬hat¬rlataca¼g¬z. Bu

bölüm için temel referanslar¬m¬z; Başkan (1996), Haruki and Rassians (1996, 1998,

2000), Özgür ve Bulut (2004), Niamsup (2000) olacakt¬r

Tan¬m 2.1 D"(z0) = fz 2 C : jz� z0j < "g kümesine z0 ¬n bir " komşulu¼gu denir.

Tan¬m 2.2 E¼ger bir A kümesinin her bir noktas¬bir iç nokta ise A ya aç¬k küme

ad¬verilir. E¼ger A kümesi tüm s¬n¬r noktalar¬n¬içeriyorsa A ya kapal¬küme denir

ve A ile gösterilir.

Tan¬m 2.3 Bir A kümesinin herhangi iki noktas¬tamamen A da bulunan bir e¼gri

ile birleştirilebiliyorsa A ya ba¼glant¬l¬(irtibatl¬) küme denir.

Tan¬m 2.4 C nin basit ba¼glant¬l¬aç¬k alt kümelerine C de bir bölge denir.

Tan¬m 2.5 Bir f karmaş¬k fonksiyonu bir z0 noktas¬n¬n belli bir D(z0; �) komşu-

lu¼gundaki bütün noktalarda diferansiyellenebiliyorsa f , z0 da analitiktir denir.

Tan¬m 2.6 Bir B bölgesinde birebir ve analitik f fonksiyonuna, bu bölgede ünive-

lantt¬r denir.

Tan¬m 2.7 Bir w = f(z) fonksiyonu z0 noktas¬n¬n bir D(z0 ; r) � fz0 g delin-

mi̧s komşulu¼gunda analitik fakat z0 da analitik de¼gilse f , z0 da bir ayr¬k ayk¬r¬

(singüler) noktaya sahiptir denir.

Tan¬m 2.8 a; b; c; d 2 C ve ad� bc 6= 0

T (z) =
az + b

cz + d

biçiminde tan¬mlanm¬̧s fonksiyona, kesirli do¼grusal dönüşüm ya da Möbius

dönüşümü denir.

Tan¬m 2.9 Bir 4ABC üçgenin yükseklik ayaklar¬n¬köşe kabul eden A1; B1; C1

noktalar¬yla oluşturulan üçgene Pedal üçgen denir. P noktas¬na pedal nokta denir.
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Tan¬m 2.10 E¼ger bir üçgenin aç¬lar¬n¬üç eşit parçaya ay¬ran do¼grular¬n kesi̧siminin

bir eşkenar üçgen oluşturursa bu oluşan üçgeneMorley üçgeni denir.

Tan¬m 2.11 C nin aç¬k bir alt kümesindeki her noktada karmaş¬k anlamda türevli

ve ald¬¼g¬de¼gerle yine C nin içinde olan fonksiyona holomorf fonksiyon denir.

Özellik 2.1 Kompleks düzlemde w = f(x) fonksiyonu çemberleri çemberlere dönüş-

türür.

Tan¬m 2.12 Kompleks düzlemde aç¬k bir D kümesi üzerinde fonksiyonun kutup

noktalar¬ndan oluşan belli bir korunmal¬ noktalar kümesi haricinde D nin geriye

kalan di¼ger noktalar¬n tümünde holomorf olan fonksiyona meromorf fonksiyon

denir.

Teorem 2.1 (Özdeşlik Teoremi)

B, C de bir bölge f ve g ise B de analitik iki fonksiyon olsunlar. S; B�nin öyle bir

alt kümesi olsun ki B�de bir y¬¼g¬lma noktas¬bulunsun ve 8z 2 S için f(z) = g(z)

gerçekleşsin. Bu durumda B�nin tümünde f = g dir.

Tan¬m 2.13 Kompleks düzlemde 4ABC key� bir üçgen ve L herhangi bir nokta

olmak üzere

a = BC; b = CA; c = AB; x = AL; y = BL; z = CL

şeklinde tan¬mlans¬n. E¼ger

ax = by = cz

şart¬n¬sa¼gl¬yorsa L noktas¬na 4ABC üçgenin Apollonius noktas¬denir.

Tan¬m 2.14 Kompleks düzlemde ABCD key� bir dörtgen olsun. E¼ger

AB:CD = BC:DA

eşitli¼gini sa¼gl¬yorsa ABCD dörtgenine Apollonius dörtgeni denir.

Tan¬m 2.15 Kompleks düzlemde 4ABC key� bir üçgen ve L herhangi bir nokta

olsun
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a = BC; b = CA; c = AB; x = AL; y = BL; z = CL

şeklinde tan¬mlans¬n. k; l > 0 olmak üzere

ax = k(by) = l(cz)

şart¬n¬sa¼glarsa L noktas¬na 4ABC üçgenin (k; l)�Apollonius noktas¬denir.

Tan¬m 2.16 Kompleks düzlemde key� bir ABCDEF alt¬geni için

AB:CD:EF = BC:DE:FA

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa bu alt¬gene Apollonius alt¬geni denir.

Tan¬m 2.17 f(z) fonksiyonu analitik ve univelant olmak üzere bu fonksiyonun

Schwarz türevi

S(f) =
f
000
(z)

f 0(z)
� 3
2

�
f
000
(z)

f 0(z)

�2
biçimde ifade edilir.

Teorem 2.1 f : �! C fonksiyonu analitik ve birebir ise � �nin her z noktas¬için

f
0
(z) 6= 0 d¬r.

Teorem 2.2 (Maksimum Kural¬)

f fonksiyonu bir B bölgesinde analitik olsun. E¼ger jf j, B de maksimum de¼geri

al¬yorsa f sabittir.

Teorem 2.3 Bir f dönüşümünün Möbius dönüşümü olmas¬için gerek ve yeter koşul

f nin Schwarz türevi s¬f¬ra eşittir.

Teorem 2.4 Bir fonksiyon Schwarz türevinin s¬f¬ra eşit olabilmesi için gerek ve yeter

koşul f bir Möbius dönüşümünün k¬s¬tlanmas¬olmas¬d¬r.
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3 ÜÇGENLER·IN APOLLONIUS NOKTALARI

YARDIMIYLAMÖBIUSDÖNÜŞÜMLER·IN·IN

B·IR KARAKTER·IZASYONU

Lemma 3.1 (Apollonius Teoremi) A ve B düzlemde key�iki nokta olsun. P nok-

tas¬da key� hareketli bir nokta olsun ve A ve B noktalar¬n¬n P ye olan uzakl¬¼g¬n¬n

oran¬sabit bir k say¬s¬olsun. Bu durumda k 6= 1 ise P noktalar¬n¬n geometrik yeri

birini içten di¼gerini d¬̧stan kesen bir çemberdir. k = 1 ise P noktalar¬n¬n geometrik

yeri A ve B ye eşit uzakl¬ktaki do¼grudur (Haruki and Rassias 1996).

Lemma 3.1 de ad¬geçen çembere Apollonius çemberi denir.

Teorem 3.2 Kompleks düzlemde 4ABC key�bir üçgen olsun. 4ABC üçgenin en

fazla iki tane Apollonius noktas¬vard¬r (Haruki and Rassias 1996).

Örnek 3.1 Kompleks düzlemde 4ABC key� eşkenar bir üçgen olsun. Bu du-

rumda üçgenin bir tek Apollonius noktas¬vard¬r ve bu nokta4ABC eşkenar üçgenin

merkezidir.

a = BC = CA = AB; x = AL; y = BL; z = CL

olsun.

Yukar¬daki 4ABC üçgenin Apollonius noktas¬tan¬m¬ndan

ax = ay = az

elde edilir. Buradan

x = y = z

bulunur. O halde L noktas¬4ABC üçgenin merkezidir.

Örnek 3.2 ·Iki aç¬s¬30o olan bir 4ABC ikizkenar üçgenin iki tane Apollonius nok-

tas¬vard¬r. Biri BC kenar¬n orta noktas¬L1, di¼geri L1A do¼grusunun üzerinde L2

noktas¬d¬r.
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Burada

a = BC; b = CA; c = AB

olmak üzere

a:AL1 = b:BL1 = c:CL1

ve

a:AL2 = b:BL2 = c:CL2

oldu¼gu aç¬kt¬r.

Uyar¬3.1 Apollonius noktalar¬üçgenin köşe noktas¬olamaz. Yani Apollonius nok-

tas¬üçgenin ya içinde, ya d¬̧s¬nda yada üzerindedir (Haruki and Rassias 1996).

Teorem 3.3 Kompleks düzlemde bir 4ABC üçgeni ve bir L noktas¬verilsin. L,

4ABC üçgenin Apollonius noktas¬d¬r , L yard¬m¬yla tan¬ml¬4ABC üçgenin

4A1B1C1 pedal üçgeni bir eşkenar üçgendir (Haruki and Rassias 1996).

Teorem 3.4 w = f(z) dönüşümü Özellik 2.1 i sa¼glamas¬için gerek ve yeter koşul

w = f(z) bir Möbius dönüşüm olmas¬d¬r (Haruki and Rassias 1996).

Lemma 3.5 E¼ger w = f(z) Özellik 2.1 i sa¼gl¬yorsa, w = f(z) ünivelanttir (Haruki

and Rassias 1996).

Lemma 3.6 Kompleks düzlemde boştan farkl¬bir R bölgesinde w = f(z) fonksi-

yonu analitik ve ünivelant olsun. R bölgesinde key�bir ABCD Apollonius dörtgeni

verilsin. A
0
= f(A); B

0
= f(B); C

0
= f(C); D

0
= f(D) olmak üzere Özellik 3:1

sa¼glan¬rsa, A
0
B

0
C

0
D

0
de bir Apollonius dörtgeni olur (Haruki and Rassias 1996).

Lemma 3.7 E¼ger boş olmayan bir R bölgesinde w = f(z) analitik ve ünivelant ise

R de f
0
(z) 6= 0 d¬r (Haruki and Rassias, 1996).

Özellik 3.1 Kabul edilsin ki kompleks düzlemde boştan farkl¬ bir R bölgesinde

w = f(z) fonksiyonu analitik ve ünivelant olsun. R bölgesinde key� bir 4ABC

üçgeni ve L de bu üçgenin Apollonius noktas¬olsun. E¼ger A
0
= f(A); B

0
= f(B);

C
0
= f(C); L

0
= f(L) ise A

0
; B

0
; C

0
do¼grudaş olmayan farkl¬üç nokta ve 4A0

B
0
C

0

üçgeninin Apollonius noktas¬L
0
olur.
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Sonuç 3.1 Özellik 2.1 sa¼glan¬yorsa 3.1 özelli¼gini de sa¼glar (Haruki and Rassias

1996).

Teorem 3.8 w = f(z) fonksiyonu Özellik 3.1 sa¼glamas¬için gerek ve yeter koşul

w = f(z) nin bir Möbius dönüşümü olmas¬d¬r (Haruki and Rassias 1996).

·Ispat.

() w = f(z) bir Möbius dönüşümü olsun. Bu durumda Teorem 3.4 den dolay¬

w = f(z) fonksiyonu Özellik 2.1 sa¼glar. Böylece Özellik 3.1 sa¼glan¬r.

)) w = f(z)fonksiyonu Özellik 3.1 sa¼glas¬n. w = f(z) fonksiyonu bir R bölgesinde

analitik ve ünivelant oldu¼gundan dolay¬Lemma 3.7 den f
0
(z) 6= 0 d¬r. x; R de

key� bir nokta olsun. Böylece f
0
(x) 6= 0 d¬r. x noktas¬L ile gösterilsin. L 2 R

oldu¼gundan L nin r yar¬çapl¬kapal¬bir V komşulu¼gu vard¬r ve bu komşuluk R nin

içinde kal¬r.

Merkezi L olan key� bir 4ABC üçgeni seçilsin. x; y 2 C, jyj � r olmak üzere

A = x + y; B = x + !y; C = x + !2y olsun. w = f(z) fonksiyonu R de ünive-

lant oldu¼gundan f(A) = A
0
; f(B) = B

0
; f(C) = C

0
noktalar¬birbirinden farkl¬d¬r.

Analitik fonksiyonlar¬n özelli¼ginden ve Lemma 3.7 den dolay¬A; B; C do¼grusal ol-

mad¬¼g¬ndan s � r olacak biçimde bir s say¬s¬vard¬r öyleki 0 < jyj � s olacak biçimde

her y içinA
0
; B

0
; C

0
noktalar¬do¼grudaş de¼gildir. Yani üçgen disk içinde kald¬¼g¬sürece

görüntüsüde bir üçgendir. Örnek 3.1 den dolay¬L noktas¬4ABC üçgenin tek Apol-

lonius noktas¬oldu¼gundan A
0
; B

0
; C

0
noktalar¬do¼grusal olmad¬¼g¬ndan, hipotezden

dolay¬f(L) = L
0
noktas¬4A0

B
0
C

0
üçgeninin bir Apollonius noktas¬d¬r.

Böylece

B0C 0 A0L0 = C 0A0 B0L0 (3.1)

elde edilir.

A
0
= f(A) = f(x+ y)

B
0
= f(B) = f(x+ !y)

C
0
= f(C) = f(x+ !2y)

L
0
= f(L) = f(x)
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oldu¼gundan

B0C 0 =
�� f(x+ !y)� f(x+ !2y) ��

A0L0 = j f(x+ y)� f(x) j

C 0A0 =
�� f(x+ !2y)� f(x+ y) ��

B0L0 = j f(x+ !y)� f(x) j

(3:1) eşitli¼ginde yaz¬l¬rsa���� (f(x+ !y)� f(x+ !2y)):(f(x+ y)� f(x))(f(x+ !2y)� f(x+ y)):(f(x+ !y)� f(x))

���� = 1
elde edilir. Burada

(f(x+ !y)� f(x+ !2y))(f(x+ y)� f(x))
(f(x+ !2y)� f(x+ y))(f(x+ !y)� f(x) ) = g(y)

biçimde gösterilsin. g(y) nin pay¬ve paydas¬da 0 < jyj � s için analitik oldu¼gundan

ve w = f(z); R de ünivelant oldu¼gundan g(y) nin paydas¬0 < jyj � s için s¬f¬r

olamaz ve 0 < jyj � s için g(y) de analitiktir. g(y) nin 0 noktas¬nda analitik oldu¼gu

gösterilmelidir. y ! 0 iken L�Hopital kural¬ndan g(y) ! !2: 1
!
= ! dir. g(0) = !

al¬n¬rsa g fonksiyonu y = 0 noktas¬nda kald¬r¬labilir ayk¬r¬l¬¼ga sahip olur. Riemann

teoremi gere¼gince g fonksiyonu y = 0 noktas¬nda analitiktir.

Yani g(y) fonksiyonu jyj � s için analitik oldu¼gunda ve jyj � s için jg(y)j = 1

oldu¼gundan maksimum kural¬prensibi gere¼gince g(y) = K olacak biçimde bir K

kompleks sabiti vard¬r ve jKj = 1 dir. g(0) = ! ve g(y) = K oldu¼gundan ! = K

d¬r.

(f(x+!y)�f(x+!2y)):(f(x+y)�f(x))�w(f(x+!2y)�f(x+y)):(f(x+!y)�f(x)) = 0

Her iki taraf¬n ard¬̧s¬k türevleri al¬n¬rsa y = 0 için
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f
000
(x):f

0
(x)� 3

2

h
f
000
(x)
i2
= 0

elde edilir. x; R bölgesinde key�bir sabit oldu¼gu için x yerine z al¬n¬rsa son eşitlikten

f
000
(z):f

0
(z)� 3

2

h
f
000
(z)
i2
= 0

olup buradan

f
000
(z)

f 0(z)
� 3
2

�
f
000
(z)

f 0(z)

�2
= 0

elde edilir. Bu durum f
0
(z) 6= 0 olacak biçimdeki her z 2 C için özdeşlik teoremi

gere¼gince sa¼glan¬r. Böylece f fonksiyonunun Schwarz türevi s¬f¬ra eşit oldu¼gundan

f bir Möbius dönüşümüdür.
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4 DÖRTGENLER·INAPOLLONIUSNOKTALARI

YARDIMIYLAMÖBIUSDÖNÜŞÜMLER·IN·IN

B·IR KARAKTER·IZASYONU

Teorem 4.1 w = f(z) fonksiyonu Özellik 2.1�i sa¼glamas¬için gerek ve yeter koşul

w = f(z) fonksiyonunun bir Möbius dönüşüm olmas¬d¬r (Haruki and Rassias 1998).

Özellik 4.1 w = f(z) fonksiyonu kompleks düzlemde boştan farkl¬bir R bölgesinde

analitik ve ünivelant olsun. R bölgesinde key� bir ABCD Apollonius dörtgeni için

A
0
= f(A); B

0
= f(B); C

0
= f(C) ve D

0
= f(D) olmak üzere A

0
B

0
C

0
D

0
dörtgenide

w�düzlemde bir Apollonius dörtgenidir.

Sonuç 4.1 Özellik 2.1 sa¼glan¬yorsa Özellik 4.1 sa¼glan¬r (Haruki and Rassias 1998).

Lemma 4.1 E¼ger w = f(z) fonksiyonu Özellik 2.1�i sa¼glarsa w = f(z) fonksiyonu

jzj <1 de ünivelanttir (Haruki and Rassias 1998).

Teorem 4.2 w = f(z) fonksiyonu Özellik 4.1 yi sa¼glar , w = f(z) fonksiyonu bir

Möbius dönüşümdür (Haruki and Rassias 1998).

·Ispat.

))w = f(z) fonksiyonu bir Möbius dönüşümü olsun. O zaman Teorem 4.1 den

Özellik 4.1 sa¼glan¬r. Özellik 4.1�den w = f(z) fonksiyonu Özellik 2.1 i sa¼glar.

()w = f(z) fonksiyonu R bölgesinde analitik ve ünivelant oldu¼gu için Lemma

4.1�den

f
0
(z) 6= 0 (4.2)

dir.

E¼ger x noktas¬R bölgesinin key� bir şekilde sabit bir noktas¬ise (4:2) den

f
0
(x) 6= 0 (4.3)

elde edilir. Burada x noktas¬n¬E ile gösterilsin. E 2 R oldu¼gundan E nin r 2 R

yar¬çapl¬kapal¬bir V komşulu¼gu vard¬r ve bu komşuluk R nin içinde kal¬r. ABCD
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dörtgeni V nin içinde key�bir Apollonius dörtgeni olsun ve merkezi E noktas¬kabul

edilir. Burada ABCD nin yönü saat yönünün tersindedir. ABCD, V nin içinde bir

dörtgen oldu¼gu için

A = x+ y

B = x+ iy

C = x� y

D = x� iy

yaz¬ls¬n. w = f(z) fonksiyonu R de ünivelant oldu¼gundan

f(A) = A
0

f(B) = B
0

f(C) = C
0

f(D) = D
0

noktalar¬birbirinden farkl¬d¬r. A
0
B

0
C

0
D

0
bir Apollonius dörtgen oldu¼gundan dolay¬

A0B0 :C 0D0 = B0C 0 :D0A0 (4.4)

yaz¬l¬r. Buradan

A
0
= f(x+ y); B

0
= f(x+ iy); C

0
= f(x� y); D0

= f(x� iy)

oldu¼gundan dolay¬

A0B0 = jf(x+ y)� f(x+ iy)j (4.5)

B0C 0 = jf(x+ iy)� f(x� y)j (4.6)

C 0D0 = jf(x� y)� f(x� iy)j (4.7)

D0A0 = jf(x� iy)� f(x+ y)j (4.8)

yaz¬l¬r. Buradan (4:4) eşitli¼gine (4:5); (4:6); (4:7); (4:8) eşitliklerini yaz¬l¬rsa

j(f(x+ y)� f(x+ iy))(f(x� y)� f(x� iy))j

= j(f(x+ iy)� f(x� y))(f(x� iy)� f(x+ y))j
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elde edilir ve böylece

j(f(x+ y)� f(x+ iy))(f(x� y)� f(x� iy)) j
j(f(x+ iy)� f(x� y))(f(x� iy)� f(x+ y)) j = 1 (4.9)

bulunur. g(y) fonksiyonunu

g(y) =
(f(x+ y)� f(x+ iy))(f(x� y)� f(x� iy))
(f(x+ iy)� f(x� y))(f(x� iy)� f(x+ y)) (4.10)

olarak kabul edilirse

jg(y)j = 1 (4.11)

elde edilir.

(4:10) daki g(y) nin pay¬ve paydas¬da 0 < jyj � r için analitik ve w = f(z); R de

ünivelant oldu¼gundan g(y) nin paydas¬0 < jyj � r için s¬f¬r olamaz ve 0 < jyj � r

için g(y) de analitiktir. g(y) nin y = 0 noktas¬nda analitik oldu¼gu gösterilsin. y ! 0

iken L�Hospital kural¬ndan ve (4:3) eşitli¼ginden

f(x+ y)� f(x+ iy)
f(x+ iy)� f(x� y) !

f
0
(x)� if 0(x)

if 0(x) + f 0(x)
=
1� i
1 + i

(4.12)

ve
f(x� y)� f(x� iy)
f(x� iy)� f(x+ y) !

� f 0(x) + if 0(x)
� if 0(x)� f 0(x) =

1� i
1 + i

(4.13)

elde edilir. (4:10); (4:12); (4:13) den y ! 0 iken

g(y)!
�
1� i
1 + i

�2
= �1 (4.14)

g(0) = �1 (4.15)

için (4:14) ten ve Riemann teoreminden g(y); fonksiyon y = 0 da analitiktir. Üstelik

(4:15) den dolay¬(4:11) daki eşitlik y = 0 içinde sa¼glan¬r. Böylece g(y) fonksiyonu

jyj � r de analitiktir ve jyj � r de jg(y)j = 1 sa¼glan¬r. Böylece analitik fonksiyonlar

için Maksimum Modül Prensibinden ve jyj � r de K kompleks sabiti olmak üzere
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g(y) = K (4.16)

yaz¬l¬r. (4:16) eşitli¼ginde y = 0 al¬ns¬n ve (4:15) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

K = �1 (4.17)

elde edilir. (4:10); (4:16) ve (4:17) den

(f(x+y)�f(x+iy))(f(x�y)�f(x�iy))+(f(x+iy)�f(x�y))(f(x�iy)�f(x+y)) = 0

yaz¬l¬r ve jyj � r bütün y ler için sa¼glar.

Ard¬̧s¬k türevler al¬n¬rsa

f
000
(x):f

0
(x)� 3

2
f
000
(x)2 = 0 (4.19)

x 2 R bölgesinde sabit key� bir nokta oldu¼gundan, de¼gi̧sken bir z taraf¬ndan x

yerine yaz¬l¬r ve R de (4:19) dan

f
000
(z):f

0
(z)� 3

2
f
000
(z)2 = 0

bulunur. Buradan

f
000
(z)

f 0(z)
� 3
2

�
f
000
(z)

f 0(z)

�2
= 0

olup tüm z noktalar¬için f
0
(z) 6= 0 d¬r. Böylece f(z) bir Möbius dönüşümüdür.
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5 BEŞGENLER·INAPOLLONIUSNOKTALARI

YARDIMIYLAMÖBIUSDÖNÜŞÜMLER·IN·IN

B·IR KARAKTER·IZASYONU

Özellik 5.1 z�düzleminin boştan farkl¬ bir R bölgesinde w = f(z) fonksiyonu

analitik ve ünivelant olsun. R bölgesinde Z = Z1Z2Z3Z4Z5 key� bir beşgen ve (�1;

�2; �3; �4)�Apollonius noktas¬da L olsun. E¼ger 1 � i � 5 aral¬l¬¼g¬nda L
0
= f(L)

için Z
0
i = f(Z) al¬n¬rsa ve bir beşgenden Z

0
i(1 � i � 5) beş farkl¬nokta ise o zaman

L
0
noktas¬ayn¬zamanda Z

0
= Z

0
1Z

0
2Z

0
3Z

0
4Z

0
5 in (�1; �2; �3; �4)�Apollonius noktas¬

olur.

Teorem 5.1 w = f(x) fonksiyonu özellik 5.1 i sa¼glar , w = f(x) fonksiyonu bir

Möbius dönüşümdür (Bulut ve Özgür 2004).

Tan¬m 5.1 C de L bir nokta ve Z = Z1Z2Z3Z4Z5 key�bir beşgen olsun. 2 � k � 5

ve �1; �2; �3; �4 2 R+ için

jL� Z1j : jZ2 � Z3j : jZ4 � Z5j = �k�1 jL� Zkj : jZk+1 � Zk+2j : jZk+3 � Zk+4j

ise o zaman L noktas¬na Z nin bir (�1;�2;�3;�4)�Apollonius noktas¬denir (Bulut

ve Özgür 2004).

Yukar¬daki eşitli¼gin sa¼g taraf¬nda e¼ger k ye ba¼gl¬de¼gerler 5 den farkl¬ise o zaman

bu de¼gerler mod(5) de düşünülür.

Uyar¬5.3 �1 = �2 = �3 = �4 için bu tan¬m key�bir beşgenin Apollonius noktas¬n¬n

tan¬m¬n¬verir (Bulut ve Özgür 2004).

Teorem 5.2 Kompleks düzlemde Z = Z1Z2Z3Z4Z5 key� bir beşgen olsun ve

�1; �2; �3; �4 sabit pozitif reel say¬s¬olsun. O zaman Z nin (�1,�2,�3,�4)-Apollonius

noktas¬n¬n say¬s¬en çok 2 dir (Bulut ve Özgür 2004).

Örnek 5.1 Z = Z1Z2Z3Z4Z5 key� bir düzgün beşgen olsun. Z nin çevrel çemberin

Apollonius noktas¬sadece çevrel çemberin merkezidir.
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Tan¬m 5.2 Kompleks düzlemde ABCDEF bir alt¬gen olsun. � > 0 için

AB:CD:EF = �BC:DE:FA

şart¬n¬sa¼glar ise bu alt¬gene ��Apollonius alt¬geni denir (Bulut ve Özgür 2004).

Özellik 5.2 Kompleks düzlemde boş olmayan bir � aç¬k bölgesinde f fonksiyonu

analitik ve ünivelant olsun. ABCDEF alt¬geni � da bir ��Apollonius alt¬geni

olsun. E¼ger Z = ABCDEF için Z
0
= f(Z) ise, o zaman A

0
B

0
C

0
D

0
E

0
F

0
de bir

��Apollonius alt¬geni olur.

Teorem 5.3 w = f(z) fonksiyonu Özellik 5.3 sa¼glar , w = f(z) bir Möbius

dönüşümdür (Bulut ve Özgür 2004).

Teorem 5.4 Özellik 2.1 sa¼glan¬rsa Özellik 5.1 de sa¼glan¬r (Bulut ve Özgür 2004).

·Ispat.

w = f(z) fonksiyonu Özellik 2.1 i sa¼glas¬n. Kabul edilsin ki w = f(z) fonksiyonu

z-düzleminde boştan farkl¬R bölgesinde analitik olsun. Böylece Teorem 5.2 den

w = f(z) fonksiyonu bir Möbius dönüşüm olur ve böylece R bölgesinde ünivelantt¬r.

Z = Z1Z2Z3Z4Z5 beşgeni R bölgesinde key� bir beşgeni içersin ve (�1,�2,�3,�4)-

Apollonius noktas¬L 2 R olsun. E¼ger 1 � i � 5 için Z
0
i = f(Zi) yaz¬l¬rsa, w =

f(z) fonksiyonu ünivelant olmas¬ndan dolay¬ Z
0
i(1 � i � 5) noktalar¬ farkl¬d¬r.

Z
0
i(1 � i � 5) in herhangi üçlüsü do¼grudaş de¼gilse L

0
= f(L) de ayn¬ zamanda

Z
0
= Z

0
1Z

0
2Z

0
3Z

0
4Z

0
5 nin bir (�1,�2,�3,�4)-Apollonius noktas¬olur. L noktas¬Z nin bir

(�1,�2,�3,�4)-Apollonius noktas¬oldu¼gu için, Tan¬m 5.2 den k = 5 için

jL� Z1j : jZ2 � Z3j : jZ4 � Z5j = �4 jL� Z5j : jZ1 � Z2j : jZ3 � Z4j

yaz¬l¬r.

Tan¬m 5.2 den LZ1Z2Z3Z4Z5 bir �4�Apollonius alt¬genidir. Teorem 5.5 den

L
0
Z
0
1Z

0
2Z

0
3Z

0
4Z

0
5 bir �4�Apollonius alt¬genidir. Böylece
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���L0 � Z 0

1

��� : ���Z 0

2 � Z
0

3

��� : ���Z 0

4 � Z
0

5

��� = �4 ���L0 � Z 0

5

��� : ���Z 0

1 � Z
0

2

��� : ���Z 0

3 � Z
0

4

��� (5.1)

yaz¬l¬r. Benzer olarak

�4

���L0 � Z 0

5

��� : ���Z 0

1 � Z
0

2

��� : ���Z 0

3 � Z
0

4

��� = �3 ���L0 � Z 0

4

��� : ���Z 0

5 � Z
0

1

��� : ���Z 0

2 � Z
0

3

��� (5.2)

�3

���L0 � Z 0

4

��� : ���Z 0

5 � Z
0

1

��� : ���Z 0

2 � Z
0

3

��� = �2 ���L0 � Z 0

3

��� : ���Z 0

4 � Z
0

5

��� : ���Z 0

1 � Z
0

2

��� (5.3)

�2

���L0 � Z 0

3

��� : ���Z 0

4 � Z
0

5

��� : ���Z 0

1 � Z
0

2

��� = �1 ���L0 � Z 0

2

��� : ���Z 0

3 � Z
0

4

��� : ���Z 0

5 � Z
0

1

��� (5.4)

yaz¬l¬r. (5:1) ve (5:4) den her 1 � i � 5 için���L0 � Z 0

1

��� : ���Z 0

2 � Z
0

3

��� : ���Z 0

4 � Z
0

5

��� = �k�1 ���L0 � Z 0

k

��� : ���Z 0

k+1 � Z
0

k+2

��� : ���Z 0

k+3 � Z
0

k+4

���
elde edilir.

Tan¬m 5.1 den dolay¬L
0
= f(L) noktas¬(�1,�2,�3,�4)-Apollonius noktas¬d¬r.

Sonuç olarak w = f(z) fonsiyonu Özellik 5.1 i sa¼glar.

Teorem 5.5 w = f(z) fonksiyonu bir Möbius dönüşümdür , w = f(z) fonksiyonu

analitik ve ünivelantt¬r (Bulut ve Özgür 2004).

·Ispat.

Kabul edilsin ki w = f(z) bir Möbius dönüşümü olsun. Teorem 5.1 den w = f(z)

fonksiyonu Özellik 2.1 i sa¼glar. Böylece Teorem 5.4 den w = f(z) fonksiyonu Özellik

5.1 yi sa¼glar.

Kabul edilsin ki w = f(z) fonksiyonu analitik ve ünivelant olsun. w = f(z) fonk-

siyonu R bölgesinde analitik ve ünivelant oldu¼gu için

f
0
(z) 6= 0 (5.5)

R bölgesinde de sa¼glar. E¼ger x, R nin key� bir sabit noktas¬ise (5:5) den
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f
0
(x) 6= 0 (5.6)

yaz¬l¬r.

Kabul edilsin ki L noktas¬x taraf¬ndan temsil edilen nokta olsun. L 2 R oldu¼gu

için öyle pozitif bir r reel say¬vard¬r ki L nin r kapal¬komşulu¼gu R nin içinde içerir.

Bu komşuluk V ile gösterilsin. Z = Z1Z2Z3Z4Z5; L merkezli bir beşgen olup V de

kapsans¬n. Z1, Z2, Z3, Z4 ve Z5 noktalar¬n yönleri saat yönünün tersi olsun.

Z = Z1Z2Z3Z4Z5, V de içeren key� bir beşgen oldu¼gu için 0 < jyj � r ve wk+1 =

e
i2�k
5 ; 0 � k � 4 olmak üzere

x+ wk+1y

biçimde temsil edilir.

w = f(z) fonksiyonu R de ünivelant oldu¼gu için Z
0
1 = f(Z1), Z

0
2 = f(Z2), Z

0
3 =

f(Z3), Z
0
4 = f(Z4) ve Z

0
5 = f(Z5) farkl¬noktalard¬r. Analitik fonksiyonun özelli¼gin-

den

s � r

sa¼glayan yeterince küçük pozitif s reel say¬s¬vard¬r öyle ki Z
0
1, Z

0
2, Z

0
3, Z

0
4 ve Z

0
5 in

herhangi üçü 0 < jyj � s sa¼glayan tüm y ler için w�düzleminde do¼grudaş de¼gildir.

L noktas¬Z düzgün beşgenin (0 < jyj � s) nin Apollonius noktas¬ ve Z
0
1, Z

0
2,

Z
0
3, Z

0
4 ve Z

0
5 in herhangi üçü do¼grudaş olmad¬¼g¬ için, hipotezden L

0
= f(L) de

Z
0
= Z

0
1Z

0
2Z

0
3Z

0
4Z

0
5 nin bir Apollonius noktas¬olur. Böylece

���L0 � Z 0

1

��� : ���Z 0

2 � Z
0

3

��� : ���Z 0

4 � Z
0

5

��� (5.7)

=
���L0 � Z 0

2

��� : ���Z 0

3 � Z
0

4

��� : ���Z 0

5 � Z
0

1

��� (5.8)

=
���L0 � Z 0

3

��� : ���Z 0

4 � Z
0

5

��� : ���Z 0

1 � Z
0

2

��� (5.9)

=
���L0 � Z 0

4

��� : ���Z 0

5 � Z
0

1

��� : ���Z 0

2 � Z
0

3

��� (5.10)
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=
���L0 � Z 0

5

��� : ���Z 0

1 � Z
0

2

��� : ���Z 0

3 � Z
0

4

��� (5.11)

elde edilir. Burada (5.7) ve (5.9) dan���L0 � Z 0

1

��� : ���Z 0

2 � Z
0

3

��� : ���Z 0

4 � Z
0

5

��� = ���L0 � Z 0

3

��� : ���Z 0

4 � Z
0

5

��� : ���Z 0

1 � Z
0

2

���
yaz¬l¬r. Böylece ���L0 � Z 0

1

��� : ���Z 0

2 � Z
0

3

��� = ���L0 � Z 0

3

��� : ���Z 0

1 � Z
0

2

���
elde edilir.

Z
0
1, Z

0
2, Z

0
3, Z

0
4, Z

0
5 ve L

0
noktalar¬0 � k � 4 de

f(x+ wk+1y); f(x)

taraf¬ndan temsil edildi¼gi için son eşitlikte

jf(x)� f(x+ y)j : jf(x+ w2y)� f(x+ w3y)j

= jf(x)� f(x+ w3y)j : jf(x+ y)� f(x+ w2y)j

yaz¬l¬r ve böylece���� [f(x)� f(x+ y)] : [f(x+ w2y)� f(x+ w3y)][f(x)� f(x+ w3y)] : [f(x+ y)� f(x+ w2y)]

���� = 1
elde edilir. Önceki bölümlerde benzer olarak f

0
(z) 6= 0 ¬sa¼glayan bütün z ler için

f
000
(z)

f 0(z)
� 3
2

�
f
000
(z)

f 0(z)

�2
= 0

sa¼glan¬r. Böylece f in Schwarz türevi f
0
(z) 6= 0 sa¼glayan bütün z ler için bu durumu

sa¼glayaca¼g¬ndan f bir Möbius dönüşümdür.
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6 ALTIGENLER·INAPOLLONIUSNOKTALARI

YARDIMIYLAMÖBIUSDÖNÜŞÜMLER·IN·IN

B·IR KARAKTER·IZASYONU

Örnek 6.1 E¼gerABCDEF alt¬geni aşa¼g¬daki şartlardan birini sa¼gl¬yorsaABCDEF

alt¬geni bir Apollonius alt¬gendir.

(i) AB = AF; CB = CD ve ED = EF

(ii) AB = DE; BC = EF ve CD = FA

(iii) AB = CD = EF = BC = DE = FA

(iv) ABCDEF bir düzgün alt¬gendir

Örnek 6.2 Düzlemde bir C çemberi ABCDEF alt¬genin çevrel çemberi olarak ve-

rilsin. Bu durumda ABCDEF nin bir Apollonius alt¬geni olmas¬için gerek ve yeter

koşul ABCDEF alt¬genin köşegen uzunluklar¬tek bir noktada kesi̧smesidir.

Örnek 6.3 Düzlemde aç¬lar¬s¬ras¬yla 3�; 3� ve 3 olan bir �ABC üçgeni verilsin.

P;Q;R noktalar¬�ABC üçgeni içinde \BAR = �; \ABR = �; \CBP = �;

\BCP = ; \ACQ = ; \CAQ = �; \RBP = �; \PCQ =  ve \QAR = �

olacak biçimde üç nokta olsun. Bu durumda �PQR üçgeni bir eşkenar üçgendir.

ARBPCQ alt¬geni ise bir Apollonius alt¬genidir. Sinüs teoreminden

AR

sin �
=
BR

sin�
;
BP

sin 
=
CP

sin �
;
CQ

sin�
=
AQ

sin 

dir. Buradan
AR

BR
=
sin �

sin�
;
BP

CP
=
sin 

sin �
;
CQ

AQ
=
sin�

sin 

AR

BR
=
BP

CP
=
CQ

AQ
= 1
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AR:BP :CQ = BR:CP :AQ

olup bu eşitlikler Apollonius alt¬geni olma koşulunu sa¼glar. �PQR üçgeni bir Morley

üçgenidir.

Özellik 6.1 f , kompleks düzlemde boş olmayan bir � aç¬k bölgesinde analitik ve

ünivelant fonksiyon olsun. ABCDEF ise da bir Apollonius alt¬geni olsun. Z =

ABCDEF için f(Z) = Z
0
olmak üzere A

0
B

0
C

0
D

0
E

0
F

0
alt¬geni de bir Apollonius

alt¬genidir.

Teorem 6.1 w = f(z) fonksiyonunun Özellik 6.1 sa¼glamas¬için gerek yeter koşul

w = f(z) fonksiyonu bir Möbius dönüşüm olmas¬d¬r (Haruki and Rassias 2000).

·Ispat.

)) z1z2z3z4z5z6 bir Apollonius alt¬geni olsun. O halde

jz1 � z2j : jz3 � z4j : jz5 � z6j
jz2 � z3j : jz4 � z5j : jz6 � z1j

= 1

şart¬n¬sa¼glan¬r.

f(z) = z
0
=
az + b

cz + d
(6.1)

ve

f(w) = w
0
=
aw + b

cw + d

olmak üzere

jf(z)� f(w)j =
����az + bcz + d

� aw + b
cw + d

����
=

����acwz + bcw + azd+ bd� acwz � bcz � awd� bd(cz + d)(cw + d)

����
=

����bcw + adz � bcz � awd(cz + d)(cw + d)

����
=

����(ad� bc)(z � w)(cz + d)(cw + d)

����
dir.
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��z01 � z02�� : ��z03 � z04�� : ��z05 � z06����z02 � z03�� : ��z04 � z05�� : ��z06 � z01�� =

��� (ad�bc)(z1�z2)(cz+d)(cw+d)

��� : ��� (ad�bc)(z3�z4)(cz+d)(cw+d)

��� : ��� (ad�bc)(z5�z6)(cz+d)(cw+d)

������ (ad�bc)(z2�z3)(cz+d)(cw+d)

��� : ��� (ad�bc)(z4�z5)(cz+d)(cw+d)

��� : ��� (ad�bc)(z6�z1)(cz+d)(cw+d)

���
=

jz1 � z2j : jz3 � z4j : jz5 � z6j
jz2 � z3j : jz4 � z5j : jz6 � z1j

= 1

bulunur. O halde z
0
1z

0
2z

0
3z

0
4z

0
5z

0
6 bir Apollonius alt¬gendir.

() Hipotezden f , D aç¬k bölgesinde analitik ve ünivelantt¬r. Bu durumda

f
0
(z) 6= 0 (6.2)

� bir aç¬k bölge oldu¼gu için her z noktas¬n¬n bir U kapal¬komşulu¼gu f
0
(z) 6= 0

olacak biçimde vard¬r.

Teorem 6.2 f : �! C fonksiyonu analitik ve birebir ise � �nin her z noktas¬için

f
0
(z) 6= 0 d¬r (Haruki and Rassias 2000).

·Ispat.

Özel olarak � bölgesinden bir x noktas¬ve x �in r yar¬çapl¬U kapal¬komşulu¼gu

f
0
(z) 6= 0 olacak biçimde seçilsin. U kapal¬yuvar¬içerisinde merkezi x olan key�

bir düzgün ABCDEF alt¬genini incelensin. A;B;C;D;E; F nin s¬ralanmas¬saat

yönünün tersine göre olsun. Bu durumda A;B;C;D;E; F noktalar¬n¬0 < jyj � r

ve w = �1+
p
3

2
olmak üzere s¬ras¬yla

x+ y; x� w2y; x+ wy; x� y; x+ w2y; x� wy

kompleks say¬lar¬ile gösterilsin. ABCDEF alt¬genin çevrel çemberiK ile gösterilsin.

f(A) = A
0
; f(B) = B

0
; f(D) = D

0
; f(E) = E

0
olmak üzere A

0
B

0
D

0
E

0
dörtgeni bir

Apollonius dörtgeni olup
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jf(x+ y)� f(x+ wy)j
��f(x+ y)� f(x+ w2y)��

= jf(x+ wy)� f(x� y)j
��f(x+ w2y)� f(x+ y)�� (6.3)

dir. AB çember yay¬üzerinde A ve B noktalar¬ndan farkl¬B1 noktas¬n¬, AF çember

yay¬üzerinde A ve F noktalar¬ndan farkl¬F1 noktas¬

AB1 = AF1 (6.4)

olacak biçimde seçilsin. AB = AF oldu¼gundan

B1C = F1E (6.5)

oldu¼gu aç¬kt¬r. ABCDEF bir düzgün alt¬gen oldu¼gundan

CD = DE (6.6)

d¬r. (6:4); (6:5) ve (6:6) dan

AB1:CD:EF1 = B1C:DE:F1A

bulunur. Bu durumda AB1CDEF1 bir Apollonius alt¬genidir. f(B1) = B
0
1 ve

f(F1) = F
0
1 olsun. Hipotezden dolay¬w = f(z) Özellik 2.1�i sa¼glad¬¼g¬ndan

A0B
0
1:C

0D0 :E 0F
0
1 = B

0
1C

0 :D0E 0 :F
0
1A

0 (6.7)

sa¼glan¬r. (6:4) ten dolay¬0 < � < �
3
olmak üzere B1 ve F1 noktalar¬n¬ s¬ras¬yla

x+ ei�y; x+ e�i�y biçimde temsil edilsin. Böylece

A0B
0
1 =

��f(x+ y)� f(x+ ei�y)��
C 0D0 = jf(x+ wy)� f(x� y)j

E 0F
0
1 =

��f(x+ w2y)� f(x+ e�i�y)��
B

0
1C

0 =
��f(x+ ei�y)� f(x+ wy)��

D0E 0 =
��f(x� y)� f(x+ w2y)��

F
0
1A

0 =
��f(x+ e�i�y)� f(x+ y)��
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olup (6:7) den

��f(x+ y)� f(x+ ei�y)�� : jf(x+ wy)� f(x� y)j
:
��f(x+ w2y)� f(x+ e�i�y)��

=
��f(x+ ei�y)� f(x+ wy)�� : ��f(x� y)� f(x+ w2y)��

:
��f(x+ e�i�y)� f(x+ y)�� (6.8)

sa¼glan¬r. x+ e�i�y ve x+ y farkl¬noktalar olup U ya aittir. U ise � n¬n da bir alt

kümesi oldu¼gundan hipotezden dolay¬

f(x+ e�i�y) 6= f(x+ y) (6.9)

d¬r. (6:8) ve (6:9) dan���� f(x+ y)� f(x+ ei�y)f(x+ e�i�y)� f(x+ y)(f(x+ wy)� f(x� y))(f(x+ w
2y)� f(x+ e�i�y))

����
=
�� (f(x+ ei�y)� f(x+ wy))(f(x� y)� f(x+ w2y)) ��

elde edilir.

� ! +0 iken
f(x+ y)� f(x+ ei�y)
f(x+ e�i�y)� f(x+ y)

belirsizdir. Üstelik x+ y 2 U oldu¼gu için

f
0
(x+ y) 6= 0 (6.11)

d¬r. (6:11) den

lim
�!+0

f(x+ y)� f(x+ ei�y)
f(x+ e�i�y)� f(x+ y) = lim

�!+0

� iei�yf 0(x+ ei�y)
� ie�i�yf 0(x+ e�i�y)

=
f
0
(x+ y)

f 0(x+ y)

= 1 (6.12)

(6:10) da � ! +0 iken (6:12) nin kullan¬lmas¬ile

24



��(f(x+ wy)� f(x� y))(f(x+ w2y)� f(x+ y))��
=
��(f(x+ y)� f(x+ wy))(f(x� y)� f(x+ w2y))��

elde edilir. Böylece A
0
C

0
D

0
E

0
bir Apollonius dörtgenidir. Şimdi f �nin Möbius

dönüşümü oldu¼gu gösterilsin. (6:13) den

����(f(x+ wy)� f(x� y))(f(x+ w2y)� f(x+ y))(f(x+ y)� f(x+ wy))(f(x� y)� f(x+ w2y))

���� = 1 (6.14)

elde edilir.

g(y) =
(f(x+ wy)� f(x� y))(f(x+ w2y)� f(x+ y))
(f(x+ y)� f(x+ wy))(f(x� y)� f(x+ w2y)) (6.15)

olsun. (6:14) den dolay¬

j g(y) j = 1 (6.16)

d¬r. (6:15) de g(y) nin pay¬ve paydas¬0 < jyj � r için analitik olup w = f(z) � da

ünivelant oldu¼gundan g(y) nin paydas¬0 < jyj � r için payda s¬f¬r olmaz. g(y) nin

y = 0�da da analitik oldu¼gu gösterilsin.

y ! 0 için

f(x+ wy)� f(x� y)
f(x+ y)� f(x+ wy) !

w2f 0(x) + f 0(x)

f 0(x)� wf 0(x) =
1 + w

1� w (6.17)

ve

f(x+ w2y)� f(x+ y)
f(x� y)� f(x+ w2y) !

w2f 0(x)� f 0(x)
� f 0(x)� w2f 0(x) =

1� w2
1 + w2

(6.18)

elde edilir.(6:15); (6:17) ve (6:18) den y ! 0 iken

g(y)!
�
1 + w

1� w

��
1� w2
1 + w2

�
= �1 (6.19)

elde edilir.

g(0) = �1 (6.20)

için (6:19) dan ve Riemann teoreminden g(y); fonksiyon y = 0 da analitiktir. Üstelik

(6:20) den dolay¬(6:16) daki eşitlik y = 0 için de sa¼glan¬r. g fonksiyonu analitik ve
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jgj fonksiyonu 0 ¬n r yar¬çapl¬kapal¬bir yuvas¬nda 1 e eşittir. Analitik fonksiyonlar

için Maksimum kural¬na göre g fonksiyonu komşulu¼gu için de

g(y) = L (6.21)

biçimde sabittir. (L =2 C) (6:20) den dolay¬

L 6= �1 (6.22)

dir. (6:15); (6:21) ve (6:22) den jyj � r olacak biçimde tüm y ler için

(f(x+ wy)� f(x� y))(f(x+ w2y)� f(x+ y))

+ (f(x+ y)� f(x+ wy))(f(x� y)� f(x+ w2y) = 0

sa¼glan¬r. (6:23) ün ard¬̧s¬k türevleri al¬n¬rsa y = 0 için

f
000
(x):f

0
(x)� 3

2
f
000
(x)2 = 0 (6.24)

elde edilir. x; � de key� bir sabit oldu¼gundan (6:24) eşitli¼ginden � da

f
000
(x):f

0
(x)� 3

2
f
000
(x)2 = 0

d¬r. Yukar¬daki eşitlik jzj < +1 için sa¼glan¬r. Böylece

f
000
(z)

f 0(z)
� 3
2

�
f
000
(z)

f 0(z)

�2
= 0

eşitli¼gi f
0
(z) 6= 0 olacak biçimde tüm z�ler için sa¼glan¬r. Bu durum f 0(z) 6= 0 olacak

biçimde her z 2 C için özdeşlik teoremi gere¼gince sa¼glan¬r. Böylece f fonksiyonunun

Schwarz türevi s¬f¬ra eşit oldu¼gundan f bir Möbius dönüşümdür.
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7 MÖBIUSDÖNÜŞÜMLER·IN·INKARAKTER-

·IZASYONU ÜZER·INE B·IR NOT

Özellik 7.1 w = f(z) fonksiyonu z�düzleminde boştan farkl¬basit ba¼glant¬l¬bir

R bölgesinde analitik ve ünivelant olsun. R bölgesinde ABCD dörtgeni key� bir

dörtgen olsun. E¼ger A
0
= f(A), B

0
= f(B), C

0
= f(C), D

0
= f(D) ve A

0
B

0
C

0
D

0

birbirini kesmeyen w� düzleminde bir dörtgen ise o zaman

\A+ \C = \A0
+ \C 0

ve

\B + \D = \B0
+ \D0

olur.

Teorem 7.1 w = f(z) fonksiyonu Özellik 7.1 i sa¼glar , w = f(z) fonksiyonu bir

Möbius dönüşümdür (Niamsup 2000).

·Ispat.

Kabul edilsin ki w = f(z) fonksiyonu bir Möbius dönüşüm ve R bölgesinde ABCD

key� bir dörtgen olsun. Tan¬mdan

\A = arg
�
A�D
A�B

�
ve

\C = arg
�
C �B
C �D

�
yaz¬l¬r ve buradan

\A+ \C = arg
�
A�D
A�B

�
+ arg

�
C �B
C �D

�
= arg

�
A�D
A�B � C �B

C �D

�
yaz¬l¬r. Çapraz oran tan¬m¬ndan ve Möbius dönüşümleri alt¬nda çapraz oran korun-

du¼gundan
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f(A)� f(D)
f(A)� f(B) �

f(C)� f(B)
f(C)� f(D) =

A�D
A�B � C �B

C �D
elde edilir. Buradan

\A0
+ \C 0

= arg

�
f(A)� f(D)
f(A)� f(B) �

f(C)� f(B)
f(C)� f(D)

�
= arg

�
A�D
A�B � C �B

C �D

�
= \A+ \C

bulunur. O halde w = f(z) fonksiyonu Özellik 7.1 i sa¼glar.

·Ispat¬n di¼ger k¬sm¬yine çapraz oran yard¬m¬yla elde edilir.

Tan¬m 7.1 R bölgesinde ABCD dörtgeni key� bir dörtgen olsun. E¼ger AB:CD =

k(BC:DA) şeklinde tan¬mlan¬rsa, ABCD dörtgenine k� Apollonius dörtgeni denir

(Niamsup 2000).

Uyar¬7.1 E¼ger L noktas¬�ABC üçgeninin (k; l)� Apollonius noktas¬ise o zaman

BCAL dörtgenine bir l� Apollonius dörtgeni denir. Buradaki noktalar¬n yönü saat

yönünün tersidir (Niamsup 2000).

Özellik 7.2 Kabul edilsin ki w = f(z) fonksiyonu z� düzleminde boştan farkl¬bir

R bölgesinde analitik ve ünivelant olsun. � = 0 veya � = � olsun. R bölgesinde a;

b; c ve d dört farkl¬nokta

arg

�
a� b
a� d �

c� d
c� b +

a� d
a� b �

c� b
c� d

�
= �

şeklinde tan¬mlans¬n. O halde

arg

�
f(a)� f(b)
f(a)� f(d) �

f(c)� f(d)
f(c)� f(b) +

f(a)� f(d)
f(a)� f(b) �

f(c)� f(b)
f(c)� f(d)

�
= �

yaz¬l¬r.

Özellik 7.3 Kabul edilsin ki w = f(z) fonksiyonu z� düzleminde boştan farkl¬bir

R bölgesinde analitik ve ünivelant olsun. � = �
2
veya � = 3�

2
olsun. R bölgesinde a;

b; c ve d dört farkl¬nokta
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arg

�
a� b
a� d �

c� d
c� b +

a� d
a� b �

c� b
c� d

�
= �

şeklinde tan¬mlans¬n. O halde

arg

�
f(a)� f(b)
f(a)� f(d) �

f(c)� f(d)
f(c)� f(b) +

f(a)� f(d)
f(a)� f(b) �

f(c)� f(b)
f(c)� f(d)

�
= �

yaz¬l¬r.

Lemma 7.1 E¼ger f(z) ve g(z) fonksiyonlar¬boştan farkl¬bir R bölgesinde ünivelant

veR bölgesinde f(z)g(z) 6= 0 ayr¬ca arg(f(z)) = arg(g(z)) ise f(z) = Kg(z) biçimde

R bölgesinde pozitif reel K sabiti vard¬r (Niamsup 2000).

Lemma 7.2 C de w = f(z) fonksiyonu meromorf olsun. w = f(z) fonksiyonu

bir Möbius dönüşümdür, f(z) fonksiyonun Schwarzian türevi olarak adland¬r¬lan

Sf (z) = (f
00
(z)=f p(z))

0� (1=2)
�
f
00
(z)=f

0
(z)
�2
nin bütün z 2 C�

�
z : f

0
(z) = 0

	
için

Sf (z) = 0 d¬r (Niamsup 2000).

Teorem 7.2 Kabul edilsin ki w = f(z) fonksiyonu z� düzleminde boştan farkl¬bir

R bölgesinde analitik ve ünivelant olsun. O halde w = f(z) fonksiyonu Özellik 7.2

veya Özellik 7.3 ü sa¼glamas¬için gerek ve yeter koşul w = f(z) fonksiyonunun bir

Möbius dönüşüm olmas¬d¬r (Niamsup 2000).

·Ispat.

w = f(z) fonksiyonu R bölgesinde analitik ve ünivelant oldu¼gu için, R bölgesinde

f
0
(z) 6= 0 yaz¬l¬r. E¼ger x noktas¬R bölgesinde key� sabit bir nokta ise, o zaman

f
0
(x) 6= 0 elde edilir. Kabul edilsin ki E noktas¬x taraf¬ndan temsil edilen nokta

olsun. E 2 R oldu¼gu için pozitif r reel say¬s¬vard¬r öyle ki E nin r komşulu¼gunda

R bölgesini içerir.

ABCD dörtgeni R bölgesinde key� bir eşkenar dörtgen ve E noktas¬ABCD dört-

genin merkezi olsun. ABCD�nin yönü saat yönünün tersi olsun. ABCD dörtgeni

R bölgesinde eşkenar dörtgen oldu¼gu için bu noktalar¬uygun bir k > 1 +
p
2 için
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x+ y; x+ iky; x� y; x� iky

biçimde kompleks say¬lar taraf¬ndan temsil edilebilir. R bölgesi z� düzleminde

boştan farkl¬bir bölge oldu¼gu için, s¬f¬rdan farkl¬bir s reel say¬s¬vard¬r öyle ki s < r

dir. E¼ger 0 < jyj < s ise ABCD dörtgeni R bölgesinde kal¬r. w = f(z) fonksiyonu

R bölgesinde ünivelant oldu¼gu için

f(A) = f(x+ y); f(B) = f(x+ iky);

f(C) = f(x� y); f(D) = f(x� iky);

farkl¬noktalar¬belirtir.

0 < jyj < s aral¬¼g¬nda bütün y ler için

arg

0@ f(x+y)�f(x+iky)
f(x+y)�f(x�iky) �

f(x�y)�f(x�iky)
f(x�y)�f(x+iky)

+f(x+y)�f(x�iky)
f(x+y)�f(x+iky) �

f(x�y)�f(x+iky)
f(x�y)�f(x�iky)

1A = 0

= arg(1) (7.1)

yaz¬l¬r. x 2 R key� sabit nokta oldu¼gu için

h(y) =
f(x+ y)� f(x+ iky)
f(x+ y)� f(x� iky) �

f(x� y)� f(x� iky)
f(x� y)� f(x+ iky)

+
f(x+ y)� f(x� iky)
f(x+ y)� f(x+ iky) �

f(x� y)� f(x+ iky)
f(x� y)� f(x� iky) (7.2)

yaz¬l¬r. (7:1) ve (7:2) den

arg(h(y)) = arg(1) (7.3)

elde edilir.

h(y) fonksiyonu y = 0 da analitik oldu¼gundan (7.3) de y = 0 sa¼glan¬r. y ! 0 iken

L�Hospital kural¬ndan

h(y)!
�
1 + ik

1� ik

�2
+

�
�1 + ik
1 + ik

�2
=
2 (1� 6k2 + k4)
(1 + k2)2

elde edilir. Riemann teoremi ve (7:4) den
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h(0) =
2 (1� 6k2 + k4)
(1 + k2)2

(7.5)

yaz¬l¬rsa h(y) fonksiyonu y = 0 da analitik olur. h(y) fonksiyonu jyj < s de analitik-

tir. (7:2) den ve w = f(z) fonksiyonu R bölgesinde ünivelant oldu¼gu için jyj < s de

h(y) 6= 0 olur. Lemma 7:1 den K pozitif reel say¬s¬için jyj < s de

h(y) = K (7.6)

yaz¬l¬r. (7:6) ve (7:5) de y = 0 için

2 (1� 6k2 + k4)
(1 + k2)2

= K (7.7)

yaz¬l¬r. (7:7) ve (7:8) için jyj < s de

h(y) =
2 (1� 6k2 + k4)
(1 + k2)2

(7.8)

yaz¬l¬r.

(7:2) ve (7:6) dan

(f(x+ y)� f(x+ iky))2 (f(x� y)� f(x� iky))2

+ (f(x+ y)� f(x� iky))2 (f(x� y)� f(x� iky))2

=
2 (1� 6k2 + k4)
(1 + k2)2

(f(x+ y)� f(x+ iky))

� (f(x� y)� f(x� iky)) (f(x+ y)� f(x� iky))

� (f(x� y)� f(x+ iky)) (7.9)

elde edilir.

Ard¬̧s¬k türev al¬nd¬¼g¬nda ve y = 0 için

�1920k2
�
�1 + k2

� �
f
0
(x)
�2 �

�3f 00(x)2 + 2f 0(x)f 000(x)
�
= 0 (7.10)

elde edilir.
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k pozitif reel say¬s¬1+
p
2 den daha büyük oldu¼gu için k2(�1+k2) 6= 0 yaz¬l¬r. (7:8)

den f
000
(x):f

0
(x)� 3

2
f
000
(x)2 = 0 elde edilir. x 2 R key� sabit oldu¼gu için x yerine z

yaz¬l¬r. Böylece R bölgesinde f
000
(z):f

0
(z)� 3

2
f
000
(z)2 = 0 biçiminde yaz¬l¬r. Buradan

f
0
(z) 6= 0 olacak biçimde tüm z ler için

f
000
(z)

f 0(z)
� 3
2

�
f
000
(z)

f 0(z)

�2
= 0

olup f bir Möbius dönüşümdür.
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8 (2n�1) KENARLI ÇOKGENLER·IN APOLLO-

NIUSNOLTALARINI KULLANARAKMÖBIUS

DÖNÜŞÜMLER·IN·INYEN·I B·IRKARAKTER-

·IZASYONU

Tan¬m 8.1 Kabul edilsin ki Z = Z1Z2 � � �Z2n�1 key�bir (2n� 1) kenarl¬çokgen ve

L noktas¬kompleks düzlemde bir nokta olsun. E¼ger aşa¼g¬daki eşitlik sa¼glan¬rsa, L

noktas¬na Z nin bir Apollonius noktas¬denir (Bulut ve Özgür 2005).

1 � k � 2n� 1 için jL� Zkj
n�1Y
i=1

jZ2i+k�1 � Z2i+kj

Teorem 8.1 w = f(z) fonksiyonu Özellik 2.1 i sa¼glar, w = f(z) fonksiyonu bir

Möbius dönüşümüdür (Bulut ve Özgür 2005).

Özellik 8.1 Kabul edilsin ki w = f(z) fonksiyonu z�düzleminde boştan farkl¬bir

R bölgesinde analitik ve ünivelant olsun. R bölgesinde Z = Z1Z2 � � �Z2n�1 (2n� 1)

kenarl¬çokgen ve L ise Apollonius noktas¬olsun. E¼ger 1 � i � 2n � 1; L0
= f(L)

için Z
0
i = f(Zi) ise ve 2n� 1 farkl¬noktalar Z

0
i (1 � i � 2n� 1) bir (2n� 1) kenarl¬

çokgeni oluşturuyorsa o zaman L
0
noktas¬ayn¬zamanda Z

0
= Z

0
1Z

0
2 � � �Z

0
2n�1 in bir

Apollonius noktas¬d¬r.

Teorem 8.2Kompleks düzlemde Z = Z1Z2 � � �Z2n�1 key�bir (2n�1) kenarl¬çokgen

olsun. Z nin Apollonius noktalar¬en fazla iki tanedir (Bulut ve Özgür 2005).

·Ispat.

Kabul edilsin ki Z = Z1Z2 � � �Z2n�1 key� bir (2n� 1) kenarl¬çokgen olsun. Tan¬m

8.1 den

1 � k � 2n� 1 için jL� Zkj
n�1Y
i=1

jZ2i+k�1 � Z2i+kj

yaz¬l¬r.
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Burada k = 1 ve 3 için

jL� Z1j
n�1Y
i=1

jZ2i � Z2i+1j = jL� Z3j
n�1Y
i=1

jZ2i+2 � Z2i+3j

ve

jL� Z1j jZ2 � Z3j jZ4 � Z5j � � � jZ2n�2 � Z2n�1j

= jL� Z3j jZ4 � Z5j jZ4 � Z5j � � � jZ2n�2 � Z2n�1j jZ1 � Z2j

bulunur. Buradan

jL� Z1j jZ2 � Z3j = jL� Z3j jZ1 � Z2j

ve böylece
jL� Z1j
jL� Z3j

=
jZ1 � Z2j
jZ2 � Z3j

elde edilir.

Örnek 8.1 Kabul edilsin ki Z = Z1Z2 � � �Z2n�1 key� bir (2n � 1) kenarl¬çokgen

olsun. O halde bu çokgenin tek Apollonius noktas¬çemberin merkezidir (Bulut ve

Özgür 2005).

·Ispat.

Kabul edilsin ki Z nin Apollonius noktas¬ L noktas¬ olsun. a = jZ1 � Z2j =

jZ2 � Z3j = jZ3 � Z4j = � � � = jZ2n�1 � Z1j ve 1 � i � 2n � 1 için xi = jL� Zij

olsun. Tan¬m 8.1 den

x1a
n�1 = x2a

n�1 = � � � = x2n�2an�1 = x2n�1an�1

ve buradan

x1 = x2 = � � � = x2n�2 = x2n�1

bulunur. Böylece L noktas¬bu (2n�1) kenarl¬çokgenin çevrel çemberin merkezidir.

Tan¬m 8.2 Kompleks düzlemde s¬ral¬köşeler z1; z2; � � � ; z2n 2 C için

A (z1; z2; � � � ; z2n) =
j(z1 � z2) (z3 � z4) � � � (z2n�1 � z2n)j

j(z2 � z3) (z4 � z5) � � � (z2n�2 � z2n�1) (z2n � z1)j
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ve

A (z1; z2; � � � ; z2n) = 1

şart¬n¬sa¼glarsa kompleks düzlemde bir 2n kenarl¬çokgenin Apolloniusu olarak ad-

land¬r¬r (Bulut ve Özgür 2005).

Teorem 8.3 E¼ger f fonksiyonu aç¬k bir � bölgesinde analitik ünivelant ise o zaman

aşa¼g¬daki önermeler denktir.

(i) f fonksiyonu bir Möbius dönüşümdür.

(ii) A (z1; z2; � � � ; z2n) = c ile her z1; z2; � � � ; z2n 2 � için

A (f (z1) ; f (z2) ; � � � ; f (z2n)) = c öyle c > 0 vard¬r (Bulut ve Özgür 2005).

Teorem 8.4 Özellik 2.1, Özellik 8.1 yi sa¼glar (Bulut ve Özgür 2005).

·Ispat.

Kabul edilsin ki w = f(z) fonksiyonu Özellik 2.1 i sa¼glas¬n. w = f(z) fonksiyonu z-

düzleminde boştan farkl¬bir R bölgesinde analitik olsun. Teorem 8.1 den w = f(z)

fonksiyonu bir Möbius dönüşümdür ve böylece R bölgesinde univelanttir. Kabul

edilsin ki Z = Z1Z2 � � �Z2n�1, R bölgesinde key� bir (2n � 1) kenarl¬çokgenin ve

Apollonius L noktas¬R bölgesinin bir noktas¬olsun.

E¼ger 1 � i � 2n � 1 için Z 0
i = f(Zi) yaz¬l¬rsa o zaman w = f(z) fonksiyonun

ünivelant oldu¼gundan dolay¬1 � i � 2n� 1 için Z 0
i noktalar¬farkl¬d¬r.

L noktas¬Z nin bir Apollonius noktas¬oldu¼gu için Tan¬m 8.1 den

jL� Z1j
n�1Y
i=1

jZ2i � Z2i+1j = jL� Z2n�1j
n�1Y
i=1

jZ2i+2n�2 � Z2i+2n�1j

ve

jL� Z1j jZ2 � Z3j � � � jZ2n�2 � Z2n�1j = jL� Z2n�1j jZ1 � Z2j � � � jZ2n�3 � Z2n�2j

elde edilir. Tan¬m 8.2 den LZ1Z2 � � �Z2n�1 2n kenarl¬ bir Apollonius çokgendir.

Teorem 8.3 den L
0
Z
0
1Z

0
2 � � �Z

0
2n�1 2n kenarl¬bir Apollonius çokgen���L0 � Z 0

1

��� n�1Y
i=1

���Z 0

2i � Z
0

2i+1

��� = ���L0 � Z 0

2n�1

��� n�1Y
i=1

���Z 0

2i+2n�2 � Z
0

2i+2n�1

��� (8.1)
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elde edilir. Benzer olarak���L0 � Z 0

2n�1

��� n�1Y
i=1

���Z 0

2i+2n�2 � Z
0

2i+2n�1

��� (8.1)

=
���L0 � Z 0

2n�2

��� n�1Y
i=1

���Z 0

2i+2n�3 � Z
0

2i+2n�2

��� (8.3)

= � � �

=
���L0 � Z 0

3

��� n�1Y
i=1

���Z 0

2i+2 � Z
0

2i+3

���
=

���L0 � Z 0

2

��� n�1Y
i=1

���Z 0

2i+1 � Z
0

2i+2

��� (8.4)

bulunur. (8:1) ve (8:2) den her 1 � k � 2n� 1 için

���L0 � Z 0

k

��� n�1Y
i=1

���Z 0

2i+k�1 � Z
0

2i+k

���
bulunur. L

0
= f(L) ayn¬zamanda Z

0
nin bir Apollonius noktas¬d¬r. Sonuç olarak

w = f(z) fonksiyonu Özellik 8.1 i sa¼glar.

Teorem 8.5 w = f(z) fonksiyonu Özellik 8.1 yi sa¼glar , w = f(z) fonksiyonu bir

Möbius dönüşümdür (Bulut ve Özgür 2005).

·Ispat.

)) w = f(z) fonksiyonu bir Möbius dönüşüm olsun. Teorem 8.1 den w = f(z)

fonksiyonu Özellik 2.1 i sa¼glar. Böylece Teorem 8.4 den Özellik 8.1 i sa¼glar.

() w = f(z) fonksiyonu Özellik 8.1 sa¼glas¬n. w = f(z) fonksiyonu R bölgesinde

analitik ve ünivelant oldu¼gu için R�de
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f
0
(z) 6= 0 (8.5)

dir. E¼ger x noktas¬R bölgesinin key� bir sabit noktas¬ise (8.5) den

f
0
(x) 6= 0 (8.6)

elde edilir. Kabul edilsin ki L noktas¬x taraf¬ndan temsil edilsin. L 2 R oldu¼gu

için pozitif bir r reel say¬s¬vard¬r öyle ki L nin r kapal¬komşulu¼gunda R bölgesinde

kal¬r. Bu kapal¬komşuluk V olsun.

Kabul edilsin ki Z = Z1Z2 � � �Z2n�1 için V de s¬n¬rl¬ key� bir düzgün (2n � 1)

kenarl¬çokgen ve merkezi L noktas¬olsun. Z1; Z2; � � � ; Z2n�1 yönü saat yönünün

tersi şeklinde olsun. Z = Z1Z2 � � �Z2n�1 ; V bölgesinde düzgün bir (2n� 1) kenarl¬

çokgen oldu¼gu için 0 < jyj < r ve wk+1 = e
i2�k
2n�1 ; 0 � k � 2n � 2 için Z1; Z2; � � � ;

Z2n�1 verilen s¬ra ile x+ wk+1y kompleks say¬lar¬taraf¬ndan temsil edilsin.

w = f(z) fonksiyonu R bölgesinde ünivelant oldu¼gu için 1 � i � 2n � 1 için

Z
0
i = f(Zi) tüm noktalar¬farkl¬d¬r. Analitik fonksiyonlar¬n özelli¼gi taraf¬ndan s � r

sa¼glayan baz¬küçük s reel say¬s¬vard¬r ki 1 � i � 2n � 1 için Z 0
i nin herhangi üçü

w�düzlemde 0 < jyj < s sa¼glayan tüm y ler için do¼grudaş de¼gildir.

L noktas¬düzgün (2n�1) kenarl¬çokgenin Apollonius noktas¬ve Z 0
i(1 � i � 2n�1)

herhangi üçü do¼grudaş olmad¬¼g¬için hipotez taraf¬ndan L
0
= f(L) noktas¬Z

0
=

Z
0
1Z

0
2 � � �Z

0
2n�1 nin bir Apollonius noktas¬d¬r. Tan¬m 8.1 den her 1 � k � 2n� 1 için���L0 � Z 0

k

��� n�1Y
i=1

���Z 0

2i+k�1 � Z
0

2i+k

��� (8.7)

dir. (8:7) de k = 1 ve 3 için

���L0 � Z 0

1

��� n�1Y
i=1

���Z 0

2i � Z
0

2i+1

��� = ���L0 � Z 0

3

��� n�1Y
i=1

���Z 0

2i+2 � Z
0

2i+3

���
elde edilir. Böylece
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���L0 � Z 0

1

��� ���Z 0

2 � Z
0

3

��� ���Z 0

4 � Z
0

5

��� � � � ���Z 0

2n�2 � Z
0

2n�1

���
=
���L0 � Z 0

3

��� ���Z 0

4 � Z
0

5

��� � � � ���Z 0

2n�2 � Z
0

2n�1

��� ���Z 0

1 � Z
0

2

���
ve ���L0 � Z 0

1

��� ���Z 0

2 � Z
0

3

��� = ���L0 � Z 0

3

��� ���Z 0

1 � Z
0

2

���
elde edilir. Z

0
1; Z

0
2; � � � ; Z

0
2n�1 ; L

0
noktalar¬0 � k � 2n� 2 aral¬¼g¬nda f(x+wk+1y)

taraf¬ndan temsil edildi¼gi için

jf(x)� f(x+ y)j : jf(x+ w2y)� f(x+ w3y)j

= jf(x)� f(x+ w3y)j : jf(x+ y)� f(x+ w2y)j

yaz¬l¬r ve böylece���� [f(x)� f(x+ y)] : [f(x+ w2y)� f(x+ w3y)][f(x)� f(x+ w3y)] : [f(x+ y)� f(x+ w2y)]

���� = 1 (8.8)

elde edilir. E¼ger (8:8) de

g(y) =

���� [f(x)� f(x+ y)] : [f(x+ w2y)� f(x+ w3y)][f(x)� f(x+ w3y)] : [f(x+ y)� f(x+ w2y)]

���� (8.9)

biçimde yaz¬l¬rsa, 0 < jyj � s için

jg(y)j = 1 (8.10)

bulunur. (8:9) da g(y) nin pay ve paydas¬ 0 < jyj � s sa¼glayan tüm y ler için

analitik fonksiyondur. w = f(z) fonksiyonu R bölgesinde analitik oldu¼gu için (8:9)

nun paydas¬asla s¬f¬ra eşit olmaz ve g(y) fonksiyonu 0 < jyj � s de analitiktir. g(y)

fonksiyonu ayn¬zamanda y = 0 da analitiktir.

y ! 0 için L�Hospital kural¬ve (8:6) dan

f(x)� f(x+ y)
f(x)� f(x+ w3y)

! � f 0(x)
� w3f 0(x)

=
1

w3
(8.11)

ve

f(x+ w2y)� f(x+ w3y)
f(x+ y)� f(x+ w2y)

! w2f
0
(x)� w3f

0
(x)

f 0(x)� w2f 0(x)
=
w2 � w3
1� w2

(8.12)

elde edilir. y ! 0 için (8:9), (8:11) ve (8:12) den
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g(y)! 1

w3

w2 � w3
1� w2

(8.13)

elde edilir. Buradan

g(0) =
1

w3

w2 � w3
1� w2

(8.14)

biçimde tan¬mlan¬rsa (8:13) den ve Rieman kald¬rabilir tekillik teoreminden g(y)

fonksiyonu y = 0 da analitiktir. Böylece g(y) fonksiyonu 0 < jyj � s de analitik

ve jyj � s için jg(y)j = 1 dir. Ayr¬ca analitik fonksiyonlar için maksimum modül

prensibinden jyj � s de

g(y) = K (8.15)

olacak biçimde bir kompleks K sabiti vard¬r. (8:15) de y = 0 al¬ns¬n ve (8:14) de

yerine yaz¬l¬rsa

K =
1

w3

w2 � w3
1� w2

(8.16)

elde edilir. (8:9); (8:15) ve (8:16) dan jyj � s sa¼glayan tüm y ler için

w3(1� w2) [ f(x)� f(x+ y) ] : [ f(x+ w2y)� f(x+ w3y) ]

� (w2 � w3) [ f(x)� f(x+ w3y) ] : [ f(x+ y)� f(x+ w2y) ] = 0

bulunur. (8:17) nin her iki taraf¬n¬n ard¬̧s¬k türev al¬n¬rsa

f
000
(x):f

0
(x)� 3

2
f
000
(x)2 = 0 (8.18)

elde edilir. x 2 R key� bir sabit oldu¼gu için (8:18) de x yerine z al¬ns¬n. Buradan

f
000
(z):f

0
(z)� 3

2
f
000
(z)2 = 0 elde edilir. f

000
(z)

f 0 (z)
� 3
2

�
f
000
(z)

f 0 (z)

�2
= 0 için f

0
(z) 6= 0 sa¼glayan

bütün z ler sa¼glan¬r. Böylece f(z) fonksiyonu bir Möbius dönüşümdür.
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