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Şekil 5.2 Von Koch e¼grisi 36
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ŞEK·ILLER D·IZ·IN·I
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Şekil 6.13 Kas¬rga ve tayfunlar 51

Şekil 6.14 Dallanma 53

viii



TABLOLAR D·IZ·IN·I

Tablo Sayfa
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1 G·IR·IŞ

Matematiksel gerçeklerin niteli¼ginde var olan kesinli¼gin özünde aksiyomatik yap¬lar

vard¬r. Öklid geometrisi, matematik tarihinde bunun önde gelen örne¼gidir. Matem-

atiksel do¼grular¬n, ç¬kart¬lm¬̧s olduklar¬postulatlara ba¼gl¬olmas¬koşullu bir do¼gru-

lu¼gu gerektirmektedir. Hiperbolik, eliptik ve Riemann�¬n kurdu¼gu Öklid olmayan

geometriler ise matematikte postulatlar¬n do¼grulu¼gu ileri sürülerek i̧se başlanmad¬¼g¬n¬

göstermi̧stir. Evrenin yap¬s¬n¬tan¬mlamada kullan¬lan geometri, eliptik geometrinin

bir genellemesi olabilir. Riemann bunu soyut matematik arac¬l¬¼g¬ile oluşturmuştur.

1924�te Vaŗsova�da dünyaya gelen matematikçi Benoit Mandelbrot, Amerika�ya yer-

leşip IBM �rmas¬nda çal¬̧smaya başlad¬ktan sonra bilgisayar kullanarak göze hi-

tap eden yeni bir matematik keşfetmeye başlam¬̧st¬r. Mandelbrot�dan önce de bu

konuda çal¬̧smalar¬n yap¬ld¬¼g¬ bilinmektedir: Cantor kümesi, Peano e¼grisi(1890),

Hilbert e¼grisi(1891), Koch e¼grisi(1904), Sierpinski üçgeni(1915) gibi (Ufuktepe ve

Aslan 2002).

Bir ba¼g¬nt¬y¬formüle edip tan¬m kümesini belirledikten sonra o ba¼g¬nt¬n¬n gra�¼gini

çizmek pek zor de¼gildir. Fakat formülünü oluşturamad¬¼g¬m¬z da¼glar¬n, bulutlar¬n,

a¼gaçlar¬n ve bunlar gibi daha pek çok nesnenin resmini bilgisayarda gerçe¼ge çok

yak¬n bir şekilde çizmek olanakl¬m¬d¬r? Mandelbrot bu konuda yaklaş¬k üç bin

y¬ld¬r süregelen Öklid geometrisinin yetersiz kald¬¼g¬n¬görür: " Bulutlar küre de¼gildir,

da¼glar da koni de¼gildir." itiraz¬nda bulunur. Do¼gadaki bu nesneleri matematik-

sel e¼grilerle; daire, dörtgen, küre, sinüs dalgalar¬gibi düzgün geometrik şekillerle

göstermek gerçekçi de¼gildir. Mandelbrot�un "fraktal geometri" diye tan¬mlad¬¼g¬

geometrinin yans¬tt¬¼g¬bu do¼gan¬n evreni pütürlü, pürüzlü bir evrendir. Akl¬n gözüne

göre fraktal sonsuzu görebilmenin bir yoludur (Ufuktepe ve Aslan 2002).

Fraktal kelimesi "k¬r¬lm¬̧s" veya "parçalanm¬̧s " anlam¬na gelen Latince "fractus"

kelimesinden türetilmi̧stir. Kendi kendini tekrar ederek sonsuza kadar küçülen

veya büyüyen şekilleri, kendine benzer bir cisimde cismi oluşturan parçalar¬ in-

celer. Düzensiz ayr¬nt¬lar ya da desenler giderek küçülen ölçeklerde yinelenir ve

tümüyle soyut nesnelerde bu olay sonsuza kadar sürebilir; tam tersi olarak da her
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parçan¬n her bir parças¬büyütüldü¼günde yine cismin bütününe benzer. Mandel-

brot "·Ingiltere�nin k¬y¬uzunlu¼gu kaç kilometredir?" sorusuyla yola ç¬karak yazd¬¼g¬

"The Fractal Geometry of Nature" kitab¬nda fraktal tan¬m¬için "Fraktal Hausdor¤-

Besicovitch boyutu kesin olarak topolojik boyutunu aşan bir kümedir." cümlesini

yazm¬̧st¬r. "·Ingiltere�nin k¬y¬ uzunlu¼gu kaç kilometredir?" sorusunun cevab¬ ise

ölçüm yap¬lacak cihaz¬n hassasiyetine ba¼gl¬d¬r. Çok büyük bir harita kullan¬ld¬¼g¬nda

hata çok büyük, uzunlu¼gu bir metre olan bir cetvel kullan¬ld¬¼g¬nda hata bir me-

treden küçük uzunluklarda, daha hassas bir cihaz kullan¬ld¬¼g¬nda, hata cihaz¬n

ölçemedi¼gi uzunluklar¬n alt¬nda olacakt¬r. Yani ölçüm arac¬n¬z küçüldükçe, has-

saslaşt¬kça k¬y¬n¬n uzunlu¼gu s¬n¬rs¬z şekilde artmaktad¬r. Bu nedenle k¬y¬n¬n gerçek

uzunlu¼gunu ölçmek güçtür, ancak atomik boyutlarda bir ölçek ile do¼gru ölçülebilir.

Mandelbrot�un di¼ger bir sorusu da "Bir iplik yuma¼g¬n¬n boyutu nedir?" olmuştur.

·Iplik yuma¼g¬na uzaktan bak¬ld¬¼g¬nda yumak bir noktad¬r dolay¬s¬yla boyutu s¬f¬rd¬r,

daha yak¬ndan bak¬l¬rsa yumak kümeye benzemektedir, yani boyutu üçe ç¬km¬̧st¬r.

Yuma¼g¬n tek boyutlu ipli¼gine büyüteçle bak¬ld¬¼g¬nda ise iplik sütunlar halindedir ve

bu sütunlar tek boyutlu li�ere, li�er noktalara dönüşmektedir. Bu durumda yuma¼g¬n

gerçek boyutu nedir? Mandelbrot herhangi bir birim cinsinden ölçemedi¼gimiz cisim-

lerin pürüzlülük derecesine sahip oldu¼gunu söylemi̧stir. Ona göre ölçek de¼gi̧sti¼ginde

düzensizlik derecesi sabit kalmaktad¬r. Mandelbrot bu pürüzlülük derecesine "frak-

tal boyut" demi̧stir. Fraktal boyuta sahip cisimler kesirli boyutludur tamsay¬larla

ifade edilemez.

Tüm fraktallar kendine benzerdir, tamamen benzerlik olmasa bile ço¼gu öteleme

bak¬̧s¬na sahiptir (öteleme bak¬̧s¬na sahip cisim kendi etraf¬nda döndürüldü¼günde

görünümü ayn¬ kal¬r.). Tüm fraktallar için sonsuz bir öteleme bak¬̧s¬na sahiptir

diyemeyiz. Örne¼gin ·Italya�da bulunan "Del Montee" kalesinin yap¬s¬fraktal yap¬-

dad¬r ancak şüphesiz ki mimari bir yap¬n¬n sonsuz ötelemeden oluştu¼gundan söz

edilemez.

Mandelbrot�un yaratt¬¼g¬ kendine benzer, fraktal boyuta sahip cisimlerden oluşan

fraktal geometrisi Öklid geometrisinden farkl¬olarak aşa¼g¬daki özelliklere sahiptir:

1. Geleneksel de¼gil, modern bir geometridir.
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2. Ökild geometrisindeki şekillerin belirli karakteristik büyüklükleri (dairenin yar¬çap¬,

küpün ayr¬t¬gibi) vard¬r. Fraktallar¬n ise karakteristik bir çok büyüklü¼gü vard¬r.

3. Fraktal şekiller kendine benzer şekillerdir; ölçek ya da büyüklükten ba¼g¬ms¬zd¬r-

lar. Bir fraktal şekle ne kadar yak¬ndan bakarsan¬z bak¬n yine bütüne benzer bir

şekil görürsünüz. Öklid geometrisindeki şekillerde ise durum böyle de¼gildir.

4. Öklid geometrisi insanlar¬n yaratt¬klar¬nesnelerin tan¬mlanmas¬nda kullan¬l¬r.

Do¼gadaki nesnelerin ifade edilmesinde ise fraktallar kullan¬l¬r.

5. Öklid geometrisinin cebirsel formüllerle ifade edilmesine kaŗs¬n fraktallar algorit-

mik bir yap¬ile ifade edilir (Ufuktepe ve Aslan 2002).

6. Öklid geometrisinde sonlu şekiller ve sürekli fonksiyonlar bulunur. Fraktal

geometride ise şekiller sonlu olmay¬p fonksiyonlar süreksiz ad¬mlarla geli̧sir.

Yukar¬daki farkl¬l¬klar Öklid geometrisi ile do¼gan¬n sadece resminin çizilebilece¼gini

fakat matematiksel bir modelleme yap¬lamayaca¼g¬n¬ayn¬ zamanda da ilk bak¬̧sta

çok karmaş¬k görünen pek çok do¼ga olay¬n¬n ortak bir taban¬n bulundu¼gunu an-

lat¬r. Belirli katsay¬lar¬n birbirine eklenmesiyle oluşan fraktallar¬n boyutundaki

ufac¬k bir de¼gi̧siklik, yeni bir fraktal oluşturmak için yeterlidir, bu özellikleriyle

de yanl¬zca matematik de¼gil �zik, kimya, �zyoloji gibi birçok bilim dal¬nda fraktal,

kar tanelerinden galaksilerin kesintili tozlar¬na kadar düşünebilece¼gimiz tüm şekilleri

tan¬mlay¬p hesaplamak için kullan¬l¬r.
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2 TEMEL KAVRAMLAR

Tan¬m 2.1: X boş olmayan bir küme olsun. Bu küme üzerinde reel de¼gerli, negatif

olmayan bir d : X �X ! R+ fonksiyonu için

(1) Her x; y 2 X için d (x; y) = 0() x = y

(2) Her x; y 2 X için d (x; y) = d (y; x)

(3) Her x; y; z 2 X için d (x:z) � d (x; y)+d (y; z) üçgen eşitsizli¼gi, önermeleri do¼gru

ise d fonksiyonuna X kümesi üzerinde metrik denir. (X; d) ikilisine metrik uzay ad¬

verilir.

Önermelerin sonucu olarak her x; y 2 X için d (x; y) � 0 oldu¼gu gösterilebilir. (3)

önermesine göre x = z al¬n¬rsa

d (x; x) � d (x; y) + d (y; x)

0 � d (x; y) + d (x; y)

0 � 2:d (x; y)

sonucu elde edilir. Her x; y 2 X için d (x; y) � 0 bulunur.

Tan¬m 2.2: Bir (X; d) metrik uzay¬ile x 2 X ve r > 0 say¬s¬al¬ns¬n.

B (x; r) = fy 2 X : d (x; y) < rg

kümesine x merkezli r yar¬çapl¬aç¬k yuvar denir.

S (x; r) = fy 2 X : d (x; y) = rg

kümesine x merkezli r yar¬çapl¬yuvar yüzeyi denir.

B (x; r) = fy 2 X : d (x; y) � rg

kümesine r yar¬çapl¬kapal¬yuvar denir (K¬l¬ç ve Erdem 1999).

Örnek 2.1: R üzerindeki d1 (x; y) = jx� yjmetri¼gi ile B (x; r) = [x� r; x+ r] ;

B (x; r) = (x� r; x+ r) ve S (x; r) = fx� r; x+ rg olur.
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Tan¬m 2.3: X bir metrik uzay ve A � X olsun. Her x 2 A için D (x; r) � A olacak

biçimde bir r pozitif say¬s¬varsa A ya X in aç¬k alt kümesi veya A, X de aç¬kt¬r

denir. X in B alt kümesinin X deki tümleyeni yani Bt = X �B; X de aç¬ksa B ye

kapal¬küme denir (Bayraktar 2006).

Örnek 2.2: (X; d) herhangi bir metrik uzay ve x 2 X ise fxg kapal¬d¬r. Bunun

için x in X � fxg tümleyeninin aç¬k oldu¼gunu göstermek yeter. y 2 X � fxg olsun.

r = d (x; y) olarak al¬n¬rsaD (y; r) � X�fxg olur. Şu haldeX�x aç¬k ve dolay¬s¬yla

fxg kapal¬d¬r (Bayraktar 2006).

Örnek 2.3: (X; d) ayr¬k metrik uzay¬n¬n her alt kümesi hem aç¬k hem de kapal¬d¬r.

Gerçekten A � X ve x 2 A ise r < 1 için D (x; r) = fxg � A oldu¼gundan A aç¬kt¬r.

Di¼ger taraftan A aç¬k oldu¼gundan At = X � A kapal¬d¬r. Fakat At, X in bir alt

kümesi olu¼gundan aç¬kt¬r. (At)t = A oldu¼gundan A kapal¬d¬r (Bayraktar 2006).

Teorem 2.1: Bir (X; d) metrik uzay¬nda her bir aç¬k yuvar aç¬k bir kümedir (K¬l¬ç

ve Erdem 1999).

·Ispat: (X; d) metrik uzay¬n¬n bir aç¬k yuvar¬B (x0; r0) ve x 2 B (x0; r0) olsun.

d (x0; x) < r0 oldu¼gundan, rx = r0 � d (x0; x) denirse rx > 0 olur. Buradan

B (x; xr) � B (x0; r0) oldu¼gu görülür (K¬l¬ç ve Erdem 1999). �

Tan¬m 2.4: A bir küme olmak üzere her x 2 A için x � a olacak biçimde bir a

reel say¬s¬varsa A kümesi alttan s¬n¬rl¬d¬r denir, a say¬s¬na da A n¬n bir alt s¬n¬r¬

ad¬verilir. Benzer olarak, A n¬n her x eleman¬için x � b olacak biçimde bir b reel

say¬s¬varsa A kümesi üstten s¬n¬rl¬d¬r denir, b say¬s¬na da A n¬n üst s¬n¬r¬ad¬verilir.

Alttan ve üstten s¬n¬rl¬olan kümeye k¬saca, s¬n¬rl¬küme ad¬verilir (Balc¬2009).

Bir A kümesi için k bir üst s¬n¬r ise, k dan büyük her say¬da bir üst s¬n¬rd¬r. Benzer

olarak, m A n¬n bir alt s¬n¬r¬ise m den küçük her say¬da A n¬n bir alt s¬n¬r¬d¬r.

Buna göre üstten s¬n¬rl¬ bir kümenin sonsuz çoklukta üst s¬n¬r¬, alttan s¬n¬rl¬ bir

kümenin sonsuz çoklukta alt sn¬r¬vard¬r.

Tan¬m 2.5: Üstten s¬n¬rl¬bir A kümesinin üst s¬n¬rlar¬n¬n en küçü¼güne A n¬n en

küçük üst s¬n¬r¬ veya supremumu denir, supA ile gösterilir. Alttan s¬n¬rl¬ bir A
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kümesinin alt s¬n¬rlar¬n¬n en büyü¼güne de A n¬n en büyük alt s¬n¬r¬veya in�mumu

denir, inf A ile gösterilir (Balc¬2009).

Tan¬m 2.6: (X; d) bir metrik uzay, S kümesi (X; d) metrik uzay¬n¬n bir alt kümesi

olsun. Bir x 2 X noktas¬n¬n S kümesine uzakl¬¼g¬x noktas¬n¬n S nin tüm noktalar¬na

uzakl¬klar¬n¬n in�mumudur.

d (x; S) = inf fd (x; y) : y 2 Sg

x; y 2 X noktalar¬ve S alt kümesi göz önüne al¬ns¬n. Bir " > 0 için;

d (x; z) � d (x; S) + "

olacak biçimde z 2 S noktas¬vard¬r.

d (x; S) = inf fd (x; y) : y 2 Sg

tan¬m¬ndan yararlanarak

d (y; S) � d (y; z) � d (y; x) + d (x; z) � d (y; x) + d (x; S) + "

d (y; S)� d (x; S) � d (y; x) + "

x ve y noktalar¬n¬n yerleri de¼gi̧stirilirse;

d (x; S)� d (y; S) � d (x; y) + "

jd (x; S)� d (y; S)j � d (x; y) + "

bulunur. Buradan da her x; y 2 X için

jd (x; S)� d (y; S)j � d (x; y)

bulunur. S ve B kümesinin birbirine uzakl¬¼g¬

d (S;B) = inf fd (x; y) : x 2 S; y 2 Bg

biçiminde tan¬mlan¬r (Şuhubi 2001).

Tan¬m 2.7: Bir X kümesinin alt kümelerinin bir ailesi � olsun.

(T1) X 2 � ve ? 2 �
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(T2) � ailesinin herhangi bir sonlu alt kümesinin kesi̧simi � içinde ve

(T3) � ailesinin herhangi bir alt kümesinin birleşimi � içinde kal¬yorsa � ailesine X

üzerinde bir topoloji ve (X; �) ikilisine de bir topolojik uzay denir (K¬l¬ç ve Erdem

1999).

Tan¬m 2.8: (X; d) bir topolojik uzay ve A � X olsun.

i: I bir indis kümesi olmak üzere her i 2 I için Ui 2 � ve

A � [
_I2I
U _I

ise U = fUi�i 2 Ig koleksiyonuna A n¬n bir aç¬k örtüsü denir.

ii: U = fU _I j i 2 Ig koleksiyonu A n¬n aç¬k bir örtüsü ve J 2 I olmak üzere V =

fU _I j i 2 Jg koleksiyonuA n¬n bir örtüsü ise V = fUi j i 2 Jg örtüsüne U = fU _I j i 2 Ig

örtüsünün bir alt örtüsü denir. Bu durumda J sonluysa V = fUi j i 2 Jg örtüsüne

U = fU _I j i 2 Ig örtüsünün sonlu alt örtüsü denir (Koçak 2004).

Not: Aç¬k örtü tan¬m¬nda A = X al¬n¬rsa X � [
i2I
Ui ifadesi X = [

i2I
Ui biçimini al¬r

(Koçak 2004).

Tan¬m 2.9: (X; �) bir topolojik uzay olsun. X in her aç¬k örtüsünün sonlu bir

alt örtüsü varsa (X; �) uzay¬na veya k¬saca X in kendisine kompakt topolojik uzay

denir (Koçak 2004).

Not: Kompaktl¬¼g¬n tan¬m¬gere¼gi bir uzay¬n kompakt olmad¬¼g¬n¬göstermek için uza-

y¬n sonlu hiçbir alt örtüsü olmayan aç¬k bir örtüsünün oldu¼gunu göstermek yeterlidir

(Koçak 2004).

Örnek 2.4: R standart uzay¬n¬n kompakt olmad¬¼g¬gösterilsin. R = [
n2N

(�n; n) ve

her n 2 N için (�n; n) aral¬¼g¬R de aç¬k oldu¼gundan f(�n; n) j n 2 Ng koleksiyonu R

standart uzay¬n¬n aç¬k bir örtüsüdür. Şimdi bu örtünün sonlu hiçbir örtüsü olmad¬¼g¬

gösterilsin. Bu örtünün sonlu bir fUni j i = 1; :::;mg alt örtüsü oldu¼gu varsay¬ls¬n.

n0 = max fni j i = 1; :::;mg olmak üzere
m
[
i=1
Uni = (�n0; n0) olur. Di¼ger yandan

sonlu alt örtü tan¬m¬gere¼gi R =
m
[
i=1
Uni olur. Buradan

R = (�n0; n0)
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elde edilir. Bu ise n0+1 =2 (�n0;n0) oldu¼gundan mümkün de¼gildir. O halde R

nin f(�n; n) j n 2 Ng aç¬k örtüsünün hiçbir sonlu örtüsü yoktur. Bu durumda R

standart uzay¬kompakt de¼gildir (Koçak 2004).

Tan¬m 2.10: Tan¬m kümesi N do¼gal say¬lar kümesi olan her fonksiyona bir dizi

denir (Balc¬2009).

Tan¬m 2.11: (X; d) bir metrik uzay ve (xn) X de bir dizi olsun.

lim
n!1

d (xn; x) = 0

olacak biçimde bir x 2 X varsa (xn) dizisine X de yak¬nsak ve x e de bu dizinin

limiti denir (Bayraktar 2006).

Teorem 2.2: Yak¬nsak her dizi bir Cauchy dizisidir.

·Ispat : (xn) dizisinin limiti bir x noktas¬ise n � N için d (xn; x) < "
2
olacak şekilde

N 2 N say¬s¬vard¬r. Dolay¬s¬yla m,n � N için;

d (xm; xn) � d (xm; x) + d (x; xn) < "

bulunur. Yani yak¬nsak bir (xn) dizisi Cauchy dizisidir. Ancak bu özelli¼gin tersi

her zaman do¼gru de¼gildir ve bir dizinin Cauchy dizisi olmas¬her zaman yak¬nsad¬¼g¬

anlam¬na gelmez (Şuhubi 2001). �

Teorem 2.3: (X; d) bir metrik uzay olmak üzere X deki her (xn) Cauchy dizisi

yak¬nsak ise yani xn ! x 2 X ise (X; d) metrik uzay¬na tam metrik uzay veya

k¬saca tam denir (Bayraktar 2006).

Tan¬m 2.12: " > 0 ve a 2 R olsun.

K = fx 2 R : jx� aj < "g = (a� "; a+ ")

aral¬¼g¬na a n¬n "�komşulu¼gu ad¬verilir (Balc¬2009).

Tan¬m 2.13: V boş olmayan bir küme ve K bir cisim olsun. Aşa¼g¬daki önermeler

do¼gru ise V kümesi K cismi üstünde bir vektör uzay¬d¬r denir.
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(V1) V kümesinde+ ile gösterilen ve ad¬na toplama denilen bir i̧slem tan¬mlanm¬̧st¬r.

Bu i̧slemin aşa¼g¬daki özellikleri vard¬r.

(1) Her u; v 2 V için u + v 2 V tan¬ml¬d¬r ve u + v 2 V dir. Sözlerle anlat¬rsak V

kümesi toplama i̧slemine göre kapal¬d¬r.

(2) Her u; v; w 2 V için (u+ v) + w = u + (v + w) dir. Sözlerle anlat¬rsak V

kümesinde toplama i̧sleminin birleşme özelli¼gi vard¬r.

(3) [90 2 V; (8u 2 V için u+ 0 = u ve 0 + u = u)]

d¬r. Sözle anlat¬rsak V kümesinde toplama i̧sleminin etkisiz (birim) eleman¬vard¬r.

Bu etkisiz eleman¬0 simgesi ile gösterdik.

(4) Her u 2 V için V kümasinde �u ile gösterilen ve

u+ (�u) = 0 ve (�u) + u = 0

eşitliklerini sa¼glayan bir �u eleman¬vard¬r. Sözlerle anlat¬rsak V kümesindeki her

bir u eleman¬n¬n toplamaya göre tersi vard¬r. u nun tersi �u ile gösterilmi̧stir.

(5) Her u; v 2 V için u + v = v + u tir. Sözlerle anlat¬rsak V kümesinde toplama

i̧sleminin de¼gi̧sme özelli¼gi vard¬r.

(V2) K � V ! V; (a; u) ! au biçiminde, ad¬na skalerle çarpma i̧slemi denilen bir

fonksiyon tan¬mlanm¬̧st¬r ve bu fonksiyon aşa¼g¬daki önermeleri do¼grular:

(a) Her a 2 K, her u; v 2 V için a (u+ v) = au+ av

(b) Her a; b 2 K, her u 2 V için (a+ b)u = au+ bu

(c) Her a; b 2 K, her u 2 V için (ab)u = a (bu)

(d) K n¬n çarpmaya göre birim eleman¬1 oldu¼guna göre V nin her u eleman¬için

1u = u tir.

V , reel say¬ cismi üstünde vektör uzay¬ ise bu vektör uzay¬na reel vektör uzay¬

denir. V; karmaş¬k say¬cismi üstünde vektör uzay¬ise bu durumda V ye karmaş¬k

(kompleks) vektör uzay¬denir (Sabuncuo¼glu 2008).

Tan¬m 2.14: Bir vektör uzay¬n her bir eleman¬na vektör ad¬verilir.

Tan¬m 2.15: V;K cismi üzerinde bir vektör uzay¬ve H; V nin boş olmayan bir

alt kümesi olsun. Aşa¼g¬daki iki önerme do¼gru ise H kümesi V nin bir alt vektör

uzay¬d¬r, denir (Sabuncuo¼glu 2008).
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(a) 8u; v; (u 2 H ve v 2 H)) u+ v 2 H

(b) 8c; 8u; (c 2 K ve u 2 H)) cu 2 H

Tan¬m 2.16: V vektör uzay¬n¬n bir f�1; �2; :::; �ng alt kümesi verilsin.
nX
i=1

ci�i = 0

eşitli¼gi do¼gru olacak biçimde en az biri s¬f¬rdan farkl¬olan c1; c2; :::; cn say¬lar¬varsa

f�1; �2; :::�ng

kümesi lineer ba¼g¬ml¬d¬r, denir. Lineer ba¼g¬ml¬olmayan kümeye, lineer ba¼g¬ms¬z

küme denir (Sabuncuo¼glu 2008).

Örnek 2.5: R3 uzay¬nda f(1;�3; 2)g kümesinin lineer ba¼g¬ms¬z olup olmad¬¼g¬n¬

belirtiniz.

Çözüm 2.5: f(1;�3; 2)g kümesi, R3 uzay¬n¬n lineer ba¼g¬ms¬z bir alt kümesidir.

Çünkü

c (1;�3; 2) = (0; 0; 0)

eşitli¼gini do¼grulayan c say¬s¬yanl¬zca s¬f¬r say¬s¬d¬r (Sabuncuo¼glu 2008).

Tan¬m 2.17: V;K cismi üstünde bir vektör uzay¬ve ' � V olsun. ' lineer ba¼g¬ms¬z

ve Sp' = V ise ' ye V vektör uzay¬n¬n bir taban¬denir. Sp' = V eşitli¼gini k¬saca, '

kümesi V uzay¬n¬gerer, diyerek anlat¬r¬z. Bu eşitlik V nin her bir eleman¬n, ' deki

sonlu say¬da vektörün bir lineer bileşimi olarak yaz¬labilece¼gini gösterir (Sabuncuo¼glu

2008).

Tan¬m 2.18: V sonlu boyutlu bir vektör uzay¬olsun. V nin bir taban¬ndaki vek-

tör say¬s¬na V nin boyutu denir. V nin boyutu dimV veya boyutV ile gösterilir

(Sabuncuo¼glu 2008).

Örnek 2.6: R2 uzay¬n¬n f(�1; 4) ; (2; 1)g alt kümesi ' ile gösterilsin. ' kümesi R2

uzay¬n¬n bir taban¬olur mu?
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Çözüm 2.6: (�1; 4) = �1; (2; 1) = �2 diyelim. ' = f�1; �2g olur. ' kümesinin

lineer ba¼g¬ms¬z oldu¼gu kolayca görülebilir. Gerçekten c1�1 + c2�2 = 0 eşitli¼gini

do¼grulayan c1; c2 say¬lar¬arand¬g¬nda c1 = 0 ve c2 = 0 oldu¼gu görülür.

Sp f�1; �2g = R2 oldu¼gunu göstermek için R2 uzay¬ndaki her u vektörünün, f�1; �2g

kümesinin lineer bileşimi olarak yaz¬labildi¼gi gösterilmelidir. u 2 R2; u = (u1; u2)

olsun. u = x1�1 + x2�2 eşitli¼gi

�x1 + 2x2 = u1

4x1 + x2 = u2

denklem sistemine denktir. Bu denklem sisteminin katsay¬lar matrisinin determi-

nant¬ s¬f¬rdan farkl¬ oldu¼gundan bir ve yaln¬z bir x1; x2 çözümü vard¬r. Öyleyse

R2 uzay¬ndaki her u vektörü, f�1; �2g kümesinin lineer bileşimi olarak yaz¬labilir.

Böylece ' kümesinin lineer ba¼g¬ms¬z oldu¼gunu ve R2 uzay¬n¬gerdi¼gini gösterdik.

Demek ki ' kümesi R2 uzay¬n¬n bir taban¬d¬r.
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3 FRAKTAL GEOMETR·I

Fraktal geometri Öklid geometrisinin bir uzant¬s¬d¬r. Yapraklardan galaksilere kadar

uzanan �ziksel yap¬lar¬tan¬mlamada kullan¬lan yeni bir dildir. Öklid geometrisinden

farkl¬olarak do¼gadaki pek çok yap¬düzensiz ve parçal¬d¬r. Yeterince küçük ölçek-

lerdeki do¼ga modellerinin tümü pratik aç¬dan sonsuz kabul edilebilecek uzunluktad¬r.

Bu formlar Öklid geometrisi aç¬s¬ndan biçimsiz, morfoloji aç¬s¬ndan amorftur. Bu

tür e¼griler ailesi fraktal olarak adland¬r¬lm¬̧st¬r. Baz¬ fraktal kümeleri, e¼griler ve

yüzeyler biçimindeyken bir k¬sm¬ba¼glant¬s¬z tozlar biçiminde veya bilimin ve sanat¬n

adland¬ramayaca¼g¬kadar karmaş¬k biçimli olabilirler.

H¬zl¬say¬sal bilgisayarlar¬n ortaya ç¬kmas¬na kadar geçen süre içinde bu tür e¼grilerin

çizilmesi oldukça fazla zaman alm¬̧st¬r ve fraktal geometri oldukça yavaş geli̧smi̧stir.

Mandelbrot bilgisayar kullanarak fraktal nesneleri derinlemesine inceleyen di¼ger matem-

atikçilerin takdirini kazanan ilk ki̧si olmuştur (Gleick 2003).

Fraktal geometri fraktal analiz olarak adland¬r¬lan yeni bir ölçüm yöntemleri dizisinin

de bilim gündemine gelmesini sa¼glam¬̧st¬r. Sadece biçimlerin de¼gil, süreçlerin de

karmaş¬kl¬klar¬n¬ölçmek için kullan¬lan fraktal analiz, do¼gadaki karmaş¬k biçimlerin

ve olaylar¬n karmaş¬kl¬k düzeylerini say¬sal halde izleyip inceleyebilmek için bize yeni

yöntemler sunmaktad¬r.

3.1 Fraktal Algoritmalar¬

Yüzy¬llardan bu yana matematikçiler iki, üç ve daha yüksek boyutlardaki e¼gri ve

yüzeylerle ilgili teoriler ortaya koymuşlard¬r. Bu e¼gri ve yüzeyler bir bütün olarak

incelendiklerinde oldukça karmaş¬k bir yap¬ya sahiptirler. Fakat bu e¼gri ve yüzeyler

küçük parçalar halinde incelenirse her bir parçan¬n çevredeki komşuluklar¬ile do¼grusal

ya da yüzeysel ili̧skide oldu¼gu görülür. E¼gri ve yüzeylerin bu tür özellikleri ile il-

gilenen bilim dal¬na "diferansiyel geometri" denir. Fraktallar ise bunun tam tersine

düzgün olmayan yüzey ve e¼grilerle ilgilidir. Düzgün objeler büyütüldüklerinde yeni

detaylar ortaya ç¬kmaz. Fraktallarda ise durum tam tersidir. Fraktallar do¼gay¬

taklit etmede kullan¬l¬r. Fraktal geometri yard¬m¬yla son derece ilginç manzaralar
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yarat¬lm¬̧st¬r. Fraktal bir manzaray¬inceleyen ki̧si bunun resim mi yoksa foto¼graf

m¬oldu¼gunu anlayamaz. Fraktal geometriyi çekici k¬lan başka bir unsur da fraktal-

lar¬n bilgisayar ekran¬nda oluşturulabilme kolayl¬¼g¬d¬r. Bir fraktal yaratabilmek için

diferansiyel geometri ya da matematik bilmek gerekli de¼gildir. Fraktallar ne kadar

karmaş¬k olsalar da onlar¬ oluşturan algoritmalar k¬sa ve basit kal¬rlar (Kantarc¬

1994).

Fraktallar oluşturduklar¬algoritmalara göre deterministik ve rastgele olmak üzere

iki başl¬kta incelenebilir.

3.1.1 Deterministik Fraktallar

Kendilerinin küçültülmüş ve döndürülmüş kopyalar¬n¬kapsayan fraktallar bu gruba

girer. Bu tür fraktallar özel bir kurala ba¼gl¬olarak yinelenen algoritmalarca üretilir

(Kantarc¬1994).

3.1.2 Rastgele Fraktallar

Genelde do¼gay¬ simüle etmede kullan¬lan ve yap¬lar¬nda geli̧sigüzellik bar¬nd¬ran

metodlarla elde edilir. Bu metodlar bilgisayar program¬haline dönüştürülür (Kantarc¬

1994).

Fraktallar sonsuz detaya sahip olduklar¬için tam ve do¼gru olarak hesaplanamazlar.

O yüzden bilgisayar uygulamalar¬nda belli bir duyarl¬l¬k hesaba kat¬larak fraktallara

yaklaş¬m sa¼glanabilir. ·Istenilen çözünürlük seviyesi, ekran üzerindeki piksellerin

say¬s¬ve i̧slemde geçen zaman vb. k¬saltmalar çerçevesinde belirlenir (Peitken ve

Saupe 1988).
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4 Fraktallar¬n Özellikleri

Fraktallar temel baz¬özelliklere sahiptir.Bu bölümde, fraktallar¬n boyutu tamsay¬

olarak ifade edilemedi¼ginden "fraktal boyut" kavram¬tan¬mlanarak, fraktallar genel-

likle sonsuza kadar devam eden algoritmalar sayesinde oluştu¼gundan "tekrarlayan

fonksiyon sistemi" denilen sistem incelenecektir. Ayr¬ca "kendine benzerlik (self-

similarity)" özelli¼gi ve do¼gada bulunan fraktallarda görülen simetriler incelenecektir.

4.1 Kendine Benzerlik (Self-Similarity)

Fraktallar¬n çarp¬c¬bir özelli¼gi do¼gada s¬k olarak rastlad¬¼g¬m¬z "kendine benzerlik"

özelli¼gidir. Tüm fraktallar kendine benzer ya da en az¬ndan tümüyle kendine benzer

olmamakla birlikte ço¼gu bu özelli¼gi taş¬r. Kendine benzer bir cisimde cismi oluşturan

parçalar ya da bileşenler cismin bütününe benzer. Düzensiz ayr¬nt¬lar ya da desen-

ler giderek küçülen ölçeklerde yenilenir ve tümüyle soyut nesnelerde sonsuza kadar

sürdürülebilir, öyle ki her parçan¬n her bir parças¬büyütüldü¼günde cismin kendisine

benzer parçalar elde edilir. Bu tip fraktal olgusu kar tanesi ve a¼gaç kabu¼gunda ko-

layca gözlenebilir. Ayr¬ca fraktallar ayn¬matematiksel formülün defalarca tekrarlan-

mas¬ile oluştu¼gundan şekle hangi ölçekte bakarsak bakal¬m yine ayn¬şekli görürüz.

Tüm kendine benzer şekiller fraktal de¼gildir. Örne¼gin matruşka bebekleri kendine

benzerdir fakat fraktal de¼gildir. Kendine benzerlik üç farkl¬şekilde olabilir.

4.1.1 Tam Kendine Benzerlik

Kendine benzerli¼gin en güçlü tipidir. Fraktala hangi ölçekte bakarsak bakal¬m ayn¬

görünür. Tekrarlanan fonksiyon sistemleriyle tan¬mlanan fraktallar ço¼gu kez tam

kendine benzerlik gösterir.

Kendine benzer bir nesne dönüşümlerle elde edilmi̧s, kendisinin belli bir oranda

küçültülmüş N kopyas¬ndan oluşmaktad¬r. E boyutlu bir uzayda x = (x1; x2; :::; xE)

konumunda bulunan noktalar kümesi S ile gösterilsin. Bu kümeye 0 < r < 1 ola-

cak biçimde belirlenen bir r küçültme oran¬ile benzerlik dönüşümü uyguland¬¼g¬nda
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S kümesi rx = (rx1; rx2; :::; rxE) şeklindeki rS kümesine dönüşür. S kümesi N

tane birbirinden farkl¬rx = (rx1; rx2; :::; rxE) noktalar¬ndan oluşan rS kümelerinin

bileşiminden oluşuyorsa tam olarak kendine benzer bir kümedir (Peitgen and Saupe

1988).

4.1.2 Yar¬Kendine Benzerlik

Kendine benzerli¼gin zay¬f bir formudur. Farkl¬ölçeklerde fraktal hemen hemen ayn¬

görünür. Yar¬kendine benzer fraktallar bozulmuş formlarda tüm fraktal¬n küçük

kopyalar¬n¬ içerir.Tekrarlanan fraktallar genellikle tam kendine benzer de¼gil yar¬

kendine benzerdir.

4.1.3 ·Istatistiksel Kendine Benzerlik

Deniz k¬y¬s¬parçalar¬n¬büyütüp inceledi¼gimizde elde edilen parçalar¬n orjinali ile

ayn¬olmad¬¼g¬görülür. K¬y¬n¬n küçük bir parças¬, daha büyük bir parças¬na benzer

fakat onun bir kopyas¬de¼gildir.

·Istatistiksel kendine benzerlik, kendine benzerli¼gin en zay¬f formudur. ·Istatistiksel

kendine benzerlik farkl¬ölçeklerde de¼gil ölçek boyunca korunur. Bir parça büyütülüp

incelendi¼ginde elde edilen parçalar¬n orjinali ile ayn¬olmad¬¼g¬görülür.Bütünün küçük

bir parças¬bütüne benzer fakat onun bir eşi de¼gildir. Bu durum istatistiksel kendine

benzerlik olarak adland¬r¬l¬r. De¼gi̧sik ölçeklerdeki pek çok detay içeren objenin is-

tatistiksel kendine benzer olma özelli¼gi do¼gadaki fraktallar¬n ortak özelli¼gidir. De-

taylar büyüyüp küçüldükçe de¼gi̧sir (Barnsley 1988). Rastgele (Random) fraktallar

istatistiksel kendine benzerli¼gin en güzel örnekleridir.

4.2 Tekrarlama Yöntemleri

·Iki tip tekrarlama yönteminden bahsedilebilir :
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4.2.1 Üreteçle Tekrarlama

Fraktallar genellikle tekrarlayan yöntemlerle oluşturulur. Bir fraktal oluşturmak için

belli bir geometrik şekil al¬n¬r ve bu şekil üzerine özel i̧slemler uygulanarak daha

karmaş¬k bir şekil elde edilir. Benzer biçimde oluşan yeni şekil üzerinde de ayn¬

yöntem ile daha karmaş¬k bir şekil oluşturulur ve bu i̧slem sonsuza kadar devam

ettirilebilir.

Her tekrarlayan yöntem fraktal vermez. Örne¼gin bir AB do¼gru parças¬ele al¬ns¬n.

Bu do¼gru parças¬n¬n A ve B uçlar¬kesip at¬ls¬n. Böylece AB do¼gru parças¬ndan

k¬sa yeni bir do¼gru parças¬elde edilmi̧s olur. Daha sonra bu şeklin de uçlar¬kesilip

at¬l¬rsa aşa¼g¬daki gibi do¼gru parçalar¬elde edilir. Oluşan şekil karmaş¬k de¼gildir ayn¬

zamanda bir fraktal da de¼gildir.

Şekil 4.1 Fraktal olmayan bir tekrarlayan sistem.

Fakat yukar¬daki yönteme benzer bir yöntemle bir fraktal elde edilebilir. Yukar¬da

oldu¼gu gibi bir do¼gru parças¬ al¬n¬r. Bu do¼gru parças¬üç eşit parçaya ayr¬ld¬k-

tan sonra ortadaki parça at¬l¬r. Yeni elde edilen şekil üzerinde her iki parçaya ayn¬

yöntem uygulan¬rsa daha karmaş¬k bir şekil elde edilmi̧s olur. Bu i̧s sonsuza kadar

devam ettirilirse Cantor kümesi ( Üçlü Cantor bulutu) denilen ve geometrik fraktal-
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lar bölümünde incelenecek olan bir fraktal elde edilir (Hac¬saliho¼glu ve Yaz 2002).

Şekil 4.2 Cantor bulutu.

Görüldü¼gü gibi Cantor kümesi kendi kopyalar¬ndan oluşmaktad¬r. Dolay¬s¬yla da

kendine benzerdir.

Üreteçle tekrarlamaya "taban " denilen bir şekille başlan¬r ve her bir parças¬yerine

"motif" ya da "üreteç" denilen di¼ger bir şekil koyulur. Örne¼gin Koch kar tanesi

denilen fraktala üçgen ile başlan¬r. Sonra her kenar¬üzerine bir motif koyulurak

oluşturulur.

Şekil 4.3 Kar tanesi.

4.2.2 Tekrarlayan Fonksiyon Sistemleri

Tekrarlayan fonksiyon sistemleri, fraktal elde etmek için di¼ger bir yöntemdir. Tekrar-

layan fonksiyon sistemleri belli bir nokta için defalarca uygulanan bir fonksiyonun

sonucudur. Bu tekrarl¬oluşum fraktallar¬n kendine benzerli¼gidir. Seçilen bir nok-

tan¬n matematiksel bir formülle defalarca elde edilen şeklin yerine konulmas¬ ile

oluşur. Formülle tekrarlama yöntemiyle üç tip fraktal oluşturulabilir.
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Bunlardan birisi "yabanc¬çekerler (Strange Attractor)" dir. Yabanc¬çekerleri oluş-

turmak kolayd¬r. Bir noktan¬n koordinatlar¬yla başlan¬r. Her bir sonraki nokta

formül ve ilk noktan¬n koordinatlar¬ kullan¬larak elde edilir. E¼ger seçilen nokta

kompleks düzlemde bir z noktas¬ise f bir fonksiyon olmak üzere kullan¬lacak for-

mül

Z = F (z)

dir. Nokta kartezyen düzlemden seçilen bir (x; y) noktas¬ise f ve g iki fonksiyon

olmak üzere

X = f (x; y)

Y = g (x; y)

dir. Üç boyutlu çekiciler için seçilen nokta (x; y; z) noktas¬ise f; g; h fonksiyonlar

olmak üzere

X = f (x; y; z)

Y = g (x; y; z)

Z = h (x; y; z)

dir (Hac¬saliho¼glu ve Yaz 2002).

En s¬k rastlanan yabanc¬çekerler kuadratik çekerlerdir. Genel formülleri:

X = ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f

Y = gx2 + hxy + iy2 + jx+ ky + l

Buradaki katsay¬lar fraktal¬belirleyen sabitlerdir. Baz¬katsay¬lar s¬f¬r olabilir ve
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fraktal ürünler sonsuz say¬da fraktal üretebilir.

Şekil 4.4 Kuadratik çekerler.

Formülle tekrarlama yöntemiyle elde edilen di¼ger bir fraktal "Julia Kümeleri"dir.

Kompleks say¬lar kullan¬larak Julia kümeleri genelleştirilebilir. Z ve C kompleks

say¬lar olmak üzere

C! C

Z ! Z2 + C

dönüşümü al¬n¬r. Kompleks düzlemden al¬nacak başka bir Z0 say¬s¬ ile birlikte

Z1; Z2; Z3; ::: kompleks say¬lar¬n¬n dizisi

Z1 = Z
2
0 + C

Z2 = Z
2
1 + C

Z3 = Z
2
2 + C

:

:

:

Zn+1 = Zn + C

şeklinde yaz¬l¬r. Böylece sonlu say¬daki kompleks say¬lar için Julia kümelerinin

genelleştirilmi̧s formülü elde edilmi̧s olur. Bu dizideki C say¬s¬n¬n ald¬¼g¬çok küçük
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farkl¬de¼gerde bile elde edilen Julia kümesi çok farkl¬olur.

Şekil 4.5 Farkl¬c say¬lar¬için oluşan Julia kümeleri.

Di¼ger bir formülle tekrarlama yöntemiyle elde edilen fraktal Mandelbrot küme-

sidir. Mandelbrot kümesi Julia kümesine benzer bir algoritma ile elde edilir. Julia

kümesini elde eti¼gimiz Z ! z2 + c dönüşümünde z = 0 + 0i al¬n¬rsa elde edilen

Z = (0 + 0i)2 + c

= c

şeklindeki sonlu c noktalar¬n¬n kümesine Z ! z2+c dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen Man-

delbrot kümesi denir. Kenar uzunlu¼gu sonsuz ancak alan¬bilinmemektedir (Karaçay

2005).

Şekil 4.6 Mandelbrot kümesi.
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4.3 Boyut

4.3.1 Topolojik Boyut (DT )

Bir vektör uzay¬n alt uzay¬n¬n boyutunu o alt uzayda bulunan ve alt uzay¬geren, li-

neer ba¼g¬ms¬z vektör say¬s¬olarak tan¬mlayabiliriz. Bu tan¬m ayn¬zamanda geometrik

boyut kavram¬na da uymaktad¬r. Boyutun bu tan¬m¬topolojik boyut olarak ad-

land¬r¬lan kavram¬n özel bir durumudur.

Poincare topolojik boyutu şöyle tan¬mlar: Bir geometrik nesnenin topolojik boyutu

o geometrik nesneyi parçalara ay¬rmak için kullan¬lan di¼ger geometrik nesnelerin

topolojik boyutundan bir fazlad¬r. Uzay¬bölmek için yüzeyler, yüzeyleri bölmek için

e¼griler, e¼grileri bölmek için noktalar kullan¬l¬r. Noktalar ise parçalanamaz. Bu ne-

denle noktalar¬n topolojik boyutu s¬f¬rd¬r. E¼grileri bölmek için noktalar kullan¬ld¬¼g¬

için e¼grilerin topolojik boyutu 1 dir. Düzlemleri bölmek için do¼grular kullan¬ld¬¼g¬

için düzlemlerin topolojik boyutu 2 dir. Uzay¬bölmek için düzlemler kullan¬ld¬¼g¬

için uzay¬n topolojik boyutu 3 tür. Tüm adalar¬n k¬y¬lar¬topolojik olarak bir çem-

bere özdeştir. Tüm çemberlerin topolojik boyutlar¬ 1 dir. Bu durumda k¬y¬lar¬

birbirinden ay¬rmak için topolojik boyut kavram¬kullan¬lmaz (Mandelbrot 1983).

Tan¬m 4.3.1.1: Bir S kümesinin her noktas¬, key� komşuluklara, yani s¬n¬rlar¬

kümeyi kesmeyen sup (d (x; y) j x; y 2 U) olacak biçimde komşuluklara sahipse, S

kümesi topolojik boyuta sahiptir denir.

Teorem 4.3.1.1: Topolojik boyutu s¬f¬r olan boş olmayan bir kümenin her ba¼glant¬l¬

bileşeni bir noktad¬r.

·Ispat 4.3.1.1: Kabul edelim ki topolojik boyutu s¬f¬r olan bir ba¼glant¬l¬C kümesi

d � d (p; q) olacak biçimde iki farkl¬p ve q noktalar¬n¬içersin. sup (d (x; y) j x; y 2 U) <

d olacak biçimde p noktas¬n¬içeren bir U aç¬k kümesi verilsin. O halde U q nok-

tas¬n¬içermez ve dolay¬s¬yla U nun s¬n¬rlar¬C yi kesmelidir yoksa U ve U c nin içi

C den ayr¬k olur. C ba¼glant¬l¬bileşen oldu¼gundan bu mümkün de¼gildir. Buna göre

kümenin topolojik boyutu s¬f¬r olmaz. Dolay¬s¬yla C ya s¬f¬rd¬r ya da 1 noktas¬d¬r.

�
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Di¼ger bir topolojik boyut tan¬m¬şöyledir: S bir küme olmak üzere S nin her bir

noktas¬s¬n¬rlar¬S ile en az bir k tamsay¬s¬için k�1 kümede kesi̧siyorsa, S topolojik

boyuta sahiptir. Topolojik boyut DT ile ifade edilir.

4.3.2 Cover Boyut (Dc)

Düzlemdeki bir e¼gri 3 farkl¬disk düzenlemesi ile kaplanabilir. Fakat cover boyut

birbirini kesen en az disk say¬s¬ile ifade edildi¼ginden bir e¼grinin cover (kaplanma)

boyutu Dc = 1 olarak tan¬mlan¬r. Çünkü iki diskin tek kesi̧simi ile e¼gri kaplanabilir.

Noktalar kümesi birbirini kesmeyen yeterince küçük yar¬çapl¬disklerle kaplanabilir.

Bu yüzden bunlar¬n cover boyutu s¬f¬rd¬r. Bir yüzey şekli düşünülürse yüzeyin cover

boyutuDC = 2 dir. Çünkü yüzeyi kaplamak için disklerin birbiriyle en az iki kesi̧simi

gereklidir. Ayn¬düşünceyle küpün cover boyutu DC = 3 tür.

Yukar¬daki aç¬klamalardan anlaş¬laca¼g¬gibi bir S kümesi küçük disklerle kapland¬¼g¬nda

disklerin minimum say¬daki kesi̧simine cover kural¬denir (Kraft 1995).

4.3.3 Hausdor¤-Besicovitch Boyut

Bir (X:d) metrik uzay¬n¬n Hausdor¤ boyutu aşa¼g¬daki özelli¼gi sa¼glayan k say¬lar¬n¬n

in�mumu olarak tan¬mlan¬r. Herhangi bir " > 0 say¬s¬için her B 2 B kümesi X in

bir örtüsü olmak üzere , D (B) < � ve
P
B2B

[D (B)]k < " olacak biçimde � > 0 say¬s¬

vard¬r. D (B) > 0 say¬s¬B kümesinin çap¬n¬gösterir. Hausdor¤ boyutu bH = inf k

d¬r. Bu durumda X kümesinin tamam¬� çapl¬aç¬k yuvarlar ile örtülürse uzay¬n

Hausdor¤ boyutu bH olmak üzere aç¬k yuvarlar¬n say¬s¬yaklaş¬k olarak

N (�) � ��bH

mertebesinde olur. Hausdor¤ boyutu X in bir alt uzay¬ için de tan¬mlanabilir,

dolay¬s¬yla bu uzay¬n uygun bir örtüsünün dikkate al¬nmas¬gerekir (Şuhubi 2001).

Örnek 4.3.3.1: X Cantor kümesi olmak üzere, n: ad¬mdan sonra kümede her

birinin uzunlu¼gu
�
1
3

�n
olan, 2n say¬da kapal¬aral¬¼g¬n birleşimi olur. Bu durumda
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her n pozitif tam say¬s¬için k say¬lar¬;

2n
�
1

3

�nk
< "

koşulunu sa¼glamal¬d¬r. Bu durum

en(log 2�k log 3) < "

olarak al¬nd¬¼g¬nda eşitsizli¼gin sol taraf¬n¬n küçük olabilmesi için k say¬lar¬n¬n

k � log 2

log 3

eşitsizli¼gini sa¼glamas¬gerekir ve bu say¬lar¬n in�mumu aşa¼g¬da verilmi̧stir.

bH =
log 2

log 3
= 0; 63093

Hausdor¤ boyutun di¼ger bir tan¬m¬da şöyle yap¬labilir: (X; d) metrik uzay ve B,

H (X) uzay¬n¬n kompakt alt kümesi olmak üzere N (B; �) ile B kümesini örten �

yar¬çapl¬ en az say¬da kapal¬ yuvar say¬s¬ gösterilsin. B alt kümesinin hausdor¤

boyutu

D = lim
�!1

logN (B; �)

log
�
1
�

�
olarak tan¬mlan¬r. Burada � ! 0 için N (B; �) � ��D yaz¬labilir (Şuhubi 2001).

4.3.4 Fraktal Boyut (D)

Mandelbrot herhangi bir birim cinsinden ölçülemeyen cisimlerin pütürlülük derece-

sine sahip oldu¼gunu söylemi̧s ve bu pütürlülük derecesini ölçmenin bir yolunu bul-

muştur. Mandelbrot�a göre ölçek de¼gi̧sse bile pütürlülük derecesi sabit kalmaktad¬r.

Mandelbrot 1975�te bu pütürlülük derecesinin ad¬n¬fraktal boyut olarak koymuştur.

Fraktal biçimler, genel olarak sonsuz kenar uzunluklar¬olmas¬na ra¼gmen sonlu alan-

lar¬olan şekillerdir. Bu yap¬lar¬n s¬n¬rlar¬n¬oluşturan çizgiler pütürlülükten dolay¬

tek boyutlu çizgiler olarak nitelendirilemez. Çünkü fraktal şekiller iterasyon ile elde

edilir ve bu iterasyon sayesinde kenarlar sonsuza giderken alan s¬n¬rl¬halde kal¬r.

Fraktal geometrinin bu karmaş¬kl¬¼g¬n¬anlamada yard¬m edecek en önemli kavram-

lardan biri "fraktal boyut" kavram¬d¬r. Öklid geometrisinde boyutlar tamsay¬larla
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ifade edilmektedir, fakat fraktal geometride nesnelerin boyutlar¬n¬ifade etmek için

tamsay¬lar yeterli de¼gildir. Bu bak¬mdan fraktal boyut bir yap¬n¬n karmaş¬kl¬¼g¬n¬

göstermede oldukça faydal¬d¬r. Fraktal boyut topolojik bir kavram de¼gildir, metrik

bir kavramd¬r. Fraktal boyut D ile gösterilirken kesirli boyut veya kendine benzerlik

boyutu olarak da adland¬r¬l¬r. Fraktal boyut Hausdor¤ boyut ile özdeştir.

Topolojik ve fraktal boyut aras¬nda şöyle bir ili̧ski vard¬r: Bir RE uzay¬nda DT ve D

en az 0, en çok E olabilir. DT daima bir tamsay¬d¬r fakat D tamsay¬olmak zorunda

de¼gildir. Öklid geometrisine ba¼gl¬kal¬narak oluşturulan nesneler için D = DT dir.

Di¼ger durumlar içinse D > DT dir. Buradan yola ç¬karsak fraktallar; Hausdor¤

boyutu topolojik boyutundan büyük olan kümelerdir (Mandelbrot 1983).

Fraktal yap¬lar¬n, bulunduklar¬metrik uzay içinde ne kadar yo¼gun olduklar¬ki̧siden

ki̧siye de¼gi̧sebilir. Fraktal boyut, bu öznel yaklaş¬mlar¬ nesnel hale dönüştürerek

fraktallar¬n kaŗs¬laşt¬r¬labilme çabas¬n¬n bir sonucu olarak ortaya ç¬km¬̧st¬r (Kantarc¬

1994). Fraktal boyut için aşa¼g¬daki özellikleri yazabiliriz:

(1) Fraktal boyutun kullan¬m¬benzer veya farkl¬özelli¼ge sahip örüntülerin belirlen-

mesi aç¬s¬ndan önemli kolayl¬klar sa¼glamaktad¬r (Aygören 2006).

(2) Fraktal boyut kendine benzerli¼gin bir sonucudur..

(3) DT topolojik boyut ve D fraktal boyut aras¬ndaki fark ne kadar büyükse fraktal

nesne o kadar belirgindir (Olemskoi and Flat 1993).

Fraktal boyut ve kendine benzerlik aras¬nda önemli ili̧skiyi kullanarak fraktal boyu-

tun do¼guşunu aç¬klayal¬m. 1 br lik bir do¼grunun boyutu 1 dir. Bu do¼grunun boyu 2

kat¬na ç¬kart¬l¬rsa elde edilen iki kat¬uzunluk orjinal parçan¬n kopyas¬d¬r. Kendine

benzer di¼ger bir şekil 1�1 tipinde bir karenin kenar uzunluklar¬2 kat¬na ç¬kar¬l¬rsa 4

tane 1�1 lik ilk şeklin kopyas¬elde edilir. 1�1�1 tipinde bir küpün uzunluk geni̧slik

ve yüksekli¼gi 2 kat¬na ç¬kar¬l¬rsa elde edilecek şekil ilk küpün 8 tane kopyas¬d¬r.
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Şekil 4.7 Fraktal boyut.

Elde ettiklerimizi tabloya yazarsak:

Tablo 4.1 Fraktal boyutun do¼guşu.

ŞEK·IL BOYUT KOPYA SAYISI

Do¼gru Parças¬ 1 2 = 21

Kare 2 4 = 22

Küp 3 8 = 23

Kendine Benzer Şekil D N = 2D

şeklinde bir tablo elde edebiliriz.

Fraktal boyutu görmek için "Geometrik Fraktallar" bölümünde ayr¬nt¬l¬olarak in-

celenecek olan Sierpinski üçgeni kullan¬labilir. Sierpinski üçgenini oluşturmaya bir

eşkanar üçgen çizmekle başlan¬r.
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Şekil 4.8 Sierpinski Üçgeni.

I. Ad¬m: Kenar uzunlu¼gu 1 birim olan bir eşkenar üçgen çizilir.

II. Ad¬m: Bütün kenarlar¬n orta noktalar¬birleştirilir ve dört tane eşkenar üçgen

oluşturulur. Ortada kalan üçgen ç¬kart¬l¬p at¬l¬r.

III. Ad¬m: Elde edilen üçgenler kenar uzunluklar¬ 1
2
olan 3 tane kopya üçgendir.

IV. Ad¬m: III. ad¬mda elde edilen üçgenlere de II. ad¬mdaki i̧slemler uygulan¬r ve

sonsuza kadar devam ettirilir.

O halde yukar¬daki tablodan III.ad¬mda elde edilen Sierpinski üçgeni için tablo

4.3.4.1 den

3 = 2D

eşitli¼gi yaz¬labilir. D burada boyuttur. Buna göre,

log 3 = log 2D

D =
log 3

log 2
�= 1; 58

yaz¬l¬r. O halde fraktal boyutu elde edebilmek için

D =
log (benzer parça say¬s¬)
log (1�küçültme katsay¬s¬)

formülü kullan¬labilir. Bu formül farkl¬parçalar¬n farkl¬küçültme katsay¬l¬halleri

için de genelleştirilebilir. Bu genelleştirilen formüllere "Moran denklemi" denir.

1
2
kenar uzunlu¼gu için 3 parçadan oluşan Sierpinski üçgenin boyutu

D =
log 3

log 2
= 1; 58

1
4
kenar uzunlu¼gu için 9 parçadan oluşan Sierpinski üçgeninin boyutu

D =
log 9

log 1
1�4

=
log 9

log 4

=
log 32

log 22
=
log 3

log 2

�= 1; 58
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olur. Sierpinski üçgeninde kenarlar¬ büyüttü¼gümüzü varsayarsak bu kez üçgenin

kenar uzunluklar¬2 kat¬na ç¬karal¬p ortadaki parça at¬ld¬¼g¬nda 3 kopya elde edilir.

O halde

3 = 2D

log 3 = log 2D

D =
log 3

log 2

D fraktal boyutu elde edilir. Buradan fraktal boyut

D =
log (Benzer parça say¬s¬)
log (Büyütme katsay¬s¬)

formülünden elde edilir.

Büyütme katsay¬s¬2 iken 3 parçadan oluşan Sierpinski üçgenin boyutu

D =
log 3

log 2
�= 1; 58

dir. Buna göre büyütme katsay¬s¬2k olan 3k parçadan oluşan Sierpinski üçgeninin

boyutu

D =
log 3K

log 2K
�= 1; 58

dir (Hac¬saliho¼glu ve Yaz 2002).

De¼gi̧smeyen ölçekte yaln¬zca küçük bir fraktal grubu tek kesin fraktal boyuta sahip-

tir, böyle fraktallara monofraktallar denir. Pek çok do¼gal fraktal ölçe¼ge ba¼gl¬olarak

farkl¬fraktal boyutlara sahiptir. Bunlar farkl¬boyuttaki pek çok fraktal¬n biraraya

gelmesiyle oluşur. Böyle fraktallara multifraktallar denir. Multifraktal elde etmek

için tüm boyutlar¬ tespit etmek gerekmez, ayn¬ölçekteki fraktal boyutlar¬de¼ger-

lendirmek yeterlidir (Oldrich Zmeskal et al. 2001).

4.3.5 Moran Denklemi

Fraktal boyutu veren D = log(N)

log 1
r

(Burada r = küçültme katsay¬s¬) formülü tüm

parçalar¬ ayn¬ küçültme katsay¬s¬na ait fraktallarda uygulanabilir. Fakat farkl¬
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parçalar¬farkl¬küçültme katsay¬s¬na sahip bir fraktal düşünülsün. Küçültme kat-

say¬lar r1; r2; :::; rN olan N parçaya bölünsün. Bu durumda fraktal boyut formülünü

genelleştirmek için her bir küçültme katsay¬s¬di¼gerinden ay¬rt edilecek şekilde yaz¬l-

mal¬d¬r.

D =
log (N)

log
�
1
r

�
ifadesi

D log

�
1

r

�
= log (N)�

1

r

�D
= N

1 = N:rD

şeklinde yaz¬labilir. Böylece fraktal her bölündü¼günde yeni her kopya için r yi veren

1 = rD + rD + :::+ rD

ifadesi elde edilir. Her bir r küçültme katsay¬s¬için ri yi al¬rsak fraktal boyut

1 = rD1 + :::+ r
D
N

ifadesini sa¼glamal¬d¬r. Bu ifade Moran denklemidir. Her ri; 0 < ri < 1 oldu¼gu

sürece, Moran denkleminin çözümü tektir ve bu çözüm fraktal boyuttur.

Çözümün tekli¼gi gösterilsin:

0 < r1 < 1; :::; ve 0 < rN < 1 için

1 = rD1 + :::+ r
D
N

ifadesinin çözümünün tek oldu¼gunu göstermek için

f (D) = rD1 + :::+ r
D
N

fonksiyonu ele al¬ns¬n.

f (0) = r01 + :::+ r
0
N = 1 + :::+ 1 = N
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oldu¼gu görülür. D ! 1 için f (D) ! 0 d¬r. Çünkü her ri < 1 için D ! 1 iken

her rDi ! 0 olur. Ayr¬ca f (D) nin gra�¼gi sürekli azaland¬r. Çünkü

f 0 (D) = rD1 : ln (r1) + :::+ r
D
N : ln (rN)

dir. 0 < ri < 1 oldu¼gundan her ln (r1) < 0 ve f 0 (D) < 0 d¬r.

Örnek 4.3.5.1: N = 4; r1 = r2 = r3 =
1
2
ve r4 = 1

4
için f (D) nin gra�¼gi

Şekil 4.9 Moran denklemi gra�¼gi.

şeklindedir. Bu y = f (D) gra�¼ginin y = 1 do¼grusunu D = 1; 72368 de kesti¼gine

dikkat ediniz. Bu de¼ger verilen küçültme katsay¬de¼gerlerine göre fraktal¬n boyu-

tudur. Moran denklemi ile elde edilen şekil ise aşa¼g¬daki gibidir:

Şekil 4.10 Moran denklemi modeli.

4.3.6 Fraktal Boyutun Teorik Olarak Hesaplanmas¬

X uzay¬ soyut bir uzay olsun d : X � X ! R metrik fonksiyonu olmak üzere

(X; d) metrik uzay¬tam olsun. X in boş olmayan kompakt alt kümelerinin uzay¬
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da H (X) ile gösterilsin. Fraktallar H (X) uzay¬nda tan¬mlans¬n. Bir " > 0 say¬s¬

için " yar¬çapl¬, xn merkezli bir yuvar B (xn; ") ve A 2 H (X) için N (A; ") = M

(M en küçük pozitif tamsay¬) öyle ki

A �
m
[
n=1
B (xn; ")

olsun.

Tan¬m 4.3.6.1: A 2 H (X) ve (X; d) metrik uzay olsun. Her bir " > 0 için

N (A; ") ; yar¬çap¬" olan ve birleşimleri A y¬örten yuvarlar¬n say¬s¬n¬n en küçü¼gü

olmak üzere

lim
"!0

ln (N (A; "))

ln
�
1
"

� = D

limiti varsa bu de¼gere A kümesinin fraktal boyutu denir (Aslan ve Ufuktepe 2002).

Teorem 4.3.6.1: (X; d) bir tam metrik uzay ve A 2 H (X) ; c > 0 ve 0 < r < 1

için "n = crn; n = 1; 2; ::: olsun. E¼ger

lim
n!1

ln (N (A; "n))

ln
�
1
"n

� = D

limiti varsa A kümesinin fraktal boyutu D dir (Aslan ve Ufuktepe 2002).

Teorem 4.3.6.2 (Kutucuk Sayma Teoremi): A; H (Rm) n¬n bir ögesi ve A bir

kenar¬ 1
2n
olan kapal¬kare biçimli kutularla örtülmüş olsun. Nn (A) ; A y¬örten ve

bir ayr¬t¬ 1
2n
olan kutular¬n say¬s¬n¬n en küçü¼günü göstersin. E¼ger

lim
n!1

ln (Nn (A))

ln (2n)
= D

limiti varsa A n¬n fraktal boyutu D dir (Aslan ve Ufuktepe 2002).

Örnek 4.3.6.1: A � R2 olmak üzere A herhangi bir kare olsun. N1 (A) = 4;

N2 (A) = 16; :::; Nn (A) = 4
n ise, Teorem 4.3.6.2 gere¼gince

D = lim
n!1

ln (Nn (A))

ln (2n)
= 2

dir (Ufuktepe ve Aslan 2002).
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Fraktal boyut hesaplamada kullan¬lan di¼ger bir yöntem "pergel boyut" ad¬verilen

bir e¼grinin (k¬y¬şeridi, yeryüzü uzunlu¼gu gibi...) boyutunu ölçmek için kullan¬lan

yöntemdir.

Bir k¬y¬şeridinin uzunlu¼gu bir pergelin r ad¬m aç¬lmas¬ve N (r) ile gösterilen ad¬m-

lar¬n say¬lmas¬yla ölçülebilir. Bir k¬y¬şeridinin uzunlu¼gu bir tur için gereken r ad¬m

pergel aç¬l¬̧s¬ ve N (r) ile ifade edilen ad¬mlar¬n say¬s¬ ile ölçülebilir. K¬y¬ şeridi

uzunlu¼gu

L (r) = N (r) :r

olarak verilir.

Tablo 4.2 Pergel boyutu hesaplanan k¬y¬şeridi de¼gerleri.

r N L = N:r ln r lnL

200 6 1200 5.30 7.09

100 14 1400 4.61 7.24

80 20 1600 4.38 7.38

40 46 1840 3.69 7.52

20 112 2240 3.00 7.71

Tablo 4.2 de farkl¬ r aç¬l¬̧slar¬ için L k¬y¬ şeridi uzunlu¼gunu ve N ad¬m say¬lar¬n¬

göstermektedir. Pergelin aç¬l¬̧s¬ küçüldükçe ölçülen uzunlu¼gun büyüdü¼gü aç¬kt¬r.

E¼ger k¬y¬ şeridi s¬n¬rl¬uzunlu¼ga sahipse r ! 0 iken L; L0 sabit de¼gerine yaklaş¬r.

Ancak r azald¬kça L sabit bir de¼gere ulaşmaz.

Tablo 4.2 deki de¼gerler

L (r) = r1�DR

kural¬n¬sa¼glayan bir do¼gru üzerinde uzan¬r. DR burada pergel boyuttur. ·Izlanda

k¬y¬şeridi boyutu

1�DR =
7:9� 7:3
2:3� 4:5

� �0:27 =) DR = 1:27
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Bu şekildeki boyut hesaplamas¬ile do¼gal nesnelerin fraktal boyutu hesaplanabilir.

Çünkü bu pergel boyut ile Hausdor¤ boyut tahmin edilebilir. Örne¼gin Koch e¼grisi,

eşit pergel boyut ve Hausdor¤ boyuta sahiptir (Kraft 1995).

4.3.7 Dolambaçl¬l¬k Derecesi

Küçük bir ölçü birimi a olarak seçilsin. Daha sonra dolambaçl¬bir çizginin uzunlu¼gu

a cinsinden ölçülsün Kabul edelim ki a ölçüsü N defa kullan¬lm¬̧s olsun. Yani toplam

ölçü Na olur. Buna göre dolmabaçl¬çizginin dolambaçl¬l¬k derecesi

D = lim
a!0

logN

log 1
a

ile verilir. Buradan

N =

�
1

a

�D
elde edilir. Ölçülen toplam uzunluk Na ise

Na =

�
1

a

�D�1
olur. Bu da ölçü birimi olan a n¬n azalmas¬halinde ölçülen Na uzunlu¼gunun nas¬l

artt¬¼g¬n¬gösterir.

4.4 Fraktallarda Bulunan Simetriler

4.4.1 Yans¬yan (Ayna) Simetri

Simetrinin en yayg¬n şeklidir. Bir şeklin kendisi ile yans¬mas¬eştir. Bu yans¬mada

şeklin biçimi ve boyutu de¼gi̧smez, şeklin yönü ters çevrilir ve yeri de¼gi̧sir. Bu simetri

verilen şeklin bir do¼gruya göre katland¬¼g¬nda ayn¬s¬n¬n di¼ger tarafta eşit mesafede

ç¬kmas¬d¬r. Buradaki do¼gruya da simetri ekseni denir. Örne¼gin yaprak, kelebek ve

insan yüzü yans¬yan simetriktir.

Şekil 4.11 Kelebek yans¬yan simetriktir.
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4.4.2 Dönme

Bir şekil, bir nokta etraf¬nda döndürüldü¼günde o nokta dönme merkezidir ve dönme

ile şeklin boyutu, biçimi de¼gi̧smez sadece yönü de¼gi̧sebilir.

Bir şekil kendi merkezi etraf¬nda döndürüldü¼günde 360� den küçük aç¬l¬dönmelerde

en az bir defa kendisiyle çak¬̧s¬yorsa bu şekil dönme simetrisine sahiptir. Dönmeye

örnek olarak buz kristali ve kar tanesi verilebilir.

Şekil 4.12 Kartanesi dönme simertiye sahiptir.

4.4.3 Öteleme

Bir nesnenin bir yerden başka yere belli bir do¼grultu ve yönde yapt¬¼g¬kayma hareke-

tine öteleme denir. Öteleme hareketi sonunda nesnenin geldi¼gi yer görüntüsüdür.

Şeklin duruşu, biçim ve boyutlar¬ayn¬kal¬r. Bir şeklin kendisi ile öteleme alt¬ndaki

görüntüsü eştir. Bu tür simetrilere öteleme simetrisi denir. Ayn¬zamanda öteleme

bak¬̧s¬na sahip bir cisim kendi etraf¬nda döndürüldü¼günde görünümü ayn¬kal¬r.

Şekil 4.13 Öteleme simetri gösteren bir a¼gaç dal¬.

4.4.4 Büyütme Simetrisi

Di¼gerlerine göre daha az rastlanan büyütme alt¬nda bir simetridir. Fraktal şekle ne

kadar yaklaş¬rsak yaklaşal¬m hemen hemen hiç de¼gi̧smez.
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5 FRAKTAL T·IPLER·I

5.1 Kompleks ve Rastgele (Random) Fraktallar

Fraktallar sonsuz detaya sahip olduklar¬ için tam ve do¼gru olarak hesaplanama-

zlar. Bu yüzden bilgisayar uygulamalar¬nda belli bir duyarl¬l¬k hesaba kat¬larak

fraktal yaklaş¬m sa¼glanabilir. ·Istenilen çözünürlük seviyesi, ekran üzerindeki piksel-

lerin say¬s¬ve i̧slemde geçen k¬saltmalar çerçevesinde belirlenir (Peigen and Saupe

1988). Rastgele fraktallar genelde do¼gay¬simüle etmede kullan¬lan ve yap¬lar¬nda

geli̧sigüzellik bar¬nd¬ran yöntemlerle elde edilir. Bir rastgele fraktal¬n tüm ölçek-

lerinde rastgelelik olmal¬d¬r, rastgele olmayan parçalar kendine benzer de¼gildir. Bu

tip fraktallar daha çok do¼gada görülür (Falconer 2003).

Rastgele fraktallar karmaş¬k bir topolojik yap¬ya ve "fraktal perkolasyon" olarak bi-

linen istatistiksel kendine benzerli¼ge sahiptir. De¼gi̧sen parametreler kritik bir de¼gere

do¼gru yaklaşt¬kça topolojik yap¬de¼gi̧sir (Falconer 2003). Rastgele fraktallar¬n en

önemli örnekleri a¼gaçlard¬r. Bir a¼gaç bir gövdeye onun üzerinde ço¼galan ince dallara

sahiptir ve a¼gac¬n bir dal¬n¬inceledi¼gimizde o dal parças¬şekil olarak a¼gac¬n kendine

benzemektedir. A¼gac¬n geometrisi bir düzensizlik, rastgelelik ve kaos içermektedir.

Matematiksel fraktallar¬inceleyen Mitchell Feingenbaum fraktallar ile kaos aras¬nda

yak¬n bir ili̧ski oldu¼gunu göstermi̧stir. Do¼gadaki kaos karmaş¬k yap¬n¬n ortaya ç¬k-

mas¬n¬sa¼glayan "çatallaşma" denilen mekanizma ile sistemin yeni dallara ayr¬lmas¬

ve farkl¬yönlere geli̧simin olmas¬d¬r. Kaos da kal¬plar yoktur, birbirinin benzeri olsa

da hiçbir şey ayn¬de¼gildir, her parça ayr¬bir yol izlese de ortak olarak bir bütünü

geli̧stirirler. Hiçbir parça di¼gerinin oluşumunu önlemedi¼gi gibi birbirine destek olur.

Fraktal geometri ile karmaş¬k ve dinamik olaylar¬da kurgulamak mümkündür. Bir

iklim bilimci olan Edward Lorenz atmosferde oluşan rüzgar, f¬rt¬na, tayfun, gibi

dinamik hava ak¬mlar¬n¬ kurgulayan bir model geli̧stirmi̧stir. Bu modeli bilgisa-

yarda çal¬̧st¬r¬nca mevsimler boyunca oluşan farkl¬atmosferik olaylar yaz¬c¬ya say¬sal

olarak aktar¬lmaktad¬r. Günün birinde Lorenz başlang¬ç zamanlar¬ sadece birkaç

dakika farkl¬olan iki ç¬kt¬y¬kaŗs¬laşt¬rmay¬düşünmüştür. Bu iki ç¬kt¬n¬n uzun süreli
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sonuçlar¬nda pek az fark bulunaca¼g¬n¬tahmin etmi̧stir. Oysa ki sonuçlarda büyük

farklar ortaya ç¬kt¬¼g¬n¬görmüştür. Ayn¬durum birbirine yak¬n seçilen herhangi iki

başlang¬ç zaman¬nda tekrarlanmaktad¬r. Başlang¬ç zamanlar¬ndaki küçük farklar

süre uzad¬kça artar ve tümüyle önceden belirlenmesi olanaks¬z hale dönüşür. ·I̧ste

bu bir fraktald¬r ve tarihi söz söylenmi̧stir: "Pekin�de bir kelebe¼gin kanat ç¬rp¬̧s¬New

York�ta çok büyük bir f¬rt¬naya neden olabilir."

Şekil 5.1 Lorenz fraktal¬.

Lorenz�in denklemleri kendi üzerlerine dönerek oluştuklar¬ndan süreksiz ad¬mlar içer-

mektedir. Ortaya ç¬kan sonuçlar sürekli fonksiyon olarak çizildi¼ginde bir kelebe¼gin

kanatlar¬na benzeyen görüntü ortaya ç¬kar. Bu şekil "Lorenz fraktal¬" veya "Lorenz

tuhaf çekicisi" olarak adland¬r¬lm¬̧st¬r. Bu fraktal karmaşa kuram¬n¬n başlang¬c¬n¬

oluşturmaktad¬r. F¬rt¬nal¬ rüzgarlar, tayfunlar, borsa hareketleri, zarlar¬n yuvar-

lan¬̧s¬, kalbin �brilasyona girmesi gibi çok farkl¬ olaylar karmaşa kuram¬ ile aç¬k-

lanabilmektedir. Lorenz fraktal¬na bakt¬¼g¬m¬zda söz konusu dinamik merkezin iki

merkez etraf¬nda doland¬¼g¬n¬fakat her yörüngenin bir öncekinden farkl¬oldu¼gunu

görmekteyiz. Bu tür çekici merkezlere anlam verilemedi¼ginden bunlara "tuhaf çe-

kici" denilmi̧stir. Bu çekiciler zaman içinde kendini asla tekrar etmeyen fraktal

karmaş¬kl¬¼ga sahiptir.
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5.2 Geometrik Fraktallar

5.2.1 Von Koch E¼grisi

Koch e¼grisi Helge Von Koch taraf¬ndan 1904 y¬l¬nda ortaya at¬lm¬̧st¬r. Van Koch

e¼grisi her yerde sürekli fakat hiçbir yerde sürekli olmayan bir e¼gridir.

Bir do¼gru parças¬ile başlan¬r. Do¼gru parças¬üç eşit parçaya ayr¬l¬r, ortadaki parça

at¬l¬p at¬lan parça üstünde d¬̧sa do¼gru bir eşkenar üçgen kurulur. Böylece dört eş

do¼gru parças¬ndan oluşan bir k¬r¬k çizgi oluşturulur. Oluşan bu parçaya motif denir.

E¼ger ilk parça 1 birim uzunlu¼gunda seçilirse motif her biri 13 uzunlukta 4 parçadan

oluşur. Sonuçta elde edilen moti�n uzunlu¼gu 4
3
olur. Benzer şekilde 4 parçadan

her birine ayn¬i̧slem uygulanarak her parçada birer motif elde edilir. Bu son halde

4� 4 = 16 eş do¼gru parças¬yer al¬r.

Bu e¼grinin toplam uzunlu¼gu 16
9
=
�
4
3

�2
olur. Benzer şekilde bir ad¬m daha devam

edilirse üçüncü ad¬mda 43 = 64 do¼gru parças¬ elde edilir. Her birinin uzunlu¼gu�
1
3

�3
= 1

27
olan eş do¼gru parças¬ndan oluşan bir e¼gridir. Bu e¼grinin toplam uzunlu¼gu

64: 1
27
=
�
4
3

�3
olur.

Şekil 5.2 Elde edilen Von Koch e¼grisi.

Von Koch e¼grisi fraktal¬n¬n boyutu D = logN

log( 1L)
ile hesaplan¬r. Burada L küçültme

katsay¬s¬N benzer parça say¬s¬d¬r. ·Ilk motife göre N1 = 4, L1 = 1
3
oldu¼gundan

D =
log 4

log 3
= 1; 26:::
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·Ikinci motife göre N2 = 16 = 42, L2 = 1
9
= 1

32
oldu¼gundan

D =
log 42

log 32
=
log 4

log 3
= 1; 26:::

olur. Dolay¬s¬yla D = log 4
log 3

= log 42

log 32
= ::: = 1; 26::: bulunur (Hac¬saliho¼glu ve Yaz

2002).

5.2.2 Ters Kar Tanesi

Ters kar tanesi fraktal¬Koch kar tanesi fraktal¬n¬n ilginç bir de¼gi̧simi olacakt¬r.

I. Ad¬m: Büyük bir eşkenar üçgen çizilir.

II. Ad¬m: Üçgenin bir kenar¬üç eşit parçaya bölünür ve ortadaki parça at¬l¬r. Bu

parçalardan bir tane daha bulunarak V şeklinde ekleyip ç¬kar¬lan yeni üçgenin içine

do¼gru doldurulur, üçgenin geri kalan iki kenar¬na da ayn¬i̧slem uygulan¬r. Böylece

bir f¬r¬ldak şekli elde edilir.

III. Ad¬m: Bu yöntem f¬r¬ldakta yer alan yeni üçgenlerle tekrarlan¬r (Hac¬saliho¼glu

ve Yaz 2002). Böylece yukar¬daki şekiller dizisi elde edilir.

Ters kar tanesinin boyutu D = 1; 26::: d¬r. Bu durum beklendik bir durumdur.

Çünkü bu fraktallar¬n formülleri ayn¬d¬r. Fakat ters kar tanesinde üçgenler içe do¼gru

oluşmaktad¬r.

Şekil 5.3 Ters kar tanesi.

5.2.3 Sierpinski Üçgeni

13. y.y. da yaşam¬̧s bir ressam taraf¬ndan ortaya ç¬kar¬lan fraktal, 1915 y¬l¬nda Wa-

claw Sierpinski taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r. Sierpinski üçgeni fraktallar¬n ilk örne¼gidir

ve tremalarla oluşturulur. Trema(yer de¼gi̧stiren parçalar) fraktal oluşturulurken

at¬lan parçalara denir.
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Şekil 5.4 Sierpinski üçgeni.

Sierpinski üçgeninin tremalarla oluşumu şöyledir: Kenar uzunluklar¬1 birim olan

bir eşkenar üçgen al¬n¬r. Bu üçgen S0 olsun. Üçgenin kenarlar¬n¬n orta noktalar¬bir-

leşmek suretiyle üçgen birbirine eş üçgenlere ayr¬l¬r. Ortada oluşan üçgen ç¬kart¬l¬p

at¬l¬r. Oluşan 3 eş üçgenin kenar uzunluklar¬ 1
2
dir. Ortadaki üçgeni att¬ktan sonra

geriye kalan kümeye S1 denilirse S1 � S0 d¬r. Geri kalan 3 üçgenin her biri kenar

uzunluklar¬ 1
4
olan eşkenar üçgenlere ayr¬l¬r ve ortada kalan parçalar at¬l¬r. Kalan

kümeye S2 denirse S2 � S0 d¬r. Bu şekilde devam edilirse bir Sk dizisi elde edilir.

Bu Sk dizisinin limitine S dersek bu limit Sierpinski Üçgenidir. Dizi azaland¬r yani,

S0 � S1 � S2 � :::

d¬r. Dolay¬s¬yla limit

S = \
k2N
Sk

arakesitidir. Sk kümesi 3k tane birbirine eş eşkenar üçgenden oluşur. Bu üçgenlerin

herbirinin kenar uzunlu¼gu
�
1
2

�k
d¬r. Bu nedenle Sk n¬n toplam alan¬

3k:

�
1

2

�k
:

p
3

4

tür. k !1 için Sk ! 0 d¬r. Bu demektir ki Sierpinski üçgeninin toplam alan¬0 d¬r.

Sk da 3k tane üçgen vard¬r, bunlardan herbirinin 3 kenar¬vard¬r ve bu kenarlar¬n

herbirinin uzunlu¼gu da
�
1
2

�k
d¬r. Bu nedenle S nin toplam uzunlu¼gu en az¬ndan

3k:3:
�
1
2

�k
d¬r. k ! 1 toplam uzunluk 1 a gider. Yani S nin toplam uzunlu¼gu 1

dur (Yolaçan 2008).
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3k parçadan oluşan küçültme katsay¬s¬
�
1
2

�k
Sierpinski Üçgeninin boyutu

D =
log 3

log
�
1
1
2

�
=
log 3

log 2

=�= 1; 58

dir.

Blaise Pascal�¬n ortaya koydu¼gu Pascal üçgeni ile Sierpinski üçgeni aras¬nda da ili̧ski

vard¬r. Pascal üçgenin içinde Sierpinski üçgeni bulunur. Pascal üçgeni içindeki tek

ve çift say¬lar farkl¬renge boyan¬rsa Pascal üçgeninden Sierpinski üçgeni elde edilmi̧s

olur.

Şekil 5.5 Pascal Üçgeni.

5.2.4 Üçlü Cantor Bulutu

Kümeler teorisinin kurucusu kabul edilen Almanmatematikçi George Cantor taraf¬n-

dan 1883 y¬l¬nda aç¬klanan Cantor bulutu ilginç özelliklere sahiptir. Daha sonra bu

küme Hausdor¤ taraf¬ndan kesirli boyut için bir örnek olarak seçilmi̧stir. Mandel-

brot Cantor�un bu kümesine "Cantor tozu" ad¬n¬vermi̧stir. Buradaki toz kelimesi

boyutun s¬f¬r olmas¬n¬ifade eder. Cantor bulutunun ilginç özelliklerinden baz¬lar¬

şunlard¬r:
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1: n_inci ad¬mda kalan aral¬klar¬veren bir iterasyon ile kurulabilir.

2: Boş küme de¼gildir.

3: Say¬lamaz sonsuz bir kümedir.

4: Her ad¬mda at¬lan üçte birlik aral¬klar¬n toplam uzunlu¼gu 1 dir.

5: Kapal¬bir kümedir.

6: Tam metrik bir uzayd¬r ve tamamen s¬n¬rl¬bir kümedir.

7: Hiçbir yerde yo¼gun de¼gildir.

8: Hiç iç noktas¬yoktur.

Şekil 5.6 Cantor bulutu.

Cantor bulutunun tremalarla oluşturulan yap¬s¬şu şekildedir: Üçlü Cantor bulutu R

reel say¬lar do¼grusunun bir alt kümesidir. ·Ilk olarak bir yaklaş¬m dizisi tan¬mlans¬n.

Bir C0 = [0; 1] � R kapal¬aral¬¼g¬ile başlan¬ls¬n. Bu kapal¬aral¬k üç eşit parçaya

ayr¬l¬p ortadaki parça at¬ls¬n. Elde kalana C1 denilirse

C1 =

�
0;
1

3

�
[
�
2

3
; 1

�
olur. C1 deki

�
0; 1

3

�
ve
�
2
3
; 1
�
parçalar¬n¬n her birini ayr¬ayr¬üç eşit parçaya ayr¬l¬p

ve her birinde benzer şekilde ortadaki parça at¬ls¬n. Elde kalana C2 denilirse

C2 =

�
0;
1

9

�
[
�
2

9
;
1

3

�
[
�
2

3
;
7

9

�
[
�
8

9
; 1

�
oldu¼gu görülür. Böyle devam edilirse C0; C1; C2; :::; Cn dizisi elde edilir. Bu dizinin

n ! 1 için limitine C dersek C ye üçlü Cantor bulutu denir. Şekilde görüldü¼gü

gibi azalan bir

C0 � C1 � C2 � :::

dizisi söz konusudur. O halde dizinin limiti C ise Ck lar¬n arakesiti olarak

C = \
k2N
Ck
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al¬nabilir.

Ck kümesi, her birinin boyu
�
1
3

�k
olan 2k tane ayr¬k ve kapal¬do¼gru parçalar¬ndan

oluşmaktad¬r. O halde Ck n¬n toplam uzunlu¼gu, bu do¼gru parçalar¬n¬n uzunluk-

lar¬n¬n toplam¬olup
�
2
3

�k
d¬r. k !1 için limit,

lim
k!1

�
2

3

�k
= 0

d¬r. O halde Cantor bulutunun toplam uzunlu¼gu s¬f¬rd¬r.

Bu kümenin boyutuna bak¬l¬rsa küçültme katsay¬s¬
�
1
3

�k
olan 2k parçadan oluşan

Cantor bulutunun boyutu

D =

0@ log 2k

log 1

( 13)
k

1A
=
k log 2

k log 3

= 0; 62989

olarak bulunur.
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6 DO¼GANIN FRAKTAL GEOMETR·IS·I

Evren Öklid�in tan¬mlad¬¼g¬geometri gibi düzgün de¼gildir. Do¼gada gördü¼gümüz ço¼gu

şey lineer olmamakla birlikte kendili¼ginden meydana gelen olaylar¬n her birinde ben-

zerlik vard¬r. Bu benzerlik nas¬l oluşmaktad¬r? Do¼gadaki kendili¼ginden meydana

gelen olaylar belli bir katsay¬n¬n birbiri üzerine eklenmesiyle gerçekleşir yani fraktal

yap¬n¬n özelliklerini gösterir.

Do¼gadaki nesneler tamamen Öklid geometrisine ait ya da tamamen fraktal geometriye

ait olmasa da biçimlerin karmaş¬k yap¬s¬n¬fraktal geometri arac¬l¬¼g¬ ile incelemek

mümkündür. Yerküreyi 6-7 defa dolaşabilecek kan damarlar¬n¬ ve bir futbol sa-

has¬kadar alan kaplayan akci¼ger hava keseciklerini, 2 metreyi aşk¬n uzunlu¼ga sahip

DNA molekülünün 100 trilyon hücremizin her birindeki birkaç mikrometrelik çekird-

e¼gin içine paketlemesinin ard¬nda fraktal geometri kurallar¬vard¬r. Kendi üzerine

dönüşüm içeren fraktal yap¬lar sadece dura¼gan resimler olarak kaŗs¬m¬za ç¬kmazlar,

do¼gada hareket halinde olan yap¬lar¬n davran¬̧s¬n¬da aç¬klarlar. Örne¼gin mercan-

lar ve süngerlerin oluşumu, yükselen duman¬n karmaş¬k görüntüsü dinamik fraktal-

lard¬r.

·Ilk bak¬ld¬¼g¬nda karmaş¬k (kaotik) gibi görünen do¼gadaki oluşumlar¬n yap¬s¬nda

sadelik ve basitlik oldu¼gunu söyleyebiliriz. Do¼gadaki her karmaşan¬n içinde bir düzen

bulunmas¬durumuna "kaos" denilmektedir. Her ne kadar kaosda düzensizlik artsa

da sistemin tümü ya da en küçük parças¬kendi içinde bir düzene sahiptir. Yine de

do¼gadaki fraktal geometrinin en önemli özelli¼gi başlang¬ç şartlar¬na hassas ba¼gl¬l¬k,

sonsuz karmaş¬kl¬k ve kendine benzerliktir. Do¼gan¬n fraktal sisteminde çok yak¬n

başlang¬ç şartlar¬bile çok farkl¬ sonuçlar verebilir. Bu olaya karmaşa kuram¬nda

"kelebek etkisi" denir.

Do¼gadaki fraktal şekiller do¼gal bir süreç sonunda ortaya ç¬km¬̧st¬r. Başka bir deyi̧sle

do¼ga bir çeşit kendili¼ginden ölçek de¼gi̧smezli¼gi gösteren yap¬lar oluşturmaktad¬r.

Do¼gadaki mevcut bu sürecin bilim adamlar¬ taraf¬ndan modellendirilmesi fraktal

şekillerin nas¬l oluştu¼gunu anlamam¬za yard¬m etmektedir. Fraktal geometri yaşam¬

kavramam¬z¬ve etraf¬m¬zda var olan çeşitlili¼gi fark etmemizi sa¼glar.
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Do¼gadaki fraktallar hemen hemen fraktal özelli¼gi gösterir. Çünkü kendine benzerlik

özelli¼gi gösterseler de tam kendine benzerlik özelli¼gi göstermezler. Ayr¬ca do¼gal frak-

tallar sonlu ölçek aral¬klar¬nda meydana gelir halbuki matematiksel fraktallar teorik

olarak sonsuzdur. Do¼gadaki fraktallar yeryüzünden gökyüzüne ve hatta yaşayan

varl¬klara kadar her yerde bulunabilir. Da¼glar farkedilir kendine benzer fraktallar

oldu¼gu kadar erozyonlar¬n oluşturdu¼gu kanyonlar da kendine benzerdir. Şimşek, bu-

lutlar, kartanesi de kendine benzer modellerdir. A¼gaç kabu¼gu, damarlar, a¼gaçlar,

e¼grelti otu, brokoli gibi canl¬lar da fraktal özelli¼gi gösterir. Örne¼gin a¼gaçlar¬n birçok

tipinde dal ve köklerdeki saçaklanma biçimleriyle, dallar¬n yan dallara ayr¬lma biçim-

lerinin, yapraklar¬n ç¬k¬̧s noktalar¬n¬n ve yapraklar üzerindeki damarlar¬n dallan¬̧s

biçimlerinin her birine benzer bir kal¬p izledi¼gini görebiliriz. Daha çarp¬c¬bir örnek

atom-alt¬düzeyidir. Bu düzeyde ulaşt¬¼g¬m¬z mikroalem çok büyük mesafelerle bir-

birinden ayr¬lm¬̧s bileşenlerden oluşan bir boşluktur. Yap¬s¬nda b¬kt¬r¬c¬ve binlerce

tekrara dayal¬matematiksel altyap¬ya ra¼gmen fraktallar özellikle günümüz yaz¬l¬m

teknolojisinin nimetleriyle birleşince daha yayg¬nlaşm¬̧s durumdad¬r.

Do¼gada en net görebilece¼gimiz do¼gal fraktal kar tanesidir. Bu model do¼gal fraktal-

lar¬n en basit modelidir. 1904�te Helge Von Koch kar tanesini ortaya atm¬̧st¬r. Kar

tanesinin çevre uzunlu¼gu sonsuzdur fakat s¬n¬rlad¬¼g¬alan sonludur.

Şekil 6.1 Koch kar tanesi.

Yeryüzünde özdeş iki kar tanesi yoktur. Kar tanesi fraktal¬aşa¼g¬daki aşamalarla

oluşturulabilir:

Ad¬m 1: Kenar uzunluklar¬1 birim olan bir eşkenar üçgen al¬n¬r.

Ad¬m 2: Her kenar eşit üç parçaya bölünür ve ortadaki parçan¬n üstüne eşkenar

üçgen oluşturulur, ortadaki parça ç¬kar¬l¬p at¬l¬r.
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Ad¬m 3: Ad¬m 2 deki i̧slem yeni oluşan üçgenlere de uygulan¬r. ·I̧slem sonsuza kadar

devam ettirilir.

Alt¬nc¬ad¬mda Şekil 6.1 elde edilir. Normalde geometrik bir şeklin çevresi ne kadar

büyürse alan¬da o kadar büyür fakat kar tanesinin çevre uzunlu¼gu sonsuzdur, karak-

teristik özelli¼gi de budur. Koch kar tanesinin boyutu daha önce hesaplad¬¼g¬m¬z ters

kar tanesinin boyutu ile ayn¬d¬r.

Do¼gadaki karmaş¬k yap¬lar¬az say¬da kurallardan üretebilecek bir araç olarak Lin-

denmayer sistemleri (L-Sistemler) kullan¬maktad¬r.

6.1 Lindenmayer Sistemleri (L-Sistemler)

L-sistemler biyolojist Aristid Lindenmayer taraf¬ndan bilgisayar ortam¬nda bitki

modellenmesi yapmak amac¬yla ve basit organizmalarla ilgili çal¬̧smalar¬na taslak

olarak 1968�de ortaya konmuştur. L-sistemler karmaş¬k yap¬lar¬az say¬da kurallar-

dan üretebilecek bir araç olarak nitelendirilebilir.

Bir L-sistem bitki gibi dallan¬p budaklanan yap¬lar¬modellemeye yarayan yeniden

yazma sistemleridir. Simülasyon, aksiyom ad¬ verilen bir başlang¬ç anahtar ke-

limesinden, her bir harf ya da sembol L-sistemde tan¬mlanan kurallar kullan¬larak

başka bir sembolle ya da cümlecikle yer de¼gi̧stirerek böylece yeni bir cümle elde

edilmektedir. Bu amaçla kurallar istenildi¼gi kadar uygulanmakta elde edilen cümle

Kaplumba¼ga Gra�¼gi (Turtle Graphics) ad¬verilen gra�ksel yorumlama yöntemi kul-

lan¬larak gra�ksel bir görüntüye dönüştürülmekte ve ekranda gösterilmektedir.

L-sistemler G = (V;W; P ) gibi bir üçlü ile tan¬mlanabilir. Burada:

V =De¼gi̧sken de¼gerlerden oluşan bir noktalar kümesidir.

P =Bir ürün kümesidir. P ürünü a ! v olarak yaz¬l¬r ve her a şart¬nda v yi yaz

anlam¬na gelir. Böylece bir sembolün yerine kaŗs¬l¬k gelen semboller geçer. E¼ger a

sembolü için hiçbir ürün tan¬mlanmam¬̧ssa sembol sabit kal¬r. Yani a! a olur.

Tan¬m 6.1.1: (dL-Sistem) E¼ger her bir sembol için kesin olarak bir ürün varsa

L-sistemlere dL-sistem ad¬verilir.
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Örnek 6.1.1: fa; b; cg ; a , fp1 = a! ab , p2 = b! acg olmak üzere oluşacak L-

sistem

w0 = a

w1 = ab

w2 = abac

w3 = abacabc

olarak elde edilir. Bu dizi kaplumba¼ga gra�kleri kullan¬larak çizilebilir. Uzayda

L-sistemler kullanarak şekil üretme, L-sistemlerinin üretti¼gi cümlelere kaŗs¬l¬k gelen

geometrik şekiller (do¼gru parças¬, silindir,...) tan¬mlamakla gerçekleşebilir. Turtle

bir dizinin geometrik aç¬klamas¬n¬çizme arac¬d¬r. (x,y,�) şeklindeki s¬ral¬ile ifade

edilir. x; y düzlemdeki konumu � aç¬s¬da yönü gösterir.

Turtle gra�¼gi ise aşa¼g¬daki sembollerle oluşturulur.

F = d uzunlu¼gunda bir do¼gru çizdirir.

f = d ad¬m do¼gru çizmeden ilerle anlam¬ndad¬r.

+ = � aç¬s¬kadar sola döndürür. Konumu (x; y; �+ �) olarak de¼gi̧stirir.

� = � aç¬s¬kadar sa¼ga döndürür. Konumu (x; y; � � �) olarak de¼gi̧stirir. Gra�k

çizilmeye d ve � ile başlan¬r.

Örnek 6.1.2: Aşa¼g¬daki verilenlere göre kaplumba¼ga gra�¼gi yard¬m¬yla Koch e¼grisini

oluşturunuz.

(F; �;+;�) , F , fp : F ! F + F � F � F + Fg , � = 90�

n = 0 =) F

Şekil 6.2 n=0 için oluşturulan Koch e¼grisi.

n = 1 =) F + F � F � F + F
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Şekil 6.3 n=1 için oluşturulan Koch e¼grisi.

n = 2 =) F +F �F �F +F +F �F +F �F �F +F �F +F �F �F +F +F

Şekil 6.4 n=2 için oluşturulan Koch e¼grisi

n = 3 =) F +F�F�F +F +F +F�F�F +F�F +F�F +F�F�F +F +F +

F �F �F +F +F +F �F �F +F +F +F �F �F +F �F �F +F �F �F +F +

F +F �F �F +F �F +F �F �F +F +F +F �F �F +F �F +F �F �F +F �

F +F �F +F �F �F �F +F +F +F �F �F +F �F +F �F �F +F +F +F �

F�F+F�F+F�F�F+F�F�F+F+F+F�F�F+F+F+F�F�F+F+

F +F �F �F +F �F �F +F �F �F +F �F +F �F �F +F +F +F �F �F +F

Şekil 6.5 n=3 için oluşturulan Koch e¼grisi.

Bir bitki fraktal da aşa¼g¬daki gibi L-sistemler yard¬m¬yla elde edilir. Bitki elde

edilirken kullan¬lan"]" ve "[" komutlar¬herhangi bir andaki pozisyon ve yönü bir

yere saklay¬p daha sonra o pozisyon ve yöne tekrar dönmeyi sa¼glar. Bu komutlardan

birincisi herhangi bir andaki pozisyon ve yönü depolamaya ikincisi de buna eri̧smeye

imkan sa¼glar.

Örnek 6.1.3: (X;F;+;�; ]; [), fX ! F � [[X] +X] + F [+FX]�X, F ! FFg,

� = 25� verilerine göre fraktal bitkiyi oluşturunuz.

n = 6 için aşa¼g¬daki fraktal bitki oluşur:
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Şekil 6.6 n = 6 için fraktal bitki.

6.2 Dallanm¬̧s Fraktallar

Dallanm¬̧s fraktallara kan damarlar¬, dere yataklar¬, şimşekler, a¼gaç dallar¬örnek ver-

ilebilir. Ölçekten ba¼g¬ms¬z olarak tekrarlayan basit bir dallanma süreci ile oluşurlar.

Kan damarlar¬aorttan başlayarak k¬lcal damarlara k¬lcal damarlar da daha küçük

damarlara ayr¬l¬r ve dallanarak devam eder. Akci¼gerlerimiz yaklaş¬k 100 m2 yüzey

alanl¬dallanm¬̧s fraktald¬r. Bu fraktal sistemi nefes borusunun akci¼gerlerde iki dala

ayr¬lmas¬yla başlar ve akci¼gerin içinde daha küçük dallara ayr¬larak bronşcuk denilen

en küçük torbalara kadar devam eder. Akci¼gerin bu yap¬s¬bir a¼gaçla büyük benzer-

lik gösterir. Ayn¬şekilde beyin hücrelerimiz hat¬rlama, hayal etme ve alg¬lamam¬z

için oldukça karmaş¬k dallardan oluşmuştur.

Şekil 6.7 Akci¼gerler.
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·Insan vücudu da dallanm¬̧s bir yap¬dad¬r. Vücudumuzda boyun, kollar ve bacak-

lar¬m¬z olmak üzere 5 dallanm¬̧s yap¬vard¬r. Ayn¬zamanda eller ve ayaklarda da 5

dallanm¬̧s yap¬bulunur. Dolay¬s¬yla insan vücudu da fraktal özelli¼gi gösterir.

Bilgisayarda modellenen do¼ga fraktallar¬tam olarak do¼gadakilerle özdeş olmasa bile

benzerdirler. L-sistemler dallanm¬̧s fraktallar¬oluşturmada kullan¬̧sl¬bir yöntemdir.

Şekil 6.8 ·Insan vücudu ve kan damarlar¬fraktal özellik gösterir.

Bitki fraktallar¬n oluşumuna ait di¼ger bir yolda Pisagor a¼gac¬yoludur. Bu yola frak-

tal gölgelik de denir. Bu yöntem, do¼grular¬n ayr¬lmas¬ndan ibaret ve dallanmaya çok

benzerdir. Do¼grular yerine kareler ve üçgenler kullan¬larak aşa¼g¬daki şekle benzer

bir oluşum ortaya ç¬kar.

Şekil 6.9 Pisagor A¼gac¬n¬n kare ve üçgenlerle oluşumu.

Şekil 6.10 Pisagor a¼gac¬.

Bu tip bitki fraktallar¬n¬n en önemli özelli¼gi uç noktalar¬n¬n irtibatl¬oluşudur. Dal-

lar¬n uç noktalar¬bir yüzey üzerinde birleşir.
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6.3 Spiraller

Spiraller do¼gada çok çeşitli ölçeklerde bulunan di¼ger genel fraktald¬r. Biyolojik spi-

raller bitkilerde ve hayvan ailelerinde canl¬olmayan spiraller ise galaksilerde y¬ld¬z

oluşum modellerinde ve hortumda görülür.

Şekil 6.11 Do¼gada bulunan bir logaritmik spiral.

Tüm fraktallar basit tekrarlarla, bileşen geni̧sleme ve her yerde spiral oluşmas¬için

yeterli dönme ile oluşturulabilir. Kas¬rga, suyun buharlaşmas¬ve yo¼gunlaşmas¬ile

atmosferde kendi kendine oluşan bir spiraldir. Di¼ger bir spiral olan galaksi yüz

milyon y¬ld¬zdan oluşan en büyük do¼gal spiraldir.

Do¼gada görülen spirallerin özel bir tipi logaritmik (eşaç¬l¬) spirallerdir. ·Ilk olarak 17.

y.y. da Descartes taraf¬ndan ortaya at¬lm¬̧st¬r. Daha sonra en kapsaml¬araşt¬rmay¬

yapan ki̧si Jakob Bernoulli bu spirallere "mucizevi spiral" ad¬n¬vermi̧stir.

Şekil 6.12 Logaritmik Spiral.

Kutupsal koordinat sisteminde logaritmik spiral şu şekilde ifade edilir:

r = aeb�

burada a; b gerçel parametreler, e Euler say¬s¬d¬r. Ayn¬eşitlik

� =
1

b
ln
�r
a

�
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şeklinde de yaz¬labilir. Parametik formda ayn¬e¼gri

x (t) = aebt cos (t)

y (t) = aebt sin (t)

denklem çiftiyle ifade edilir.

Logaritmik spiralin bir özelli¼gi orjinden ç¬kan her do¼grunun spirali ayn¬aç¬yla kesme-

sidir. Yani orjinden geçen her do¼gru spirali kesti¼gi her noktada spirale te¼get geçen

do¼gruyu ayn¬aç¬yla keser. Logaritmik spirale eş aç¬l¬denilmesinin sebebi budur. Bu

özellik

� = arccos



r (�) ; r

0
(�)
�

kr (�)k kr (�)k = arctan
1

b

formülüyle ifade edilebilir. Formülde b yi s¬f¬r ald¬¼g¬m¬zda orjinden ç¬kan do¼grular

spirali hep dik kesecektir, yani spiral a yar¬çapl¬bir çemberdir. Ayn¬sonuç kutupsal

gösterimde b s¬f¬r al¬narak da görülebilir.

Orjinden ç¬kan herhangi bir do¼grunun logaritmik spirali kesti¼gi noktalar bir geometrik

dizi halinde birbirinden uzaklaş¬rlar. Her bir noktan¬n orjine uzakl¬¼g¬bir önceki nok-

tan¬n orjine uzakl¬¼g¬n¬n e2�b kat¬d¬r.

Logaritmik spiral üzerinde sabit bir noktadan hareket edip spiral boyunca orjine

do¼gru ilerlersek orjine varmadan önce çevresini sonsuz kere turlamak gerekir fakat

al¬nacak mesafe sonludur.

r� cos (�)

denklemi logaritmik spiralin bulundu¼gu düzlemin ölçe¼gini de¼gi̧stirmek spirali orjin

çevresinde döndürmek demektir. n 2 Z olmak üzere ölçe¼gi e2n�b kadar büyütmek

veya küçültmek spiralin orjin çevresinde n tam tur dönmekle ayn¬şeydir ve orjinal

spirali verir. Dolay¬s¬yla logaritmik spiral basit bir fraktal örne¼gidir.

Do¼gada birbirinden farkl¬logaritmik spiral örne¼gi vard¬r. Spiral galaksilerin kollar¬

logaritmik spiral şeklindedir, Notilus�un kabu¼gu logaritmik spiral şeklindedir. Tropik

kas¬rgalar logaritmik spiral şeklindedir.
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Şekil 6.13 Kas¬rga ve tayfunlar logaritmik spirallerdir.

6.4 Bir Bulutun Fraktal Boyutunu Hesaplama

Ad¬m 1: Belli bir " yar¬çap¬na sahip bulutu tamam¬yla örtecek minimum çember

say¬s¬hesaplan¬r. Bu i̧slem de¼gi̧sik " de¼gerleri için gerçekleştirilir ve her bir " de¼gerine

kaŗs¬l¬k gelen çember say¬s¬n¬gösteren bir tablo haz¬rlan¬r.

Tablo 6.1 Boyutu tahmin edilecek bulutu örten " yar¬çap¬ndaki çemberlerin minimum say¬s¬.

" N (A; ")

�3 2

�2 3

�1; 5 4

�1; 2 6

�1 7

�0; 75 10

�0; 5 16

�0; 4 23

�0; 3 31

�0; 015 267

Ad¬m 2: ·Ilk ad¬mda oluşturulan tablodan yararlan¬larak ln
�
1
"

�
ve buna kaŗs¬l¬k gelen

ln (N (A; ")) de¼gerlerinden oluşan yeni bir tablo haz¬rlan¬r.
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ln
�
1
"

�
ln (N (A; "))

�1; 1 0; 69

�0; 69 1; 09

�0; 405 1; 39

�0; 182 1; 79

0 1; 95

0; 29 2; 30

0; 693 2; 77

0; 916 3; 13

1; 204 3; 43

4; 2 5; 59

Tablo 6.2 Tablo 6.1 deki verilere karş¬l¬k gelen de¼gerler.

Ad¬m 3: Ad¬m 2 de belirlenen ln
�
1
"

�
de¼gerleri x eksenine ln (N (A; ")) de¼gerleri y

eksenine yerleştirilerek belli bir x de¼gerine kaŗs¬l¬k gelen y de¼gerleri i̧saretlenir.

Ad¬m 4: Bu noktalardan geçen do¼gru çizilir, bu do¼grunun e¼gimi fraktal boyutu verir

(Kantarc¬1994).

6.5 Nüfus Artmas¬

Geli̧smekte olan ülkelerde h¬zl¬nüfus art¬̧s¬n¬n neden oldu¼gu problemler düşünülürse

nüfus art¬̧s¬n¬n analiz edilmesinin önemi ortaya ç¬kmaktad¬r. Geçti¼gimiz yüzy¬lda

Thomas Maltus teorisinde her bir neslin, nüfusun büyüme oran¬na ba¼gl¬olarak belli

zamanlarda artt¬¼g¬n¬ifade eder. Bu durum matematiksel olarak , büyüme yüzdesi

r ve nüfus say¬s¬P olmak üzere

P = (1 + r) :p

biçiminde ifade edilir. Örne¼gin r = 1
2
ise nüfus %50 artacakt¬r. Bu teoriye göre nüfus

sonsuz miktarda artacakt¬r. Çevrenin kabul edebilece¼gi mümkün olan maksimum

nüfusun 1 oldu¼gu düşünülürse P say¬s¬0 ile 1 aras¬ndad¬r. Nüfus 1 e yaklaşt¬¼g¬nda,

büyüme oran¬0 a yaklaş¬r.Bu (1� p) ile çarp¬larak elde edilebilir.. Bu biçimde P e 1

e yaklaşt¬¼g¬nda, büyüme oran¬0 a yaklaşan bir say¬ile çarp¬lacakt¬r. Böylece büyüme
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oran¬n¬n r (1� p) olmas¬gerekti¼gi elde edilir. Bu yukar¬daki formülde kullan¬l¬rsa

P = [1 + r: (1� p)] :p

P = p+ pr � rp2

P = (1 + r) p� rp2

elde edilir. Bu formül ile uzun bir zaman periyodundan sonraki nüfus belirlenebilir.

Örne¼gin 0 < r < 2 iken nüfus 1 olur ve orada kal¬r. Baştaki de¼ger kaç al¬n¬rsa

al¬ns¬n r 2:25 oldu¼gunda nüfus 1:17 ve 0:72 aras¬nda sürekli de¼gi̧secektir. r say¬s¬2:5

iken nüfus 1:22, 0:54, 1:16 ve 0:70 aras¬nda de¼gi̧sir. r 2:5 oldu¼gunda 8 farkl¬de¼ger

aras¬nda de¼gi̧secektir. r yükseltildi¼ginde 16 farkl¬de¼ger aras¬nda de¼gi̧secektir. Yani r

büyütüldü¼günde nüfus 2 kat¬na ç¬kar. Buna "dalland¬rma" ad¬verilir (Hac¬saliho¼glu

ve Yaz 2002).

Şekil 6.14 Dallanma

Yukar¬daki şekilde r nin 1:9 ile 3 aras¬ndaki tüm de¼gerler için nüfus de¼gerlerinin

i̧saretlenmesiyle elde edilen fraktal görülmektedir.
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