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Bu tez ¢alismasinda, giderek artan bir 6neme sahip olan doganin fraktal geometrisi
ve genel ozellikleri verilmistir. Tez yedi boliimden olusmaktadir. Tezin bir-
inci bolimii giris kismina ayrilarak fraktallarla ilgili genel bilgiler verilmigtir.
Ikinci boliimde temel kavramlardan soz edilmistir. Uctincii boliimde Frak-
tal geometri ve yapist incelenmistir. Dordiincii boliimde fraktal geometrinin
ozellikleri verilmistir. Besinci boliimde fraktal tipleri incelenmistir. Altinci
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In this thesis, incereasingly important fractal geometry of nature and its gen-
eral properties are given. The thesis consists of seven chapters. The first
chapter is devoted to the introduction section and a general knowledge of frac-
tals is given. In the second chapter, we have given the basic concepts. In the
third chapter, fractal geometry and structure of fractal geomety are exami-
nated. In the fourty chapter, properties of fractal geometry are determined.
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1 GIRIS

Matematiksel gerceklerin niteliginde var olan kesinligin 6ziinde aksiyomatik yapilar
vardir. Oklid geometrisi, matematik tarihinde bunun 6nde gelen 6rnegidir. Matem-
atiksel dogrularin, ¢ikartilmis olduklar1 postulatlara bagh olmasi kosullu bir dogru-
lugu gerektirmektedir. Hiperbolik, eliptik ve Riemann’mn kurdugu Oklid olmayan
geometriler ise matematikte postulatlarin dogrulugu ileri siiriilerek ise baglanmadigini

gostermistir. Evrenin yapisin1 tanimlamada kullanilan geometri, eliptik geometrinin

bir genellemesi olabilir. Riemann bunu soyut matematik araciligi ile olugsturmustur.

1924’te Varsova’da diinyaya gelen matematik¢i Benoit Mandelbrot, Amerika’ya yer-
lesip IBM firmasinda c¢alismaya bagladiktan sonra bilgisayar kullanarak goze hi-
tap eden yeni bir matematik kesfetmeye baglamistir. Mandelbrot’dan ¢nce de bu
konuda gahigmalarin yapildigi bilinmektedir: Cantor kiimesi, Peano egrisi(1890),
Hilbert egrisi(1891), Koch egrisi(1904), Sierpinski tiggeni(1915) gibi (Ufuktepe ve
Aslan 2002).

Bir bagintiy1 formiile edip tanim kiimesini belirledikten sonra o bagintinin grafigini
¢izmek pek zor degildir. Fakat formiiliinii olusturamadigimiz daglarin, bulutlarin,
agaclarim ve bunlar gibi daha pek cok nesnenin resmini bilgisayarda gercege cok
yakin bir sekilde cizmek olanakli midir? Mandelbrot bu konuda yaklagik ii¢ bin
yildir siiregelen Oklid geometrisinin yetersiz kaldigini goriir: " Bulutlar kiire degildir,
daglar da koni degildir." itirazinda bulunur. Dogadaki bu nesneleri matematik-
sel egrilerle; daire, dortgen, kiire, siniis dalgalar1 gibi diizgiin geometrik sekillerle
gostermek gercekci degildir. Mandelbrot’un "fraktal geometri" diye tanimladig
geometrinin yansittig1 bu doganin evreni piitiirlii, piiriizlii bir evrendir. Aklin goziine

gore fraktal sonsuzu gorebilmenin bir yoludur (Ufuktepe ve Aslan 2002).

" anlamina gelen Latince "fractus"

Fraktal kelimesi "kirilmig" veya "pargalanmig '
kelimesinden tiiretilmigtir. Kendi kendini tekrar ederek sonsuza kadar kiigiilen
veya biiyiiyen sekilleri, kendine benzer bir cisimde cismi olusturan parcalar1 in-
celer. Diizensiz ayrintilar ya da desenler giderek kiigiilen olgeklerde yinelenir ve

tiimiiyle soyut nesnelerde bu olay sonsuza kadar siirebilir; tam tersi olarak da her



parcanin her bir parcgasi biiyiitiilldiigiinde yine cismin biitiiniine benzer. Mandel-
brot "Ingiltere’nin kiy1 uzunlugu kac kilometredir?" sorusuyla yola cikarak yazdig
"The Fractal Geometry of Nature" kitabinda fraktal tanimi i¢in "Fraktal Hausdorff-
Besicovitch boyutu kesin olarak topolojik boyutunu asan bir kiimedir." ciimlesini
yazmistir. "Ingiltere'nin kiy1 uzunlugu kac kilometredir?" sorusunun cevabi ise
olciim yapilacak cihazin hassasiyetine baghdir. Cok biiyiik bir harita kullanildiginda
hata cok biiyiik, uzunlugu bir metre olan bir cetvel kullanildiginda hata bir me-
treden kiiciik uzunluklarda, daha hassas bir cihaz kullanildiginda, hata cihazin
Olcemedigi uzunluklarin altinda olacaktir. Yani 6l¢iim aracimiz kiigiildiikce, has-
saslagtik¢a kiymin uzunlugu siirsiz sekilde artmaktadir. Bu nedenle kiymin gercek
uzunlugunu olgmek giictiir, ancak atomik boyutlarda bir 6lcek ile dogru olciilebilir.
Mandelbrot un diger bir sorusu da "Bir iplik yumaginin boyutu nedir?" olmustur.
Iplik yumagina uzaktan bakildiginda yumak bir noktadir dolayisiyla boyutu sifirdir,
daha yakindan bakilirsa yumak kiimeye benzemektedir, yani boyutu iige ¢ikmigtir.
Yumagin tek boyutlu ipligine biiytitegle bakildiginda ise iplik siitunlar halindedir ve
bu siitunlar tek boyutlu liflere, lifler noktalara doniismektedir. Bu durumda yumagin
gercek boyutu nedir? Mandelbrot herhangi bir birim cinsinden 6l¢emedigimiz cisim-
lerin piiriizliiliikk derecesine sahip oldugunu séylemistir. Ona gore olgek degistiginde
diizensizlik derecesi sabit kalmaktadir. Mandelbrot bu piiriizliiliikk derecesine "frak-
tal boyut" demistir. Fraktal boyuta sahip cisimler kesirli boyutludur tamsayilarla

ifade edilemez.

Tiim fraktallar kendine benzerdir, tamamen benzerlik olmasa bile cogu 6teleme
bakigina sahiptir (6teleme bakigima sahip cisim kendi etrafinda déndiiriildiigiinde
goriiniimii aym kalr.). Tiim fraktallar i¢in sonsuz bir 6teleme bakigina sahiptir
diyemeyiz. Ornegin Italya’da bulunan "Del Montee" kalesinin yapisi fraktal yapi-
dadir ancak siiphesiz ki mimari bir yapinin sonsuz 6telemeden olustugundan stz

edilemez.

Mandelbrot’un yarattigi kendine benzer, fraktal boyuta sahip cisimlerden olusan
fraktal geometrisi Oklid geometrisinden farkli olarak asagidaki ozelliklere sahiptir:

1. Geleneksel degil, modern bir geometridir.



2. Okild geometrisindeki sekillerin belirli karakteristik biiyiikliikleri (dairenin yaricap,
kiipiin ayrit1 gibi) vardir. Fraktallarin ise karakteristik bir ¢ok biiyiikliigii vardir.

3. Fraktal gekiller kendine benzer sekillerdir; 6lcek ya da biiyiikliikten bagimsizdir-
lar. Bir fraktal sekle ne kadar yakindan bakarsaniz bakin yine biitiine benzer bir
sekil goriirsiiniiz. Oklid geometrisindeki sekillerde ise durum béyle degildir.

4. Oklid geometrisi insanlarm yarattiklar: nesnelerin tamimlanmasinda kullanilir.
Dogadaki nesnelerin ifade edilmesinde ise fraktallar kullanilir.

5. Oklid geometrisinin cebirsel formiillerle ifade edilmesine karsin fraktallar algorit-
mik bir yapi ile ifade edilir (Ufuktepe ve Aslan 2002).

6. Oklid geometrisinde sonlu sekiller ve siirekli fonksiyonlar bulunur. Fraktal

geometride ise gekiller sonlu olmayip fonksiyonlar siireksiz adimlarla gelisir.

Yukaridaki farkhiliklar Oklid geometrisi ile doganin sadece resminin cizilebilecegini
fakat matematiksel bir modelleme yapilamayacagini ayni zamanda da ilk bakista
¢ok karmagik goriinen pek cok doga olayimin ortak bir tabanin bulundugunu an-
latir. Belirli katsayilarin birbirine eklenmesiyle olusan fraktallarin boyutundaki
ufacik bir degisiklik, yeni bir fraktal olusturmak igin yeterlidir, bu o6zellikleriyle
de yanlizca matematik degil fizik, kimya, fizyoloji gibi bir¢ok bilim dalinda fraktal,
kar tanelerinden galaksilerin kesintili tozlarina kadar diisiinebilecegimiz tiim sekilleri

tanimlayip hesaplamak icin kullanilir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1: X bos olmayan bir kiime olsun. Bu kiime iizerinde reel degerli, negatif
olmayan bir d : X x X — R fonksiyonu i¢in

(1) Her z,y € X igin d (z,y) =0<= 2z =1y

(2) Her z,y € X igin d(z,y) =d(y,x)

(3) Her x,y,2 € X i¢ind (z.2) < d(z,y)+d (y, 2) iicgen esitsizligi, tnermeleri dogru
ise d fonksiyonuna X kiimesi iizerinde metrik denir. (X, d) ikilisine metrik uzay adi

verilir.

Onermelerin sonucu olarak her x,y € X icin d (z,y) > 0 oldugu gosterilebilir. (3)

onermesine gore xr = z alinirsa

d(z,z) <d(z,y) +d(y,z)
0<d(z,y)+d(z,y)

0<2.d(z,y)
sonucu elde edilir. Her z,y € X i¢in d (z,y) > 0 bulunur.

Tanim 2.2: Bir (X, d) metrik uzayi ile z € X ve r > 0 say1s1 alinsin.

B(z,r)={ye X :d(z,y) <r}

kiimesine x merkezli r yarigaph agik yuvar denir.

S(xz,r)y={ye X :d(z,y) =1}

kiimesine x merkezli r yarigaph yuvar yiizeyi denir.

B(z,r)={ye X :d(z,y) <r}

kiimesine 7 yarigaph kapali yuvar denir (Kili¢ ve Erdem 1999).

Ornek 2.1: R iizerindeki dy (z,9) = |2 — y|metrigi ile B (z,r) = [z — 7,2+ 7],
B(z,r)=(x—r,x+7r)ve S(zx,r) ={z —r,x+r} olur.

4



Tamim 2.3: X bir metrik uzay ve A C X olsun. Her x € A igin D (z,r) C A olacak
bigimde bir r pozitif sayis1 varsa A ya X in agik alt kiimesi veya A, X de aciktir
denir. X in B alt kiimesinin X deki tiimleyeni yani B* = X — B, X de agksa B ye
kapali kiime denir (Bayraktar 2006).

Ornek 2.2: (X,d) herhangi bir metrik uzay ve € X ise {z} kapaldir. Bunun
icin z in X — {z} tiimleyeninin agik oldugunu gostermek yeter. y € X — {z} olsun.
r = d(x,y) olarak alimirsa D (y,r) C X —{z} olur. Su halde X —x agk ve dolayisiyla
{z} kapalidir (Bayraktar 2006).

Ornek 2.3: (X, d) ayrik metrik uzayimin her alt kiimesi hem agik hem de kapahdir.
Gergekten A C X vex € Aiser < 1igin D (z,r) = {z} C A oldugundan A agktir.
Diger taraftan A acik oldugundan A® = X — A kapalidir. Fakat A’, X in bir alt
kiimesi olugundan aciktir. (A*)" = A oldugundan A kapalidir (Bayraktar 2006).

Teorem 2.1: Bir (X, d) metrik uzayimda her bir a¢ik yuvar agik bir kiimedir (Kilig
ve Erdem 1999).

Ispat: (X,d) metrik uzaymimn bir agik yuvar B (zq,70) ve © € B (x0,70) olsun.
d(zg,z) < 19 oldugundan, r, = ro — d(zo,z) denirse r, > 0 olur. Buradan

B (z,z,) C B(xg,rp) oldugu goriiliir (Kili¢ ve Erdem 1999). W

Tanim 2.4: A bir kiime olmak iizere her x € A i¢in > a olacak bigimde bir a
reel sayis1 varsa A kiimesi alttan simrhdir denir, a sayisina da A min bir alt siiri
ad1 verilir. Benzer olarak, A nin her x elemam icin = < b olacak bicimde bir b reel
sayisi varsa A kiimesi tistten sinirhidir denir, b sayisina da A nin iist sinir1 adi verilir.

Alttan ve iistten sinirh olan kiimeye kisaca, simirh kiime adi verilir (Balc1 2009).

Bir A kiimesi i¢in k bir iist sinir ise, k£ dan biiyiik her say1 da bir iist sinirdir. Benzer
olarak, m A nin bir alt simir1 ise m den kiiciik her say1 da A min bir alt siniridir.
Buna gore iistten sinirh bir kiimenin sonsuz c¢oklukta iist siniri, alttan smirh bir

kiimenin sonsuz ¢oklukta alt snir1 vardir.

Tanmim 2.5: Ustten sinirhi bir A kiimesinin {ist sinirlarinin en kiigiigiine A nin en

kiiciik tist sinir1 veya supremumu denir, sup A ile gosterilir. Alttan sinirhi bir A

5



kiimesinin alt sinirlarinin en biiyiigiine de A nin en biiyiik alt sinir1 veya infimumu

denir, inf A ile gosterilir (Balc1 2009).

Tanim 2.6: (X, d) bir metrik uzay, S kiimesi (X, d) metrik uzayinimn bir alt kiimesi
olsun. Bir x € X noktasinin S kiimesine uzakligi x noktasinin S nin tiim noktalarina

uzakliklarinin infimumudur.
d(z,S)=inf{d(z,y):y € S}
x,y € X noktalar1 ve S alt kiimesi gz ¢niine alinsin. Bir € > 0 igin;
d(z,z) <d(z,5)+¢
olacak bicimde z € S noktas: vardur.
d(z,S)=inf{d(z,y) :y € S}
tanimindan yararlanarak

d(y,S) <d(y,z) <d(y,z) +d(z,2) <d(y,r) +d(z,5) +¢
d(y,S)—d(z,S) <d(y,x)+e¢

x ve y noktalarinin yerleri degistirilirse;

d(z,S8)—d(y,S) <d(z,y)+e¢
|d(z,5) —d(y,5)| <d(z,y)+¢

bulunur. Buradan da her z,y € X icin
|d(z,5) —d(y,9)| < d(z,y)
bulunur. S ve B kiimesinin birbirine uzakligi
d(S,B)=inf{d(x,y):x € S,y € B}
bigiminde tanimlanir (Suhubi 2001).

Tanim 2.7: Bir X kiimesinin alt kiimelerinin bir ailesi 7 olsun.

(T1) Xerveder



(T3) 7 ailesinin herhangi bir sonlu alt kiimesinin kesigimi 7 iginde ve
(T3) 7 ailesinin herhangi bir alt kiimesinin birlegimi 7 i¢inde kaliyorsa 7 ailesine X
iizerinde bir topoloji ve (X, 7) ikilisine de bir topolojik uzay denir (Kilig ve Erdem

1999).

Tamim 2.8: (X, d) bir topolojik uzay ve A C X olsun.
t. I bir indis kiimesi olmak tizere her ¢ € [ icin U; € 7 ve

AQ.UU['

fer
ise Y ={U, i € I} koleksiyonuna A nmin bir acik ortiisii denir.
ii. U ={U; | i € I} koleksiyonu A nin agik bir értiisti ve J € I olmak iizere V =
{U; | i € J} koleksiyonu A nin bir értiisitise V = {U; | i € J} ortusimed = {U; |i € I}
ortiisiiniin bir alt ortiisii denir. Bu durumda J sonluysa V = {U; | i € J} ortiisiine

U ={U; | i € I} ortiisiiniin sonlu alt ortiisii denir (Kogak 2004).

Not: Acik ortii taniminda A = X alinirsa X C _UIUZ- ifadesi X = 'UIUi bi¢imini alir
1€ 1€
(Kogak 2004).

Tanim 2.9: (X, 7) bir topolojik uzay olsun. X in her agik ortiisiiniin sonlu bir

alt ortiisii varsa (X, 7) uzayima veya kisaca X in kendisine kompakt topolojik uzay

denir (Kogak 2004).

Not: Kompakthigin tanimi geregi bir uzayin kompakt olmadigini gostermek icin uza-
yin sonlu hi¢bir alt 6rtiisii olmayan agik bir ortiisiiniin oldugunu gostermek yeterlidir

(Kogak 2004).

Ornek 2.4: R standart uzayimm kompakt olmadig gosterilsin. R = nLEJN (—n,n) ve
her n € Nigin (—n, n) aralig1 R de agik oldugundan {(—n,n) | n € N} koleksiyonu R
standart uzayimin acik bir ortiisiidiir. Simdi bu 6rtiiniin sonlu higbir ortiisii olmadig:
gosterilsin. Bu o6rtiiniin sonlu bir {U,, | i = 1,...,m} alt ortiisii oldugu varsayilsin.

ny = max{n; |i=1,....,m} olmak iizere .TL'lem. = (—ng,ng) olur. Diger yandan
1=

sonlu alt ortit tanimi geregi R = GIUW olur. Buradan
1=

]R = (—Tlo, ng)
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elde edilir. Bu ise ngy1 ¢ (—nono) oldugundan miimkiin degildir. O halde R
nin {(—n,n) | n € N} agik ortiistiniin hicbir sonlu ortiisii yoktur. Bu durumda R

standart uzay1 kompakt degildir (Kogak 2004).

Tanim 2.10: Tanim kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan her fonksiyona bir dizi

denir (Balc1 2009).
Tanim 2.11: (X, d) bir metrik uzay ve (z,,) X de bir dizi olsun.
lim d(z,,z) =0

olacak bigimde bir x € X varsa (z,) dizisine X de yakinsak ve x e de bu dizinin

limiti denir (Bayraktar 2006).
Teorem 2.2: Yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir.

Ispat : (z,,) dizisinin limiti bir 2 noktasi ise n > N icin d (2, ) < 5 olacak sekilde

N € N sayis1 vardir. Dolayisiyla m,n > N igin;
d(Tm,xn) < d(Tpm,z) +d(z,2,) <€

bulunur. Yani yakinsak bir (z,) dizisi Cauchy dizisidir. Ancak bu 6zelligin tersi
her zaman dogru degildir ve bir dizinin Cauchy dizisi olmasi her zaman yakinsadig

anlamima gelmez (Juhubi 2001). MW

Teorem 2.3: (X,d) bir metrik uzay olmak iizere X deki her (z,) Cauchy dizisi
yakinsak ise yani z, — = € X ise (X,d) metrik uzayma tam metrik uzay veya

kisaca tam denir (Bayraktar 2006).

Tanim 2.12: € > 0 ve a € R olsun.
K={zeR:|lz—a|<e}=(a—e,a+¢)

araligia a nin e—komgulugu adi verilir (Balc1 2009).

Tanim 2.13: V bos olmayan bir kiime ve K bir cisim olsun. Asagidaki onermeler

dogru ise V' kiimesi K cismi {istiinde bir vektor uzayidir denir.



(V1) V kiimesinde + ile gosterilen ve adina toplama denilen bir iglem tanimlanmigtir.
Bu islemin agagidaki ozellikleri vardir.

(1) Her w,v € V igin u + v € V tammhdir ve u + v € V dir. Sozlerle anlatirsak V'
kiimesi toplama islemine gore kapalidir.

(2) Her u,v,w € V igin (u+v) +w = u + (v+w) dir. Sozlerle anlatirsak V'
kiimesinde toplama igleminin birlesme 6zelligi vardir.
(3)[F0eV,(VueVignu+0=uveO+u=u)]

dir. Sozle anlatirsak V' kiimesinde toplama igleminin etkisiz (birim) eleman1 vardir.
Bu etkisiz elemani 0 simgesi ile gosterdik.

(4) Her w € V igin V kiimasinde —u ile gosterilen ve
u+(—u)=0ve (—u)+u=0

egitliklerini saglayan bir —u elemani vardir. Sozlerle anlatirsak V' kiimesindeki her
bir u elemaninin toplamaya gore tersi vardir. u nun tersi —u ile gosterilmigtir.

(5) Her u,v € V igin u + v = v + w tir. Sozlerle anlatirsak V' kiimesinde toplama
isleminin degisme 6zelligi vardir.

(Vo) K xV — V| (a,u) — au bi¢iminde, adina skalerle ¢arpma iglemi denilen bir
fonksiyon tanimlanmisgtir ve bu fonksiyon agagidaki énermeleri dogrular:

(a) Her a € K, her u,v € V igin a (u + v) = au + av

(b
(c) Her a,b € K, her v € V i¢in (ab) u = a (bu)

Her a,b € K, her v € V i¢in (a 4+ b) u = au + bu

)
(d) K nin garpmaya gore birim elemani 1 olduguna gore V' nin her u eleman igin
lu = u tir.
V', reel say1 cismi iistiinde vektor uzayi ise bu vektor uzayina reel vektor uzayi
denir. V, karmagik say1 cismi iistiinde vektor uzay: ise bu durumda V' ye karmasik

(kompleks) vektor uzay1 denir (Sabuncuoglu 2008).
Tanim 2.14: Bir vektor uzayin her bir elemanina vektor adi verilir.

Tanim 2.15: V| K cismi ilizerinde bir vektor uzay1 ve H,V nin bos olmayan bir
alt kiimesi olsun. Asagidaki iki énerme dogru ise H kiimesi V' nin bir alt vektor

uzayidir, denir (Sabuncuoglu 2008).



(a) Vu,v,(ue Hveve H)=u+veH
(b) Ve,Vu,(ce K veu€e H) = cu € H

Tanim 2.16: V' vektor uzayinim bir {aq, as, ..., a,, } alt kiimesi verilsin.

n
Z Cioy; = 0
i=1
esitligi dogru olacak bigimde en az biri sifirdan farkli olan ¢y, co, ..., ¢, sayilar1 varsa

{ag, ag, ...ap}

kiimesi lineer bagimlidir, denir. Lineer bagimh olmayan kiimeye, lineer bagimsiz

kiime denir (Sabuncuoglu 2008).

Ornek 2.5: R® uzaymnda {(1,—3,2)} kiimesinin lineer bagimsiz olup olmadigin

belirtiniz.

Coziim 2.5: {(1,-3,2)} kiimesi, R?® uzaymmn lineer bagimsiz bir alt kiimesidir.
Ciinkii
c(1,-3,2) = (0,0,0)

esitligini dogrulayan ¢ sayis1 yanlizca sifir sayisidir (Sabuncuoglu 2008).

Tanim 2.17: V, K cismi iistiinde bir vektor uzayi ve ¢ C V olsun. ¢ lineer bagimsiz
ve Spp =V ise ¢ ye V vektor uzayinin bir tabani denir. Spp = V esitligini kisaca, ¢
kiimesi V' uzayini gerer, diyerek anlatiriz. Bu esitlik V' nin her bir elemanin, ¢ deki
sonlu sayida vektoriin bir lineer bilegimi olarak yazilabilecegini gosterir (Sabuncuoglu

2008).

Tanmim 2.18: V sonlu boyutlu bir vektor uzay: olsun. V' nin bir tabanindaki vek-
tor sayisina V' nin boyutu denir. V nin boyutu dim V' veya boyutV ile gosterilir

(Sabuncuoglu 2008).

Ornek 2.6: R? uzaymm {(—1,4),(2,1)} alt kiimesi ¢ ile gosterilsin. ¢ kiimesi R?

uzayimin bir tabani olur mu?
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Coziim 2.6: (—1,4) = ay, (2,1) = ay diyelim. ¢ = {ay, as} olur. ¢ kiimesinin
lineer bagimsiz oldugu kolayca goriilebilir. Gergekten cia; + coan = 0 egitligini

dogrulayan cq, ¢y sayilar: arandiginda c¢; = 0 ve ¢ = 0 oldugu goriiliir.

Sp{ay, as} = R? oldugunu gostermek igin R? uzayindaki her u vektoriiniin, {ay, s}
kiimesinin lineer bilesimi olarak yazilabildigi gosterilmelidir. v € R? u = (uy,us)

olsun. u = r10q + T20v2 esitligi

—T1 + 2(E2 = Uq

4331 + To = Uy

denklem sistemine denktir. Bu denklem sisteminin katsayilar matrisinin determi-
nant1 sifirdan farkli oldugundan bir ve yalmz bir z,z, ¢oziimii vardir. Oyleyse
R? uzayindaki her u vektorii, {a;, as} kiimesinin lineer bilegimi olarak yazilabilir.
Boylece ¢ kiimesinin lineer bagimsiz oldugunu ve R? uzaymi gerdigini gosterdik.

Demek ki ¢ kiimesi R? uzaymin bir tabanidir.
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3 FRAKTAL GEOMETRI

Fraktal geometri Oklid geometrisinin bir uzantisidir. Yapraklardan galaksilere kadar
uzanan fiziksel yapilar: tanimlamada kullanilan yeni bir dildir. Oklid geometrisinden
farkli olarak dogadaki pek ¢ok yapi diizensiz ve parcalidir. Yeterince kiiciik 6lgek-
lerdeki doga modellerinin tiimii pratik acidan sonsuz kabul edilebilecek uzunluktadir.
Bu formlar Oklid geometrisi acisindan bicimsiz, morfoloji acisindan amorftur. Bu
tiir egriler ailesi fraktal olarak adlandirilmistir. Baz fraktal kiimeleri, egriler ve
yiizeyler bi¢imindeyken bir kismi baglantisiz tozlar biciminde veya bilimin ve sanatin

adlandiramayacag! kadar karmagik bicimli olabilirler.

Hizli sayisal bilgisayarlarin ortaya ¢ikmasina kadar gegen siire iginde bu tiir egrilerin
¢izilmesi oldukga fazla zaman almistir ve fraktal geometri oldukga yavag geligmistir.
Mandelbrot bilgisayar kullanarak fraktal nesneleri derinlemesine inceleyen diger matem-

atikcilerin takdirini kazanan ilk kisi olmustur (Gleick 2003).

Fraktal geometri fraktal analiz olarak adlandirilan yeni bir 6l¢iim yontemleri dizisinin
de bilim giindemine gelmesini saglamigtir. Sadece bigimlerin degil, siireglerin de
karmagikliklarini 6lgmek i¢in kullanilan fraktal analiz, dogadaki karmagik bigimlerin
ve olaylarin karmagiklik diizeylerini sayisal halde izleyip inceleyebilmek i¢in bize yeni

yontemler sunmaktadir.

3.1 Fraktal Algoritmalar:

Yiizyillardan bu yana matematikgiler iki, ii¢ ve daha yiiksek boyutlardaki egri ve
yiizeylerle ilgili teoriler ortaya koymuslardir. Bu egri ve yiizeyler bir biitiin olarak
incelendiklerinde oldukca karmasik bir yapiya sahiptirler. Fakat bu egri ve yiizeyler
kiiciik parcalar halinde incelenirse her bir parcanin ¢evredeki komsguluklari ile dogrusal
ya da yiizeysel iligkide oldugu goriiliir. Egri ve yiizeylerin bu tiir 6zellikleri ile il-
gilenen bilim dalina "diferansiyel geometri" denir. Fraktallar ise bunun tam tersine
diizgiin olmayan yiizey ve egrilerle ilgilidir. Diizgiin objeler biiyiitiildiiklerinde yeni
detaylar ortaya cikmaz. Fraktallarda ise durum tam tersidir. Fraktallar dogay:

taklit etmede kullanilir. Fraktal geometri yardimiyla son derece ilging manzaralar
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yaratilmigtir. Fraktal bir manzaray: inceleyen kigi bunun resim mi yoksa fotograf
mi1 oldugunu anlayamaz. Fraktal geometriyi ¢ekici kilan bagka bir unsur da fraktal-
larin bilgisayar ekraninda olugturulabilme kolayligidir. Bir fraktal yaratabilmek ic¢in
diferansiyel geometri ya da matematik bilmek gerekli degildir. Fraktallar ne kadar

karmagik olsalar da onlar1 olugturan algoritmalar kisa ve basit kalirlar (Kantarci

1994).

Fraktallar olusturduklar1 algoritmalara gore deterministik ve rastgele olmak iizere

iki baglikta incelenebilir.

3.1.1 Deterministik Fraktallar

Kendilerinin kiiciiltiilmiis ve dondiiriilmiis kopyalarini kapsayan fraktallar bu gruba
girer. Bu tiir fraktallar 6zel bir kurala bagh olarak yinelenen algoritmalarca iiretilir

(Kantarc1 1994).

3.1.2 Rastgele Fraktallar

Genelde dogay1 simiile etmede kullanilan ve yapilarinda geligigiizellik barindiran
metodlarla elde edilir. Bu metodlar bilgisayar programi haline déniistiiriiliir (Kantarc

1994).

Fraktallar sonsuz detaya sahip olduklar: i¢in tam ve dogru olarak hesaplanamazlar.
O yiizden bilgisayar uygulamalarinda belli bir duyarlilik hesaba katilarak fraktallara
yaklagim saglanabilir. Istenilen coziiniirliik seviyesi, ekran iizerindeki piksellerin
sayis1 ve iglemde gegen zaman vb. kisaltmalar gercevesinde belirlenir (Peitken ve

Saupe 1988).
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4 Fraktallarin Ozellikleri

Fraktallar temel baz1 6zelliklere sahiptir.Bu boliimde, fraktallarin boyutu tamsayi
olarak ifade edilemediginden "fraktal boyut" kavrami tanimlanarak, fraktallar genel-
likle sonsuza kadar devam eden algoritmalar sayesinde olustugundan "tekrarlayan
fonksiyon sistemi" denilen sistem incelenecektir. Ayrica "kendine benzerlik (self-

similarity)" 6zelligi ve dogada bulunan fraktallarda goriilen simetriler incelenecektir.

4.1 Kendine Benzerlik (Self-Similarity)

Fraktallarin carpici bir 6zelligi dogada sik olarak rastladigimiz "kendine benzerlik"
ozelligidir. Tiim fraktallar kendine benzer ya da en azindan tiimiiyle kendine benzer
olmamakla birlikte cogu bu 6zelligi tagir. Kendine benzer bir cisimde cismi olugturan
parcalar ya da bilegenler cismin biitiinline benzer. Diizensiz ayrintilar ya da desen-
ler giderek kiiciilen 6lceklerde yenilenir ve tiimiiyle soyut nesnelerde sonsuza kadar
siirdiiriilebilir, 6yle ki her parcanin her bir pargasi biiyiitiildiigiinde cismin kendisine
benzer parcalar elde edilir. Bu tip fraktal olgusu kar tanesi ve aga¢ kabugunda ko-
layca gozlenebilir. Ayrica fraktallar ayni matematiksel formiiliin defalarca tekrarlan-
masi ile olustugundan sekle hangi 6lcekte bakarsak bakalim yine ayni sekli goriiriiz.
Tiim kendine benzer sekiller fraktal degildir. Ornegin matruska bebekleri kendine

benzerdir fakat fraktal degildir. Kendine benzerlik ii¢ farkli gsekilde olabilir.

4.1.1 Tam Kendine Benzerlik

Kendine benzerligin en giiclii tipidir. Fraktala hangi 6lcekte bakarsak bakalim ayni
goriiniir. Tekrarlanan fonksiyon sistemleriyle tanimlanan fraktallar cogu kez tam

kendine benzerlik gosterir.

Kendine benzer bir nesne doniisiimlerle elde edilmis, kendisinin belli bir oranda
kiigiiltiilmiis NV kopyasindan olugsmaktadir. F boyutlu bir uzayda = = (x1, x2, ..., Tg)
konumunda bulunan noktalar kiimesi S ile gosterilsin. Bu kiimeye 0 < r < 1 ola-

cak bicimde belirlenen bir r kiiciiltme orani ile benzerlik doniisiimii uygulandiginda
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S kiimesi rx = (rxq,ras,...,rxg) seklindeki S kiimesine doniigiir. S kiimesi N
tane birbirinden farklh rz = (rzy, r,, ..., 7zE) noktalarindan olugan 7S kiimelerinin
bilesiminden oluguyorsa tam olarak kendine benzer bir kiimedir (Peitgen and Saupe

1938).

4.1.2 Yar:1 Kendine Benzerlik

Kendine benzerligin zayif bir formudur. Farkli l¢eklerde fraktal hemen hemen ayni
goriiniir. Yar1 kendine benzer fraktallar bozulmus formlarda tiim fraktalin kiigiik
kopyalarii icerir.Tekrarlanan fraktallar genellikle tam kendine benzer degil yari

kendine benzerdir.

4.1.3 lIstatistiksel Kendine Benzerlik

Deniz kiyis1 parcalarini biiyiitiip inceledigimizde elde edilen parcalarin orjinali ile
ayni olmadigr goriiliir. Kiyinin kiiciik bir parcasi, daha biiyiik bir parcasina benzer

fakat onun bir kopyasi degildir.

Istatistiksel kendine benzerlik, kendine benzerligin en zayif formudur. Istatistiksel
kendine benzerlik farkl olgeklerde degil 6lgek boyunca korunur. Bir parca biiyiitiiliip
incelendiginde elde edilen parcalarin orjinali ile ayni1 olmadigi goriiliir. Biitiiniin kiiciik
bir parcasi biitiine benzer fakat onun bir esi degildir. Bu durum istatistiksel kendine
benzerlik olarak adlandirihir. Degisik 6lceklerdeki pek ¢ok detay iceren objenin is-
tatistiksel kendine benzer olma 6zelligi dogadaki fraktallarin ortak ozelligidir. De-
taylar biiyiiyiip kiigiildiikge degigir (Barnsley 1988). Rastgele (Random) fraktallar

istatistiksel kendine benzerligin en giizel érnekleridir.

4.2 Tekrarlama Yontemleri

Iki tip tekrarlama yonteminden bahsedilebilir :
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4.2.1 Uretecle Tekrarlama

Fraktallar genellikle tekrarlayan yontemlerle olusturulur. Bir fraktal olusturmak icin
belli bir geometrik gekil alinir ve bu sekil iizerine 6zel islemler uygulanarak daha
karmagik bir gekil elde edilir. Benzer bicimde olugan yeni sekil {izerinde de ayni
yontem ile daha karmasik bir gekil olusturulur ve bu iglem sonsuza kadar devam

ettirilebilir.

Her tekrarlayan yontem fraktal vermez. Ornegin bir AB dogru parcasi ele alisin.
Bu dogru parcasimin A ve B uglan kesip atilsin. Boylece AB dogru pargasindan
kisa yeni bir dogru parcasi elde edilmis olur. Daha sonra bu seklin de uglar1 kesilip
atilirsa agagidaki gibi dogru parcalar: elde edilir. Olugan sekil karmagik degildir ayni

zamanda bir fraktal da degildir.

Sekil 4.1 Fraktal olmayan bir tekrarlayan sistem.

Fakat yukaridaki yonteme benzer bir yontemle bir fraktal elde edilebilir. Yukarida
oldugu gibi bir dogru pargas1 alinir. Bu dogru parcasi {i¢ esit pargaya ayrildik-
tan sonra ortadaki parca atilir. Yeni elde edilen sekil tizerinde her iki parcaya ayni
yontem uygulanirsa daha karmasik bir gekil elde edilmig olur. Bu is sonsuza kadar

devam ettirilirse Cantor kiimesi ( Uglii Cantor bulutu) denilen ve geometrik fraktal-
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lar boliimiinde incelenecek olan bir fraktal elde edilir (Hacisalihoglu ve Yaz 2002).

Sekil 4.2 Cantor bulutu.

Goriildiigii gibi Cantor kiimesi kendi kopyalarindan olusmaktadir. Dolayisiyla da

kendine benzerdir.

Uretecle tekrarlamaya "taban " denilen bir sekille baglanir ve her bir parcasi yerine
"motif" ya da "tiretec" denilen diger bir sekil koyulur. Ornegin Koch kar tanesi

denilen fraktala iicgen ile baglanir. Sonra her kenar: iizerine bir motif koyulurak

Sekil 4.3 Kar tanesi.

olusturulur.

4.2.2 Tekrarlayan Fonksiyon Sistemleri

Tekrarlayan fonksiyon sistemleri, fraktal elde etmek i¢in diger bir yontemdir. Tekrar-
layan fonksiyon sistemleri belli bir nokta i¢in defalarca uygulanan bir fonksiyonun
sonucudur. Bu tekrarli olugum fraktallarin kendine benzerligidir. Segilen bir nok-
tanin matematiksel bir formiille defalarca elde edilen seklin yerine konulmasi ile

olugur. Formiille tekrarlama yontemiyle ii¢ tip fraktal olugturulabilir.
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Bunlardan birisi "yabanci ¢ekerler (Strange Attractor)" dir. Yabanci ¢ekerleri olug-
turmak kolaydir. Bir noktanin koordinatlariyla baglanir. Her bir sonraki nokta
formiil ve ilk noktanin koordinatlari kullanilarak elde edilir. Eger secilen nokta
kompleks diizlemde bir z noktasi ise f bir fonksiyon olmak iizere kullanilacak for-
miil

Z =F(z)

dir. Nokta kartezyen diizlemden secilen bir (x,y) noktasi ise f ve g iki fonksiyon

olmak fizere

X:f(xay)

Y:g(x,y)

dir. Ug boyutlu cekiciler icin segilen nokta (z,y, 2) noktasi ise f, g, h fonksiyonlar

olmak {izere

X:f(aj7y7z)
Y =g(z,y,2)
Z =h(xy,z)

dir (Hacisalihoglu ve Yaz 2002).
En sik rastlanan yabanci g¢ekerler kuadratik gekerlerdir. Genel formiilleri:

X =ar’ +bry+cy’ +dx+ey+ f

Y = g2 + hay + iy + jo + ky + 1

Buradaki katsayilar fraktali belirleyen sabitlerdir. Bazi katsayilar sifir olabilir ve
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fraktal tiriinler sonsuz sayida fraktal tiretebilir.

X3 0 I

Sekil 4.4 Kuadratik gekerler.

Formiille tekrarlama yontemiyle elde edilen diger bir fraktal "Julia Kiimeleri"dir.
Kompleks sayilar kullanilarak Julia kiimeleri genellestirilebilir. Z ve C' kompleks

sayilar olmak tizere

C—-=C

7 -7+ C

doniigtimii alinir. Kompleks diizlemden alinacak bagka bir Z; sayisi ile birlikte

Zy, Ly, 43, ... kompleks sayilarinin dizisi

Zy=J3+4+C
Zn+1:Zn+C

seklinde yazilir. Boylece sonlu sayidaki kompleks sayilar icin Julia kiimelerinin

genellestirilmig formiilii elde edilmig olur. Bu dizideki C' sayisinin aldig1 ¢ok kiigiik
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farkli degerde bile elde edilen Julia kiimesi ¢ok farkli olur.

Sekil 4.5 Farkli ¢ sayilar: i¢in olusan Julia kiimeleri.

Diger bir formiille tekrarlama yontemiyle elde edilen fraktal Mandelbrot kiime-
sidir. Mandelbrot kiimesi Julia kiimesine benzer bir algoritma ile elde edilir. Julia

kiimesini elde etigimiz Z — 2% 4 ¢ doniisiimiinde z = 0 + 07 alirsa elde edilen

Z=(0+0i)?+c
=c
seklindeki sonlu ¢ noktalarimin kiimesine Z — 2%+ ¢ doniisiimiine karsilik gelen Man-

delbrot kiimesi denir. Kenar uzunlugu sonsuz ancak alam bilinmemektedir (Karagay

2005).

Sekil 4.6 Mandelbrot kiimesi.
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4.3 Boyut
4.3.1 Topolojik Boyut (D7)

Bir vektor uzayin alt uzayinin boyutunu o alt uzayda bulunan ve alt uzay1 geren, li-
neer bagimsiz vektor sayist olarak tanimlayabiliriz. Bu tanim ayn1 zamanda geometrik
boyut kavramina da uymaktadir. Boyutun bu tanimi topolojik boyut olarak ad-

landirilan kavramin 6zel bir durumudur.

Poincare topolojik boyutu goyle tanimlar: Bir geometrik nesnenin topolojik boyutu
o geometrik nesneyi parcalara ayirmak i¢in kullanilan diger geometrik nesnelerin
topolojik boyutundan bir fazladir. Uzay1 bolmek igin yiizeyler, yiizeyleri bolmek i¢in
egriler, egrileri bolmek icin noktalar kullanilir. Noktalar ise parcalanamaz. Bu ne-
denle noktalarin topolojik boyutu sifirdir. Egrileri bolmek i¢in noktalar kullanildig:
icin egrilerin topolojik boyutu 1 dir. Diizlemleri bélmek icin dogrular kullanildig:
i¢in diizlemlerin topolojik boyutu 2 dir. Uzay1 bolmek icin diizlemler kullanildig:
i¢cin uzayin topolojik boyutu 3 tiir. Tiim adalarin kiyilar1 topolojik olarak bir ¢em-
bere ozdestir. Tiim ¢emberlerin topolojik boyutlar1 1 dir. Bu durumda kiyilar:

birbirinden ayirmak i¢in topolojik boyut kavrami kullanilmaz (Mandelbrot 1983).

Tanim 4.3.1.1: Bir S kiimesinin her noktasi, keyfi komguluklara, yani sinirlari
kiimeyi kesmeyen sup (d (x,y) | x,y € U) olacak bigimde komguluklara sahipse, S

kiimesi topolojik boyuta sahiptir denir.

Teorem 4.3.1.1: Topolojik boyutu sifir olan bog olmayan bir kiimenin her baglantil

bilegeni bir noktadir.

Ispat 4.3.1.1: Kabul edelim ki topolojik boyutu sifir olan bir baglantili C kiimesi
d = d (p, q) olacak bigimde iki farkh p ve ¢ noktalarimi igersin. sup (d (z,y) | z,y € U) <
d olacak bigimde p noktasini iceren bir U acik kiimesi verilsin. O halde U ¢ nok-
tasimi icermez ve dolayisiyla U nun sinirlar1 C' yi kesmelidir yoksa U ve U nin igi
C' den ayrik olur. C' baglantili bilesen oldugundan bu miimkiin degildir. Buna gore

kiimenin topolojik boyutu sifir olmaz. Dolayisiyla C' ya sifirdir ya da 1 noktasidir.
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Diger bir topolojik boyut tanimi goyledir: S bir kiime olmak iizere S nin her bir
noktasi sinirlari S ile en az bir k tamsayisi i¢in k£ — 1 kiimede kesisiyorsa, S topolojik

boyuta sahiptir. Topolojik boyut Dy ile ifade edilir.

4.3.2 Cover Boyut (D.)

Diizlemdeki bir egri 3 farkli disk diizenlemesi ile kaplanabilir. Fakat cover boyut
birbirini kesen en az disk sayisi ile ifade edildiginden bir egrinin cover (kaplanma)
boyutu D, = 1 olarak tamimlanir. Ciinkii iki diskin tek kesigimi ile egri kaplanabilir.
Noktalar kiimesi birbirini kesmeyen yeterince kiigiik yaricaph disklerle kaplanabilir.
Bu yiizden bunlarin cover boyutu sifirdir. Bir yiizey sekli diisiiniiliirse yiizeyin cover
boyutu D¢ = 2 dir. Ciinkii yiizeyi kaplamak i¢in disklerin birbiriyle en az iki kesigimi

gereklidir. Aym diigiinceyle kiipiin cover boyutu Do = 3 tiir.

Yukaridaki agiklamalardan anlasilacagi gibi bir S kiimesi kiigiik disklerle kaplandiginda

disklerin minimum sayidaki kesigimine cover kurali denir (Kraft 1995).

4.3.3 Hausdorff-Besicovitch Boyut

Bir (X.d) metrik uzaymin Hausdorff boyutu agagidaki 6zelligi saglayan k sayilarmin
infimumu olarak tanimlanir. Herhangi bir £ > 0 sayisi1 igin her B € B kiimesi X in
bir ortiisii olmak tizere , D (B) < 6 ve Y. [D (B)]* < ¢ olacak bicimde § > 0 sayisi
vardir. D (B) > 0 sayis1 B kiimesinin (faepim gosterir. Hausdorff boyutu by = inf k

dir. Bu durumda X kiimesinin tamami § ¢aph acik yuvarlar ile ortiiliirse uzayin

Hausdorff boyutu by olmak iizere acik yuvarlarin sayisi yaklasik olarak
N (§) = 671

mertebesinde olur. Hausdorff boyutu X in bir alt uzay:1 i¢in de tanmimlanabilir,

dolayisiyla bu uzaym uygun bir értiisiiniin dikkate alinmasi gerekir (Suhubi 2001).

Ornek 4.3.3.1: X Cantor kiimesi olmak iizere, n. adimdan sonra kiimede her

birinin uzunlugu (%)n olan, 2" sayida kapali araligin birlesimi olur. Bu durumda
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her n pozitif tam sayisi icin k sayilari;
nk
1
2" - <e

6n(log2—klog3) <e

kosulunu saglamalidir. Bu durum

olarak alindiginda esitsizligin sol tarafinin kiiciik olabilmesi icin & sayilarinin

E> log 2
~ log3

esitsizligini saglamasi gerekir ve bu sayilarin infimumu asagida verilmistir.

log 2

by = 0,63093

B log 3
Hausdorff boyutun diger bir tanim da soyle yapilabilir: (X, d) metrik uzay ve B,
H (X)) uzaymin kompakt alt kiimesi olmak iizere N (B,d) ile B kiimesini 6rten §
yaricapli en az sayida kapali yuvar sayisi gosterilsin. B alt kiimesinin hausdorff

boyutu
log N (B
D = lim 25— >2% (1 .9)
§—00 log (3)
olarak tanimlamr. Burada § — 0 igin N (B, §) ~ 6P yazlabilir (Suhubi 2001).

4.3.4 Fraktal Boyut (D)

Mandelbrot herhangi bir birim cinsinden ¢lgiilemeyen cisimlerin piitiirliiliikk derece-
sine sahip oldugunu soylemis ve bu piitiirliiliik derecesini 6l¢gmenin bir yolunu bul-
mustur. Mandelbrot’a gore olgek degigse bile piitiirliiliik derecesi sabit kalmaktadir.

Mandelbrot 1975’te bu piitiirliiliik derecesinin adini fraktal boyut olarak koymustur.

Fraktal bigimler, genel olarak sonsuz kenar uzunluklar: olmasina ragmen sonlu alan-
lar1 olan gekillerdir. Bu yapilarin sinirlarimi olusturan gizgiler piitiirliilitkten dolay1
tek boyutlu ¢izgiler olarak nitelendirilemez. Ciinkii fraktal sekiller iterasyon ile elde
edilir ve bu iterasyon sayesinde kenarlar sonsuza giderken alan sinirli halde kalir.
Fraktal geometrinin bu karmasikligin1 anlamada yardim edecek en énemli kavram-

lardan biri "fraktal boyut" kavramidir. Oklid geometrisinde boyutlar tamsayilarla
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ifade edilmektedir, fakat fraktal geometride nesnelerin boyutlarini ifade etmek icin
tamsayilar yeterli degildir. Bu bakimdan fraktal boyut bir yapinin karmagikligini
gostermede oldukca faydahidir. Fraktal boyut topolojik bir kavram degildir, metrik
bir kavramdir. Fraktal boyut D ile gosterilirken kesirli boyut veya kendine benzerlik
boyutu olarak da adlandirilir. Fraktal boyut Hausdorff boyut ile 6zdegtir.

Topolojik ve fraktal boyut arasinda soyle bir iliski vardir: Bir R” uzayimnda Dy ve D
en az 0, en ¢ok E olabilir. D7 daima bir tamsayidir fakat D tamsay1 olmak zorunda
degildir. Oklid geometrisine bagh kalinarak olusturulan nesneler icin D = DT dir.
Diger durumlar icinse D > Dr dir. Buradan yola cikarsak fraktallar; Hausdorff

boyutu topolojik boyutundan biiyiik olan kiimelerdir (Mandelbrot 1983).

Fraktal yapilarin, bulunduklar1 metrik uzay i¢inde ne kadar yogun olduklar: kisiden
kigiye degisebilir. Fraktal boyut, bu 6znel yaklagimlari nesnel hale doéniigtiirerek
fraktallarin kargilagtirilabilme gabasinin bir sonucu olarak ortaya gikmgtir (Kantarc
1994). Fraktal boyut i¢in agsagidaki ozellikleri yazabiliriz:

(1) Fraktal boyutun kullanimi benzer veya farkl 6zellige sahip 6riintiilerin belirlen-
mesi agisindan 6nemli kolayliklar saglamaktadir (Aygoren 2006).

(2) Fraktal boyut kendine benzerligin bir sonucudur..

(3) Dy topolojik boyut ve D fraktal boyut arasindaki fark ne kadar biiyiikse fraktal
nesne o kadar belirgindir (Olemskoi and Flat 1993).

Fraktal boyut ve kendine benzerlik arasinda 6nemli iligkiyi kullanarak fraktal boyu-
tun dogusunu aciklayalim. 1 br lik bir dogrunun boyutu 1 dir. Bu dogrunun boyu 2
katina cikartilirsa elde edilen iki kat1 uzunluk orjinal parcanin kopyasidir. Kendine
benzer diger bir sekil 1 x 1 tipinde bir karenin kenar uzunluklar: 2 katina ¢ikarilirsa 4
tane 1 x 1 lik ilk seklin kopyasti elde edilir. 1x1x1 tipinde bir kiipiin uzunluk genislik
ve yiiksekligi 2 katina ¢ikarilirsa elde edilecek sekil ilk kiipiin 8 tane kopyasidir.
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[, B, ¥
ro=2 :
N=2
N =4 ™
N=28
N~ S
r=3 Mo
N
MN=9
N=27
D
N=r

Sekil 4.7 Fraktal boyut.

Elde ettiklerimizi tabloya yazarsak:

Tablo 4.1 Fraktal boyutun dogusu.

SEKIL BOYUT | KOPYA SAYISI
Dogru Parcasi 1 2 =2!

Kare 2 4 =22

Kiip 3 8 =23

Kendine Benzer Sekil | D N =2P

seklinde bir tablo elde edebiliriz.

Fraktal boyutu gormek i¢in "Geometrik Fraktallar" boliimiinde ayrintili olarak in-
celenecek olan Sierpinski ticgeni kullanilabilir. Sierpinski iiggenini olugturmaya bir

eskanar iicgen cizmekle baglanir.

ALSSS
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Sekil 4.8 Sierpinski Ucgeni.

I. Adim: Kenar uzunlugu 1 birim olan bir egkenar ti¢gen c¢izilir.

IT. Adim: Biitiin kenarlarin orta noktalar: birlestirilir ve dort tane eskenar iicgen

olugturulur. Ortada kalan tiggen c¢ikartilip atilir.
IIT. Adim: Elde edilen ii¢genler kenar uzunluklar % olan 3 tane kopya ticgendir.

IV. Adim: III. adimda elde edilen ii¢genlere de II. adimdaki iglemler uygulanir ve

sonsuza kadar devam ettirilir.

O halde yukaridaki tablodan Ill.adimda elde edilen Sierpinski ii¢geni igin tablo
4.3.4.1 den
3=2"

esitligi yazilabilir. D burada boyuttur. Buna gore,

log 3 = log 27
log 3
D=——=1,58
log 2 ’

yazilir. O halde fraktal boyutu elde edebilmek icin

log (benzer parca sayisi)

D=
log (1 kiigiiltme katsayisi)

formiilii kullanilabilir. Bu formiil farkli pargalarin farkh kiigiiltme katsayili halleri

icin de genellestirilebilir. Bu genellegtirilen formiillere "Moran denklemi" denir.

% kenar uzunlugu i¢in 3 parcadan olugan Sierpinski tiggenin boyutu

D_log3 B

= =1,58
log 2 ’

%1 kenar uzunlugu i¢in 9 parcadan olugan Sierpinski iiggeninin boyutu

D_ log? _ log 9
log1/—4 log 4
_ log3*  log3
"~ log2?  log2
=~ 1,58

26



olur. Sierpinski tiggeninde kenarlar1 biiyiittiigiimiizii varsayarsak bu kez iicgenin
kenar uzunluklar: 2 katia ¢ikaralip ortadaki parca atildiginda 3 kopya elde edilir.
O halde

3=2"
log 3 = log 2P
D log 3
log 2

D fraktal boyutu elde edilir. Buradan fraktal boyut

_ log (Benzer parca sayis)

~ log (Biiyiitme katsayis1)

formiiliinden elde edilir.

Biiyiitme katsayis1 2 iken 3 parcadan olusan Sierpinski iiggenin boyutu

1
D= 983 &y 5
log 2

dir. Buna gore biiyiitme katsayis1 2F olan 3¥ parcadan olusan Sierpinski iicgeninin
boyutu
log 3%
D=—-2=158
log 2K ’
dir (Hacisalihoglu ve Yaz 2002).

Degismeyen 6lcekte yalnizca kiigiik bir fraktal grubu tek kesin fraktal boyuta sahip-
tir, boyle fraktallara monofraktallar denir. Pek cok dogal fraktal 6lgege bagh olarak
farkl fraktal boyutlara sahiptir. Bunlar farkli boyuttaki pek ¢ok fraktalin biraraya
gelmesiyle olugur. Boyle fraktallara multifraktallar denir. Multifraktal elde etmek
icin tiim boyutlar tespit etmek gerekmez, ayn olgekteki fraktal boyutlar1 deger-

lendirmek yeterlidir (Oldrich Zmeskal et al. 2001).

4.3.5 Moran Denklemi

Fraktal boyutu veren D = % (Burada r = kiiciiltme katsayisi) formiilii tiim

r

parcalart aym kiiciiltme katsayisina ait fraktallarda uygulanabilir. Fakat farkh
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parcalar1 farkli kiiciiltme katsayisina sahip bir fraktal diisiiniilsiin. Kiigiiltme kat-
sayilar 71,79, ..., 7y olan N pargaya boliinsiin. Bu durumda fraktal boyut formiiliinii
genellestirmek icin her bir kiigiiltme katsayisi digerinden ayirt edilecek gekilde yazil-

malidir.

ifadesi

seklinde yazilabilir. Boylece fraktal her boliindiigiinde yeni her kopya i¢in r yi veren
1=rP+rP 4+ +rP
ifadesi elde edilir. Her bir r kiiciiltme katsayis1 icin r; yi alirsak fraktal boyut
1=rP+ .. +7rk

ifadesini saglamalidir. Bu ifade Moran denklemidir. Her r;, 0 < r; < 1 oldugu

siirece, Moran denkleminin ¢oziimii tektir ve bu ¢oziim fraktal boyuttur.

(oztimiin tekligi gosterilsin:

O<ri<1,...,ve 0 <ry <1icgin

1= 7“{3 + ...+ 7“]]\3,
ifadesinin ¢oziimiiniin tek oldugunu gostermek icin
f(D)y=rP+. .. +ry

fonksiyonu ele alinsin.

fO=r+. .+ =1+...+1=N
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oldugu goriiliir. D — oo igin f (D) — 0 dir. Qiinkii her r; < 1 igin D — oo iken

her r? — 0 olur. Ayrica f (D) nin grafigi siirekli azalandir. Ciinkii
f (D) =rP.In(r)) + ... +r5.In(ry)
dir. 0 < r; < 1 oldugundan her In (ry) < 0 ve f' (D) < 0 dur.

Ornek 4.3.5.1: N =4, r =71y =13 = svery= i icin f (D) nin grafigi

Sekil 4.9 Moran denklemi grafigi.

seklindedir. Bu y = f (D) grafiginin y = 1 dogrusunu D = 1,72368 de kestigine

dikkat ediniz. Bu deger verilen kiiciiltme katsay1 degerlerine gore fraktalin boyu-

tudur. Moran denklemi ile elde edilen sekil ise asagidaki gibidir:

Sekil 4.10 Moran denklemi modeli.

4.3.6 Fraktal Boyutun Teorik Olarak Hesaplanmasi

X uzay1 soyut bir uzay olsun d : X x X — R metrik fonksiyonu olmak iizere

(X, d) metrik uzay1 tam olsun. X in bog olmayan kompakt alt kiimelerinin uzay1
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da H (X) ile gosterilsin. Fraktallar H (X) uzaymda tanimlansm. Bir ¢ > 0 sayist
i¢in € yarigapli, x,, merkezli bir yuvar B (z,,e) ve A € H (X) i¢in N (A,e) = M
(M en kiigiik pozitif tamsay1) dyle ki

AC CﬁlB (T, €)

n=

olsun.

Tanim 4.3.6.1: A € H(X) ve (X,d) metrik uzay olsun. Her bir ¢ > 0 i¢in
N (A, ¢), yarigap1 € olan ve birlesimleri A y1 6rten yuvarlarin sayisinin en kiigiigii

olmak iizere
In(N (A

hm n ( ( - Y 6))

e—0 ]n( )

£

=D
limiti varsa bu degere A kiimesinin fraktal boyutu denir (Aslan ve Ufuktepe 2002).

Teorem 4.3.6.1: (X, d) bir tam metrik uzay ve A € H(X),c>0ve 0 <r <1

icine, =cr", n=1,2,... olsun. Eger
In(N (A, e,
(N (4,5)

limiti varsa A kiimesinin fraktal boyutu D dir (Aslan ve Ufuktepe 2002).

=D

Teorem 4.3.6.2 (Kutucuk Sayma Teoremi): A, H (R™) nin bir 6gesi ve A bir

kenari 2% olan kapali kare bi¢imli kutularla 6rtiilmiis olsun. N, (A), A y1 érten ve

bir ayrit1 2% olan kutularin sayisinin en kiiciigiinii gostersin. Eger

o OV (4)
A ey

limiti varsa A nin fraktal boyutu D dir (Aslan ve Ufuktepe 2002).

Ornek 4.3.6.1: A C R? olmak iizere A herhangi bir kare olsun. N; (A) = 4,
Ny (A) =16, ..., N, (A) = 4" ise, Teorem 4.3.6.2 geregince
D = lim

n—oo In (2”)

dir (Ufuktepe ve Aslan 2002).
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Fraktal boyut hesaplamada kullanilan diger bir yontem "pergel boyut" adi verilen
bir egrinin (kiy1 seridi, yeryiizii uzunlugu gibi...) boyutunu l¢gmek igin kullanilan

yontemdir.

Bir kiy1 geridinin uzunlugu bir pergelin r adim agilmasi ve N (r) ile gosterilen adim-
larin sayilmasiyla olciilebilir. Bir kiy1 gseridinin uzunlugu bir tur i¢in gereken r adim
pergel agilisi ve N (r) ile ifade edilen adimlarin sayisi ile olgiilebilir. Kiy1 seridi

uzunlugu

olarak verilir.

Tablo 4.2 Pergel boyutu hesaplanan kiy1 seridi degerleri.

r N L=No|lnr |InL

200 | 6 1200 5.30 | 7.09
100 | 14 | 1400 4.61 | 7.24
80 |20 | 1600 4.38 | 7.38
40 | 46 | 1840 3.69 | 7.52
20 | 112 | 2240 3.00 | 7.71

Tablo 4.2 de farkh r agiliglar i¢in L kiy1 geridi uzunlugunu ve N adim sayilari
gostermektedir. Pergelin acilisi kiiciildiikge olgiilen uzunlugun biiytidiigii aciktir.
Eger kiy1 seridi sinirli uzunluga sahipse » — 0 iken L, L, sabit degerine yaklagir.

Ancak r azaldikca L sabit bir degere ulagmaz.

Tablo 4.2 deki degerler

L(r)=r'"Pr

kuralini saglayan bir dogru itizerinde uzamr. Dy burada pergel boyuttur. Izlanda

kiy1 seridi boyutu

~ —0.27= Dr =1.27
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Bu sekildeki boyut hesaplamasi ile dogal nesnelerin fraktal boyutu hesaplanabilir.
Ciinkii bu pergel boyut ile Hausdorff boyut tahmin edilebilir. Ornegin Koch egrisi,
esit pergel boyut ve Hausdorff boyuta sahiptir (Kraft 1995).

4.3.7 Dolambachlik Derecesi

Kiiciik bir 6lcii birimi a olarak segilsin. Daha sonra dolambach bir ¢izginin uzunlugu
a cinsinden 6l¢iilsiin Kabul edelim ki a 6l¢iisii NV defa kullanilmis olsun. Yani toplam
ol¢ii Na olur. Buna gore dolmabagh ¢izginin dolambaglilik derecesi

log N
D = lim 08 T
a—0 loga

()

elde edilir. Olgiilen toplam uzunluk Na ise

1 D—-1
()
a

olur. Bu da o¢lgii birimi olan a nin azalmasi halinde 6lciilen Na uzunlugunun nasil

ile verilir. Buradan

arttigini gosterir.

4.4 Fraktallarda Bulunan Simetriler
4.4.1 Yansiyan (Ayna) Simetri

Simetrinin en yaygin seklidir. Bir geklin kendisi ile yansimasi estir. Bu yansimada
seklin bicimi ve boyutu degismez, seklin yonii ters ¢evrilir ve yeri degigir. Bu simetri
verilen geklin bir dogruya gore katlandiginda aymisinin diger tarafta esit mesafede
ctkmasidir. Buradaki dogruya da simetri ekseni denir. Ornegin yaprak, kelebek ve

insan yiizli yansiyan simetriktir.

Sekil 4.11 Kelebek yansiyan simetriktir.
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4.4.2 Donme

Bir sekil, bir nokta etrafinda dondiiriildiigiinde o nokta déonme merkezidir ve donme

ile geklin boyutu, bicimi degismez sadece yonii degisebilir.

Bir gekil kendi merkezi etrafinda dondiiriildiigiinde 360° den kiigiik acili donmelerde
en az bir defa kendisiyle cakisiyorsa bu sekil dénme simetrisine sahiptir. Dénmeye

ornek olarak buz kristali ve kar tanesi verilebilir.

Sekil 4.12 Kartanesi donme simertiye sahiptir.

4.4.3 Oteleme

Bir nesnenin bir yerden bagka yere belli bir dogrultu ve yonde yaptigi kayma hareke-
tine oteleme denir. Oteleme hareketi sonunda nesnenin geldigi yer goriintiisiidiir.
Seklin durusu, bigim ve boyutlar: aymi kalir. Bir seklin kendisi ile teleme altindaki
goriintiisii estir. Bu tiir simetrilere 6teleme simetrisi denir. Aym zamanda tteleme

bakigina sahip bir cisim kendi etrafinda dondiiriildiigiinde goriiniimii ayni kalir.

Sekil 4.13 Oteleme simetri gosteren bir agac dali.

4.4.4 Biiyiitme Simetrisi

Digerlerine gore daha az rastlanan biiyiitme altinda bir simetridir. Fraktal sekle ne

kadar yaklagirsak yaklagalim hemen hemen hi¢ degismez.
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5 FRAKTAL TiPLERI

5.1 Kompleks ve Rastgele (Random) Fraktallar

Fraktallar sonsuz detaya sahip olduklar i¢in tam ve dogru olarak hesaplanama-
zlar. Bu yiizden bilgisayar uygulamalarinda belli bir duyarlilik hesaba katilarak
fraktal yaklasim saglanabilir. Istenilen ¢oziiniirliik seviyesi, ekran tizerindeki piksel-
lerin sayisi ve iglemde gegen kisaltmalar cercevesinde belirlenir (Peigen and Saupe
1988). Rastgele fraktallar genelde dogayi simiile etmede kullanilan ve yapilarinda
gelisigiizellik barindiran yontemlerle elde edilir. Bir rastgele fraktalin tiim 6lcek-
lerinde rastgelelik olmalidir, rastgele olmayan parcalar kendine benzer degildir. Bu

tip fraktallar daha ¢ok dogada goriiliir (Falconer 2003).

Rastgele fraktallar karmasik bir topolojik yapiya ve "fraktal perkolasyon" olarak bi-
linen istatistiksel kendine benzerlige sahiptir. Degisen parametreler kritik bir degere
dogru yaklagtik¢a topolojik yap1 degisir (Falconer 2003). Rastgele fraktallarin en
onemli ornekleri agaclardir. Bir agac bir govdeye onun iizerinde cogalan ince dallara
sahiptir ve agacin bir dalim inceledigimizde o dal parcasi sekil olarak agacin kendine

benzemektedir. Agacin geometrisi bir diizensizlik, rastgelelik ve kaos icermektedir.

Matematiksel fraktallar: inceleyen Mitchell Feingenbaum fraktallar ile kaos arasinda
yakin bir iligki oldugunu gostermistir. Dogadaki kaos karmagik yapinin ortaya ¢ik-
masi saglayan "catallasma" denilen mekanizma ile sistemin yeni dallara ayrilmasi
ve farkli yonlere gelisimin olmasidir. Kaos da kaliplar yoktur, birbirinin benzeri olsa
da hicbir sey ayni degildir, her parga ayr1 bir yol izlese de ortak olarak bir biitiinii

geligtirirler. Hicbir parca digerinin olusumunu ¢nlemedigi gibi birbirine destek olur.

Fraktal geometri ile karmagik ve dinamik olaylar1 da kurgulamak miimkiindiir. Bir
iklim bilimci olan Edward Lorenz atmosferde olusan riizgar, firtina, tayfun, gibi
dinamik hava akimlarimi kurgulayan bir model gelistirmigtir. Bu modeli bilgisa-
yarda calistirinca mevsimler boyunca olusan farkli atmosferik olaylar yaziciya sayisal
olarak aktarilmaktadir. Giiniin birinde Lorenz basglangic zamanlar1 sadece birkag

dakika farkli olan iki ¢iktiy1 karsilagtirmay1 diigtinmiistiir. Bu iki ¢iktinin uzun stireli
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sonuclarinda pek az fark bulunacagini tahmin etmigtir. Oysa ki sonuglarda biiyiik
farklar ortaya giktigini gormiigtiir. Ayni durum birbirine yakin segilen herhangi iki
baglangic zamaninda tekrarlanmaktadir. Baslangic zamanlarindaki kiigiik farklar
siire uzadikca artar ve tiimiiyle 6nceden belirlenmesi olanaksiz hale doniisiir. Iste
bu bir fraktaldir ve tarihi s6z soylenmigtir: "Pekin’de bir kelebegin kanat ¢irpigi New

York’ta ¢ok biiyiik bir firtinaya neden olabilir."

Sekil 5.1 Lorenz fraktali.

Lorenz’in denklemleri kendi tizerlerine donerek olustuklarindan siireksiz adimlar iger-
mektedir. Ortaya cikan sonugclar siirekli fonksiyon olarak c¢izildiginde bir kelebegin
kanatlarina benzeyen goriintii ortaya ¢ikar. Bu gekil "Lorenz fraktali" veya "Lorenz
tuhaf gekicisi" olarak adlandirilmigtir. Bu fraktal karmaga kuraminin basglangicini
olugturmaktadir. Firtinal riizgarlar, tayfunlar, borsa hareketleri, zarlarin yuvar-
lanig1, kalbin fibrilasyona girmesi gibi ¢ok farkl olaylar karmasa kurami ile agik-
lanabilmektedir. Lorenz fraktalina baktigimizda sz konusu dinamik merkezin iki
merkez etrafinda dolandigim fakat her yoériingenin bir ¢ncekinden farkli oldugunu
gormekteyiz. Bu tiir ¢ekici merkezlere anlam verilemediginden bunlara "tuhaf ce-
kici" denilmigtir. Bu cekiciler zaman icinde kendini asla tekrar etmeyen fraktal

karmagikliga sahiptir.
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5.2 Geometrik Fraktallar
5.2.1 Von Koch Egrisi

Koch egrisi Helge Von Koch tarafindan 1904 yilinda ortaya atilmistir. Van Koch

egrisi her yerde siirekli fakat hi¢bir yerde siirekli olmayan bir egridir.

Bir dogru pargasi ile baglanir. Dogru pargasi {i¢ esit parcaya ayrilir, ortadaki parca
atilip atilan parca tistiinde digsa dogru bir eskenar iiggen kurulur. Boylece dort eg

dogru parcasindan olusan bir kirik ¢izgi olusturulur. Olusan bu parcaya motif denir.

1

5 uzunlukta 4 pargadan

Eger ilk parca 1 birim uzunlugunda segilirse motif her biri
4

olusur. Sonugta elde edilen motifin uzunlugu 3 olur. Benzer sekilde 4 parcadan

her birine aym islem uygulanarak her parcada birer motif elde edilir. Bu son halde

4 x 4 =16 es dogru parcasi yer alir.

Bu egrinin toplam uzunlugu % = (%)2 olur. Benzer sekilde bir adim daha devam

edilirse ficiincii adimda 4% = 64 dogru parcasi elde edilir. Her birinin uzunlugu

(%)3 = 2% olan eg dogru parcasindan olusan bir egridir. Bu egrinin toplam uzunlugu

64.2—17 = (%")3 olur.

N0:1,L0:1
N1=4,L1=1/3
N, =16, L, = 1/9

Sekil 5.2 Elde edilen Von Koch egrisi.

Von Koch egrisi fraktalinin boyutu D = llzg(ll\f j ile hesaplanir. Burada L kiiciiltme
o8\

katsayist N benzer parca sayisidir. Ilk motife gére Ny =4, Ly = % oldugundan

D log 4

= =1,26...
log 3 ’



Ikinci motife gore Np = 16 = 4%, L, = § = 35 oldugundan

1 2
_ og4 _ log 4 1.9
log3? log3
log4 __ log4?

olur. Dolayiisiyla D = = ... = 1,26... bulunur (Hacsalihoglu ve Yaz

2002).

log3 = log32

5.2.2 Ters Kar Tanesi

Ters kar tanesi fraktali Koch kar tanesi fraktalinin ilging bir degisimi olacaktir.

I. Adim: Biiyiik bir eskenar iicgen cizilir.

II. Adim: Ucgenin bir kenar ii¢ esit parcaya boliiniir ve ortadaki parca atilir. Bu
parcalardan bir tane daha bulunarak V geklinde ekleyip cikarilan yeni {icgenin igine
dogru doldurulur, iicgenin geri kalan iki kenarina da aym islem uygulanir. Boylece
bir firildak sekli elde edilir.

III. Adim: Bu yontem firildakta yer alan yeni tiggenlerle tekrarlanir (Hacisalihoglu

ve Yaz 2002). Boylece yukaridaki sekiller dizisi elde edilir.

Ters kar tanesinin boyutu D = 1,26... dir. Bu durum beklendik bir durumdur.
Ciinkii bu fraktallarin formiilleri aymidir. Fakat ters kar tanesinde ticgenler ice dogru

olugsmaktadir.

Sekil 5.3 Ters kar tanesi.

5.2.3 Sierpinski Ucgeni

13. y.y. da yagamig bir ressam tarafindan ortaya cikarilan fraktal, 1915 yilinda Wa-
claw Sierpinski tarafindan tanimlanmigtir. Sierpinski ticgeni fraktallarin ilk 6rnegidir
ve tremalarla olugturulur. Trema(yer degistiren parcalar) fraktal olugturulurken

atilan parcalara denir.
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— 54

Sekil 5.4 Sierpinski tiggeni.

Sierpinski iiggeninin tremalarla olusumu soyledir: Kenar uzunluklar: 1 birim olan
bir eskenar iicgen alimir. Bu iicgen Sy olsun. Ucgenin kenarlarmm orta noktalar: bir-
lesmek suretiyle iicgen birbirine eg iicgenlere ayrilir. Ortada olusan iiggen cikartilip
atilir. Olusan 3 eg iiggenin kenar uzunluklar: % dir. Ortadaki iiggeni attiktan sonra
geriye kalan kiimeye S; denilirse S; C Sy dir. Geri kalan 3 ti¢genin her biri kenar
uzunluklar: ;11 olan eskenar iicgenlere ayrilir ve ortada kalan parcalar atilir. Kalan
kiimeye S, denirse Sy C Sy dir. Bu sekilde devam edilirse bir S, dizisi elde edilir.

Bu S, dizisinin limitine S dersek bu limit Sierpinski Ucgenidir. Dizi azalandir yani,
Sop 2512522 ...

dir. Dolayisiyla limit

5= kQNSk
arakesitidir. Sj, kiimesi 3* tane birbirine es eskenar ticgenden olusur. Bu iicgenlerin
herbirinin kenar uzunlugu (%)k dir. Bu nedenle Sy nin toplam alam

() 2

tiir. k& — oo icin S*¥ — 0 dir. Bu demektir ki Sierpinski ticgeninin toplam alani 0 dur.

S) da 3* tane iicgen vardir, bunlardan herbirinin 3 kenar1 vardir ve bu kenarlarin

herbirinin uzunlugu da (%)k dir. Bu nedenle S nin toplam uzunlugu en azindan

3F.3. (%)k dir. k£ — oo toplam uzunluk oo a gider. Yani S nin toplam uzunlugu co

dur (Yolagan 2008).
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3% parcadan olusan kiiciiltme katsayisi (%)k Sierpinski Ucgeninin boyutu

log 3

s ()

_ log3

D—

~ log?2
==1,58

dir.

Blaise Pascal’in ortaya koydugu Pascal ii¢geni ile Sierpinski iiggeni arasinda da iligki
vardir. Pascal ti¢ggenin i¢inde Sierpinski ticgeni bulunur. Pascal iiggeni i¢indeki tek
ve ¢ift sayilar farkli renge boyanirsa Pascal tiggeninden Sierpinski ii¢geni elde edilmig

olur.

.
B, o

TN

Sekil 5.5 Pascal Ucgeni.

5.2.4 Uclii Cantor Bulutu

Kiimeler teorisinin kurucusu kabul edilen Alman matematik¢i George Cantor tarafin-
dan 1883 yilinda agiklanan Cantor bulutu ilging 6zelliklere sahiptir. Daha sonra bu
kiime Hausdorff tarafindan kesirli boyut i¢in bir 6rnek olarak secilmistir. Mandel-
brot Cantor’un bu kiimesine "Cantor tozu" adini vermistir. Buradaki toz kelimesi
boyutun sifir olmasini ifade eder. Cantor bulutunun ilging ozelliklerinden bazilar

sunlardir:
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. n_inci adimda kalan araliklar: veren bir iterasyon ile kurulabilir.
. Bog kiime degildir.
. Sayilamaz sonsuz bir kiimedir.

. Her adimda atilan iigte birlik araliklarin toplam uzunlugu 1 dir.

. Tam metrik bir uzaydir ve tamamen sinirh bir kiimedir.

1
2
3
4
5. Kapali bir kiimedir.
6
7. Higbir yerde yogun degildir.
8

. Hig i¢ noktas1 yoktur.

Sekil 5.6 Cantor bulutu.

Cantor bulutunun tremalarla olusturulan yapis: su sekildedir: Uclii Cantor bulutu R
reel sayilar dogrusunun bir alt kiimesidir. Ilk olarak bir yaklasim dizisi tanimlansin.
Bir Cy = [0,1] C R kapal aralig: ile baglanilsin. Bu kapali aralik ii¢ egit pargaya

ayrilip ortadaki parca atilsin. Elde kalana C denilirse

o]

olur. C; deki [O, %} ve[%, 1} parcalarinin her birini ayr1 ayr ii¢ esit pargaya ayrilip

ve her birinde benzer gekilde ortadaki parga atilsin. Elde kalana C5 denilirse

1 2 1 2 7 8
= = - = - = -1
=g o] [55] 0[5
oldugu goriiliir. Boyle devam edilirse Cy, C1, Cs, ..., C), dizisi elde edilir. Bu dizinin
n — oo i¢in limitine C' dersek C' ye {iclii Cantor bulutu denir. Sekilde goriildigii

gibi azalan bir

Co2C1 20, D ...

dizisi s6z konusudur. O halde dizinin limiti C ise C} larin arakesiti olarak

C= nNCy

keN
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alinabilir.

C}, kiimesi, her birinin boyu (%)k olan 2* tane ayrik ve kapal dogru parcalarindan
olugmaktadir. O halde Cj nin toplam uzunlugu, bu dogru pargalarinin uzunluk-

larinin toplami olup (%)k dir. k£ — oo i¢in limit,

2\
i (3) =0

dir. O halde Cantor bulutunun toplam uzunlugu sifirdir.

Bu kiimenin boyutuna bakilirsa kiiciiltme katsayisi (%)k olan 2¥ parcadan olusan

Cantor bulutunun boyutu

log 2%
1k

(5)

_ klog2

~ klog3

= 0, 62989

D=

log

olarak bulunur.
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6 DOGANIN FRAKTAL GEOMETRISI

Evren Oklid’in tanimladig1 geometri gibi diizgiin degildir. Dogada gordiigiimiiz cogu
sey lineer olmamakla birlikte kendiliginden meydana gelen olaylarin her birinde ben-
zerlik vardir. Bu benzerlik nasil olusmaktadir? Dogadaki kendiliginden meydana
gelen olaylar belli bir katsayinin birbiri iizerine eklenmesiyle gergeklesir yani fraktal

yapinin ozelliklerini gosterir.

Dogadaki nesneler tamamen Oklid geometrisine ait ya da tamamen fraktal geometriye
ait olmasa da bigimlerin karmagik yapisimi fraktal geometri araciligi ile incelemek
miimkiindiir. Yerkiireyi 6-7 defa dolagabilecek kan damarlarini ve bir futbol sa-
has1 kadar alan kaplayan akciger hava keseciklerini, 2 metreyi agkin uzunluga sahip
DNA molekiiliiniin 100 trilyon hiicremizin her birindeki birka¢ mikrometrelik ¢ekird-
egin i¢ine paketlemesinin ardinda fraktal geometri kurallar1 vardir. Kendi iizerine
doniigiim iceren fraktal yapilar sadece duragan resimler olarak kargsimiza ¢ikmazlar,
dogada hareket halinde olan yapilarm davramsmi da aciklarlar. Ornegin mercan-
lar ve siingerlerin olugumu, yiikselen dumanin karmasik goriintiisii dinamik fraktal-

lardir.

Ik bakildiginda karmagik (kaotik) gibi goriinen dogadaki olusumlarm yapisinda
sadelik ve basitlik oldugunu soyleyebiliriz. Dogadaki her karmaganin i¢inde bir diizen
bulunmasi durumuna "kaos" denilmektedir. Her ne kadar kaosda diizensizlik artsa
da sistemin tiimii ya da en kiiciik parcasi kendi i¢cinde bir diizene sahiptir. Yine de
dogadaki fraktal geometrinin en tnemli 6zelligi baglangi¢ sartlarina hassas bagllik,
sonsuz karmagiklik ve kendine benzerliktir. Doganin fraktal sisteminde ¢ok yakin
baglangic sartlar1 bile ¢ok farkli sonuclar verebilir. Bu olaya karmasa kuraminda

"kelebek etkisi" denir.

Dogadaki fraktal gekiller dogal bir siire¢ sonunda ortaya ¢ikmigtir. Bagka bir deyisle
doga bir cesit kendiliginden olgek degismezligi gosteren yapilar olusturmaktadir.
Dogadaki mevcut bu siirecin bilim adamlari tarafindan modellendirilmesi fraktal
sekillerin nasil olustugunu anlamamiza yardim etmektedir. Fraktal geometri yasami

kavramamizi ve etrafimizda var olan gesitliligi fark etmemizi saglar.
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Dogadaki fraktallar hemen hemen fraktal 6zelligi gosterir. (iinkii kendine benzerlik
ozelligi gosterseler de tam kendine benzerlik 6zelligi gostermezler. Ayrica dogal frak-
tallar sonlu olgek araliklarinda meydana gelir halbuki matematiksel fraktallar teorik
olarak sonsuzdur. Dogadaki fraktallar yeryiiziinden gokyiiziine ve hatta yasayan
varliklara kadar her yerde bulunabilir. Daglar farkedilir kendine benzer fraktallar
oldugu kadar erozyonlarin olusturdugu kanyonlar da kendine benzerdir. Simsek, bu-
lutlar, kartanesi de kendine benzer modellerdir. Aga¢ kabugu, damarlar, agaclar,
egrelti otu, brokoli gibi canlilar da fraktal 6zelligi gosterir. Ornegin agaclar birgok
tipinde dal ve koklerdeki sacaklanma bigimleriyle, dallarin yan dallara ayrilma bi¢im-
lerinin, yapraklarin ¢ikis noktalarimin ve yapraklar iizerindeki damarlarin dallanig
bigimlerinin her birine benzer bir kalip izledigini gorebiliriz. Daha carpici bir 6rnek
atom-alt1 diizeyidir. Bu diizeyde ulagtigimiz mikroalem ¢ok biiyiik mesafelerle bir-
birinden ayrilmig bilesenlerden olusan bir bosgluktur. Yapisinda biktirici ve binlerce
tekrara dayali matematiksel altyapiya ragmen fraktallar ozellikle giiniimiiz yazilim

teknolojisinin nimetleriyle birlesince daha yayginlagmis durumdadir.

Dogada en net gorebilecegimiz dogal fraktal kar tanesidir. Bu model dogal fraktal-
larin en basit modelidir. 1904’ te Helge Von Koch kar tanesini ortaya atmistir. Kar

tanesinin ¢evre uzunlugu sonsuzdur fakat simirladigr alan sonludur.

Sekil 6.1 Koch kar tanesi.
Yeryiiziinde ozdes iki kar tanesi yoktur. Kar tanesi fraktali asagidaki asamalarla

olusturulabilir:

Adim 1: Kenar uzunluklar1 1 birim olan bir egkenar ti¢gen alinir.
Adim 2: Her kenar esit ii¢ pargaya boliiniir ve ortadaki parcanin iistiine eskenar

iiggen olusturulur, ortadaki parca cikarilip atilir.
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Adim 3: Adim 2 deki islem yeni olusan ticgenlere de uygulanir. Islem sonsuza kadar

devam ettirilir.

Altinci adimda Sekil 6.1 elde edilir. Normalde geometrik bir geklin gevresi ne kadar
biiyiirse alan1 da o kadar biiyiir fakat kar tanesinin ¢evre uzunlugu sonsuzdur, karak-
teristik ozelligi de budur. Koch kar tanesinin boyutu daha ¢nce hesapladigimiz ters

kar tanesinin boyutu ile aynidir.

Dogadaki karmasik yapilar1 az sayida kurallardan iiretebilecek bir arac olarak Lin-

denmayer sistemleri (L-Sistemler) kullanimaktadur.

6.1 Lindenmayer Sistemleri (L-Sistemler)

L-sistemler biyolojist Aristid Lindenmayer tarafindan bilgisayar ortaminda bitki
modellenmesi yapmak amaciyla ve basit organizmalarla ilgili caligmalarina taslak
olarak 1968’de ortaya konmustur. L-sistemler karmasik yapilar: az sayida kurallar-

dan iiretebilecek bir arag olarak nitelendirilebilir.

Bir L-sistem bitki gibi dallanip budaklanan yapilar1 modellemeye yarayan yeniden
yazma, sistemleridir. Simiilasyon, aksiyom adi verilen bir baslangi¢ anahtar ke-
limesinden, her bir harf ya da sembol L-sistemde tanimlanan kurallar kullanilarak
bagka bir sembolle ya da ciimlecikle yer degistirerek boylece yeni bir ciimle elde
edilmektedir. Bu amagla kurallar istenildigi kadar uygulanmakta elde edilen ciimle
Kaplumbaga Grafigi (Turtle Graphics) ad1 verilen grafiksel yorumlama yontemi kul-

lanilarak grafiksel bir goriintiiye doniistiiriillmekte ve ekranda gosterilmektedir.

L-sistemler G = (V, W, P) gibi bir iiglii ile tanimlanabilir. Burada:

V' =Degisken degerlerden olusan bir noktalar kiimesidir.

P =Bir iiriin kiimesidir. P iiriinii @ — v olarak yazilir ve her a sartinda v yi yaz
anlamina gelir. Boylece bir semboliin yerine karsilik gelen semboller gecer. Eger a

sembolii i¢in hig¢bir iirtin tamimlanmamigsa sembol sabit kalir. Yani a — a olur.

Tanim 6.1.1: (dL-Sistem) Eger her bir sembol i¢gin kesin olarak bir iiriin varsa

L-sistemlere dL-sistem adi verilir.
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Ornek 6.1.1: {a,b,c} ; a, {pr=a— ab, py = b — ac} olmak iizere olusacak L-

sistem

Wy = a
w; = ab
wy = abac

ws = abacabe

olarak elde edilir. Bu dizi kaplumbaga grafikleri kullanilarak cizilebilir. Uzayda
L-sistemler kullanarak sekil iiretme, L-sistemlerinin iirettigi ctimlelere karsilik gelen
geometrik sekiller (dogru pargasi, silindir,...) tanimlamakla gergeklesebilir. Turtle
bir dizinin geometrik agiklamasini ¢izme aracidir. (x,y,«) seklindeki siral ile ifade

edilir. x,y diizlemdeki konumu « agis1 da yonii gosterir.

Turtle grafigi ise agagidaki sembollerle olusturulur.

F' = d uzunlugunda bir dogru ¢izdirir.

f = d adim dogru cizmeden ilerle anlamindadir.

+ = § agist kadar sola dondiiriir. Konumu (x,y, o + §) olarak degistirir.

— = § aqis1 kadar saga dondiiriir. Konumu (z,y,« — §) olarak degistirir. Grafik

¢izilmeye d ve ¢ ile baglanir.

Ornek 6.1.2: Asagidaki verilenlere gore kaplumbaga grafigi yardimiyla Koch egrisini

olugturunuz.
(B 6,+,—), F, {p: F-F+F—-F—-F+F}, §=90°
n=0=F

Sekil 6.2 n=0 igin olugturulan Koch egrisi.

n=1=—=F+F-F-F+F
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Sekil 6.3 n=1 igin olugturulan Koch egrisi.

n=2=F+F-F-F+F+F-F+F—-F-F+F-F+F—-F-F+F+F

Sekil 6.4 n=2 igin olusturulan Koch egrisi

n=3=F+F-F-F+F+F+F-F—-F+F-F+F-F+F-F-F+F+F+
F-F-F+F+F+F-F—-F+F+FP+F—-F—-F+F—-F—-F+F—-F—-F+F+
F+F-F-F+F-F+F-F-F+F+F+F-F-F+F-F+F—-F—-F+F—
F+F-F+F-F—-F—-F+F+F+F—-F—-F+F-F+F—-F-F+F+F+F—
F-F+F-F+F-F—-F+F—-F-F+F+F+F—-F—-F+F+F+F—-F—-F+F+
F+F-F-F+F-F-F+F-F-F+F-F+F-F-F+F+F+F-F-F+F

Sekil 6.5 n=3 igin olugturulan Koch egrisi.

Bir bitki fraktal da agagidaki gibi L-sistemler yardimiyla elde edilir. Bitki elde

"

edilirken kullamilan"]" ve "[" komutlar1 herhangi bir andaki pozisyon ve yonii bir

yere saklayip daha sonra o pozisyon ve yone tekrar donmeyi saglar. Bu komutlardan
birincisi herhangi bir andaki pozisyon ve yonii depolamaya ikincisi de buna erismeye

imkan saglar.

Ornek 6.1.3: (X, F,+,—,],)), {X = F - [[X]+ X]|+ F[+FX]| - X, F — FF},

0 = 25° verilerine gore fraktal bitkiyi olugturunuz.

n = 6 i¢in agagidaki fraktal bitki olusur:
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Sekil 6.6 n = 6 igin fraktal bitki.

6.2 Dallanmis Fraktallar

Dallanmuis fraktallara kan damarlari, dere yataklari, simsekler, agac¢ dallar1 6rnek ver-
ilebilir. Olcekten bagimsiz olarak tekrarlayan basit bir dallanma siireci ile olusurlar.
Kan damarlar1 aorttan baglayarak kilcal damarlara kilcal damarlar da daha kiigiik
damarlara ayrilir ve dallanarak devam eder. Akcigerlerimiz yaklasik 100 m? yiizey
alanh dallanmig fraktaldir. Bu fraktal sistemi nefes borusunun akcigerlerde iki dala
ayrilmasiyla baglar ve akcigerin i¢inde daha kiiciik dallara ayrilarak brongcuk denilen
en kiiciik torbalara kadar devam eder. Akcigerin bu yapis1 bir agacla biiyiik benzer-
lik gosterir. Aym sekilde beyin hiicrelerimiz hatirlama, hayal etme ve algilamamiz

icin oldukca karmagik dallardan olugmustur.

Sekil 6.7 Akcigerler.
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Insan viicudu da dallanmis bir yapidadir. Viicudumuzda boyun, kollar ve bacak-
larimiz olmak tizere 5 dallanmig yap1 vardir. Ayni zamanda eller ve ayaklarda da 5

dallanmis yap1 bulunur. Dolayisiyla insan viicudu da fraktal 6zelligi gosterir.

Bilgisayarda modellenen doga fraktallar1 tam olarak dogadakilerle 6zdes olmasa bile

benzerdirler. L-sistemler dallanmig fraktallar: olusturmada kullanigh bir yontemdir.

Sekil 6.8 Insan viicudu ve kan damarlar fraktal 6zellik gosterir.

Bitki fraktallarin olusumuna ait diger bir yolda Pisagor agaci yoludur. Bu yola frak-
tal golgelik de denir. Bu yontem, dogrularin ayrilmasindan ibaret ve dallanmaya ¢ok
benzerdir. Dogrular yerine kareler ve ticgenler kullanilarak asagidaki sekle benzer

bir olusum ortaya cikar.

Sekil 6.10 Pisagor agaci.

Bu tip bitki fraktallarinin en énemli 6zelligi u¢ noktalarinin irtibatl olusudur. Dal-

larin ug noktalar1 bir yiizey tizerinde birlesir.
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6.3 Spiraller

Spiraller dogada ¢ok gesitli 6lceklerde bulunan diger genel fraktaldir. Biyolojik spi-
raller bitkilerde ve hayvan ailelerinde canli olmayan spiraller ise galaksilerde yildiz

olusum modellerinde ve hortumda goriiliir.

Sekil 6.11 Dogada bulunan bir logaritmik spiral.

Tiim fraktallar basit tekrarlarla, bilegsen genigleme ve her yerde spiral olugmasi i¢in
yeterli donme ile olusturulabilir. Kasirga, suyun buharlagmasi ve yogunlagmasi ile
atmosferde kendi kendine olusan bir spiraldir. Diger bir spiral olan galaksi yiiz

milyon yildizdan olusan en biiyiik dogal spiraldir.

Dogada goriilen spirallerin 6zel bir tipi logaritmik (esagilh) spirallerdir. Ilk olarak 17.
y.y. da Descartes tarafindan ortaya atilmistir. Daha sonra en kapsamli aragtirmayi

yapan kisi Jakob Bernoulli bu spirallere "mucizevi spiral" adin1 vermistir.

Sekil 6.12 Logaritmik Spiral.

Kutupsal koordinat sisteminde logaritmik spiral su sekilde ifade edilir:

burada a, b gercel parametreler, e Euler sayisidir. Ayni egitlik

o)
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seklinde de yazilabilir. Parametik formda ayni egri

z (t) = ae® cos (t)

y (t) = ae’ sin (t)
denklem ciftiyle ifade edilir.

Logaritmik spiralin bir 6zelligi orjinden ¢ikan her dogrunun spirali ayni agiyla kesme-
sidir. Yani orjinden gegen her dogru spirali kestigi her noktada spirale teget gecen
dogruyu ayni aciyla keser. Logaritmik spirale es acili denilmesinin sebebi budur. Bu
ozellik /
(r(®).r" (0)) 1

= arctan —

I (@) @) b

formiiliiyle ifade edilebilir. Formiilde b yi sifir aldigimizda orjinden ¢ikan dogrular

¢ = arccos

spirali hep dik kesecektir, yani spiral a yaricaplh bir gemberdir. Aym sonug¢ kutupsal

gosterimde b sifir alinarak da goriilebilir.

Orjinden ¢ikan herhangi bir dogrunun logaritmik spirali kestigi noktalar bir geometrik
dizi halinde birbirinden uzaklagirlar. Her bir noktanin orjine uzakligi bir énceki nok-

tanin orjine uzaklhigimin e katidir.

Logaritmik spiral iizerinde sabit bir noktadan hareket edip spiral boyunca orjine
dogru ilerlersek orjine varmadan énce c¢evresini sonsuz kere turlamak gerekir fakat

alinacak mesafe sonludur.

T,/ cos (¢)

denklemi logaritmik spiralin bulundugu diizlemin 6lcegini degistirmek spirali orjin
cevresinde dondiirmek demektir. n € Z olmak iizere Slgegi e?"™ kadar biiyiitmek
veya kiiciiltmek spiralin orjin ¢evresinde n tam tur dénmekle ayni seydir ve orjinal

spirali verir. Dolayisiyla logaritmik spiral basit bir fraktal crnegidir.

Dogada birbirinden farkli logaritmik spiral 6rnegi vardir. Spiral galaksilerin kollar:
logaritmik spiral seklindedir, Notilus'un kabugu logaritmik spiral seklindedir. Tropik

kasirgalar logaritmik spiral seklindedir.
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Sekil 6.13 Kasirga ve tayfunlar logaritmik spirallerdir.

6.4 Bir Bulutun Fraktal Boyutunu Hesaplama

Adim 1: Belli bir ¢ yarigapina sahip bulutu tamamiyla 6rtecek minimum gember
say1st hesaplanir. Bu iglem degisik € degerleri igin gerceklestirilir ve her bir ¢ degerine

karsilik gelen gcember sayisini gosteren bir tablo hazirlanir.

Tablo 6.1 Boyutu tahmin edilecek bulutu orten € yarigapindaki ¢emberlerin minimum sayisi.

€ N (A4,¢)
-3 2
-2 3
1,5 |4
1,2 |6
-1 7
-0,75 | 10
-0,5 16
-0,4 23
0,3 |31
—0,015 | 267

Adim 2: Ik adimda olusturulan tablodan yararlanilarak In (1) ve buna karsgilik gelen

In (N (A, ¢)) degerlerinden olugan yeni bir tablo hazirlanir.
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In(%) | In(N(45¢)
1,1 ]0,69
0,69 | 1,09
0,405 | 1,39
0,182 | 1,79
0 1,95
0,29 2,30
0,693 2,77
0,916 3,13
1,204 | 3,43
4,2 9,99

Tablo 6.2 Tablo 6.1 deki verilere kargilik gelen degerler.

Adim 3: Adim 2 de belirlenen In (1) degerleri z eksenine In (N (4, ¢)) degerleri y
eksenine yerlegtirilerek belli bir x degerine karsilik gelen y degerleri isaretlenir.
Adim 4: Bu noktalardan gegen dogru cizilir, bu dogrunun egimi fraktal boyutu verir

(Kantarc1 1994).

6.5 Niifus Artmasi

Geligsmekte olan iilkelerde hizli niifus artiginin neden oldugu problemler diisiiniiliirse
niifus artiginin analiz edilmesinin 6nemi ortaya ¢ikmaktadir. Gegtigimiz yiizyilda
Thomas Maltus teorisinde her bir neslin, niifusun biiyiime oranina baglh olarak belli
zamanlarda arttigini ifade eder. Bu durum matematiksel olarak , biiyiime yiizdesi

r ve niifus sayis1 P olmak iizere
P=(1+4r).p

biciminde ifade edilir. Ornegin r = % ise niifus %50 artacaktir. Bu teoriye gore niifus
sonsuz miktarda artacaktir. Cevrenin kabul edebilecegi miimkiin olan maksimum
niifusun 1 oldugu diisiiniiliirse P sayis1 0 ile 1 arasindadir. Niifus 1 e yaklagtiginda,
biiytime orani 0 a yaklagir.Bu (1 — p) ile ¢arpilarak elde edilebilir.. Bu bigimde P e 1

e yaklagtiginda, biiyiime orani 0 a yaklagan bir sayi ile carpilacaktir. Boylece biiyiime
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oraninin 7 (1 — p) olmasi gerektigi elde edilir. Bu yukaridaki formiilde kullanihirsa

P=[1+4r(1-p)]p
P=p+pr—rp?

P=(14+7)p—rp

elde edilir. Bu formiil ile uzun bir zaman periyodundan sonraki niifus belirlenebilir.
Ornegin 0 < r < 2 iken niifus 1 olur ve orada kalir. Bastaki deger ka¢ aliirsa
alinsin r 2.25 oldugunda niifus 1.17 ve 0.72 arasinda siirekli degisecektir. r sayis1 2.5
iken niifus 1.22, 0.54, 1.16 ve 0.70 arasinda degisir. r 2.5 oldugunda 8 farkl deger
arasinda degigecektir. r yiikseltildiginde 16 farkli deger arasinda degisecektir. Yani r
biiyiitiildiigiinde niifus 2 katina gikar. Buna "dallandirma" ad verilir (Hacisalihoglu

ve Yaz 2002).

Sekil 6.14 Dallanma

Yukaridaki sekilde 7 nin 1.9 ile 3 arasindaki tiim degerler igin niifus degerlerinin

isaretlenmesiyle elde edilen fraktal goriilmektedir.
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