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1. GİRİŞ 

Reel sayılar kümesinde türev ve integral operatörleri analizin iki temel içeriğidir. Benzer 

olarak tam sayılar kümesinde de toplam ve fark operatörleri de ayrık analizin iki temel 

içeriğidir. Genellikle türev veya integral operatörleri n-inci mertebeden bir fonksiyona 

uygulanabilir burada n tamsayıdır ve 
𝒅𝒏𝒇(𝒙)

𝒅𝒙𝒏
, ∆𝒏𝒇(𝒙) şeklinde gösterilir.  

Aslında kesirli analiz, türev veya integral operatörlerinin mertebelerinin keyfi sayılar 

olabildiğini ifade eder. Örneğin bir fonksiyonun 1 2⁄ -inci mertebeden türevi veya √3- 

üncü mertebeden integrali gibi.  

Kesirli analiz uygulamalı matematiğin bir dalıdır, keyfi mertebeden türev ve integrallerle 

ilgilidir. Bunların uygulamaları fen, mühendislik, uygulamalı matematik ve diğer dallarda 

görülür. 𝐷 =
𝑑

𝑑𝑥
 operatörünü içeren diferansiyel analizin özellikleri ile fark operatörü 

olarak bilinen ∆𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 1) − 𝑓(𝑥) operatörünü içeren ayrık kesirli analizin 

özellikleri arasında bir benzerlik olduğu bilinir. Aynı benzerlik kesirli ve ayrık kesirli 

analizin operatörleri arasında da vardır.  

Kesirli analizin kökleri yaklaşık 3 yüzyıl önce L-Hospital’den Leibniz’e gönderilen bir 

mektupla ekildi. Burada L-Hospital 𝑛 = 1 2⁄  ise 
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
⁄  ’ in anlamı hakkında bir soru 

ortaya çıkardı. Leibniz’ in 30 Kasım 1695 tarihli mektuba cevabı ile kesirli analiz 

hakkındaki araştırmalar başlamış oldu.  

Sonra John Bernoulli’nin cevabı ile birlikte, Leibniz genel mertebelerin türevlerini 

ispatladı. Leibniz 1 2⁄  mertebeden türevin ifadesine 𝑑
1
2⁄ 𝑦 gösterimini kullandı. Kesirli 

türevler birçok farklı içerikle ispatlandı. Liouville, Riemann, Grünward ve Letnikov 

tarafından kesirli türevler, kesirli analiz ile ilgili çalışmalar için genel tanımlar olarak 

literatürde yerini aldı. 

𝐷𝛼𝑓 mertebeden kesirli türev, kapsamlı bir şekilde düşünülmesine rağmen, kesirli 

mertebeden fark yıllardır daha az dikkat çekti. Kesirli mertebeden farklar  ilk defa Kuttner 

tarafından ispatlandı. Miller ve Ross (1993) kesirli mertebeden fark ve toplam 

operatörlerini tanımladı ve kesirli fark denklemleri teorisinin gelişimine birçok makale 

ve kitapla katkıda bulundu. 
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Bu katkıların yardımıyla kesirli türev matematikte birçok çalışma alanı bulmuştur. Türev 

içeren eşitsizlikler üzerine kesirli türev ile ilgili çalışmalar yapılmıştır. Bu eşitsizliklerden 

biride Opial eşitsizliğidir. Opial eşitsizliği Z. Opial tarafından elde edilmiştir. 

Teorem 1.1: Eğer 𝑓 ∈ 𝐶1[0, 𝑎] ile 𝑓(𝑎) = 𝑓(0) = 0 ve (0, 𝑎) üzerinde 𝑓(𝑥) > 0 olsun. 

O zaman 

∫|𝑓(𝑥)𝑓 ′(𝑥)|𝑑𝑥 ≤
𝑎

4
∫ (𝑓 ′(𝑥))

2

𝑑𝑥

𝑎

0

𝑎

0

 

 

𝑎

4
  sabiti mümkün olan en iyi sayıdır (Opial 1960 ). 

Daha sonra birçok yazar tarafından Opial eşitsizlikleri üzerine çalışmalar yapılmıştır. 

Ayrıca G.A. Anastassiou kesirli türev içeren Opial eşitsizlikleri ile ilgili çalışmalar 

yapmıştır (Anastassiou 1998, 1999, 2008, 2009, Anastassiou et al. 2001, 2002a, b). Bu 

tezde G. A. Anastassiou tarafından yapılan iki ayrı çalışma incelendi (Anastassiou et al. 

2001, Anastassiou 2008). Bu çalışmalar kesirli türevler için Opial eşitsizliklerini 

içermektedir.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

𝑅𝑒 𝛼 > 0 ve 𝑓, 𝐽′ = (0,∞) da parçalı sürekli ve 𝐽 = [0,∞) sınırlı alt aralıkta 

integrallenebilir olsun. O zaman 𝑡 > 0 için 𝛼 −inci mertebeden Riemann-Liouville 

kesirli integrali aşağıdaki şekildedir.  

𝐷0 𝑡
−𝛼𝑓(𝑡) =

1

Γ(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜉)𝛼−1𝑓(𝜉)𝑑𝜉

𝑡

0

                                      (2.1) 

Dirichlet Formülü: Eğer 𝐺(𝑥, 𝑦), [𝑎, 𝑏] × [𝑎, 𝑏] de sürekli ise,  

∫𝑑𝑥

𝑏

𝑎

∫𝐺(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

𝑥

𝑎

= ∫𝑑𝑦

𝑏

𝑎

∫𝐺(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

𝑏

𝑦

                                     (2.2) 

yazılabilir.   

Bununla birlikte ∫ 𝐺𝑑𝑦
𝑥

𝑎
 ve ∫ 𝐺𝑑𝑥

𝑏

𝑦
 integralleri mevcut, öyle ki, sıradan veya Riemann 

integraline genişletilebilir olmak üzere eğer 𝐺 sürekli değilse genel şartlar altında 

integrasyonun mertebesinde değişiklik yapmak zordur.    

𝐹, Öklid düzleminde sürekli ve 𝛼, 𝛽, 𝛾 pozitif sayılar olsun. O zaman 

     ∫(𝑡 − 𝑥)𝛽−1𝑑𝑥

𝑡

𝑎

∫(𝑦 − 𝑎)𝛼−1(𝑥 − 𝑦)𝛾−1𝐹(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

𝑥

𝑎

 

= ∫(𝑦 − 𝑎)𝛼−1𝑑𝑦

𝑡

𝑎

∫(𝑡 − 𝑥)𝛽−1(𝑥 − 𝑦)𝛾−1𝐹(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

𝑡

𝑦

                   (2.3) 

yazılır (Miller and Ross 1993).   

Eğer 𝑎 = 0, 𝛼 = 1 ve 𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥)𝑓(𝑦) ise (2.3) aşağıdaki şekilde olur.  

     ∫(𝑡 − 𝑥)𝛽−1𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑡

0

∫(𝑥 − 𝑦)𝛾−1𝑓(𝑦)𝑑𝑦

𝑥

0

 

= ∫𝑓(𝑦)𝑑𝑦

𝑡

0

∫(𝑡 − 𝑥)𝛽−1(𝑥 − 𝑦)𝛾−1𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑡

𝑦

                          (2.4) 

2.1 Kesirli İntegraller  



4 

 

𝑛 −katlı  

∫∫ ∫ ⋯

𝛾2

𝑎

𝛾1

𝑎

∫ 𝑓(𝛾𝑛)𝑑𝛾𝑛𝑑𝛾𝑛−1⋯𝑑𝛾2𝑑𝛾1

𝛾𝑛−1

𝑎

𝑥

𝑎

                                     (2.5) 

integrali göz önüne alınsın. Bu (2.5) integralinde integrasyon sınırı ve buna bağlı olarak 

integralin sırası değiştirildiğinde  

𝑎 < 𝛾1 < 𝑥                                                    𝛾2 < 𝛾1 < 𝑥 

𝑎 < 𝛾2 < 𝛾1                                                  𝛾3 < 𝛾2 < 𝑥 

𝑎 < 𝛾3 < 𝛾2                                                  𝛾4 < 𝛾3 < 𝑥 

⋯                                                                     ⋯ 

𝑎 < 𝛾𝑛−2 < 𝛾𝑛−3                                         𝛾𝑛−1 < 𝛾𝑛−2 < 𝑥 

𝑎 < 𝛾𝑛−1 < 𝛾𝑛−2                                         𝛾𝑛 < 𝛾𝑛−1 < 𝑥 

𝑎 < 𝛾𝑛 < 𝛾𝑛−1                                              𝑎 < 𝛾𝑛 < 𝑥 

 

∫∫ ∫ ⋯

𝛾2

𝑎

𝛾1

𝑎

∫ 𝑓(𝛾𝑛)𝑑𝛾𝑛𝑑𝛾𝑛−1

𝛾𝑛−1

𝑎

⋯𝑑𝛾2𝑑𝛾1

𝑥

𝑎

= ∫𝑓(𝛾𝑛)⋯(∫(∫𝑑𝛾1

𝑥

𝛾2

)𝑑𝛾2

𝑥

𝛾3

)⋯𝑑𝛾𝑛

𝑥

𝑎

 

elde edilir.  

Bu yeni sınırlara göre, (2.5) integrali yeniden düzenlendiğinde,  

∫∫ ∫ ⋯

𝛾2

𝑎

𝛾1

𝑎

∫ 𝑓(𝛾𝑛)𝑑𝛾𝑛𝑑𝛾𝑛−1

𝛾𝑛−1

𝑎

⋯𝑑𝛾2𝑑𝛾1

𝑥

𝑎

= ∫𝑓(𝛾𝑛)⋯(∫(∫𝑑𝛾1

𝑥

𝛾2

)𝑑𝛾2

𝑥

𝛾3

)⋯𝑑𝛾𝑛

𝑥

𝑎

 

                                                                              = ∫𝑓(𝛾𝑛)⋯(∫(𝑥 − 𝛾2)𝑑𝛾2

𝑥

𝛾3

)⋯𝑑𝛾𝑛

𝑥

𝑎

 

                                                                              = ∫𝑓(𝛾𝑛)⋯(∫
(𝑥 − 𝛾3)

2

2

𝑥

𝛾4

𝑑𝛾3)⋯𝑑𝛾𝑛

𝑥

𝑎

 

          ⋯ 

                                                                              =
1

(𝑛 − 1)!
∫𝑓(𝛾𝑛)(𝑥 − 𝛾𝑛)

𝑛−1𝑑𝛾𝑛

𝑥

𝑎

 

bulunur. Şayet burada,  

(𝑛 − 1)! = Γ(𝑛) 

olduğu göz önüne alınırsa; (2.5) ile ifade edilen 𝑛 −katlı integral,  
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∫∫ ∫ ⋯

𝛾2

𝑎

𝛾1

𝑎

∫ 𝑓(𝛾𝑛)

𝛾𝑛−1

𝑎

𝑑𝛾𝑛𝑑𝛾𝑛−1⋯𝑑𝛾2𝑑𝛾1

𝑥

𝑎

=
1

Γ(𝑛)
∫𝑓(γ𝑛)(𝑥 − 𝛾𝑛)

𝑛−1𝑑𝛾𝑛

𝑥

𝑎

           (2.6) 

şeklinde yeniden yazılır (Özen 2003, Özen ve Öztürk 2004). (2.6) eşitliğinin sağ 

tarafındaki 𝑛, pozitif bir tamsayıdır. Bununla birlikte Γ fonksiyonu, tamsayılar dışında da 

ifade edilebildiğinden 𝑛 nin tamsayı olmaması durumunda da (2.6) eşitliğinin sağ tarafı 

için bir tanım verilebilir.  

Tanım 2.1.1: 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿1(𝑎, 𝑏) olsun. Bu durumda,  

(Ι𝑎+
𝛼 𝑓)(𝑥) =

1

Γ(𝛼)
∫𝑓(𝑡)(𝑥 − 𝑡)𝛼−1𝑑𝑡

𝑥

𝑎

               ,     𝑥 > 𝑎 

(2.7) 

(Ι𝑏−
𝛼 𝑓)(𝑥) =

1

Γ(𝛼)
∫𝑓(𝑡)(𝑥 − 𝑡)𝛼−1𝑑𝑡

𝑏

𝑥

               ,     𝑥 < 𝑎 

integrallerine 𝛼 > 0 için 𝛼 −inci mertebeden kesirli integral denir. Bu integraller genel 

olarak Riemann-Liouville kesirli integralleri olarak bilinir (Özen 2003, Özen ve Öztürk 

2004).  

Örnek 2.1.2:  

𝑓(𝑡) = (𝑡 − 𝑎)
1

2 ve 𝛼 =
1

2
 olması durumunda Riemann-Liouville kesirli integrali 

hesaplansın. 

(Ι𝑎+
𝛼 𝑓)(𝑥) =

1

Γ(𝛼)
∫𝑓(𝑡)(𝑥 − 𝑡)𝛼−1𝑑𝑡

𝑥

𝑎

               ,     𝑥 > 𝑎 

integralinden,  

(Ι
𝑎+

1
2 𝑓) (𝑥) =

1

Γ (
1
2
)
∫(𝑡 − 𝑎)

1
2(𝑥 − 𝑡)−

1
2𝑑𝑡

𝑥

𝑎

 

eşitliği yazılabilir. Şayet bu eşitlikte,  

Γ (
1

2
) = √𝜋  ve  𝑡 = 𝑎 + (𝑥 − 𝑎)𝜏 değişken değiştirmesi yapılırsa verilen integral,  

(Ι
1
2𝑓) (𝑥) =

1

√𝜋
∫((𝑥 − 𝑎)𝜏)

1
2(𝑥 − 𝑎)−

1
2(1 − 𝜏)−

1
2(𝑥 − 𝑎)𝑑𝜏

1

0
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                  =
(𝑥 − 𝑎)

√𝜋
∫𝜏

1
2(1 − 𝜏)−

1
2𝑑𝜏

1

0

                         

şekline dönüşür. Burada,  

𝛽(𝑝, 𝑞) = ∫𝑥𝑝−1(1 − 𝑥)𝑞−1𝑑𝑥

1

0

 

şeklindeki 𝛽 fonksiyonu göz önüne alındığında, verilen integral aşağıdaki şekilde 

olacaktır.  

𝛽(𝑝, 𝑞) = ∫𝑥𝑝−1(1 − 𝑥)𝑞−1𝑑𝑥

1

0

=
Γ(𝑝)Γ(𝑞)

Γ(𝑝 + 𝑞)
 

(Ι
1
2𝑓) (𝑥) =

(𝑥 − 𝑎)

√𝜋
∫𝜏

1
2(1 − 𝜏)−

1
2𝑑𝜏

1

0

 

=
(𝑥 − 𝑎)

√𝜋
𝛽 (
3

2
,
1

2
) 

=
(𝑥 − 𝑎)

√𝜋

Γ (
3
2) Γ (

1
2)

Γ (
3
2 +

1
2)

 

=
(𝑥 − 𝑎)

√𝜋

1
2 Γ (

1
2) Γ (

1
2)

1!
 

=
(𝑥 − 𝑎)

√𝜋

1

2
√𝜋√𝜋 

=
√𝜋(𝑥 − 𝑎)

2
 

 

Buradan,  

𝑓(𝑡) = (𝑡 − 𝑎)
1
2 

fonksiyonunun 𝛼 =
1

2
−inci mertebeden kesirli integralinin,  

√𝜋(𝑥 − 𝑎)

2
 

olduğu görülür.  

Örnek 2.1.3:   𝑓(𝑡) =
√𝜋(𝑥−𝑎)

2
    ve  𝛼 =

1

2
   için Riemann-Liouville integrali hesaplansın.  
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(Ι
1
2𝑓) (𝑥) =

1

Γ (
1
2)
∫
√𝜋(𝑥 − 𝑎)

2
(𝑥 − 𝑡)−

1
2𝑑𝑡

𝑥

𝑎

 

                  = ∫
1

2
(𝑥 − 𝑎)𝜏(𝑥 − 𝑎)−

1
2(1 − 𝜏)−

1
2(𝑥 − 𝑎)𝑑𝜏

1

0

 

                  =
(𝑥 − 𝑎)

3
2

2
∫ 𝜏(1 − 𝜏)−

1
2𝑑𝜏

1

0

 

                  =
(𝑥 − 𝑎)

3
2

2
𝛽 (2,

1

2
) 

                  =
(𝑥 − 𝑎)

3
2

2

Γ(2)Γ (
1
2)

Γ (
5
2)

 

                  =
(𝑥 − 𝑎)

3
2

2

1! √𝜋

3
2
1
2 Γ (

1
2)

 

                  =
(𝑥 − 𝑎)

3
2

2

4

3
 

                  =
2

3
(𝑥 − 𝑎)

3
2 

Örnek 2.1.2 ve Örnek 2.1.3’ten; bir fonksiyonun ard arda iki defa 𝛼 =
1

2
−inci mertebeden 

integrali alınırsa bu sonuç, fonksiyonun klasik integraline eşittir. 

2.2 Kesirli Türev 

Keyfi bir 𝑦 = 𝑓(𝑥) fonksiyonunun ardışık türevleri,  

𝑓(𝑥),
𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
,
𝑑2𝑓(𝑥)

𝑑𝑥2
,
𝑑3𝑓(𝑥)

𝑑𝑥3
, ⋯ ,

𝑑𝑛𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑛
, ⋯ 

olsun. Bu ardışık türevler keyfi bir fonksiyonun türevlenebilmesi şartı ile adı altındadır. 

Bir fonksiyonun 1 −inci mertebeden türevi yoktur, ama 2 −nci mertebeden türevi 

olabilir. Buradaki temel amaç 𝑛 bir pozitif tamsayı olmak üzere, 
𝑑𝑛𝑓

𝑑𝑥𝑛
 türevinin mertebesi 

olan tamsayı yerine kesirli bir sayı getirilerek yeni bir türevin nasıl tanımlanacağı 

şeklindedir.  
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Genel kesirli türevleri vermeden önce yarı  türev denen bir türev formülü elde edilerek 

bir uygulama yapılsın ve daha sonra daha genel kesirli türev formülü verilsin.  

Bunun için 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑘 şeklinde tanımlanan fonksiyonun 𝑘 pozitif bir tamsayı olmak üzere 

𝛼 −inci mertebeden türevine bakılırsa;  

𝑓(𝑥) = 𝑥𝑘                     ⟹                     𝑓′(𝑥) = 𝑘 ∙ 𝑥𝑘−1 

                                         ⟹                     𝑓′′(𝑥) = 𝑘 ∙ (𝑘 − 1) ∙ 𝑥𝑘−2 

                                         ⟹                     𝑓′′′(𝑥) = 𝑘 ∙ (𝑘 − 1) ∙ (𝑘 − 2) ∙ 𝑥𝑘−3 

                                                                    ⋮ 

                                         ⟹                     𝑓(𝑎)(𝑥) = 𝑘 ∙ (𝑘 − 1)⋯(𝑘 − (𝑎 − 1)) ∙ 𝑥𝑘−𝑎 

bulunur. Elde edilen bu son eşitlik, faktöriyel yarımıyla,  

𝑓(𝑎)(𝑥) =
𝑘!

(𝑘 − 𝑎)!
∙ 𝑥𝑘−𝑎 

şeklinde yazılabilir.  

Burada,  

Γ(𝛼) = (𝛼 − 1)! 

ifadesi kullanılırsa;  

𝑓(𝑎)(𝑥) =
Γ(𝑘 + 1)

Γ(𝑘 − 𝑎 + 1)
∙ 𝑥𝑘−𝑎 

eşitliği yazılır (Özen 2003, Özen ve Öztürk 2004). Artık elde edilen bu formal yapıda 𝑎 

sayısının pozitif bir tamsayı olması gerekmez.  

Örnek 2.2.1: 𝑘 = 2 ve 𝛼 =
1

2
 olması durumunda fonksiyonun 

1

2
−nci mertebeden 

türevine, diğer bir deyişle yarım türevine bakılırsa;  

𝑓(𝑥) = 𝑥𝑘  ⟹  𝑓(𝑥) = 𝑥2   ,   𝑎 =
1

2
 

𝑓(𝑎)(𝑥) =
Γ(𝑘 + 1)

Γ(𝑘 − 𝑎 + 1)
∙ 𝑥𝑘−𝑎 

𝑓(
1
2
)(𝑥) =

Γ(2 + 1)

Γ (2 −
1
2 + 1)

∙ 𝑥2−
1
2 

=
Γ(3)

Γ (
5
2
)
∙ 𝑥

3
2 



9 

 

=
2!

3
2 ∙
1
2 ∙ Γ (

1
2)
∙ 𝑥

3
2 

=
8

3√𝜋
𝑥
3
2 

olarak bulunur.  

𝑑
1
2

𝑑𝑥
1
2

(
𝑑
1
2𝑓

𝑑𝑥
1
2

) =
𝑑𝑓

𝑑𝑥
 

olması gerekeceğinden bu durum, aşağıda verilen örnekle gerçeklensin.  

Örnek 2.2.2:  

𝑓(
1
2
)(𝑥) =

8

3√𝜋
𝑥
3
2  , 𝑘 =

3

2
, 𝑎 =

1

2
 

(𝑓(
1
2
)(𝑥))

(
1
2
)

=
𝑑
1
2

𝑑𝑥
1
2

(
𝑑
1
2𝑓

𝑑𝑥
1
2

) 

=
𝑑
1
2

𝑑𝑥
1
2

(
8

3√𝜋
𝑥
3
2) 

=
8

3√𝜋

𝑑
1
2

𝑑𝑥
1
2

(𝑥
3
2) 

=
8

3√𝜋

Γ (
5
2)

Γ(2)
∙ 𝑥 

= 2𝑥 

Örnek 2.2.1 ve Örnek 2.2.2’den;  

𝑑
1
2

𝑑𝑥
1
2

(
𝑑
1
2

𝑑𝑥
1
2

𝑥2) =
𝑑
1
2

𝑑𝑥
1
2

(
8

3√𝜋
𝑥
3
2) = 2𝑥 

yazılabilir.  

𝑎 = 0 olması durumunda Riemann-Liouville kesirli integrali,  

(Ι𝛼𝑓)(𝑥) =
1

Γ(𝛼)
∫𝑓(𝑡)(𝑥 − 𝑡)𝛼−1𝑑𝑡

𝑥

0

 

şeklinde yazılabilir (Özen 2003, Özen ve Öztürk 2004).  
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Örnek 2.2.3:  

𝑓(𝑥) =
8

3√𝜋
𝑥
3
2 

fonksiyonunun 𝛼 =
1

2
−nci mertebeden kesirli integralinin 𝑓(𝑥) = 𝑥2 olduğu gösterilsin.  

(Ι𝛼𝑓)(𝑥) =
1

Γ(𝛼)
∫𝑓(𝑡)(𝑥 − 𝑡)𝛼−1𝑑𝑡

𝑥

0

 

(Ι
1
2𝑓) (𝑥) =

1

Γ (
1
2
)
∫

8

3√𝜋
𝑡
3
2(𝑥 − 𝑡)−

1
2𝑑𝑡

𝑥

0

 

=
8

3𝜋
∫𝑡

3
2(𝑥 − 𝑡)−

1
2𝑑𝑡

𝑥

0

 

Elde edilen bu integralde,  

𝑡 = 𝑢𝑥          ,          𝑑𝑡 = 𝑥𝑑𝑢 

değişken değiştirmesi yapılırsa;  

(Ι
1
2𝑓) (𝑥) =

8

3𝜋
∫(𝑢𝑥)

3
2(𝑥 − 𝑢𝑥)−

1
2𝑥𝑑𝑢

1

0

 

=
8

3𝜋
𝑥2∫𝑢

3
2(1 − 𝑢)−

1
2𝑑𝑢

1

0

 

olduğu görülür. Diğer yandan  

𝛽(𝑝, 𝑞) = ∫𝑥𝑝−1(1 − 𝑥)𝑞−1𝑑𝑥

1

0

=
Γ(𝑝)Γ(𝑞)

Γ(𝑝 + 𝑞)
 

eşitliği burada kullanılırsa;  

(Ι
1
2𝑓) (𝑥) =

8

3𝜋
𝑥2𝛽 (

5

2
,
1

2
) 

=
8

3𝜋
𝑥2
Γ (
5
2) Γ (

1
2)

Γ(3)
 

= 𝑥2 

olduğu görülür.  

Örnek 2.2.3 te yarım türevle yarım integralin ilişkisinin doğru olduğu gösterilmiş oldu. 

Şimdi de daha genel bir kesirli türev formülü için bir tanım verilsin.  



11 

 

Tanım 2.2.4: 0 < 𝛼 < 1 olmak üzere,  

𝑓(𝑥) =
1

Γ(𝛼)
∫𝜑(𝑡)(𝑥 − 𝑡)𝛼−1𝑑𝑡

𝑥

𝑎

          ,          𝑥 > 𝑎                         (2.8) 

şeklindeki Abel integral denklemi ele alınsın. Buradaki (2.8) integralinde 𝑥 yerine 𝑡, 𝑡 

yerine 𝑠 yazılırsa,  

𝑓(𝑡) =
1

Γ(𝛼)
∫𝜑(𝑠)(𝑡 − 𝑠)𝛼−1𝑑𝑠

𝑡

𝑎

                                                       (2.9) 

bulunur. Elde edilen bu (2.9) integralinin her iki yanı (𝑥 − 𝑡)−𝛼 ile çarpılarak 𝑎’dan 𝑥’e 

kadar integrali alındığında,  

∫(𝑥 − 𝑡)−𝛼𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

=
1

Γ(𝛼)
∫ [∫𝜑(𝑠)(𝑡 − 𝑠)𝛼−1𝑑𝑠

𝑡

𝑎

] (𝑥 − 𝑡)−𝛼𝑑𝑡

𝑥

𝑎

 

=
1

Γ(𝛼)
∫(∫𝜑(𝑠)(𝑡 − 𝑠)𝛼−1(𝑥 − 𝑡)−𝛼𝑑𝑠

𝑡

𝑎

)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

 

bulunur. Elde edilen bu eşitlikte Dirichlet formülü olarak bilinen 

∫(∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

𝑥

𝑎

)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= ∫(∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

𝑏

𝑦

)𝑑𝑦

𝑏

𝑎

                                  (2.10) 

eşitliği kullanılırsa;  

∫(𝑥 − 𝑡)−𝛼𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

=
1

Γ(𝛼)
∫𝜑(𝑠) [∫(𝑡 − 𝑠)𝛼−1(𝑥 − 𝑡)−𝛼𝑑𝑡

𝑥

𝑠

] 𝑑𝑠

𝑥

𝑎

              (2.11) 

elde edilir. (2.11) ifadesinin sağ tarafındaki iç integralde 𝑡 = 𝑠 + 𝜏(𝑥 − 𝑠) , 𝑑𝑡 =

(𝑥 − 𝑠)𝑑𝜏 değişken değiştirmesi yapılırsa;  

∫(𝑡 − 𝑠)𝛼−1(𝑥 − 𝑡)−𝛼𝑑𝑡

𝑥

𝑠

= ∫(𝑠 + 𝜏(𝑥 − 𝑠) − 𝑠)𝛼−1(𝑥 − 𝑠 − 𝜏(𝑥 − 𝑠))
−𝛼
(𝑥 − 𝑠)𝑑𝜏

1

0

 

                                               = ∫ 𝜏𝛼−1(1 − 𝜏)−𝛼𝑑𝜏

1

0

 

                                               = 𝛽(𝛼, 1 − 𝛼) 

                                               =
Γ(𝛼)Γ(1 − 𝛼)

Γ(1)
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olduğu görülür. Bu ifade (2.11)’de yerine yazıldığında;  

∫(𝑥 − 𝑡)−𝛼𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

= Γ(1 − 𝛼)∫𝜑(𝑠)𝑑𝑠

𝑥

𝑎

 

∫𝜑(𝑠)𝑑𝑠

𝑥

𝑎

=
1

Γ(1 − 𝛼)
∫(𝑥 − 𝑡)−𝛼𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

 

olur. Bu ifadenin her iki yanının 𝑥 e göre türevi alınırsa;  

𝜑(𝑥) =
1

Γ(1 − 𝛼)

𝑑

𝑑𝑥
∫(𝑥 − 𝑡)−𝛼𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

                                           (2.12) 

bulunur. Elde edilen (2.12) ifadesine 𝛼 −inci mertebeden fractional ya da kesirli türev 

denir (Özen 2003, Özen ve Öztürk 2004). Bu türev Riemann-Liouville türevi olarak da 

bilinir.  

Örnek 2.2.5:   𝛼 =
1

2
     ,     𝑓(𝑥) = 𝑥2     seçilirse;  

𝜑(𝑥) =
1

Γ(1 − 𝛼)

𝑑

𝑑𝑥
∫(𝑥 − 𝑡)−𝛼𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

 

=
1

Γ (1 −
1
2)

𝑑

𝑑𝑥
∫(𝑥 − 𝑡)−

1
2𝑡2𝑑𝑡

𝑥

0

 

=
1

Γ (
1
2)

𝑑

𝑑𝑥
∫(𝑥 − 𝑢𝑥)−

1
2𝑢2𝑥2𝑥𝑑𝑢

1

0

 

=
1

√𝜋

𝑑

𝑑𝑥
∫(1 − 𝑢)−

1
2𝑢2𝑥

5
2𝑑𝑢

1

0

 

=
1

√𝜋

𝑑

𝑑𝑥
𝑥
5
2𝛽 (

1

2
, 3) 

=
8

3√𝜋
𝑥
3
2 

bulunur.  

Tanım 2.2.6: 𝑓 fonksiyonu her sonlu (𝑎, 𝑥) aralığında sürekli ve integrallenebilir olsun. 

𝑚 ∈ ℕ,𝑚 − 1 ≤ 𝛼 < 𝑚 olmak üzere 𝑥 > 𝑎 için reel bir 𝑓 fonksiyonunun 𝛼 −inci 

mertebeden Riemann-Liouville kesirli türevi aşağıdaki şekildedir (Samko et al. 1993).   
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𝐷𝑅𝐿
𝛼 𝑓(𝑥) =

1

Γ(𝑚 − 𝛼)

𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
∫𝑓(𝑡)(𝑥 − 𝑡)𝑚−𝛼−1𝑑𝑡

𝑥

𝑎

                       (2.13) 

Tanım 2.2.7: 𝑚,𝑚 < 𝛼 < 𝑚 + 1 şartını sağlayan bir tamsayı, 𝑓 sürekli bir fonksiyon, 

𝑓(𝑘)(𝑥) (𝑘 = 1, 2,⋯ ,𝑚 + 1) türevleri de [𝑎, 𝑥] kapalı aralığında sürekli olsun. Bu 

taktirde 𝑓 fonksiyonunun 𝛼 −inci mertebeden Grünwald-Letnikov kesirli türevi  

𝐷𝐺𝐿
𝛼 𝑓(𝑥) = ∑

𝑓(𝑘)(𝑎)(𝑥 − 𝑎)−𝛼+𝑘

Γ(−𝛼 + 𝑘 + 1)
+

1

Γ(−𝛼 +𝑚 + 1)
∫𝑓(𝑚+1)(𝑡)(𝑥 − 𝑡)𝑚−𝛼𝑑𝑡

𝑥

𝑎

𝑚

𝑘=0

          (2.14) 

dir (Samko et al. 1993, Özen ve Öztürk 2004).  

Tanım 2.2.8: 𝑚,𝑚 − 1 < 𝛼 < 𝑚 olacak şekilde pozitif bir tamsayı, 𝛼 herhangi bir 

pozitif tamsayı ve 𝑓 fonksiyonu da 𝑚 defa sürekli diferansiyellenebilir olsun. Bu takdirde 

𝑓 fonksiyonunun 𝛼 −inci mertebeden Caputo kesirli türevi  

𝐷𝐶
𝛼𝑓(𝑥) =

1

Γ(𝑚 − 𝛼)
∫𝑓(𝑚)(𝑡)(𝑥 − 𝑡)𝑚−𝛼−1𝑑𝑡

𝑥

𝑎

                              (2.15) 

ile tanımlanır (Samko et al. 1993, Özen ve Öztürk 2004).  

Lemma 2.2.1: υ > 0 ve m = [υ] + 1 olsun. f ∈ L(0, x) fonksiyonunun integrallenebilir 

kesirli Dυf vardır ancak ve ancak 

             Dυ−kf ∈ C[0, x],    k = 1,… ,m   ve Dυ−1f ∈ AC[0, x]                                          (2.16) 

dır. Ayrıca f ∈ Ιυ(L(0, x)) ancak ve ancak f integrallenebilen kesirli türevi Dυf ‘e sahiptir 

ve 

                          𝐷𝜐−𝑘𝑓(0) = 0, 𝑘 = 1,… ,𝑚                                                               (2.17) 

koşulunu  sağlar. 

İspat:  (
d

𝑑𝑠
)
𝑘

Ι𝑚−𝜐𝑓 = (
𝑑

𝑑𝑠
)
𝑘

Ι𝑘−
(𝜐−𝑚+𝑘)𝑓 = 𝐷𝜐−𝑚+𝑘𝑓    kesirli türevi tanımının 

görünümü ve [𝜐 − 𝑚 + 𝑘] + 1 = 𝑘 olduğuna dikkat edelim. O zaman (2.16)’nın (1.4) ile 

eşdeğer ve (2.17)’nin (1.5) ile eşdeğerdir. (𝑘 = 𝑚 için (2.3.1)’de  𝐷υ−𝑚𝑓 = Ι𝑚−𝜐𝑓 şartı 

kullanıldı.) 
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(1.3) birleşik gösterimi kullanılarak kesirli integral ve türev için indeks kuralları aşağıdaki 

sonuçları gerektirir. 

Lemma 2.2.2: (Theorem 1.2.5 (Mitrinović et al. 1993)) İndeks kuralları 

Ι𝑢Ι𝑣𝑓 = Ι𝑢+𝑣𝑓 

aşağıdaki durumlarda geçerli olacaktır. 

(i) 𝑣 > 0, 𝑢 + 𝑣 > 0 ve 𝑓 ∈ 𝐿(0, 𝑥); 

(ii) 𝑣 < 0, 𝑢 > 0 ve 𝑓 ∈ Ι−𝑢(𝐿(0, 𝑥)); 

(iii) 𝑢 < 0, 𝑢 + 𝑣 < 0 ve 𝑓 ∈ Ι−𝑢−𝑣(𝐿(0, 𝑥)). 

Sonuç olarak 𝐷𝛾𝑓 kesirli türevi bize bir integral gösterimini verir (Handley et al. 2001). 

Teorem 2.2.1: υ > 𝛾 ≥ 0 olsun. 𝑓 ∈ 𝐿(0, 𝑥) fonksiyonu 𝐷𝜐𝑓 ∈ 𝐿∞(0, 𝑥) 

integrallenebilen kesirli türeve sahiptir ve 𝐷𝜐−𝑘𝑓(0) = 0, 𝑘 = 1,… , [𝜐] + 1 olsun. O 

zaman 

            𝐷𝛾𝑓(𝑠) =
1

Γ(𝜐 − 𝛾)
∫(𝑠 − 𝑡)𝜐−𝛾−1
𝑠

0

𝐷𝜐𝑓(𝑡)𝑑𝑡,   𝑠 ∈ [0, 𝑥]                                (2.18) 

dır. 

İspat: 𝐷𝛾𝑓(𝑠) =
1

Γ(𝜐−𝛾)
∫ (𝑠 − 𝑡)𝜐−𝛾−1
𝑠

0
𝐷𝜐𝑓(𝑡)𝑑𝑡 olup 𝐷𝛾𝑓(𝑠) = Ι𝜐−𝛾𝐷𝜐𝑓(𝑡) olduğunu 

gösterelim. 𝑢 = −𝛾 > 0  ve 𝑣 = −𝜐 < 0 olsun. (𝑢 − 𝜐 = −𝛾 𝑖𝑠𝑒 𝑢 + 𝑣 = −𝛾). Lemma 

2.2.1’e göre 𝑓 ∈ Ι−𝑣(𝐿(0, 𝑥))’dır. O zaman Lemma 2.2.2’nin (ii) durumundan 𝑢, 𝑣’in 

seçimi için indeks kuralları geçerlidir, yani; 

𝐷𝛾𝑓 = Ι−𝛾𝑓 = Ι𝑢+𝑣𝑓 = Ι𝑢Ι𝑣𝑓 = Ι𝜐−𝛾Ι𝑣𝑓 = Ι𝜐−𝛾𝐷−𝑣𝑓 = Ι𝜐−𝛾𝐷𝜐𝑓 

olup (2.18) bulunmuş olur. 

İki farklı fonksiyon içeren kesirli Opial eşitsizlikleri ile ilgili bilgiler verelim. Burada 

Riemann-Liouville kesirli türevini kullanacağız. Biz burada şu tür eşitsizliklerle 

ilgileniyoruz. 𝑥 ≥ 0 için; 
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∫𝑞(𝜔)[|(𝐷𝛾1𝑓1)(𝜔)|
𝜆𝛼|(𝐷𝜐𝑓1)(𝜔)|

𝜆𝜐 + |(𝐷𝛾1𝑓2)(𝜔)|
𝜆𝛼|(𝐷𝜐𝑓2)|

𝜆𝜐]𝑑𝜔

𝑥

0

 

≤ 𝐶(𝑥, 𝑞(𝜔), 𝜆1, 𝜐, 𝜆𝛼, 𝜆𝜐, 𝑝(𝜔), 𝑝). [∫𝑝(𝜔)[|(𝐷
𝜐𝑓1)(𝜔)|

𝑝 + |(𝐷𝜐𝑓2)|
𝑝]𝑑𝜔

𝑥

0

]

𝜆𝛼+𝜆𝜐
𝑝

 

fonksiyonları için 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐿1(0, 𝑥); 𝑝(𝜔), 𝑞(𝜔),
1
𝑝(𝜔)⁄ ∈ 𝐿∞(0, 𝑥) tüm üsler ve 

mertebelerde kesir vardır. Burada 𝐷𝛽𝑓, mertebesi 𝛽 ≥ 0 olan Riemann- Liouville kesirli 

türevi temsil eder. Ayrıca, kesirli diferansiyel eşitsizliklerin bir sistemi olan 

(𝐷𝜐𝑓𝑗)(𝑡) ≔ 𝐹𝑗(𝑡, {(𝐷
𝛾𝑖𝑓1)(𝑡)}𝑖=1

𝑟 , {(𝐷𝛾𝑖𝑓2)(𝑡)}𝑖=1
𝑟 ),  tüm 𝑡 ∈ [0, 𝑥] 

için 𝑗 = 1,2 ve 𝐷𝜐−𝑗𝑓𝑗(0) = 𝑑𝑖𝑗 ∈ ℝ, 𝑖 = 1, … , 𝑛 + 1 dir. Burada 𝑛 ≔ [𝜐], 𝜐 > 0 için 

integral parçasıdır. 

Kesirli analiz ile ilgili daha fazla bilgi için Kiryakova (1994), Oldham ve Spanier (2006) 

ve Podlubny (1999)’nin çalışmaları incelenebilir.  
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3. KESİRLİ TÜREVLER İÇİN OPIAL EŞİTSİZLİKLERİ 

Bu bölümde kesirli türevler içeren Opial tipli eşitsizlikler için bazı sonuçlar verilecektir. 

Bölüm boyunca 𝑥 > 0, 𝜐, 𝛾 ≥ 0 ve 𝑓 ∈ 𝐿(0, 𝑥) kabul edilecektir. Ayrıca 𝑘 = 1,… ,𝑚 

için  𝐷𝜐−𝑘𝑓 ∈ 𝐶[0, 𝑥] ve  𝐷𝜐−1𝑓 ∈ 𝐴𝐶[0, 𝑥] olacak şekilde 𝑓 fonksiyonunun 𝐷𝜐𝑓 

integrallenebilir kesirli türeve sahip olduğu kabul edilecektir. Daha sonra kesirli başlangıç 

değer problemleri için çözümün tekliği araştırılacaktır. 

Teorem 3.1: 𝑝, 𝑞 > 1 olmak üzere  
1

p
+

1

q
= 1 ve 𝛾 ≥ 0, 𝜐 > 𝛾 + 1 −

1

𝑝
 olsun. Ayrıca 𝑓 ∈

𝐿(0, 𝑥) fonksiyonu  𝑗 = 1,2, … , [𝜐] + 1 için 𝐷𝜐−𝑗𝑓(0) = 0 olacak şekilde 𝐷𝜐𝑓 ∈

𝐿∞(0, 𝑥) integrallenebilir kesirli türeve sahip olsun. 

O zaman, 

∫|𝐷𝛾𝑓(𝑠)𝐷𝜐𝑓(𝑠)|𝑑𝑠 ≤ Ω(𝑥)(∫|𝐷𝜐𝑓(𝑠)|𝑞𝑑𝑠

𝑥

0

)

2
𝑞𝑥

0

                                                 (3.1) 

dir. Burada, 

Ω(𝑥) =
𝑥(𝑟𝑝+2) 𝑝⁄

21 𝑞⁄ Γ(𝑟 + 1)((𝑟𝑝 + 1)(𝑟𝑝 + 2))
1 𝑝⁄

, 𝑟 = 𝜐 − 𝛾 − 1                    (3.2) 

dir. 

İspat: Φ(𝑡) = |𝐷𝜐𝑓(𝑡)| ve 𝑟 = 𝜐 − 𝛾 − 1 yazalım. 1 −
1

𝑝
> 0 olduğundan 𝜐 > 𝛾 olur 

ve Teorem 2.2.1 uygulanır. Ayrıca 𝑟 > −1 ve herhangi bir 𝑠 ∈ [0, 𝑥] için 

𝑡 → (𝑠 − 𝑡)𝑟 ∈ 𝐿(0, 𝑠)’dir. (2.18) ifadesinde Hölder eşitsizliği kullanılırsa; 

          |𝐷𝛾𝑓(𝑠)| = |
1

Γ(𝜐 − 𝛾)
∫(𝑠 − 𝑡)𝜐−𝛾−1𝐷𝜐𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑠

0

| 

≤
1

Γ(𝑟 + 1)
(∫|(𝑠 − 𝑡)𝑟|𝑝

𝑠

0

𝑑𝑡)

1
𝑝

(∫|𝐷𝜐𝑓(𝑡)|𝑞𝑑𝑡

𝑠

0

)

1
𝑞
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≤
1

Γ(𝑟 + 1)
(∫|(𝑠 − 𝑡)𝑟|𝑞𝑑𝑡

𝑠

0

)

1
𝑝

(∫Φ(𝑡)𝑞𝑑𝑡

𝑠

0

)

1
𝑞

 

≤
1

Γ(𝑟 + 1)

𝑠(𝑟𝑝+1) 𝑝⁄

(𝑟𝑝 + 1)1 𝑝⁄
(∫Φ(𝑡)𝑞𝑑𝑡

𝑠

0

)

1
𝑞

                                                                   (3.3) 

bulunur. Burada 𝑧(𝑠) = ∫ Φ(𝑡)𝑞
𝑠

0
 yazılır. O zaman (0, 𝑠) aralığında hemen hemen her 

yerde  𝑧 ′(𝑠) = Φ(𝑡)𝑞 olur. Böylece (0, 𝑥) aralığında hemen hemen her yerde 

|𝐷𝜐𝑓(𝑠)| = Φ(𝑡) = (𝑧 ′(𝑠))

1
𝑞
                                                            (3.4) 

olur. O halde, 

|𝐷𝛾𝑓(𝑠)| ≤
1

Γ(𝑟 + 1)

𝑠(𝑟𝑝+1) 𝑝⁄

(𝑟𝑝 + 1)1 𝑝⁄
(𝑧(𝑠))

1
𝑞                                                    (3.5) 

 dir. 

(3.4) ve (3.5) eşitsizlikleri taraf tarafa çarpılırsa; 

|𝐷𝛾𝑓(𝑠)𝐷𝜐𝑓(𝑠)| ≤
𝑠(𝑟𝑝+1) 𝑝⁄

Γ(𝑟 + 1)(𝑟𝑝 + 1)1 𝑞⁄
(𝑧(𝑠)𝑧 ′(𝑠))

1 𝑞⁄

 

olur. 

𝑠(𝑟𝑝+1) (𝑧(𝑠)𝑧 ′(𝑠))
1 𝑞⁄

 fonksiyonu  𝑟𝑝 + 1 ≥ 0 iken (0, 𝑥) aralığı üzerinde 

integrallenebilirdir ve (𝑧(𝑠)𝑧 ′(𝑠)), (0, 𝑥) üzerinde sınırlı ve ölçülebilirdir. Hölder 

eşitsizliğinden, 

∫(𝑧(𝑠)𝑧 ′(𝑠))
1 𝑞⁄

𝑑𝑠 ≤ (∫𝑠𝑟𝑝+1𝑑𝑠

𝑥

0

)

1
𝑝

(∫𝑧(𝑠)

𝑥

0

𝑧 ′(𝑠)𝑑𝑠)

1
𝑞𝑥

0
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                                       =
𝑥(𝑟𝑝+2) 𝑝⁄

(𝑟𝑝 + 2)1 𝑞⁄

𝑧(𝑠)2 𝑞⁄

21 𝑞⁄
 

bulunur. Sonuç olarak |𝐷𝛾𝑓(𝑠)𝐷𝜐𝑓(𝑠)|, 𝐷𝛾𝑓 ∈ 𝐴𝐶[0, 𝑥] ve 𝐷𝜐𝑓 ∈ 𝐿∞(0, 𝑥)’de 

integrallenebilirdir. 

Aşağıdaki sonuç bir önceki teoremin 𝑝 = 1 ve 𝑞 = ∞ olduğu uç noktalardaki durumlarını 

inceler. 

Teorem 3.2: 𝜐 > 𝛾 ≥ 0 olsun. Ayrıca 𝑓 ∈ 𝐿(0, 𝑥) fonksiyonu  𝑗 = 1,2, … , [𝜐] + 1 için 

𝐷𝜐−𝑗𝑓(0) = 0 olacak şekilde 𝐷𝜐𝑓 ∈ 𝐿∞(0, 𝑥) integrallenebilir kesirli türeve sahip olsun. 

O zaman, 

∫|𝐷𝛾𝑓(𝑠)𝐷𝜐𝑓(𝑠)|𝑑𝑠 ≤ Ω1 |𝐷𝜐𝑓(𝑠)|2𝑠∈[0,𝑥]
𝑒𝑠𝑠 𝑠𝑢𝑝                  

𝑥

0

                        (3.6) 

dir. Burada, 

Ω1 =
𝑥𝑟+2

Γ(𝑟 + 3)
,              𝑟 = 𝜐 − 𝛾 − 1 

dir. 

İspat: 𝑓(𝑡) = 𝑡𝜐 fonksiyonu için Gama fonksiyonunun bilinen özelliklerinden 

∫(𝑠 − 𝑡)𝑢−1𝑡𝑣−1𝑑𝑡 =
Γ(𝑢)Γ(𝑣)

Γ(𝑢 + 𝑣)
𝑠𝑢+𝑣−1

𝑠

0

,          𝑢, 𝑣 > 0 

dır. 

0 ≤ 𝑗 ≤ [𝜐] + 1,𝑚 = [𝜐] − 𝑗 + 1 ve 𝛼 = 𝜐 − [𝜐] olsun. O zaman 1 − 𝛼 > 0, 𝜐 + 1 > 0 

ve 

𝐷𝜐−𝑗𝑓(𝑠) =
1

Γ(1 − 𝛼)
(
𝑑

𝑑𝑠
)
𝑚

∫(𝑠 − 𝑡)(1−𝛼)−1𝑡(𝜐+1)−1𝑑𝑡

𝑠

0
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=
1

Γ(1 − 𝛼)

Γ(1 − 𝛼)Γ(𝜐 + 1)

Γ(𝑚 + 𝑗 + 1)
(
𝑑

𝑑𝑠
)
𝑚

𝑠𝑚+𝑗 

=
Γ(𝜐 + 1)

𝑗!
𝑠𝑗 

dir. O zaman 𝐷𝜐−𝑗𝑓(0) = 0, 𝑗 = 1, … , [𝜐] + 1 iken 𝐷𝜐𝑓(𝑠) = Γ(𝜐 + 1) 

𝑒𝑠𝑠 𝑠𝑢𝑝|𝐷𝜐𝑓(𝑠)|2 = Γ(𝜐 + 1)2 olur. 

O halde, 

𝐷𝛾𝑓(𝑠) =
Γ(𝜐 + 1)

Γ(𝜐 − 𝛾 + 1)
𝑠𝜐−𝛾  ve 𝐷𝜐𝑓(𝑠) = Γ(𝜐 + 1) 

olduğundan 

|𝐷𝛾𝑓(𝑠)𝐷𝜐𝑓(𝑠)| = |
Γ(𝜐 + 1)

Γ(𝜐 − 𝛾 + 1)
Γ(𝜐 + 1)𝑠𝜐−𝛾| 

∫|𝐷𝛾𝑓(𝑠)𝐷𝜐𝑓(𝑠)| ≤
Γ(𝜐 + 1)2

Γ(𝜐 − 𝛾 + 1)
∫ 𝑠𝜐−𝛾𝑑𝑠 

𝑥

0

𝑥

0

 

                                               =
Γ(𝜐 + 1)2

Γ(𝜐 − 𝛾 + 1)

𝑥𝜐−𝛾+1

(𝜐 − 𝛾 + 1)
 

                                               =
Γ(𝜐 + 1)2

Γ(𝜐 − 𝛾 + 2)
𝑠𝜐−𝛾+1 

                                               = Γ(𝜐 + 1)2
𝑥𝑟+2

Γ(𝑟 + 3)
 

olur. Böylece teorem ispatlanmış olur. 

Teorem 3.3: 0 < 𝑝 < 1 olmak üzere  
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 ve  𝜐 > 𝛾 ≥ 0 olsun. Ayrıca   𝑓 ∈ 𝐿(0, 𝑥) 

fonksiyonu 𝑗 = 1,2, … , [𝜐] + 1 için 𝐷𝜐−𝑗𝑓(0) = 0 olacak şekilde 𝐷𝜐𝑓 ∈ 𝐿∞(0, 𝑥) 

integrallenebilir kesirli türeve sahip ve (𝐷𝜐𝑓)−1 ∈ 𝐿∞(0, 𝑥) olsun. 
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O zaman, 

∫|𝐷𝛾𝑓(𝑠)𝐷𝜐𝑓(𝑠)|𝑑𝑠 ≥ Ω(𝑥)(∫|𝐷𝜐𝑓(𝑠)|𝑞𝑑𝑠

𝑥

0

)

2 𝑞⁄𝑥

0

                                    (3.7) 

dir. Burada,  

Ω(𝑥) =
𝑥(𝑟𝑝+2) 𝑝⁄

21 𝑞⁄ Γ(𝑟 + 1)((𝑟𝑝 + 1)(𝑟𝑝 + 2))
1 𝑝⁄

, 𝑟 = 𝜐 − 𝛾 − 1      

dir. 

İspat: 𝑟 = 𝜐 − 𝛾 − 1 ve Φ(𝑡) = |𝐷𝜐𝑓(𝑡)| yazalım. 0 < 𝑝 < 1, 𝑞 < 0 olsun. (2.18) 

eşitliğine ters Hölder eşitsizliği uygularsa (Mitrinović et al. 1993); 

|𝐷𝛾𝑓(𝑠)| =
1

Γ(𝜐 − 𝛾)
∫|(𝑠 − 𝑟)𝜐−𝛾−1𝐷𝜐𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

𝑠

0

 

≥
1

Γ(𝑟 + 1)
(∫((𝑠 − 𝑟)𝑟)𝑞𝑑𝑡

𝑠

0

)

1
𝑝

(∫|𝐷𝜐𝑓(𝑡)|𝑞𝑑𝑡

𝑠

0

)

1
𝑞

 

≥
1

Γ(𝑟 + 1)
(∫((𝑠 − 𝑟)𝑟)𝑞𝑑𝑡

𝑠

0

)

1
𝑝

(∫Φ(𝑡)𝑞𝑑𝑡

𝑠

0

)

1
𝑞

 

≥
1

Γ(𝑟 + 1)

𝑠(𝑟𝑝+1) 𝑝⁄

(𝑟𝑝 + 1)1 𝑝⁄
(∫Φ(𝑡)𝑞

𝑠

0

𝑑𝑡)

1
𝑞

 

olur. Burada 𝑧(𝑡) = ∫ Φ(𝑡)𝑞𝑑𝑡 ise 𝑧 ′(𝑡)
𝑠

0
= Φ(𝑡)𝑞 olur. 

|𝐷𝜐𝑓(𝑠)| = (𝑧 ′(𝑡))

1
𝑞
                                                                        (3.8) 

olup, 
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|𝐷𝜐𝑓(𝑠)| ≥
1

Γ(𝑟 + 1)

𝑠(𝑟𝑝+1) 𝑝⁄

(𝑟𝑝 + 1)1 𝑝⁄
(𝑧(𝑠))

1
𝑞                                       (3.9) 

dir. Burada (3.8) ve (3.9) ifadeleri taraf tarafa çarpılır ve integra edilirse; 

|𝐷𝛾𝑓(𝑠)𝐷𝜐𝑓(𝑠)| ≥
𝑠(𝑟𝑝+1) 𝑝⁄

Γ(𝑟 + 1)(𝑟𝑝 + 1)1 𝑝⁄
(𝑧(𝑠)𝑧 ′(𝑠))

1
𝑞
 

∫|𝐷𝛾𝑓(𝑠)𝐷𝜐𝑓(𝑠)|𝑑𝑠 ≥
1

Γ(𝑟 + 1)(𝑟𝑝 + 1)1 𝑝⁄
∫𝑠(𝑟𝑝+1) 𝑝⁄ (𝑧(𝑠)𝑧 ′(𝑧))

1
𝑞
𝑑𝑠

𝑥

0

𝑥

0

 

≥
1

Γ(𝑟 + 1)(𝑟𝑝 + 1)1 𝑝⁄
(∫𝑠𝑟𝑝+1𝑑𝑠

𝑥

0

)

1
𝑝

(∫𝑧(𝑠)𝑧 ′(𝑠)𝑑𝑠

𝑥

0

)

1
𝑞

 

≥
1

Γ(𝑟 + 1)(𝑟𝑝 + 1)1 𝑝⁄

𝑥(𝑟𝑝+2) 𝑝⁄

(𝑟𝑝 + 2)1 𝑝⁄

𝑧(𝑠)2 𝑞⁄

21 𝑞⁄
 

olur. 

Böylece; 

∫|𝐷𝛾𝑓(𝑠)𝐷𝜐𝑓(𝑠)|𝑑𝑠 ≥
𝑥(𝑟𝑝+2) 𝑝⁄

21 𝑞⁄ Γ(𝑟 + 1)((𝑟𝑝 + 1)(𝑟𝑝 + 2))
1 𝑞⁄

(∫|𝐷𝜐𝑓(𝑠)|𝑞𝑑𝑠

𝑥

0

)

2
𝑞𝑥

0

 

 

elde edilir. 

Teorem 3.4: 𝑝, 𝑞 > 1 olmak üzere  
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 ve 𝛾 ≥ 0, 𝜐 ≥ 𝛾 + 2 −

1

𝑝
 olsun. Ayrıca 

𝑓 ∈ 𝐿(0, 𝑥) fonksiyonu  𝑗 = 1,2, … , [𝜐] + 1 için 𝐷𝜐−𝑗𝑓(0) = 0 olacak şekilde 𝐷𝜐𝑓 ∈

𝐿∞(0, 𝑥) integrallenebilir kesirli türeve sahip olsun. 

O zaman, 

∫|𝐷𝛾𝑓(𝑠)𝐷𝛾+1𝑓(𝑠)|𝑑𝑠 ≤ Ω2

𝑥

0

(𝑥)(∫|𝐷𝜐𝑓(𝑠)|𝑞𝑑𝑠

𝑥

0

)

2
𝑞

                                       (3.10) 

 

dir. Burada, 
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                       Ω2 =
𝑥2(𝑟𝑝+1) 𝑝⁄

2(Γ(𝑟 + 1))
2
(𝑟𝑝 + 1)2 𝑞⁄

,       𝑟 = 𝜐 − 𝛾 − 1                              (3.11) 

dir. 

İspat: Φ(𝑡) = |𝐷𝜐𝑓(𝑠)| ve 𝑟 = 𝜐 − 𝛾 − 1 yazalım. Teorem 2.2.1’den biliyoruz ki 

Ι𝜐−𝛾𝐷𝜐𝑓 = Ι𝑢Ι𝑣𝑓 = Ι𝑢+𝑣𝑓 = Ι−𝛾𝑓 = 𝐷𝛾𝑓 dir ve kesirli integral tanımından 

|𝐷𝛾𝑓(𝑡)| ≤ 𝑈(𝑡) ≔ Ι𝑟+1Φ(𝑥),   |𝐷𝛾+1𝑓(𝑡)| ≤ Ι𝑟Φ(𝑥) 

elde edilir.  

 𝑈′(𝑥) = (Ι𝑟+1Φ(𝑡))
′

= Ι′Φ(𝑡) 

göz önüne alınır ve Hölder eşitsizliği kullanılırsa; 

∫|𝐷𝛾𝑓(𝑡)𝐷𝛾+1𝑓(𝑡)|𝑑𝑡 ≤

𝑥

0

∫𝑈(𝑡)𝑈′(𝑡)𝑑𝑡 =
1

2
𝑈2(𝑡) =

1

2
(Ι𝑟+1Φ(𝑥))

2
𝑥

0

 

=
1

2
(

1

Γ(𝑟 + 1)
∫(𝑥 − 𝑡)𝑟Φ(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

)

2

 

=
1

2(Γ(𝑟 + 1))
2 (∫(𝑥 − 𝑡)

𝑟Φ(𝑡)

𝑥

0

𝑑𝑡)

2

 

≤
1

2(Γ(𝑟 + 1))
2 (∫(𝑥 − 𝑡)

𝑟𝑝𝑑𝑡

𝑥

0

)

2 𝑞⁄

(∫Φ(𝑡)𝑞
𝑥

0

)

2 𝑞⁄

 

=
1

2(Γ(𝑟 + 1))
2

𝑥2(𝑟𝑝+1) 𝑝⁄

(𝑟𝑝 + 1)2 𝑞⁄
(∫Φ(𝑡)𝑞

𝑥

0

𝑑𝑡)

2 𝑞⁄

 

dir. Burada, 
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Ω2 =
𝑥2(𝑟𝑝+1) 𝑝⁄

2(Γ(𝑟 + 1))
2
(𝑟𝑝 + 1)2 𝑞⁄

,    Φ(𝑡) = |𝐷𝜐𝑓(𝑡)| 

 

dir. Böylece ispat tamamlanmış olur.  

Teorem 3.5: 𝛾 ≥ 0, 𝜐 > 𝛾 + 1 olsun. Ayrıca 𝑓 ∈ 𝐿(0, 𝑥) fonksiyonu  𝑗 = 1,2, … , [𝜐] + 1 

için 𝐷𝜐−𝑗𝑓(0) = 0 olacak şekilde 𝐷𝜐𝑓 ∈ 𝐿∞(0, 𝑥) integrallenebilir kesirli türeve sahip 

olsun. O zaman, 

∫|𝐷𝛾𝑓(𝑠)𝐷𝛾+1𝑓(𝑠)|𝑑𝑠 ≤ Ω3 |𝐷𝜐𝑓(𝑡)|2 𝑡∈[0,𝑥]
𝑒𝑠𝑠 𝑠𝑢𝑝

𝑥

0

                                           (3.12) 

dir. Burada, 

                                           Ω3 =
𝑥2(𝜐−𝛾)

2(Γ(𝜐 − 𝛾 + 1))
2                                                              (3.13) 

dir. 

İspat: 𝑓(𝑡) = 𝑡𝜐 fonksiyonu için 

     𝐷𝜐𝑓(𝑠) =
Γ(𝜐 + 1)

𝑗!
𝑠𝑗 ,            𝑒𝑠𝑠 𝑠𝑢𝑝|𝐷𝜐𝑓(𝑠)|2 = (Γ(𝜐 + 1))

2
 

dir. O zaman, 

𝐷𝛾𝑓(𝑠) =
Γ(𝜐 + 1)

Γ(𝜐 − 𝛾 + 1)
𝑠𝜐−𝛾,    𝐷𝛾+1𝑓(𝑠) =

Γ(𝜐 + 1)

Γ(𝜐 − 𝛾)
𝑠𝜐−𝛾−1 

dir. Böylece, 

|𝐷𝛾𝑓(𝑠)𝐷𝛾+1𝑓(𝑠)| = |
Γ(𝜐 + 1)2

Γ(𝜐 − 𝛾 + 1)Γ(𝜐 − 𝛾)
𝑠2(𝜐−𝛾)−1| 

∫|𝐷𝛾𝑓(𝑠)𝐷𝛾+1𝑓(𝑠)|

𝑥

0

𝑑𝑠 ≤
Γ(𝜐 + 1)2

Γ(𝜐 − 𝛾 + 1)Γ(𝜐 − 𝛾)
∫𝑠2(𝜐−𝛾)−1𝑑𝑠

𝑥

0
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≤
Γ(𝜐 + 1)2

2Γ(𝜐 − 𝛾 + 1)Γ(𝜐 − 𝛾 + 1)
𝑥2(𝜐−𝛾) 

elde edilir. Buradan,   

Ω3 =
𝑥2(𝜐−𝛾)

2(Γ(𝜐 − 𝛾 + 1))
2 ,       𝑒𝑠𝑠 𝑠𝑢𝑝|𝐷

𝜐𝑓(𝑠)|2 = (Γ(𝜐 + 1))
2
 

dir. Böylece teorem ispatlanmış olur. 

Teorem 3.6: 0 < 𝑝 < 1 olmak üzere 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 ve  𝜐 > 𝛾 ≥ 0 olsun. Ayrıca   𝑓 ∈ 𝐿(0, 𝑥) 

fonksiyonu 𝑗 = 1,2, … , [𝜐] + 1 için 𝐷𝜐−𝑗𝑓(0) = 0 olacak şekilde 𝐷𝜐𝑓 ∈ 𝐿∞(0, 𝑥) 

integrallenebilir kesirli türeve sahip ve (𝐷𝜐𝑓)−1 ∈ 𝐿∞(0, 𝑥) olsun. 

O zaman, 

∫|𝐷𝛾𝑓(𝑠)𝐷𝛾+1𝑓(𝑠)|𝑑𝑠 ≥ Ω2(𝑥)(∫|𝐷
𝜐𝑓(𝑠)|𝑞𝑑𝑠

𝑥

0

)

2 𝑞⁄

                                      

𝑥

0

 (3.14) 

dir. Burada, 

                       Ω2 =
𝑥2(𝑟𝑝+1) 𝑝⁄

2(Γ(𝑟 + 1))
2
(𝑟𝑝 + 1)2 𝑞⁄

,       𝑟 = 𝜐 − 𝛾 − 1     

dir. 

İspat: 𝛷(𝑡) = |𝐷𝜐𝑓(𝑠)| ve 𝑟 = 𝜐 − 𝛾 − 1 olsun. Teorem 2.2.1’den biliyoruz ki  

Ι𝜐−𝛾𝐷𝜐𝑓 = Ι𝑢Ι𝑣𝑓 = Ι𝑢+𝑣𝑓 = Ι−𝛾𝑓 = 𝐷𝜐𝑓’dir ve kesirli integralin tanımından 

|𝐷𝛾𝑓(𝑥)| ≤ 𝑈(𝑡) ≔ Ι𝑟+1Φ(𝑥),      |𝐷𝛾+1𝑓(𝑥)| ≤ Ι𝑟Φ(𝑥) 

dir. Buradan 𝑈′(𝑡) = (Ι𝑟+1Φ(𝑥))
′

= Ι𝑟Φ(𝑥) dir. 

0 < 𝑝 < 1 olduğunda ters Hölder eşitsizliği uygulanırsa; 
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∫|𝐷𝛾𝑓(𝑡)𝐷𝛾+1𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

𝑥

0

≥ ∫𝑈(𝑡)𝑈′(𝑡)𝑑𝑡 =
1

2
𝑈2(𝑥)

𝑥

0

 

=
1

2(Γ(𝑟 + 1))
2 (∫(𝑥 − 𝑡)

𝑟Φ(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

)

2

 

                                             ≥
1

2(Γ(𝑟 + 1))
2 (∫(𝑥 − 𝑡)

𝑟𝑑𝑡

𝑥

0

)

2 𝑝⁄

(∫Φ(𝑡)𝑞𝑑𝑡

𝑥

0

)

2 𝑞⁄

 

                                             =
1

2(Γ(𝑟 + 1))
2

𝑥2(𝑟𝑝+1) 𝑝⁄

(𝑟𝑝 + 1)2 𝑝⁄
(∫|𝐷𝜐𝑓(𝑠)|𝑞𝑑𝑡

𝑥

0

)

2 𝑞⁄

 

elde edilir. 

Teorem 3.7: 𝑝, 𝑞 > 1 olmak üzere 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 ve 𝛾 ≥ 0, 𝜐 > 𝛾 + 1 −

1

𝑝
 olsun.Ayrıca 𝑓 ∈

𝐿(0, 𝑥) fonksiyonu  𝑗 = 1,2, … , [𝜐] + 1 için 𝐷𝜐−𝑗𝑓(0) = 0 olacak şekilde 𝐷𝜐𝑓 ∈

𝐿∞(0, 𝑥) integrallenebilir kesirli türeve sahip olsun. O zaman herhangi bir 𝑚 > 0 için 

∫|𝐷𝛾𝑓(𝑠)|𝑚𝑑𝑠 ≤ Ω4 (∫|𝐷
𝜐𝑓(𝑠)|𝑞𝑑𝑠

𝑥

0

)

𝑚 𝑞⁄

                                        (3.15)

𝑥

0

 

dir. Burada, 

 Ω4 =
𝑥(𝑟𝑚+1+𝑚 𝑝⁄ )

(Γ(𝑟 + 1))
𝑚
(𝑟𝑚 + 1 +𝑚 𝑝⁄ )(𝑟𝑝 + 1)𝑚 𝑝⁄

,      𝑟 = 𝜐 − 𝛾 − 1                  (3.16) 

dir. 

İspat: Φ(𝑥) = |𝐷𝜐𝑓(𝑡)| ve 𝑟 = 𝜐 − 𝛾 − 1 yazalım. 1 −
1

𝑝
> 0 olduğundan  𝜐 > 𝛾 olur. 

𝑟 > −1 ve herhangi bir 𝑠 ∈ [0, 𝑥] 𝑡 → (𝑠 − 𝑡)𝑟 ∈ 𝐿(0, 𝑠)’dir. (2.18) eşitliğinde Hölder 

eşitsizliği uygularsa; 
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|𝐷𝛾𝑓(𝑠)| = |
1

Γ(𝑟 + 1)
∫(𝑠 − 𝑡)𝑟𝐷𝜐𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑠

0

| 

≤
1

Γ(𝑟 + 1)
(∫(𝑠 − 𝑡)𝑟𝑝𝑑𝑡

𝑠

0

)

1 𝑝⁄

(∫|𝐷𝜐𝑓(𝑡)|𝑞𝑑𝑡

𝑠

0

)

1 𝑞⁄

 

≤
1

Γ(𝑟 + 1)

𝑠(𝑟𝑝+1) 𝑝⁄

(𝑟𝑝 + 1)1 𝑝⁄
(∫Φ(𝑡)𝑞𝑑𝑡

𝑠

0

)

1 𝑞⁄

                                                  (3.17) 

olup (3.17) eşitliğin 𝑚. kuvveti alınıp 0 dan 𝑥’e integrali alınırsa; 

|𝐷𝛾𝑓(𝑠)|𝑚 ≤
1

(Γ(𝑟 + 1))
𝑚

𝑠(𝑟𝑝+1)𝑚 𝑝⁄

(𝑟𝑝 + 1)𝑚 𝑝⁄
(∫Φ(𝑡)𝑞𝑑𝑡

𝑠

0

)

𝑚 𝑞⁄

 

∫|𝐷𝛾𝑓(𝑠)|𝑚𝑑𝑠 ≤
1

(Γ(𝑟 + 1))
𝑚 (∫

𝑠(𝑟𝑝+1)𝑚 𝑝⁄

(𝑟𝑝 + 1)𝑚 𝑝⁄
𝑑𝑠

𝑥

0

)(∫|𝐷𝜐𝑓(𝑠)|𝑞𝑑𝑠

𝑥

0

)

𝑚 𝑞⁄𝑥

0

 

≤
1

(Γ(𝑟 + 1))
𝑚

𝑥(𝑟𝑚+1+𝑚 𝑝⁄ )

(𝑟𝑝 + 1)𝑚 𝑝⁄ (𝑟𝑚 + 1 +𝑚 𝑝⁄ )
(∫|𝐷𝜐𝑓(𝑠)|𝑞𝑑𝑠

𝑥

0

)

𝑚 𝑞⁄

 

olur. O halde (3.16) ispatlanmış olur. 

Teorem 3.8: 𝜐 > 𝛾 ≥ 0 olsun. Ayrıca𝑓 ∈ 𝐿(0, 𝑥) fonksiyonu  𝑗 = 1,2, … , [𝜐] + 1 için 

𝐷𝜐−𝑗𝑓(0) = 0 olacak şekilde 𝐷𝜐𝑓 ∈ 𝐿∞(0, 𝑥) integrallenebilir kesirli türeve sahip olsun. 

O zaman 𝑚 > 0 için 

∫|𝐷𝛾𝑓(𝑠)|𝑚𝑑𝑠 ≤ Ω5 |𝐷𝜐𝑓(𝑡)|𝑚𝑡∈[0,𝑥]
𝑒𝑠𝑠 𝑠𝑢𝑝

𝑥

0

                                                           (3.18) 

dir. Burada, 

Ω5 =
𝑥(𝑟+1)𝑚+1

(Γ(𝑟))
𝑚
(𝑟𝑚 + 1 +𝑚 𝑝⁄ )((𝑟 + 1)𝑚 + 1)

,   𝑟 = 𝜐 − 𝛾 − 1                        (3.19) 
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dir. 

Şimdi kesirli başlangıç değer problemleri çözümünün tekliğini araştıralım. 

{
 
 

 
 
𝛾𝑖 ≥ 0, 𝜐 ≥ 𝛾𝑖 + 1 2⁄ , 𝑖 = 1,… , 𝑟 ∈ ℕ olsun.                                      

𝑓 ∈ 𝐿(0, 𝑥) fonksiyonu 𝑗 = 1,2, … , [𝜐] + 1 için 𝐷𝜐−𝑗𝑓(0) = 0       

olacak şekilde 𝐷𝜐𝑓 ∈ 𝐿∞(0, 𝑥) integrallenebilir kesirli türeve          
sahip olsun.                                                                                                  

Ayrıca, tüm 𝑡 ∈ [0, 𝑥] için 𝐷𝜐𝑓(𝑡) = 𝐹(𝑡, {𝐷𝛾𝑖𝑓(𝑡)}𝑖=1
𝑟 ) olsun.       

                         (3.20) 

Burada 𝐹(𝑡, 𝑥1, … , 𝑥𝑟) fonksiyonu (𝑥1, … , 𝑥𝑟) için süreklidir, 𝑡 ∈ [0, 𝑥] için sınırlıdır ve 

|𝐹(𝑡, 𝑧1, … , 𝑧𝑟) − 𝐹(𝑡, 𝑧1
′ , … , 𝑧𝑟

′ )| ≤∑𝑞𝑖(𝑡)|𝑧𝑖 − 𝑧𝑖
′|                                   (3.21)

𝑟

𝑖=1

 

 Lipschitz koşulunu sağlar. Burada 𝑖 = 1,… , 𝑟 için 𝑞𝑖(𝑡) ≥ 0 fonksiyonu [0, 𝑥] üzerinde 

sınırlıdır. 𝑖 = 1,… , 𝑟 ve 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥 için  

Δ𝑖 ≔
𝑠𝜐−𝛾𝑖

2Γ(𝜐 − 𝛾𝑖)√(𝜐 − 𝛾𝑖)(2𝜐 − 2𝛾𝑖 − 1)
, 𝜓(𝑠) =∑‖𝑞𝑖‖∞∆𝑖(𝑠)

𝑟

𝑖=1

                 (3.22) 

şeklinde tanımlanır. Burada ‖𝑞𝑖‖∞ = 𝑠𝑢𝑝𝑡∈[0,𝑥]|𝑞𝑖(𝑡)|’dir.  

Kabul edelim ki  

𝜓(𝑥) ≔∑‖𝑞𝑖‖∞∆𝑖(𝑥) < 1

𝑟

𝑖=1

                                                     (3.23) 

olsun. 

𝑔 ∈ 𝐿(0, 𝑥) fonksiyonu 𝑗 = 1,… , [𝜐] + 1 için 𝐷𝜐−𝑗𝑓(0) = 0 olacak şekilde 𝐷𝜐𝑓 ∈

𝐿∞(0, 𝑥) integrallenebilir kesirli türeve sahip olsun. O zaman Teorem 2.2.1’den  

𝐷𝛾𝑖𝑔(𝑠) =
1

Γ(𝜐 − 𝛾𝑖)
∫(𝑠 − 𝑡)𝜐−𝛾𝑖−1
𝑠

0

𝐷𝜐𝑔(𝑡)𝑑𝑡, 𝑠 ∈ [0, 𝑥], 𝑖 = 1,… , 𝑟             (3.24) 

dir. (3.1) eşitliğinde 𝑝 = 𝑞 = 2 alınırsa, 𝑖 = 1,… , 𝑟 için 

∫|(𝐷𝛾𝑖𝑔)(𝑤)||(𝐷𝜐𝑔)(𝑤)|𝑑𝑤 ≤ ∆𝑖(𝑥)∫|(𝐷
𝜐𝑔)(𝑤)|2𝑑𝑤                                   (3.25)

𝑥

0

𝑥

0
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olur. 

𝑓1, 𝑓2, (3.20) başlangıç değer probleminin çözümü olsun. Yani 𝑘 = 1,2 için 

(𝐷𝜐𝑓𝑘)(𝑡) = 𝐹(𝑡, {(𝐷
𝜐𝑓𝑘)(𝑡)}𝑖=1

𝑟 ), 𝑡 ∈ [0, 𝑥] 

ve 

𝐷𝜐−𝑗𝑓𝑘(0) = 𝛼𝑗 ∈ ℝ, 𝑗 = 1,… , [𝜐] + 1 

olsun. 

Eğer 𝑔 ≔ 𝑓1 − 𝑓2 ise  

                𝐷𝜐𝑓(𝑡) = 𝐹(𝑡, {(𝐷𝛾𝑖𝑓1)(𝑡)}𝑖=1
𝑟 ) − 𝐹(𝑡, {(𝐷𝛾𝑖𝑓2)(𝑡)}𝑖=1

𝑟 )                              (3.26) 

ve 

𝐷𝜐−𝑗𝑔(0) = 0, 𝑗 = 1,2, . . , [𝜐] + 1 

dir. (3.21) eşitliğinden  

|𝐹(𝑡, 𝐷𝛾1𝑓1(𝑡), … , 𝐷
𝛾𝑟𝑓1(𝑡)) − 𝐹(𝑡, 𝐷

𝛾1𝑓2(𝑡), … , 𝐷
𝛾𝑟𝑓2(𝑡))|  

≤∑𝑞𝑖(𝑡)|𝐷
𝛾𝑖𝑓1(𝑡) − 𝐷

𝛾𝑖𝑓2(𝑡)|

𝑟

𝑖=1

 

 = ∑𝑞𝑖(𝑡)|𝐷
𝛾𝑖𝑔(𝑡)|

𝑟

𝑖=1

 

 ≤∑‖𝑞𝑖‖∞|𝐷
𝛾𝑖𝑔(𝑡)|

𝑟

𝑖=1

                                                         (3.27) 

olur. Böylece, 

|𝐷𝜐𝑔(𝑡)|2 = |𝐷𝜐𝑔(𝑡)||𝐹(𝑡, {𝐷𝛾𝑖𝑓1(𝑡)}𝑖=1
𝑟 ) − 𝐹(𝑡, {𝐷𝛾𝑖𝑓2(𝑡)}𝑖=1

𝑟 )| 

≤ |𝐷𝜐𝑔(𝑡)|∑‖𝑞𝑖‖∞|𝐷
𝛾𝑖𝑔(𝑡)|

𝑟

𝑖=1

 



29 

 

=∑‖𝑞𝑖‖∞

𝑟

𝑖=1

|𝐷𝛾𝑖𝑔(𝑡)||𝐷𝜐𝑔(𝑡)| 

bulunur. 

Sonuç olarak; 

∫|𝐷𝜐𝑔(𝑡)|2 ≤∑‖𝑞𝑖‖∞∫|𝐷
𝛾𝑖𝑔(𝑡)||𝐷𝜐𝑔(𝑡)|𝑑𝑡

𝑥

0

𝑟

𝑖=1

𝑥

0

 

(3.25)

≤
∑‖𝑞𝑖‖∞∆𝑖(𝑥)∫|𝐷

𝜐𝑔(𝑡)|2𝑑𝑡

𝑥

0

𝑟

𝑖=1

 

(3.23)

≤
𝜓(𝑥)∫|𝐷𝜐𝑔(𝑡)|2𝑑𝑡

𝑥

0

 

dir. Buradan, 

∫|𝐷𝜐𝑔(𝑡)|2𝑑𝑡 ≤ 𝜓(𝑥)∫|𝐷𝜐𝑔(𝑡)|2𝑑𝑡                                    (3.28)

𝑥

0

𝑥

0

 

elde edilir.  

Eğer ∫ |𝐷𝜐𝑔(𝑡)|2𝑑𝑡 ≠ 0
𝑥

0
 ise o zaman (3.28)’den 𝜓(𝑥) ≥ 1 elde edilir, bu da 𝜓(𝑥) < 1 

kabulü ile çelişir. Dolayısıyla  ∫ |𝐷𝜐𝑔(𝑡)|2𝑑𝑡 = 0
𝑥

0
 dır. Yani, [0, 𝑥] üzerinde 𝐷𝜐𝑔(𝑡) = 0 

olur. Fakat 𝑗 = 1,… , [𝜐] + 1 için 𝐷𝜐−𝑗𝑔(0) = 0 dir. O zaman 𝛾 = 0 için (2.18)’den [0, 𝑥] 

üzerinde 𝑔(𝑡) ≡ 0 bulunur. Bu, [0, 𝑥] üzerinde 𝑓1 = 𝑓2 demektir. Böylece (3.20) 

başlangıç değer probleminin çözümünün tekliği ispatlanmış olur. 

Şimdi kesirli başlangıç değer probleminin çözümü için 𝐷𝜐𝑓’in üst sınırlarını inceleyelim. 
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{
 
 
 
 

 
 
 
 
 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥 için                                                                                                                                                                                              e ala

(𝐷𝜐𝑓)′(𝑡) = 𝐹(𝑡, {𝐷𝛾𝑖𝑓(𝑡)}𝑖=1
𝑟 , 𝐷𝜐𝑓);                                                                                                                                                                    

𝛾𝑖 ≥ 0, 𝜐 ≥ 𝛾𝑖 + 1 2, 𝑖 = 1,… , 𝑟 ∈ ℕ;                                                                          (3.29)                                                                       ⁄    

burada 𝑓 ∈ 𝐿(0, 𝑥) fonksiyonu 𝐷𝜐𝑓(0) ∈ 𝐿∞(0, 𝑥)                                                                                                                                            
integrallenebilen kesirli türeve sahiptir,                                                                                                                                                                 

 kabul edelim ki  𝑗 = 1,… , [𝜐] + 1 için 𝐷𝜐−𝑗𝑓(0) = 0 ve 𝐷𝜐𝑓(0) = Α ∈ ℝ                                                                                                 
başlangıç değer problemini göz önüne alalım.                                                                                                                                                

                                                                                         

 

Burada 𝐹 fonksiyonu [0, 𝑥] × ℝ𝑟+1 üzerinde Lebesgue ölçülebilirdir ve 

|𝐹(𝑡, 𝑥1, … , 𝑥𝑟 , 𝑥𝑟+1)| ≤∑𝑞𝑖(𝑡)|𝑥𝑖|

𝑟

𝑖=1

                                                   (3.30) 

koşulunu sağlar. Burada 𝑖 = 1,… , 𝑟 için 𝑞𝑖(𝑡) ≥ 0 fonksiyonu [0, 𝑥] üzerinde sınırlıdır. 

Böylece,  

𝐷𝜐𝑓(𝑡)(𝐷𝜐𝑓)′(𝑡) = 𝐷𝜐𝑓(𝑡)𝐹(𝑡, {𝐷𝛾𝑖𝑓(𝑡)}𝑖=1
𝑟 , 𝐷𝜐𝑓(𝑡)) 

bulunur ve 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥 için 

∫𝐷𝜐𝑓(𝑡)(𝐷𝜐𝑓)′(𝑡)𝑑𝑡 = ∫𝐷𝜐𝑓(𝑡)𝐹(𝑡, {𝐷𝛾𝑖𝑓(𝑡)}𝑖=1
𝑟 , 𝐷𝜐𝑓(𝑡))𝑑𝑡

𝑠

0

𝑠

0

 

dir. Dolayısıyla, 

1

2
|𝐷𝜐𝑓(𝑡)|2 |

𝑠

0
≤ ∫|𝐷𝜐𝑓(𝑡)||𝐹(𝑡, {𝐷𝛾𝑖𝑓(𝑡)}𝑖=1

𝑟 , 𝐷𝜐𝑓(𝑡))|𝑑𝑡

𝑠

0

 

  
(3.30)

≤
∫|𝐷𝜐𝑓(𝑡)| (∑‖𝑞𝑖‖∞|𝐷

𝛾𝑖𝑓(𝑡)|

𝑟

𝑖=1

)𝑑𝑡

𝑠

0

 

 = ∑‖𝑞𝑖‖∞(∫|𝐷
𝛾𝑖𝑓(𝑡)|

𝑠

0

|𝐷𝜐𝑓(𝑡)|𝑑𝑡)

𝑟

𝑖=1

 

dir. 
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𝜓(𝑠) ve Δ𝑖(𝑠) için (3.22)’deki gösterimi hatırlayalım. O zaman, 

|𝐷𝜐𝑓(𝑠)|2 ≤ Α2 + 2∑‖𝑞𝑖‖∞(∫|𝐷
𝛾𝑖𝑓(𝑡)|

𝑠

0

|𝐷𝜐𝑓(𝑡)|𝑑𝑡)

𝑟

𝑖=1

 

(3.1.1)

≤
Α2 + (∑‖𝑞𝑖‖∞∆𝑖(𝑠)

𝑟

𝑖=1

)(∫|𝐷𝜐𝑓(𝑡)|2𝑑𝑡

𝑠

0

) 

= Α2 + 𝜓(𝑠)∫|𝐷𝜐𝑓(𝑡)|2𝑑𝑡                                

𝑠

0

 

olur. Yani, 

                         |𝐷𝜐𝑓(𝑠)|2 ≤ Α2 + 𝜓(𝑠)∫|𝐷𝜐𝑓(𝑡)|2𝑑𝑡                                                    (3.31)

𝑠

0

 

dir. 

0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥 için 𝜃(𝑠) ≔ |𝐷𝜐𝑓(𝑠)|2 ve 𝜌 ≔ Α2 olsun. Bu durumda, 

𝜃(𝑠) ≤ 𝜌 + 𝜓(𝑠)∫𝜃(𝑡)𝑑𝑡

𝑠

0

 

dir. Burada tüm 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥 için 𝜌 ≥ 0,𝜓(𝑠) ≥ 0, 𝜓(0) = 0, 𝜃(𝑠) ≥ 0 dir. 

𝐻(𝑥) = 𝑥  alarak Genelleştirilmiş Gronwall Lemması (Dragomir 1988) uygulanırsa; 

𝜃(𝑠) ≤ 𝜌(1 + 𝜓(𝑠)𝑒𝑥𝑝(𝜓(𝑠))∫ 𝑒𝑥𝑝(−𝜓(𝑡))𝑑𝑡

𝑠

0

) , 𝜓(𝑡) = ∫𝜓(𝑢)𝑑𝑢         (3.32)

𝑠

0

 

olur. Tüm 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥 için 

|𝐷𝜐𝑓(𝑠)| ≤ |Α|(1 + 𝜓(𝑠)𝑒𝑥𝑝(𝜓(𝑠))∫ 𝑒𝑥𝑝(−𝜓(𝑡))𝑑𝑡

𝑠

0

)

1 2⁄

=:𝐾(𝑠)                     (3.33) 
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elde edilir. Tüm  0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥 için (2.5.1)’de 𝛾 = 0 alınırsa, 

|𝑓(𝑠)| ≤
1

Γ(𝜐)
∫(𝑠 − 𝑡)𝜐−1|𝐷𝜐𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

𝑠

0

 

elde edilir. (3.33) eşitliğini uygulanırsa, 

|𝑓(𝑠)| ≤
1

Γ(𝜐)
∫(𝑠 − 𝑡)𝜐−1𝐾(𝑡)𝑑𝑡                                                (3.34)

𝑠

0

 

elde edilir. Ayrıca (2.18)’den tüm 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥 ve 𝑖 = 1,… , 𝑟 için 

|𝐷𝛾𝑖𝑓(𝑠)| ≤
1

Γ(𝜐 − 𝛾𝑖)
∫(𝑠 − 𝑡)𝜐−𝛾𝑖−1|𝐷𝜐𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

𝑠

0

 

olur. Sonuç olarak, (3.33)’ten tüm 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥 ve 𝑖 = 1,… , 𝑟 için 

|𝐷𝛾𝑖𝑓(𝑠)| ≤
1

Γ(𝜐 − 𝛾𝑖)
∫(𝑠 − 𝑡)𝜐−𝛾𝑖−1𝐾(𝑡)𝑑𝑡

𝑠

0

                                   (3.35) 

elde edilir. 
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4. RIEMANN-LIOUVILLE KESİRLİ TÜREVLERİNİ İÇEREN OPIAL TİPİ 

EŞİTSİZLİKLER 

Teorem 4.1: 𝛼1, 𝛼2 ∈ ℝ+, 𝛽 > 𝛼1, 𝛼2, 𝛽 − 𝛼𝑖 > (1/𝑝), 𝑝 > 1, 𝑖 = 1,2 olsun. 𝑥 ∈

ℝ+ − {0} olmak üzere  𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐿1(0, 𝑥) fonksiyonları sırasıyla [0, 𝑥] üzerinde 

𝐷𝛽𝑓1, 𝐷
𝛽𝑓2, 𝐿∞’da kesirli türevlere sahip ve 𝑘 = 1,… , [𝛽] + 1, 𝑖 = 1,2 için 𝐷𝛽−𝑘𝑓𝑖(0) =

0 olsun. Ayrıca tüm 𝑝(𝑡),
1

𝑝(𝑡)
, 𝑞(𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑥) olmak üzere 𝑝(𝑡) > 0 ve 𝑞(𝑡) ≥ 0 

olduğu göz önüne alınsın. 𝜆𝛽 > 0 ve 𝜆𝛼1 , 𝜆𝛼2 ≥ 0 öyle ki 𝜆𝛽 < 𝑝 olsun. Burada 𝑝 >

1’dir. 

     𝑃𝑖(𝑠) ≔ ∫(𝑠 − 𝑡)
𝑝(𝛽−𝛼𝑖−1)

𝑝−1 (𝑝(𝑡))
−1 (𝑝−1)⁄

𝑠

0

𝑑𝑡, 𝑖 = 1,2; 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥,                  (4.1) 

𝐴(𝑠) ∶=  
𝑞(𝑠)(𝑃1(𝑠))

𝜆𝛼2(
𝑝−1
𝑝
)
(𝑃2(𝑠))

𝜆𝛼2(
𝑝−1
𝑝
)
(𝑝(𝑠))

−𝜆𝛽 𝑝⁄

(Γ(𝛽 − 𝛼1))
𝜆𝛼1(Γ(𝛽 − 𝛼2))

𝜆𝛼2
                                      (4.2) 

𝐴0(𝑥) ∶= (∫(𝐴(𝑠))
𝑝 (𝑝−𝜆𝛽)⁄

𝑑𝑠

𝑥

0

)

(𝑝−𝜆𝛽) 𝑝⁄

                                                                     (4.3) 

ve 

    𝛿1 ∶=  {
21−((𝜆𝛼1+𝜆𝛽) 𝑝⁄ ), 𝜆𝛼1 + 𝜆𝛽 ≤ 𝑝 𝑖𝑠𝑒

1,                                  𝜆𝛼1 + 𝜆𝛽 ≥ 𝑝 𝑖𝑠𝑒
                                                              (4.4) 

olsun. 

Eğer 𝜆𝛼2 = 0, ise 

∫𝑞(𝑠) [|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1 |𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|

𝜆𝛽
+ |𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼1 |𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛽
] 𝑑𝑠

𝑥

0

 

≤ (𝐴0(𝑥)|𝜆𝛼2=0)(
𝜆𝛽

𝜆𝛼1 + 𝜆𝛽
)

𝜆𝛽 𝑝⁄

𝛿1 [∫𝑝(𝑠)[|𝐷
𝛽𝑓1(𝑠)|

𝑝
+ |𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|

𝑝
]𝑑𝑠

𝑥

0

]

(
𝜆𝛼1+𝜆𝛽

𝑝 )

       (4.5) 



34 

 

olur. 

İspat: (2.18) eşitliğinden, 

   𝐷𝛼𝑖𝑓𝑗(𝑠) =
1

Γ(𝛽 − 𝛼𝑖)
∫(𝑠 − 𝑡)𝛽−𝛼𝑖−1𝐷𝛽𝑓𝑗(𝑡)𝑑𝑡, ∀∈ [0, 𝑥], 𝑖 = 1,2;  𝑗 = 1,2             

𝑠

0

(4.6) 

dir. Hölder eşitsizliği uygulanırsa; 

|𝐷𝛼𝑖𝑓𝑗(𝑠)| ≤
1

Γ(𝛽 − 𝛼𝑖)
∫(−𝑡)𝛽−𝛼𝑖−1(𝑝(𝑡))

−1 𝑝⁄
(𝑝(𝑡))

1 𝑝⁄
|𝐷𝛽𝑓𝑗(𝑡)|𝑑𝑡                (4.7)

𝑠

0

 

≤
1

Γ(𝛽 − 𝛼𝑖)
(∫((𝑠 − 𝑡)𝛽−𝛼𝑖−1(𝑝(𝑡))

−1 𝑝⁄
)

𝑝
𝑝−1

𝑑𝑡

𝑠

0

)

(𝑝−1)
𝑝

                                       (4.8) 

× (∫𝑝(𝑡)|𝐷𝛽𝑓𝑗(𝑡)|
𝑝
𝑑𝑡

𝑠

0

)

1
𝑝⁄

=
1

Γ(𝛽 − 𝛼𝑖)
(𝑝𝑖(𝑠))

𝑝−1
𝑝 (∫𝑝(𝑡)|𝐷𝛽𝑓𝑗(𝑡)|

𝑝
𝑑𝑡

𝑠

0

)

1
𝑝⁄

          (4.9) 

elde edilir. Yani, 

|𝐷𝛼𝑖𝑓𝑗(𝑠)| ≤
1

Γ(𝛽 − 𝛼𝑖)
(𝑝𝑖(𝑠))

𝑝−1
𝑝 (∫𝑝(𝑡)|𝐷𝛽𝑓𝑗(𝑡)|

𝑝
𝑑𝑡

𝑠

0

)

1
𝑝⁄

                             (4.10) 

sağlanır. 

    𝑧𝑗(𝑠) ∶=  ∫𝑝(𝑡)|𝐷
𝛽𝑓𝑗(𝑡)|

𝑝
𝑑𝑡

𝑠

0

                                                                                    (4.11) 

olsun. Böylece (0, 𝑥) açık aralığında hemen hemen her yerde 𝑗 = 1,2 olmak üzere 

𝑧𝑗(0) = 0 için 

                                  𝑧𝑗
′(𝑠) = 𝑝(𝑠)|𝐷𝛽𝑓𝑗(𝑠)|

𝑝
                                                                       (4.12) 

olur. Dolayısıyla, 
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       |𝐷𝛼𝑖𝑓𝑗(𝑠)| ≤
1

Γ(𝛽 − 𝛼𝑖)
(𝑝𝑖(𝑠))

𝑝−1
𝑝 (𝑧𝑗(𝑠))

1 𝑝⁄

                                                  (4.13) 

ve 𝑖 = 1,2, 𝑗 = 1,2 için (0, 𝑥) aralığında  

                            |𝐷𝛽𝑓𝑗(𝑠)|
𝜆𝛽
= (𝑝(𝑠))

−𝜆𝛽 𝑝⁄
𝑧𝑗
′(𝑠)𝜆𝛽 𝑝⁄                                                (4.14) 

dir. Bu nedenle 𝑖 = 1,2, 𝑗 = 1,2 için (4.13) eşitsizliğinin 𝜆𝛼1ve 𝜆𝛼2kuvvetleri alınırsa, 

    |𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1 ≤

1

(Γ(𝛽 − 𝛼1))
𝜆𝛼1

(𝑃1(𝑠))
𝜆𝛼1(

𝑝−1
𝑝
)
(𝑧1(𝑠))

𝜆𝛼1
𝑝                                   (4.15) 

    |𝐷𝛼2𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛼2 ≤

1

(Γ(𝛽 − 𝛼2))
𝜆𝛼2

(𝑃2(𝑠))
𝜆𝛼2(

𝑝−1
𝑝
)
(𝑧2(𝑠))

𝜆𝛼2
𝑝                                   (4.16) 

denklemleri elde edilir. Buradan, 

𝑞(𝑠)|(𝐷𝛼1𝑓1)(𝑠)||(𝐷
𝛼2𝑓2)(𝑠)||(𝐷

𝛽𝑓1)(𝑠)|
𝜆𝛽

 

≤ 𝑞(𝑠)
1

(Γ(𝛽 − 𝛼1))
𝜆𝛼1

(𝑃1(𝑠))
𝜆𝛼1(

𝑝−1
𝑝
)
(𝑧1(𝑠))

𝜆𝛼1
𝑝 |𝐷𝛼2𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼2  

≤
1

(Γ(𝛽 − 𝛼2))
𝜆𝛼2

(𝑃2(𝑠))
𝜆𝛼2(

𝑝−1
𝑝
)
(𝑧2(𝑠))

𝜆𝛼2
𝑝 (𝑝(𝑠))

−𝜆𝛽
𝑝⁄ (𝑧𝑗

′(𝑠))

𝜆𝛽
𝑝⁄

(4.17) 

 =
𝑞(𝑠)(𝑃1(𝑠))

𝜆𝛼1(
𝑝−1
𝑝
)
(𝑃2(𝑠))

𝜆𝛼2(
𝑝−1
𝑝
)
(𝑝(𝑠))

−𝜆𝛽
𝑝⁄

(Γ(𝛽 − 𝛼1))
𝜆𝛼1(Γ(𝛽 − 𝛼2))

𝜆𝛼2
(𝑧1(𝑠))

𝜆𝛼1
𝑝 (𝑧2(𝑠))

𝜆𝛼2
𝑝 (𝑧1

′(𝑠))
𝜆𝛽

𝑝⁄
 

 = 𝐴(𝑠)(𝑧1(𝑠))
𝜆𝛼1
𝑝 (𝑧2(𝑠))

𝜆𝛼2
𝑝 (𝑧𝑗

′(𝑠))

𝜆𝛽
𝑝⁄

                                                                     (4.18) 

elde edilir. 

Sonuç olarak, Hölder eşitliği uygulandığında (𝑝 𝜆𝛽⁄ > 1) 
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∫𝑞(𝑠)|(𝐷𝛼1𝑓1)(𝑠)|
𝜆𝛼1 |(𝐷𝛼2𝑓2)(𝑠)|

𝜆𝛼2 |(𝐷𝛽𝑓1)(𝑠)|
𝜆𝛽

𝑥

0

𝑑𝑠 

≤ 𝐴0(𝑥)(∫(𝑧1(𝑠))

𝜆𝛼1
𝜆𝛽 (𝑧2(𝑠))

𝜆𝛼2
𝜆𝛽 (𝑧1

′(𝑠))𝑑𝑠

𝑥

0

)

𝜆𝛽
𝑝⁄

                                                   (4.19) 

olur. Benzer şekilde, 

∫𝑞(𝑠)|(𝐷𝛼1𝑓2)(𝑠)|
𝜆𝛼1 |(𝐷𝛼2𝑓1)(𝑠)|

𝜆𝛼2 |(𝐷𝛽𝑓2)(𝑠)|
𝜆𝛽

𝑥

0

𝑑𝑠 

    ≤ 𝐴0(𝑥)(∫(𝑧1(𝑠))

𝜆𝛼2
𝜆𝛽 (𝑧2(𝑠))

𝜆𝛼1
𝜆𝛽 (𝑧2

′ (𝑠))𝑑𝑠

𝑥

0

)

𝜆𝛽
𝑝⁄

                                                    (4.20) 

bulunur. 

 𝜆𝛼2 = 0 alınarak (4.19) ve (4.20) toplanırsa; 

∫𝑞(𝑠) [|(𝐷𝛼1𝑓1)(𝑠)|
𝜆𝛼1 |(𝐷𝛽𝑓1)(𝑠)|

𝜆𝛽
+ |(𝐷𝛼1𝑓2)(𝑠)|

𝜆𝛼1 |(𝐷𝛽𝑓2)(𝑠)|
𝜆𝛽
] 𝑑𝑠

𝑥

0

 

≤ (𝐴0(𝑥)|𝜆𝛼2=0)

[
 
 
 
 

(∫(𝑧1(𝑠))

𝜆𝛼1
𝜆𝛽 (𝑧1

′(𝑠))𝑑𝑠

𝑥

0

)

𝜆𝛽
𝑝⁄

+ (∫(𝑧2(𝑠))

𝜆𝛼1
𝜆𝛽 (𝑧2

′ (𝑠))𝑑𝑠

𝑥

0

)

𝜆𝛽
𝑝⁄

]
 
 
 
 

              (4.21) 

= (𝐴0(𝑥)|𝜆𝛼2=0) [(𝑧1
(𝑥))

(
𝜆𝛼1+𝜆𝛽

𝑝
)
+ (𝑧2(𝑥))

(
𝜆𝛼1+𝜆𝛽

𝑝
)
] (

𝜆𝛽

𝜆𝛼1 + 𝜆𝛽
)

𝜆𝛽 𝑝⁄

           (4.22) 

= (𝐴0(𝑥)|𝜆𝛼2=0) (
𝜆𝛽

𝜆𝛼1 + 𝜆𝛽
)

𝜆𝛽 𝑝⁄
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∙

[
 
 
 
 

(∫𝑝(𝑡)|𝐷𝛽𝑓1(𝑡)|
𝑝
𝑑𝑡

𝑥

0

)

(
𝜆𝛼1+𝜆𝛽

𝑝
)

+(∫𝑝(𝑡)|𝐷𝛽𝑓2(𝑡)|
𝑝
𝑑𝑡

𝑥

0

)

(
𝜆𝛼1+𝜆𝛽

𝑝
)

]
 
 
 
 

=∶        (4.23) 

elde edilir. 

     2𝑟−1(𝑎𝑟 + 𝑏𝑟) ≤ (𝑎 + 𝑏)𝑟 ≤ 𝑎𝑟 + 𝑏𝑟 ,    𝑎, 𝑏 ≥ 0, 0 ≤ 𝑟 ≤ 1                                 (4.24) 

ve 

𝑎𝑟 + 𝑏𝑟 ≤ 𝑎𝑟 + 𝑏𝑟 ≤  2𝑟−1(𝑎𝑟 + 𝑏𝑟),     𝑎, 𝑏 ≥ 0, 𝑟 ≥ 1                                  (4.25) 

 eşitsizliklerinde son olarak (4.4), (4.24) ve (4.25) eşitsizlikleri kullanılarak, 

(∗) ≤ (𝐴0(𝑥)|𝜆𝛼1=0) (
𝜆𝛽

𝜆𝛼1 + 𝜆𝛽
)

𝜆𝛽 𝑝⁄

𝛿1 [∫ 𝑝(𝑡)[|𝐷
𝛽𝑓1(𝑡)|

𝑝
+ |𝐷𝛽𝑓2(𝑡)|

𝑝
]𝑑𝑡

𝑥

0

]

(
𝜆𝛼1+𝜆𝛽

𝑝
)

           (4.26) 

elde edilir. Böylece (4.5) eşitliği kanıtlanmış olur. 

Teorem 4.2: 𝛼1, 𝛼2 ∈ ℝ+, 𝛽 > 𝛼1, 𝛼2, 𝛽 − 𝛼𝑖 > (1/𝑝), 𝑝 > 1, 𝑖 = 1,2 olsun. 𝑥 ∈

ℝ+ − {0} olmak üzere  𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐿1(0, 𝑥) fonksiyonları sırasıyla [0, 𝑥] üzerinde 

𝐷𝛽𝑓1, 𝐷
𝛽𝑓2, 𝐿∞’da kesirli türevlere sahip ve 𝑘 = 1,… , [𝛽] + 1, 𝑖 = 1,2 için 𝐷𝛽−𝑘𝑓𝑖(0) =

0 olsun. Ayrıca tüm 𝑝(𝑡),
1

𝑝(𝑡)
, 𝑞(𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑥) olmak üzere 𝑝(𝑡) > 0 ve 𝑞(𝑡) ≥ 0 

olduğu göz önüne alınsın. 𝜆𝛽 > 0 ve 𝜆𝛼1 , 𝜆𝛼2 ≥ 0 öyle ki 𝜆𝛽 < 𝑝 olsun. Burada 𝑝 >

1’dir. 

     𝑃𝑖(𝑠) ≔ ∫(𝑠 − 𝑡)
𝑝(𝛽−𝛼𝑖−1)

𝑝−1 (𝑝(𝑡))
−1 (𝑝−1)⁄

𝑠

0

𝑑𝑡, 𝑖 = 1,2;  0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥,                

𝐴(𝑠) ∶=  
𝑞(𝑠)(𝑃1(𝑠))

𝜆𝛼2(
𝑝−1
𝑝
)
(𝑃2(𝑠))

𝜆𝛼2(
𝑝−1
𝑝
)
(𝑝(𝑠))

−𝜆𝛽 𝑝⁄

(Γ(𝛽 − 𝛼1))
𝜆𝛼1(Γ(𝛽 − 𝛼2))

𝜆𝛼2
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      𝐴0(𝑥) ∶= (∫(𝐴(𝑠))
𝑝 (𝑝−𝜆𝛽)⁄

𝑑𝑠

𝑥

0

)

(𝑝−𝜆𝛽) 𝑝⁄

 

ve 

     𝛿3 ∶=  {
2𝜆𝛼2 𝜆𝛽⁄ − 1, 𝜆𝛼2 ≥ 𝜆𝛽 ise

1,                             𝜆𝛼2 ≤ 𝜆𝛽 ise
                                                                         (4.27) 

dir. Eğer 𝜆𝛼1 = 0 ise  

∫𝑞(𝑠) [|(𝐷𝛼2𝑓2)(𝑠)|
𝜆𝛼2 |(𝐷𝛽𝑓1)(𝑠)|

𝜆𝛽
+ |(𝐷𝛼2𝑓1)(𝑠)|

𝜆𝛼2 |(𝐷𝛽𝑓2)(𝑠)|
𝜆𝛽
]

𝑥

0

𝑑𝑠 

≤ (𝐴0(𝑥)|𝜆𝛼1=0) 2
(𝑝−𝜆𝛽)

𝑝 (
𝜆𝛽

𝜆𝛼2 + 𝜆𝛽
)

𝜆𝛽 𝑝⁄

𝛿3
𝜆𝛽 𝑝⁄

 

∙ (∫𝑝(𝑠)[|(𝐷𝛽𝑓1)(𝑠)|
𝑝
+ |(𝐷𝛽𝑓2)(𝑠)|

𝑝
]𝑑𝑠

𝑥

0

)

𝜆𝛼2+𝜆𝛽
𝜆𝛽

                                            (4.28) 

dir. 

İspat: 𝜆𝛼1 = 0 olduğunda (4.19) ve (4.20) eşitsizliklerinden 0 <
𝜆𝛽

𝑝
< 1 olmak üzere 

(4.24) eşitsizliği göz önüne alınırsa, 

∫𝑞(𝑠) [|(𝐷𝛼2𝑓2)(𝑠)|
𝜆𝛼2 |(𝐷𝛽𝑓1)(𝑠)|

𝜆𝛽
+ |(𝐷𝛼2𝑓1)(𝑠)|

𝜆𝛼2 |(𝐷𝛽𝑓2)(𝑠)|
𝜆𝛽
]

𝑥

0

𝑑𝑠 

≤ (𝐴0(𝑥)|𝜆𝛼1=0) 

∙ [(∫(𝑧2(𝑠))

𝑥

0

𝜆𝛼2 𝜆𝛽⁄

(𝑧1
′(𝑠))𝑑𝑠)

𝜆𝛽 𝑝⁄

+ (∫(𝑧1(𝑠))

𝑥

0

𝜆𝛼2 𝜆𝛽⁄

(𝑧2
′ (𝑠))𝑑𝑠)

𝜆𝛽 𝑝⁄

]     (4.29) 
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≤ (𝐴0(𝑥)|𝜆𝛼1=0) 2
1−
𝜆𝛽
𝑝 (𝑀(𝑥))

𝜆𝛽 𝑝⁄
=: (∗)                                                                (4.30) 

elde edilir. Burada; 

𝑀(𝑥) ∶= ∫ [(𝑧2)(𝑠)
𝜆𝛼2 𝜆𝛽⁄ 𝑧1

′(𝑠) + (𝑧1(𝑠))
𝜆𝛼2 𝜆𝛽⁄

𝑧2
′ (𝑠)] 𝑑𝑠                                     (4.31)

𝑥

0

 

dir. 

𝛿2 ∶= {
1,                      𝜆𝛼2 ≥ 𝜆𝛽 ise

21−(𝜆𝛼2 𝜆𝛽⁄ ),    𝜆𝛼2 ≤ 𝜆𝛽 ise
                                                                                 (4.32) 

olduğundan 

𝑀(𝑥) = ∫(𝑧1(𝑠))
𝜆𝛼2 𝜆𝛽⁄

+ (𝑧2(𝑠))
𝜆𝛼2 𝜆𝛽⁄

𝑥

0

(𝑧1
′(𝑠) + 𝑧2

′ (𝑠))𝑑𝑠 

−∫|𝑧1(𝑠)
𝜆𝛼2 𝜆𝛽⁄ 𝑧1

′(𝑠) + (𝑧2(𝑠))
𝜆𝛼2 𝜆𝛽⁄

𝑧2
′ (𝑠)| 𝑑𝑠

𝑥

0

                                                      (4.33) 

(4.24), (4.25)

≤
𝛿2∫(𝑧1(𝑠) + 𝑧2(𝑠))

𝜆𝛼2 𝜆𝛽⁄
(𝑧1(𝑠) + 𝑧2(𝑠))

′
𝑑𝑠

𝑥

0

 

−(
𝜆𝛽

𝜆𝛼2 + 𝜆𝛽
) [(𝑧1(𝑥))

𝜆𝛼2+𝜆𝛽
𝜆𝛽 + (𝑧2(𝑥))

𝜆𝛼2+𝜆𝛽
𝜆𝛽 ]                                                        (4.34) 

= 𝛿2(𝑧1(𝑠) + 𝑧2(𝑠))
𝜆𝛼2 𝜆𝛽⁄

(
𝜆𝛽

𝜆𝛼2 + 𝜆𝛽
) − (

𝜆𝛽

𝜆𝛼2 + 𝜆𝛽
) 

∙ [(𝑧1(𝑥))

𝜆𝛼2+𝜆𝛽
𝜆𝛽 + (𝑧2(𝑥))

𝜆𝛼2+𝜆𝛽
𝜆𝛽 ]                                                                                (4.35) 

(
𝜆𝛽

𝜆𝛼2 + 𝜆𝛽
) [𝛿2(𝑧1(𝑥) + 𝑧2(𝑥))

(
𝜆𝛼2+𝜆𝛽
𝜆𝛽

)
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−((𝑧1(𝑥))
(
𝜆𝛼2+𝜆𝛽
𝜆𝛽

)
+ (𝑧2(𝑥))

(
𝜆𝛼2+𝜆𝛽
𝜆𝛽

)
)]                                                                   (4.36) 

(4.25)

≤
(

𝜆𝛽

𝜆𝛼2 + 𝜆𝛽
) [𝛿22

𝜆𝛼2
𝜆𝛽 ((𝑧1(𝑥))

(
𝜆𝛼2+𝜆𝛽
𝜆𝛽

)
+ (𝑧2(𝑥))

(
𝜆𝛼2+𝜆𝛽
𝜆𝛽

)
) 

−((𝑧1(𝑥))
(
𝜆𝛼2+𝜆𝛽
𝜆𝛽

)
+ (𝑧2(𝑥))

(
𝜆𝛼2+𝜆𝛽
𝜆𝛽

)
)]                                                                   (4.37) 

= (
𝜆𝛽

𝜆𝛼2 + 𝜆𝛽
) (𝛿22

𝜆𝛼2 𝜆𝛽⁄ − 1) [(𝑧1(𝑥))
(
𝜆𝛼2+𝜆𝛽
𝜆𝛽

)
+ (𝑧2(𝑥))

(
𝜆𝛼2+𝜆𝛽
𝜆𝛽

)
]                 (4.38) 

(𝛿3 = 𝛿22
𝜆𝛼2 𝜆𝛽⁄ − 1) 

(4.25)

≤
(

𝜆𝛽

𝜆𝛼2 + 𝜆𝛽
) 𝛿3(𝑧1(𝑥) + 𝑧2(𝑥))

(
𝜆𝛼2+𝜆𝛽
𝜆𝛽

)
                                                          (4.39) 

dir. 

Yani, 

𝑀(𝑥) ≤ (
𝜆𝛽

𝜆𝛼2 + 𝜆𝛽
)𝛿3(𝑧1(𝑥) + 𝑧2(𝑥))

(
𝜆𝛼2+𝜆𝛽
𝜆𝛽

)
                                                      (4.40) 

olur. 

Bunun sonucunda da (4.30) ve (4.40) eşitsizliklerinden, 

(∗) ≤ (𝐴0(𝑥)|𝜆𝛼1=0)2
(𝑝−𝜆𝛽)

𝑝 (
𝜆𝛽

𝜆𝛼2 + 𝜆𝛽
)

𝜆𝛽 𝑝⁄

𝛿3
𝜆𝛽 𝑝⁄ (𝑧1(𝑥) + 𝑧2(𝑥))

(𝜆𝛼2+𝜆𝛽) 𝑝⁄          (4.41) 

 = (𝐴0(𝑥)|𝜆𝛼1=0) 2
(𝑝−𝜆𝛽)

𝑝 (
𝜆𝛽

𝜆𝛼2 + 𝜆𝛽
)

𝜆𝛽 𝑝⁄
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  ∙ 𝛿3
𝜆𝛽 𝑝⁄ [∫𝑝(𝑠)[|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|

𝑝
+ |𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|

𝑝
]𝑑𝑠

𝑥

0

]

(
𝜆𝛼2+𝜆𝛽
𝜆𝛽

)

                                  (4.42) 

Elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 4.3: 𝛼1, 𝛼2 ∈ ℝ+, 𝛽 > 𝛼1, 𝛼2, 𝛽 − 𝛼𝑖 > (1/𝑝), 𝑝 > 1, 𝑖 = 1,2 olsun. 𝑥 ∈

ℝ+ − {0} olmak üzere  𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐿1(0, 𝑥) fonksiyonları sırasıyla [0, 𝑥] üzerinde 

𝐷𝛽𝑓1, 𝐷
𝛽𝑓2, 𝐿∞’da kesirli türevlere sahip ve 𝑘 = 1,… , [𝛽] + 1, 𝑖 = 1,2 için 

𝐷𝛽−𝑘𝑓𝑖(0) = 0 olsun. Ayrıca tüm 𝑝(𝑡),
1

𝑝(𝑡)
, 𝑞(𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑥) olmak üzere 𝑝(𝑡) >

0 ve 𝑞(𝑡) ≥ 0 olduğu göz önüne alınsın. 𝜆𝛽 > 0 ve 𝜆𝛼1 , 𝜆𝛼2 ≥ 0 öyle ki 𝜆𝛽 < 𝑝 olsun. 

Burada  𝑝 > 1’dir. 

     𝑃𝑖(𝑠) ≔ ∫(𝑠 − 𝑡)
𝑝(𝛽−𝛼𝑖−1)

𝑝−1 (𝑝(𝑡))
−1 (𝑝−1)⁄

𝑠

0

𝑑𝑡, 𝑖 = 1,2;  0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥,                

𝐴(𝑠) ∶=  
𝑞(𝑠)(𝑃1(𝑠))

𝜆𝛼2(
𝑝−1
𝑝
)
(𝑃2(𝑠))

𝜆𝛼2(
𝑝−1
𝑝
)
(𝑝(𝑠))

−𝜆𝛽 𝑝⁄

(Γ(𝛽 − 𝛼1))
𝜆𝛼1(Γ(𝛽 − 𝛼2))

𝜆𝛼2
                                   

     𝐴0(𝑥) ∶= (∫(𝐴(𝑠))
𝑝 (𝑝−𝜆𝛽)⁄

𝑑𝑠

𝑥

0

)

(𝑝−𝜆𝛽) 𝑝⁄

 

dir. 

𝛾1̃ ∶= {
2((𝜆𝛼1+𝜆𝛼2) 𝜆𝛽⁄ ) − 1, 𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2 ≥ 𝜆𝛽 ise

1,                                  𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2 ≤ 𝜆𝛽 ise
                                                         (4.43) 

ve 

𝛾2̃ ∶= {
1,                                         𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2 + 𝜆𝛽 ≥ 𝑝 ise

21−((𝜆𝛼1𝜆𝛼2+𝜆𝛽) 𝑝⁄ ), 𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2 + 𝜆𝛽 ≤ 𝑝 ise
                                          (4.44) 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda,   
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∫𝑞(𝑠) [|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1 |𝐷𝛼2𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼2|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛽 + |𝐷𝛼2𝑓1(𝑠)|

𝜆𝛼2|𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛼1|𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛽] 𝑑𝑠

𝑥

0

 

≤ 𝐴0(𝑥) (
𝜆𝛽

(𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2)(𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2 + 𝜆𝛽)
)

𝜆𝛽
𝑝

[𝜆𝛼1

𝜆𝛽
𝑝 𝛾2̃ + 2

(𝑝−𝜆𝛽)

𝑝 (𝛾1̃𝜆𝛼2)
𝜆𝛽
𝑝 ] 

(∫𝑝(𝑠)(|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|
𝑝
+ |𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|

𝑝
)𝑑𝑠

𝑥

0

)

(𝜆𝛼1+𝜆𝛼2+𝜆𝛽) 𝑝⁄

                                          (4.45) 

olur. 

İspat: 𝑎, 𝑏 ≥ 0 ve 𝑝, 𝑞 > 1 öyle ki  
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 olmak üzere 

                      𝑎𝑏 ≤
𝑎𝑝

𝑝
+
𝑏𝑞

𝑞
                                                                                               (4.46) 

dir.Burada, 

∫𝑞(𝑠)|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1 |𝐷𝛼2𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼2 |𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛽
𝑑𝑠

𝑥

0

 

≤ 𝐴0(𝑥) [∫ [(
𝜆𝛼1

𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2
) (𝑧1(𝑠))

(
𝜆𝛼1+𝜆𝛼2

𝜆𝛽
)

𝑥

0

+ (
𝜆𝛼2

𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2
) (𝑧2(𝑠))

(
𝜆𝛼1+𝜆𝛼2

𝜆𝛽
)
] 𝑧1

′(𝑠)𝑑𝑠]

𝜆𝛽 𝑝⁄

                                                        (4.47) 

(4.24)

≤
𝐴0(𝑥)

[
 
 
 
 
 

(

 
 
(
𝜆𝛼1𝜆𝛽

𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2
)
(𝑧1(𝑥))

(𝜆𝛼1+𝜆𝛼2+𝜆𝛽)

𝜆𝛽

(𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2 + 𝜆𝛽)

)

 
 

𝜆𝛽 𝑝⁄

+ (∫(
𝜆𝛼2

𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2
) (𝑧2(𝑠))

(
𝜆𝛼1+𝜆𝛼2

𝜆𝛽
)

𝑥

0

𝑧1
′(𝑠)𝑑𝑠)

𝜆𝛽 𝑝⁄

]
 
 
 
 
 

                                                                (4.48) 
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elde edilir. Sonuç olarak; 

∫𝑞(𝑠)|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1 |𝐷𝛼2𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼2 |𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛽
𝑑𝑠

𝑥

0

 

≤ 𝐴0(𝑥) {
𝜆𝛼1𝜆𝛽

(𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2)(𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2 + 𝜆𝛽)

𝜆𝛽 𝑝⁄

(𝑧1(𝑥))
(𝜆𝛼1+𝜆𝛼2+𝜆𝛽)

𝑝

+ (
𝜆𝛼2

𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2
)

𝜆𝛽 𝑝⁄

(∫(𝑧2(𝑠))
(
𝜆𝛼1+𝜆𝛼2

𝜆𝛽
)
𝑧1
′(𝑠)𝑑𝑠

𝑥

0

)

𝜆𝛽 𝑝⁄

}                                   (4.49) 

 olup, benzer şekilde, 

∫𝑞(𝑠)|𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛼1 |𝐷𝛼2𝑓1(𝑠)|

𝜆𝛼2 |𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛽
𝑑𝑠

𝑥

0

 

≤ 𝐴0(𝑥) {
𝜆𝛼1𝜆𝛽

(𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2)(𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2 + 𝜆𝛽)

𝜆𝛽 𝑝⁄

(𝑧2(𝑥))
(𝜆𝛼1+𝜆𝛼2+𝜆𝛽)

𝑝

+ (
𝜆𝛼2

𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2
)

𝜆𝛽 𝑝⁄

(∫(𝑧1(𝑠))
(
𝜆𝛼1+𝜆𝛼2

𝜆𝛽
)
𝑧2
′ (𝑠)𝑑𝑠

𝑥

0

)

𝜆𝛽 𝑝⁄

}                                   (4.50) 

elde edilir.  (4.49) ve (4.50) eşitsizlikleri toplanırsa, 

Ω ∶= ∫ 𝑞(𝑠) [|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1 |𝐷𝛼2𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼2|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛽 + |𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼1|𝐷𝛼2𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼2|𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛽] 𝑑𝑠
𝑥

0
 

        ≤ 𝐴0(𝑥) {
𝜆𝛼1𝜆𝛽

(𝜆𝛼1+𝜆𝛼2)(𝜆𝛼1+𝜆𝛼2+𝜆𝛽)

𝜆𝛽 𝑝⁄

((𝑧1(𝑥))

(𝜆𝛼1+𝜆𝛼2+𝜆𝛽)

𝜆𝛽 + (𝑧2(𝑥))

(𝜆𝛼1+𝜆𝛼2+𝜆𝛽)

𝜆𝛽 ) 

          + (
𝜆𝛼2

𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2
)

𝜆𝛽 𝑝⁄

[(∫(𝑧2(𝑠))
(
𝜆𝛼1+𝜆𝛼2

𝜆𝛽
)
𝑧1
′(𝑠)𝑑𝑠

𝑥

0

)

𝜆𝛽 𝑝⁄
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          ∙ (∫(𝑧1(𝑠))
(
𝜆𝛼1+𝜆𝛼2

𝜆𝛽
)
𝑧2
′ (𝑠)𝑑𝑠

𝑥

0

)

𝜆𝛽 𝑝⁄

}                                                            (4.51) 

(4.24)

≤
𝐴0(𝑥) {(

𝜆𝛼1𝜆𝛽

(𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2)(𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2 + 𝜆𝛽)
)

𝜆𝛽 𝑝⁄

 

∙ ((𝑧1(𝑥))

(𝜆𝛼1+𝜆𝛼2+𝜆𝛽)

𝜆𝛽 + (𝑧2(𝑥))

(𝜆𝛼1+𝜆𝛼2+𝜆𝛽)

𝜆𝛽 ) 

+(
𝜆𝛼2

𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2
)

𝜆𝛽 𝑝⁄

2
1−(

𝜆𝛽
𝑝
)
(Γ∗(𝑥))

𝜆𝛽 𝑝⁄
}                                                             (4.52) 

elde edilir. Burada, 

Γ∗(𝑥) ∶= ∫((𝑧2(𝑠))
(
𝜆𝛼1+𝜆𝛼2

𝜆𝛽
)
𝑧1
′(𝑠) + (𝑧1(𝑠))

(
𝜆𝛼1+𝜆𝛼2

𝜆𝛽
)
𝑧2
′ (𝑠))𝑑𝑠                     (4.53)

𝑥

0

 

dir. 

(4.31) ve (4.40) eşitsizlikleri tekrar göz önüne alınırsa, 

Γ∗(𝑥) ≤ (
𝜆𝛽𝛾1̃

𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2 + 𝜆𝛽
) (𝑧1(𝑥) + 𝑧2(𝑥))

(
𝜆𝛼1+𝜆𝛼2+𝜆𝛽

𝑝
)
                                       (4.54) 

olur. 

Böylece (4.54) eşitsizliğinden, 
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Ω ≤ 𝐴0(𝑥) {(
𝜆𝛼1𝜆𝛽

(𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2)(𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2 + 𝜆𝛽)
)

𝜆𝛽 𝑝⁄

((𝑧1(𝑥))

(𝜆𝛼1+𝜆𝛼2+𝜆𝛽)

𝜆𝛽

+ (𝑧2(𝑥))

(𝜆𝛼1+𝜆𝛼2+𝜆𝛽)

𝜆𝛽 )

+ (
𝜆𝛼2

𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2
)

𝜆𝛽 𝑝⁄

2
(𝑝−𝜆𝛽)

𝑝 (
𝜆𝛽𝛾1̃

𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2 + 𝜆𝛽
)

𝜆𝛽 𝑝⁄

∙ (𝑧1(𝑥)

+ 𝑧2(𝑥))
(
𝜆𝛼1+𝜆𝛼2+𝜆𝛽

𝑝
)
}                                                                             (4.55) 

 

   

(4.24), (4.25)

≤
𝐴0(𝑥) {(

𝜆𝛼1𝜆𝛽

(𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2)(𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2 + 𝜆𝛽)
)

𝜆𝛽 𝑝⁄

 

∙ 𝛾2̃(𝑧1(𝑥)   + 𝑧2(𝑥))
(
𝜆𝛼1+𝜆𝛼2+𝜆𝛽

𝑝
)
+ (

𝜆𝛼2
𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2

)

𝜆𝛽 𝑝⁄

 

2
(𝑝−𝜆𝛽)

𝑝 (
𝜆𝛽𝛾1̃

𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2 + 𝜆𝛽
)

𝜆𝛽 𝑝⁄

∙ (𝑧1(𝑥) + 𝑧2(𝑥))
(
𝜆𝛼1+𝜆𝛼2+𝜆𝛽

𝑝
)
}                   (4.56) 

= 𝐴0(𝑥) {(
𝜆𝛼1𝜆𝛽

(𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2)(𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2 + 𝜆𝛽)
)

𝜆𝛽 𝑝⁄

𝛾2̃ + (
𝜆𝛼2

𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2
)

𝜆𝛽 𝑝⁄

2
(𝑝−𝜆𝛽)

𝑝  

∙ (
𝜆𝛽𝛾1̃

𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2 + 𝜆𝛽
)

𝜆𝛽 𝑝⁄

} (𝑧1(𝑥) + 𝑧2(𝑥))
(
𝜆𝛼1+𝜆𝛼2+𝜆𝛽

𝑝
)
                               (4.57) 

= 𝐴0(𝑥) (
𝜆𝛽

(𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2)(𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2 + 𝜆𝛽)
)

𝜆𝛽 𝑝⁄

∙ [[𝜆𝛼1

𝜆𝛽
𝑝 𝛾2̃ + 2

(𝑝−𝜆𝛽)

𝑝 (𝛾1̃𝜆𝛼2)
𝜆𝛽
𝑝 ] 

∙ [∫𝑝(𝑠)(|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|
𝑝
+ |𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|

𝑝
)𝑑𝑠

𝑥

0

]

(𝜆𝛼1+𝜆𝛼2+𝜆𝛽) 𝑝⁄

                          (4.58) 

elde edilir. 
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Teorem 4.4:  0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥 ve 𝑓 ∈ 𝐿∞([0, 𝑥]), 𝑟 > 0 olsun. 

                        𝐹(𝑠) ∶= ∫(𝑠 − 𝑡)𝑟𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑠

0

                                                                       (4.60) 

olarak tanımlansın. Bu durumda tüm 𝑠 ∈ [0, 𝑥] için                                                  

                        𝐹′(𝑠) = 𝑟∫(𝑠 − 𝑡)𝑟−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑠

0

                                                                (4.61) 

mevcuttur. 

 

İspat: 𝑠0  ∈  [0, 𝑥] bir sabit ve  

𝐹(𝑠0) = ∫(𝑠0 − 𝑡)
𝑟𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = ∫𝜒[0,𝑠0](𝑡)(𝑠0 − 𝑡)

𝑟𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

𝑠0

0

 

olsun. Her 𝑠0 ∈ [0, 𝑥] için g(𝑠, 𝑡) ∶= 𝜒[0,𝑠0](𝑡)(𝑠0 − 𝑡)
𝑟𝑓(𝑡) fonksiyonu Lebesgue 

integrallenebilirdir. Yani tüm t ∈ [0, 𝑥] için  g(𝑠0, 𝑡) = 𝜒[0,𝑠0](𝑡)(𝑠0 − 𝑡)
𝑟𝑓(𝑡) ve  

  

𝐹(𝑠0) = ∫(𝑠0 − 𝑡)
𝑟𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑠0

0

 

dir. 

𝜕𝑔(𝑠0, 𝑡)

𝜕𝑠
= 𝑓(𝑡) (lim

ℎ→0

𝜒[0,𝑠0+ℎ](𝑡)(𝑠0 + ℎ − 𝑡)
𝑟 − 𝜒[0,𝑠0](𝑡)(𝑠0 − 𝑡)

𝑟

ℎ
)                (4.62) 

 

olduğunu göstereceğiz. 

Bunun için üç farklı durumu göz önüne alalım: 

1) 𝑥 ≥ 𝑡 > 𝑠0 olsun. O zaman yeteri kadar küçük ℎ > 0 vardır öyle ki 𝑡 ≥ 𝑠0 ± ℎ’dir. 

Yani, 

𝜒[0,𝑠0+ℎ](𝑡) = 𝜒[0,𝑠0](𝑡) = 0 

dır. 

Bu nedenle tüm 𝑠0 < 𝑡 ≤ 𝑥   için  
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 𝜕𝑔(𝑠0, 𝑡)

𝜕𝑠
= 0                                                                                (4.63) 

mevcuttur. 

2) 0 ≤ 𝑡 < 𝑠0 olsun. O zaman yeteri kadar küçük ℎ > 0 vardır öyle ki 𝑡 < 𝑠0 ± ℎ 

‘dir. Yani, 

𝜒[0,𝑠0+ℎ](𝑡) = 𝜒[0,𝑠0](𝑡) = 1 

dir. 

Bu durumda hemen hemen tüm 0 ≤ 𝑡 < 𝑠0 için 

𝜕𝑔(𝑠0, 𝑡)

𝜕𝑠
= 𝑓(𝑡) (lim

ℎ→0

(𝑠0 + ℎ − 𝑡)
𝑟 − (𝑠0 − 𝑡)

𝑟

ℎ
) 

= (𝑟)(𝑠0 − 𝑡)
𝑟−1𝑓(𝑡)                                                                                (4.64) 

dir. 

3) 𝑡 = 𝑠0 olsun. O zaman görülür ki, 

𝜕𝑔 + (𝑠0, 𝑠0)

𝜕𝑠
= 𝑓(𝑠0) ( lim

ℎ→0+

ℎ𝑟

ℎ
) = 𝑓(𝑠0) ( lim

ℎ→0+
ℎ𝑟−1)                                      (4.65) 

dir. 

Son limit eğer 0 < 𝑟 < 1 ise mevcur değil, 𝑟 = 1 ise 𝑓(𝑠0) eşit ve 𝑟 > 1 ise sıfıra 

eşittir. Ayrıca 𝜒[0,𝑠0+ℎ](𝑠0) = 0, ℎ < 0 ise 

𝜕𝑔−
(𝑠0, 𝑠0)

𝜕𝑠
= 𝑓(𝑠0) ( lim

ℎ→0−

𝜒[0,𝑠0+ℎ](𝑠0)ℎ
𝑟

ℎ
) 

= 𝑓(𝑠0) ( lim
ℎ→0−

𝜒[0,𝑠0+ℎ](𝑠0)ℎ
𝑟−1) = 0 

dır. 

Yani, 

𝜕𝑔−
(𝑠0, 𝑠0)

𝜕𝑠
= 0                                                                                   (4.66) 

dır. 

Genel olarak tüm 𝑡 ∈ [0, 𝑥] için  
𝜕𝑔(𝑠0,𝑡)

𝜕𝑠
  mevcuttur. 

ℎ ≠ 0 ve 𝐷𝑠0(0, 𝑡) ∶= 0 için 

 

𝐷𝑠0(ℎ, 𝑡) ∶= 𝑓(𝑡) (
𝜒[0, 𝑠0 + ℎ](𝑡)(𝑠0 + ℎ − 𝑡)

𝑟 − 𝜒[0, 𝑠0](𝑡)(𝑠0 − 𝑡)
𝑟

ℎ
)           (4.67) 

şeklinde tanımlansın.  
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Buna göre yukarıdaki üç durumu tekrar göz önüne alalım: 

1) 𝑥 ≥ 𝑡 > 𝑠0 olsun. O zaman yeteri kadar küçük ℎ > 0 vardır öyle ki 𝑡 > 𝑠0 ± ℎ’dir. 

Böylece  𝐷𝑠0(ℎ, 𝑡) = 0 olduğu açıktır. 

2) 0 ≤ 𝑡 < 𝑠0 olsun. O zaman yeteri kadar küçük ℎ > 0 vardır öyle ki 𝑡 < 𝑠0 ± ℎ’dir. 

Bundan dolayı, 

𝐷𝑠0(±ℎ, 𝑟) = 𝑓(𝑡) (
(𝑠0 ± ℎ − 𝑡)

𝑟 − (𝑠0 − 𝑡)
𝑟

±ℎ
)                                                  (4.68) 

dir. 

 

𝜌 ∶= 𝑠0 − 𝑡 > 0 ve 𝜌 ≤ 𝑥 olsun. 𝑟 > 0 ve ℎ ≠ 0 olmak üzere 

𝜑(ℎ) ∶=
(𝑝 + ℎ)𝑟 − 𝑝𝑟

ℎ
=
(𝑠0 + ℎ − 𝑡)

𝑟 − (𝑠0 − 𝑡)
𝑟

ℎ
                                      (4.69) 

olarak tanımlansın. 

Yani, 

𝐷𝑠0(ℎ, 𝑡) = 𝑓(𝑡)𝜑(ℎ) . Eğer 𝑟 = 1 ise daha sonra 𝜑(ℎ) = 1 ve 

𝐷𝑠0(ℎ, 𝑡) = 𝑓(𝑡)                                                                                            (4.70) 

dir. 

Şimdi bu durumun alt durumlarını inceleyelim: 

(2(𝑖)) Eğer 𝑟 > 1 ise o zaman 0 ≤ 𝜌 ≤ 𝑥 için 𝛾(𝜌) ∶= 𝜌𝑟 konveks ve artandır. 

Eğer ℎ > 0 ise o zaman ortalama değer teoreminden 

𝜑(ℎ) < 𝑟𝑥𝑟−1 

olur. Yani, 

 |𝐷𝑠0(ℎ, 𝑡)| ≤ 𝑟𝑥𝑟−1|𝑓(𝑡)|                                          (4.71) 

dir. 

Eğer ℎ < 0 ise yine benzer şekilde, 

𝜑(ℎ) =
𝜌𝑟 − (𝜌 + ℎ)𝑟

−ℎ
< 𝑟𝑥𝑟−1 

dir. Yeterince küçük |ℎ| için 

|𝐷𝑠0(ℎ, 𝑡)| ≤ 𝑟𝑥𝑟−1|𝑓(𝑡)| , 𝑟 ≥ 1                                                             (4.72) 

olur. 
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(2(𝑖𝑖)) Eğer  0 < 𝑟 < 1 ise o zaman 0 ≤ 𝜌 ≤ 𝑥 için 𝛾(𝜌) = 𝜌𝑟 ise konkav ve artandır. 

ℎ > 0 ise 𝜑(ℎ) < 𝜌𝑟−1 = (𝑠0 − 𝑡)
𝑟−1 ve ℎ < 0 için yine 𝜑(ℎ) < 𝜌𝑟−1 = (𝑠0 −

𝑡)𝑟−1’dir. 

Yani yeterince küçük |ℎ| için 

|𝐷𝑠0(ℎ, 𝑡)| ≤ (𝑠0 − 𝑡)
𝑟−1|𝑓(𝑡)|                                                                 (4.73) 

                 dir. 

3) 𝑡 = 𝑠0 olsun. O zaman, 

ℎ > 0 için  𝐷𝑠0(ℎ, 𝑠0) = 𝑓(𝑠0)ℎ
𝑟−1                                                                        (4.74) 

ve 

ℎ < 0 için 𝐷𝑠0(ℎ, 𝑠0) = 0                                                                                          (4.75) 

     dır. 

Böylece eğer 𝑟 ≥ 1 ise, yeterince küçük |ℎ| için, 

𝐷𝑠0(ℎ, 𝑠0) ≤ |𝑓(𝑠0)|𝑥
𝑟−1                                                                                          (4.76) 

elde edilir. 

Eğer 0 < 𝑟 < 1 ise o zaman ℎ > 0 küçük için 𝐷𝑠0(ℎ, 𝑠0) fonksiyonu sınırlı değildir. 

Sonuç olarak; 

(1) 𝑟 ≥ 1 için hemen hemen tüm 𝑡 ∈ [0, 𝑥] için 

|𝐷𝑠0(ℎ, 𝑡)| ≤ 𝑟𝑥
𝑟−1||𝑓(𝑡)||

∞
< +∞                                                                       (4.77) 

(2) 0 < 𝑟 < 1 için hemen hemen tüm 𝑡 ∈ [0, 𝑥] için 

|𝐷𝑠0(ℎ, 𝑡)| ≤ 𝜆(𝑡)                                                                                                (4.78) 

olur. Burada, 

𝜆(𝑡) ∶= {
(𝑠0 − 𝑡)

𝑟−1|𝑓(𝑡)|, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑠0
0,                                       𝑠0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥

                                                        (4.79) 

dir. Açıktır ki 𝜆 , [0, 𝑥]  üzerinde integrallenebilirdir. O zaman Teorem 24.5 (Charalambos 

et al. 1998)’den  
𝜕𝑔(𝑠0,∙)

𝜕𝑠
  fonksiyonu integrallenebilirdir ve 

𝐹′(𝑠0) = ∫
𝜕𝑔(𝑠0, 𝑡)

𝜕𝑠
𝑑𝑡 = 𝑟∫(𝑠0 − 𝑡)

𝑟−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡 + ∫0𝑑𝑡

𝑥

𝑠0

𝑠0

0

𝑥

0

 

= 𝑟∫(𝑠0 − 𝑡)
𝑟−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡                                                                             (4.80)

𝑠0

0

 

elde edilir. 
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Teorem 4.5 𝛽 > 𝛼1 + 1, 𝛼1 ∈ ℝ+ olsun. 𝑥 ∈ ℝ+ − {0} olmak üzere  𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐿1(0, 𝑥) 

fonksiyonları sırasıyla [0, 𝑥] üzerinde 𝐷𝛽𝑓1, 𝐷
𝛽𝑓2,𝐿∞’da kesirli türevlere sahip ve 𝑘 =

1, … , [𝛽] + 1, 𝑖 = 1,2 için 𝐷𝛽−𝑘𝑓𝑖(0) = 0 olsun. Ayrıca tüm 𝑝(𝑡),
1

𝑝(𝑡)
, 𝑞(𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑥) 

olmak üzere 𝑝(𝑡) > 0 ve 𝑞(𝑡) ≥ 0 olduğu göz önüne alınsın. 𝜆𝛼 ≥ 0, 0 < 𝜆𝛼+1 < 1 ve 

𝑝 > 1’dir. 

 

𝜃3 ∶= {
2𝜆𝛼 (𝜆𝛼+1)⁄ − 1,           𝜆𝛼 ≥ 𝜆𝛼+1 ise
1,                                    𝜆𝛼 ≤ 𝜆𝛼+1ise

                                                                 (4.81) 

 

𝐿(𝑥) ∶= (2∫(𝑞(𝑠))
(1 (1−𝜆𝛼+1)⁄ )

𝑑𝑠

𝑥

0

)

(1−𝜆𝛼+1)

(
𝜃3𝜆𝛼+1
𝜆𝛼 + 𝜆𝛼+1

)
𝜆𝛼+1

                             (4.82) 

 

ve 

𝑃1(𝑥) ∶= ∫(𝑥 − 𝑠)
(𝛽−𝛼1−1)𝑝 (𝑝−1)⁄ (𝑝(𝑠))

−1 (𝑝−1)⁄
𝑑𝑠                                                (4.83)

𝑥

0

 

 

𝑇(𝑥) ∶= 𝐿(𝑥) (
𝑃1(𝑥)

((𝑝−1) 𝑝⁄ )

Γ(𝛽 − 𝛼1)
)

𝜆𝛼+𝜆𝛼+1

                                                                        (4.84) 

 

ve 

𝜔1: = 2
(
𝑝−1
𝑝
)(𝜆𝛼+𝜆𝛼+1)                                                                                                        (4.85) 

 

𝜙(𝑥) ∶= 𝑇(𝑥)𝜔1                                                                                                                 (4.86) 

 

dir. O zaman, 

∫𝑞(𝑠)[|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼|𝐷𝛼1+1𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼+1 + |𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛼|𝐷𝛼1+1𝑓1(𝑠)|

𝜆𝛼+1]𝑑𝑠

𝑥

0
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≤ 𝜙(𝑠) [∫𝑝(𝑠)(|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|
𝑝
+ |𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|

𝑝
)𝑑𝑠

𝑥

0

]

(𝜆𝛼+𝜆𝛼+1)
𝑝

                                     (4.87) 

elde edilir. 

 

İspat: Kolaylık sağlaması için 𝛼2 ≔ 𝛼1 + 1 yazalım.                                               (4.88) 

Teorem 2.2.1’den ∀ 𝑠 ∈ [0, 𝑥], 𝑖 = 1,2 için 

𝐷𝛼1𝑓𝑖(𝑠) =
1

Γ(β − 𝛼1)
∫(𝑠 − 𝑡)𝛽−𝛼1−1
𝑠

0

𝐷𝛽𝑓𝑖(𝑡)𝑑𝑡                                                    (4.89) 

ve   

𝐷𝛼2𝑓𝑖(𝑠) = 𝐷𝛼1+1𝑓𝑖(𝑠) =
1

Γ(𝛽 − 𝛼1 − 1)
∫(𝑠 − 𝑡)𝛽−𝛼1−2𝐷𝛽𝑓𝑖(𝑡)𝑑𝑡                  (4.90)

𝑠

0

 

dir. Teorem 4.4’ten ∀ 𝑠 ∈ [0, 𝑥], 𝑖 = 1,2 için  

     (𝐷𝛼1𝑓𝑖(𝑠))′ = 𝐷𝛼1+1𝑓𝑖(𝑠) = 𝐷𝛼2𝑓𝑖(𝑠)                                                                           (4.91) 

ve   

 𝐷𝛼𝑖𝑓𝑖(𝑠) ≤
1

Γ(𝛽 − 𝛼𝑖)
∫(𝑠 − 𝑡)𝛽−𝛼𝑖−1|𝐷𝛽𝑓𝑗(𝑡

𝑠

0

)|𝑑𝑡 =: 𝑔𝑗,𝛼𝑖(𝑠)                             (4.92) 

dir. Burada 𝑗 = 1,2, 𝑖 = 1,2, 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥’dir. 

Teorem 4.4’ten 

(𝑔𝑗,𝛼1(𝑠))
′ = 𝑔𝑗,𝛼2(𝑠);   𝑔𝑗,𝛼𝑖(0) = 0                                                                           (4.93) 

dir. 

Eğer 𝛽 − 𝛼2 = 1 ise  

𝑔𝑗,𝛼2(𝑠) = ∫ |𝐷𝛽𝑓𝑗(𝑡)𝑑𝑡                                                                                                  (4.94)

𝑠

0

 

dir.  
1

𝜆𝛼+1
, 

1

(1−𝜆𝛼+1)
 indeksleri için Hölder eşitsizliği uygulanırsa, 

∫𝑞(𝑠)|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼|𝐷𝛼1+1𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼+1𝑑𝑠 ≤ ∫𝑞(𝑠) (𝑔1,𝛼1(𝑠))
𝜆𝛼
((𝑔2,𝛼1(𝑠))

′
)
𝜆𝛼+1

𝑑𝑠

𝑠

0

𝑥

0

 

≤ (∫(𝑞(𝑠))
(

1
1−𝜆𝛼+1

)

𝑠

0

𝑑𝑠)

(1−𝜆𝛼+1)

(∫(𝑔1,𝛼1(𝑠))

𝜆𝛼
𝜆𝛼+1 (𝑔1,𝛼1(𝑠))

′

𝑑𝑠

𝑥

0

)

𝜆𝛼+1

       (4.95) 
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 elde edilir. Benzer şekilde, 

∫𝑞(𝑠)|𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛼|𝐷𝛼1+1𝑓1(𝑠)|

𝜆𝛼+1𝑑𝑠

𝑥

0

 

≤ (∫(𝑞(𝑠))
(

1
1−𝜆𝛼+1

)

𝑠

0

𝑑𝑠)

(1−𝜆𝛼+1)

(∫(𝑔2,𝛼1(𝑠))

𝜆𝛼
𝜆𝛼+1 (𝑔1,𝛼1(𝑠))

′

𝑑𝑠

𝑥

0

)

𝜆𝛼+1

        (4.96) 

elde edilir. 

(4.95) ve (4.96) eşitsizlikleri toplanırsa, 

∫𝑞(𝑠)[|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼|𝐷𝛼1+1𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼+1 + |𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛼|𝐷𝛼1+1𝑓1(𝑠)|

𝜆𝛼+1]𝑑𝑠

𝑥

0

 

≤ (∫(𝑞(𝑠))
(

1
1−𝜆𝛼+1

)

𝑠

0

𝑑𝑠)

(1−𝜆𝛼+1)

[(∫(𝑔1,𝛼1(𝑠))

𝜆𝛼
𝜆𝛼+1 (𝑔1,𝛼1(𝑠))

′

𝑑𝑠

𝑥

0

)

𝜆𝛼+1

 

   +(∫(𝑔2,𝛼1(𝑠))

𝜆𝛼
𝜆𝛼+1 (𝑔1,𝛼1(𝑠))

′

𝑑𝑠

𝑥

0

)

𝜆𝛼+1

]                                                                    (4.97) 

(4.24)

≤
(2∫(𝑞(𝑠))

(
1

1−𝜆𝛼+1
)
𝑑𝑠

𝑥

0

)

1−𝜆𝛼+1

 

∙ [∫ [(𝑔1,𝛼1(𝑠))

𝜆𝛼
𝜆𝛼+1 (𝑔1,𝛼1(𝑠))

′

+ (𝑔2,𝛼1(𝑠))

𝜆𝛼
𝜆𝛼+1 (𝑔1,𝛼1(𝑠))

′

] 𝑑𝑠

𝑥

0

]

𝜆𝛼+1

             (4.98) 

≤ (2∫(𝑞(𝑠))
(

1
1−𝜆𝛼+1

𝑥

0

)

(1−𝜆𝛼+1)

(
𝜆𝛼+1𝜃3
𝜆𝛼 + 𝜆𝛼+1

)
𝜆𝛼+1

 

. (𝑔1,𝛼1(𝑥) + 𝑔2,𝛼1(𝑥))
(𝜆𝛼+𝜆𝛼+1)

                                                                           (4.99) 

 

= 𝐿(𝑥) (𝑔1,𝛼1(𝑥) + 𝑔2,𝛼1(𝑥))
𝜆𝛼+𝜆𝛼+1

                                                                        (4.100) 

 

=
𝐿(𝑥)

(Γ(𝛽 − 𝛼1)
(𝜆𝛼+𝜆𝛼+1)
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∙ [∫(𝑥 − 𝑡)𝛽−𝛼1−1(𝑝(𝑡))
−1 𝑝⁄

(𝑝(𝑡))
1 𝑝⁄
[|𝐷𝛽𝑓1(𝑡)| + |𝐷

𝛽𝑓2(𝑡)|]𝑑𝑡

𝑥

0

]

(𝜆𝛼+𝜆𝛼+1)

       (4.101) 

≤
𝐿(𝑥)

(Γ(𝛽 − 𝛼1)
(𝜆𝛼+𝜆𝛼+1)

[∫(𝑥 − 𝑡)
(𝛽−𝛼1−1)𝑝
(𝑝−1) (𝑝(𝑡))

−1
(𝑝−1)𝑑𝑡

𝑥

0

]

(
𝑝−1
𝑝
)(𝜆𝛼+𝜆𝛼+1)

 

∙ [∫𝑝(𝑡)(|𝐷𝛽𝑓1(𝑡)| + |𝐷
𝛽𝑓2(𝑡)|)

𝑝
𝑑𝑡

𝑥

0

]

(
𝜆𝛼+𝜆𝛼+1

𝑝
)

                                                     (4.102) 

=
𝐿(𝑥)(𝑃1(𝑥))

(
𝑝−1
𝑝
)(𝜆𝛼+𝜆𝛼+1)

(Γ(𝛽 − 𝛼1)
(𝜆𝛼+𝜆𝛼+1)

[∫𝑝(𝑡)(|𝐷𝛽𝑓1(𝑡)| + |𝐷
𝛽𝑓2(𝑡)|)

𝑝
𝑑𝑡

𝑥

0

]

(
𝜆𝛼+𝜆𝛼+1

𝑝
)

           (4.103) 

= 𝑇(𝑥) [∫𝑝(𝑡)(|𝐷𝛽𝑓1(𝑡)| + |𝐷
𝛽𝑓2(𝑡)|)

𝑝
𝑑𝑡

𝑥

0

]

(
𝜆𝛼+𝜆𝛼+1

𝑝
)

                                         (4.104) 

= 𝑇(𝑥)2
(
𝑝−1
𝑝
)(𝜆𝛼+𝜆𝛼+1) [∫𝑝(𝑡)(|𝐷𝛽𝑓1(𝑡)| + |𝐷

𝛽𝑓2(𝑡)|)
𝑝
𝑑𝑡

𝑥

0

]

(
𝜆𝛼+𝜆𝛼+1

𝑝
)

            (4.105) 

= Φ(𝑥) [∫𝑝(𝑡)(|𝐷𝛽𝑓1(𝑡)| + |𝐷
𝛽𝑓2(𝑡)|)

𝑝
𝑑𝑡

𝑥

0

]

(
𝜆𝛼+𝜆𝛼+1

𝑝
)

                                        (4.106) 

 elde edilir. Böylece teorem ispatlanmış olur. 

Teorem 4.6 𝛼1, 𝛼2 ∈ ℝ+, 𝛽 > 𝛼1, 𝛼2, 𝛽 − 𝛼𝑖 > (1/𝑝), 𝑝 > 1, 𝑖 = 1,2 olsun. 𝑥 ∈

ℝ+ − {0} olmak üzere  𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐿1(0, 𝑥) fonksiyonları sırasıyla [0, 𝑥] üzerinde 

𝐷𝛽𝑓1, 𝐷
𝛽𝑓2, 𝐿∞’da kesirli türevlere sahip ve 𝑘 = 1,… , [𝛽] + 1, 𝑖 = 1,2 için 𝐷𝛽−𝑘𝑓𝑖(0) =

0 olsun. Ayrıca tüm 𝑝(𝑡),
1

𝑝(𝑡)
, 𝑞(𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑥) olmak üzere 𝑝(𝑡) > 0 ve 𝑞(𝑡) ≥ 0 

olduğu göz önüne alınsın. 𝜆𝛽 > 0 ve 𝜆𝛼1 , 𝜆𝛼2 ≥ 0 öyle ki 𝜆𝛽 < 𝑝 olsun. Burada  𝑝 >

1’dir. 

     𝑃𝑖(𝑠) ≔ ∫(𝑠 − 𝑡)
𝑝(𝛽−𝛼𝑖−1)

𝑝−1 (𝑝(𝑡))
−1 (𝑝−1)⁄

𝑠

0

𝑑𝑡, 𝑖 = 1,2;  0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥,                
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𝐴(𝑠) ∶=  
𝑞(𝑠)(𝑃1(𝑠))

𝜆𝛼2(
𝑝−1
𝑝
)
(𝑃2(𝑠))

𝜆𝛼2(
𝑝−1
𝑝
)
(𝑝(𝑠))

−𝜆𝛽 𝑝⁄

(Γ(𝛽 − 𝛼1))
𝜆𝛼1(Γ(𝛽 − 𝛼2))

𝜆𝛼2
                                   

    𝐴0(𝑥) ∶= (∫ (𝐴(𝑠))
𝑝 (𝑝−𝜆𝛽)⁄

𝑑𝑠
𝑥

0
)
(𝑝−𝜆𝛽) 𝑝⁄

                

𝜆𝛼2 = 𝜆𝛼1 + 𝜆𝛽 özel durumunu düşünelim. 

�̃�(𝑥) ≔ 𝐴0(𝑥) (
𝜆𝛽

𝜆𝛼1 + 𝜆𝛽
)

𝜆𝛽 𝑝⁄

2(𝑝−2𝜆𝛼1−3𝜆𝛽) 𝑝⁄                                                       (4.107) 

olsun. 

O zaman, 

∫𝑞(𝑠)[|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1 |𝐷𝛼2𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼1+𝜆𝛽|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛽

𝑥

0

 

+|𝐷𝛼2𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1+𝜆𝛽|𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼1 |𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛽]𝑑𝑠 

 

≤ �̃�(𝑥)(∫𝑝(𝑠)(|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|
𝑝
+ |𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|

𝑝
)𝑑𝑠

𝑥

0

)

2(𝜆𝛼1+𝜆𝛽)

𝑝

                                   (4.108) 

dir. 

 

İspat: (4.19) ve (4.20) eşitsizliklerine 𝜆𝛼2 = 𝜆𝛼1 + 𝜆𝛽 uygulanır ve taraf tarafa  

toplanırsa, 

∫𝑞(𝑠)[|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1|𝐷𝛼2𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼1+𝜆𝛽

𝑥

0

|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛽

 

+ |𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛼1|𝐷𝛼2𝑓1(𝑠)|

𝜆𝛼1+𝜆𝛽|𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛽
] 𝑑𝑠 

≤ 𝐴0(𝑥) [(∫(𝑧1(𝑠))

𝜆𝛼1
𝜆𝛽 (𝑧2(𝑠))

𝜆𝛼1+𝜆𝛽
𝜆𝛽

𝑥

0

𝑧1
′(𝑠)𝑑𝑠)

𝜆𝛽/𝑝

 

+(∫(𝑧1(𝑠))
(𝜆𝛼1+𝜆𝛽) 𝜆𝛽⁄

(𝑧2(𝑠))
𝜆𝛼1 𝜆𝛽⁄

𝑧2
′ (𝑠)𝑑𝑠

𝑥

0

)

𝜆𝛽
𝑝

]
 
 
 
 

                                         (4.109) 
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(4.24)

≤
𝐴0(𝑥)2

1−(
𝜆𝛽
𝑝
)
[∫((𝑧1(𝑠))

𝜆𝛼1
𝜆𝛽 (𝑧2(𝑠))

𝜆𝛼1
𝜆𝛽

+1
𝑧1
′(𝑠)

𝑥

0

 

+(𝑧1(𝑠))
(
𝜆𝛼1
𝜆𝛽

)+1
(𝑧2(𝑠))

𝜆𝛼1
𝜆𝛽 𝑧2

′ (𝑠))𝑑𝑠]                                                                (4.110) 

+𝐴0(𝑥)2
1−(

𝜆𝛽
𝑝
)
[∫(𝑧1(𝑠)𝑧2(𝑠))

𝜆𝛼1 𝜆𝛽⁄
[𝑧2(𝑠)𝑧1

′(𝑠) + 𝑧1(𝑠)𝑧2
′ (𝑠)]𝑑𝑠

𝑥

0

]

𝜆𝛽
𝑝

          (4.111) 

= 𝐴0(𝑥)2
(𝑝−𝜆𝛽) 𝑝⁄ [∫(𝑧1(𝑠)𝑧2(𝑠))

(𝜆𝛼1 𝜆𝛽)⁄
(𝑧1(𝑠)𝑧2(𝑠))

′
𝑑𝑠

𝑥

0

]

𝜆𝛽
𝑝

                          (4.112) 

 

= 𝐴0(𝑥)2
(
𝑝−𝜆𝛽
𝑝

)
(𝑧1(𝑥)𝑧2(𝑥))

(
𝜆𝛼1+𝜆𝛽

𝑝
)
(

𝜆𝛽

𝜆𝛼1 + 𝜆𝛽
)

𝜆𝛽 𝑝⁄

                                       (4.113) 

 

≤ 𝐴0(𝑥)2
(
𝑝−𝜆𝛽
𝑝

)
(

𝜆𝛽

𝜆𝛼1 + 𝜆𝛽
)

𝜆𝛽 𝑝⁄

(
𝑧1(𝑥) + 𝑧2(𝑥)

2
)

2(𝜆𝛼1+𝜆𝛽)

𝑝

                               (4.114) 

 

= �̃�(𝑥)(𝑧1(𝑥) + 𝑧2(𝑥))
2(𝜆𝛼1+𝜆𝛽) 𝑝⁄                                                                              (4.115) 

= �̃�(𝑥) [∫𝑝(𝑠)(|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|
𝑝
+ |𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|

𝑝
)𝑑𝑠

𝑥

0

]

2(𝜆𝛼1+𝜆𝛽)

𝑝

                                     (4.116) 

 

elde edilir. Böylece teorem ispatlanmış olur. 

Şimdi, yukarıdaki teoremlerin özel durumlarını vereceğiz. 

Sonuç 4.1: Teorem 4.1’de 𝜆𝛼2 = 0, 𝑝(𝑡) = 𝑞(𝑡) = 1 ise 

∫[|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|

𝜆𝛽
+ |𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼1|𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛽
] 𝑑𝑠

𝑥

0

 

≤ 𝐶1(𝑥) [∫[|𝐷
𝛽𝑓1(𝑠)|

𝑝
+ |𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|

𝑝
]𝑑𝑠

𝑥

0

]

(
𝜆𝛼1+𝜆𝛽

𝑝
)

                                               (4.117) 
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dir. Burada, 

 𝐶1(𝑥) ≔ (𝐴0(𝑥)|𝜆𝛼2=0)(
𝜆𝛽

𝜆𝛼1 + 𝜆𝛽
)

𝜆𝛽 𝑝⁄

𝛿1                                                            (4.118) 

𝛿1 ≔ {
21−((𝜆𝛼1+𝜆𝛽) 𝑝)⁄ ,   eğer 𝜆𝛼1 + 𝜆𝛽 ≤ 𝑝 ise

1,                            eğer 𝜆𝛼1 + 𝜆𝛽 ≥ 𝑝 ise
                                                       (4.119) 

dir. Böylece, 

(𝐴0(𝑥)|𝜆𝛼2=0) = {(
(𝑝 − 1)((𝜆𝛼1𝑝−𝜆𝛼1) 𝑝⁄ )

(Γ(𝛽 − 𝛼1))
𝜆𝛼1(𝛽𝑝 − 𝛼1𝑝 − 1)

((𝜆𝛼1𝑝−𝜆𝛼1) 𝑝⁄ )
) 

∙ (
(𝑝−𝜆𝛽)

((𝑝−𝜆𝛽) 𝑝)⁄

(𝜆𝛼1𝛽𝑝−𝜆𝛼1𝛼1𝑝−𝜆𝛼1+𝑝−𝜆𝛽)
((𝑝−𝜆𝛽) 𝑝)⁄ )} ∙ 𝑥((𝜆𝛼1𝛽𝑝−𝜆𝛼1𝛼1𝑝−𝜆𝛼1+𝑝−𝜆𝛽) 𝑝⁄ )             (4.120) 

bulunur. 

 

İspat: (4.3) eşitliğinden,  

𝐴0(𝑥)|𝜆𝛼2=0 = (∫(𝐴0(𝑥)|𝜆𝛼2=0)
𝑝 (𝑝−𝜆𝛽)⁄

𝑑𝑠

𝑥

0

)

(𝑝−𝜆𝛽) 𝑝⁄

                                      (4.121) 

dir. Burada (4.2) eşitliğinden, 

𝐴(𝑠)|𝜆𝛼2=0 =
(𝑃1(𝑠))

𝜆𝛼1(𝑝−1) 𝑝⁄

(Γ(𝛽 − 𝛼1))
𝜆𝛼1

                                                                                  (4.122) 

ve (4.1) eşitliğinden, 

𝑃1(𝑠) = ∫(𝑠 − 𝑡)
𝑝(𝛽−𝛼1−1)
(𝑝−1) 𝑑𝑡

𝑠

0

                                                                                      (4.123) 

elde edilir. Böylece,  

𝑃1(𝑠) = (
𝑝 − 1

𝛽𝑝 − 𝛼1𝑝 − 1
) 𝑠((𝛽𝑝−𝛼1𝑝−1) (𝑝−1))⁄                                                            (4.124) 

ve 

𝐴(𝑠)|𝜆𝛼2=0 = (
𝑝−1

𝛽𝑝−𝛼1𝑝−1
)
(
𝜆𝛼1𝑝−𝜆𝛼1

𝑝
) 1

(Γ(𝛽−𝛼1))
𝜆𝛼1

𝑠
(𝜆𝛼1𝛽𝑝−𝜆𝛼1𝛼1𝑝−𝜆𝛼1)

𝑝                    (4.125) 
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elde edilir. 

Yani, 

𝐴0(𝑥)|𝜆𝛼2=0 = (
(𝑝 − 1)((𝜆𝛼1𝑝−𝜆𝛼1) 𝑝⁄ )

(𝛽𝑝 − 𝛼1𝑝 − 1)
((𝜆𝛼1𝑝−𝜆𝛼1) 𝑝⁄ )(Γ(𝛽 − 𝛼1))

𝜆𝛼1
) 

∙ (∫ 𝑠((𝜆𝛼1𝛽𝑝−𝜆𝛼1𝛼1𝑝−𝜆𝛼1) (𝑝−𝜆𝛽)⁄ )

𝑥

0

𝑑𝑠)

(𝑝−𝜆𝛽) 𝑝⁄

 

(𝐴0(𝑥)|𝜆𝛼2=0) = {(
(𝑝 − 1)((𝜆𝛼1𝑝−𝜆𝛼1) 𝑝⁄ )

(Γ(𝛽 − 𝛼1))
𝜆𝛼1(𝛽𝑝 − 𝛼1𝑝 − 1)

((𝜆𝛼1𝑝−𝜆𝛼1) 𝑝⁄ )
) 

∙ (
(𝑝−𝜆𝛽)

((𝑝−𝜆𝛽) 𝑝)⁄

(𝜆𝛼1𝛽𝑝−𝜆𝛼1𝛼1𝑝−𝜆𝛼1+𝑝−𝜆𝛽)
((𝑝−𝜆𝛽) 𝑝)⁄ )} ∙ 𝑥((𝜆𝛼1𝛽𝑝−𝜆𝛼1𝛼1𝑝−𝜆𝛼1+𝑝−𝜆𝛽) 𝑝⁄ )             (4.126) 

dir. 

Sonuç 4.2: Teorem 4.1’de 𝜆𝛼2 = 0, 𝑝(𝑡) = 𝑞(𝑡) = 1, 𝜆𝛼1 = 𝜆𝛽 = 1, 𝑝 = 2 olsun. 

Ayrıca 𝛼1 ∈ ℝ+, 𝛽 > 𝛼1, 𝛼2, 𝛽 − 𝛼1 > (1/2),    𝑖 = 1,2 olsun. 𝑥 ∈ ℝ+ − {0} olmak 

üzere  𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐿1(0, 𝑥) fonksiyonları sırasıyla [0, 𝑥] üzerinde 𝐷𝛽𝑓1, 𝐷
𝛽𝑓2, 𝐿∞ kesirli 

türevlere sahip ve 𝑘 = 1,… , [𝛽] + 1, 𝑖 = 1,2 için 𝐷𝛽−𝑘𝑓𝑖(0) = 0 olsun. Bu durumda  

∫[|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|

𝑥

0

|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)| + |𝐷
𝛼1𝑓2(𝑠)||𝐷

𝛽𝑓2(𝑠)|]𝑑𝑠 

≤ (
𝑥(𝛽−𝛼1)

2Γ(𝛽−𝛼1)√𝛽−𝛼1√2𝛽−2𝛼1−1
) (∫ [(𝐷𝛽𝑓1(𝑠))

2

+ (𝐷𝛽𝑓2(𝑠))
2

]
𝑥

0
𝑑𝑠)                   (4.127) 

dir. 

İspat: 𝜆𝛼2 = 0, 𝑝(𝑡) = 𝑞(𝑡) = 1, 𝜆𝛼1 = 𝜆𝛽 = 1, 𝑝 = 2 olduğundan ve 𝛿1 = 1 için 

          (
𝜆𝛽

𝜆𝛼1 + 𝜆𝛽
)

𝜆𝛽/𝑝

=
1

√2
                                                                                          (4.128) 

olur. Ayrıca, 

(𝐴0(𝑥)|𝜆𝛼2=0) = (
1

Γ(𝛽 − 𝛼1)√2𝛽 − 2𝛼1 − 1
)(

𝑥(𝛽−𝛼1)

√2√𝛽 − 𝛼1
)                            (4.129) 

dir. Son olarak, 

𝐶(𝑥) =
𝑥(𝛽−𝛼1)

2Γ(𝛽 − 𝛼1)√𝛽 − 𝛼1√2𝛽 − 2𝛼1 − 1
                                                           (4.130) 
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dir. 

 

Sonuç 4.3: Teorem 4.2’de  𝜆𝛼1 = 0, 𝑝(𝑡) = 𝑞(𝑡) = 1 alınırsa,  

∫[|𝐷𝛼2𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛼2|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|

𝜆𝛽

𝑥

0

+ |𝐷𝛼2𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼2|𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛽
]𝑑𝑠 

≤ 𝐶2(𝑥)(∫[|𝐷
𝛽𝑓1(𝑠)|

𝑝
+ |𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|

𝑝

𝑥

0

]𝑑𝑠)

(𝜆𝛽+𝜆𝛼2) 𝑝⁄

                                         (4.131) 

olur. Burada, 

𝐶2(𝑥) ≔ (𝐴0(𝑥)|𝜆𝛼1=0) 2
(𝑝−𝜆𝛽)

𝑝 (
𝜆𝛽

𝜆𝛼2 + 𝜆𝛽
)

𝜆𝛽/𝑝

𝛿3
𝜆𝛽/𝑝                                        (4.132) 

𝛿3 ≔ {
2𝜆𝛼2 𝜆𝛽⁄ − 1,  eğer 𝜆𝛼2 ≥ 𝜆𝛽 ise

1                    ,  eğer 𝜆𝛼2 ≤ 𝜆𝛽 ise
                                                                      (4.133) 

dir. Bu durumda,  

(𝐴0(𝑥)|𝜆𝛼1=0) = {(
(𝑝 − 1)((𝜆𝛼2𝑝−𝜆𝛼2) 𝑝⁄ )

(Γ(𝛽 − 𝛼2))
𝜆𝛼2(𝛽𝑝 − 𝛼2𝑝 − 1)

((𝜆𝛼2𝑝−𝜆𝛼2) 𝑝⁄ )
) 

∙ (
(𝑝−𝜆𝛽)

((𝑝−𝜆𝛽) 𝑝⁄ )

(𝜆𝛼2𝛽𝑝−𝜆𝛼2𝛼2𝑝−𝜆𝛼2+𝑝−𝜆𝛽)
((𝑝−𝜆𝛽) 𝑝⁄ )

)} ∙ 𝑥((𝜆𝛼2𝛽𝑝−𝜆𝛼2𝛼2𝑝−𝜆𝛼2+𝑝−𝜆𝛽) 𝑝⁄ )             (4.134) 

bulunur. 

İspat: (4.3)’ten 

(𝐴0(𝑥)|𝜆𝛼1=0) = (∫(𝐴0(𝑥)|𝜆𝛼1=0)
𝑝 (𝑝−𝜆𝛽)⁄

𝑑𝑠

𝑥

0

)

(𝑝−𝜆𝛽) 𝑝⁄

                               (4.1.135) 

ve (4.2)’den 

(𝐴(𝑠)|𝜆𝛼1=0) =
(𝑃2(𝑠))

𝜆𝛼2(𝑝−1) 𝑝⁄

(Γ(𝛽 − 𝛼2))
𝜆𝛼2

,                                                                            (4.136) 

ve (4.1)’den 
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𝑃2(𝑠) = ∫(𝑠 − 𝑡)
(𝛽−𝛼2−1)𝑝
(𝑝−1)

𝑠

0

𝑑𝑡, 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥                                                         (4.137) 

elde edilir. Bu nedenle, 

𝑃2(𝑠) = (
𝑝 − 1

𝛽𝑝 − 𝛼2𝑝 − 1
) 𝑠((𝛽𝑝−𝛼2𝑝−1) (𝑝−1)⁄ )                                                           (4.138) 

ve 

(𝐴(𝑠)|𝜆𝛼1=0) =
(𝑝 − 1)((𝜆𝛼2𝑝−𝜆𝛼2) 𝑝⁄ )𝑠((𝜆𝛼2𝛽𝑝−𝜆𝛼2𝛼2𝑝−𝜆𝛼2+𝑝−𝜆𝛽) 𝑝⁄ )

(𝛽𝑝 − 𝛼2𝑝 − 1)
((𝜆𝛼2𝑝−𝜆𝛼2) 𝑝⁄ )(Γ(𝛽 − 𝛼2))

𝜆𝛼2
                (4.139) 

 

dir. Yani, 

(𝐴0(𝑥)|𝜆𝛼1=0) = (
(𝑝 − 1)((𝜆𝛼2𝑝−𝜆𝛼2) 𝑝⁄ )

(𝛽𝑝 − 𝛼2𝑝 − 1)
((𝜆𝛼2𝑝−𝜆𝛼2) 𝑝⁄ )(Γ(𝛽 − 𝛼2))

𝜆𝛼2
) 

∙ (∫ 𝑠((𝜆𝛼2𝛽𝑝−𝜆𝛼2𝛼2𝑝−𝜆𝛼2) (𝑝−𝜆𝛽)⁄ )𝑑𝑠

𝑥

0

)

((𝑝−𝜆𝛽) 𝑝⁄ )

                                                    (4.140) 

= {(
(𝑝 − 1)((𝜆𝛼2𝑝−𝜆𝛼2) 𝑝⁄ )

(𝛽𝑝 − 𝛼2𝑝 − 1)
((𝜆𝛼2𝑝−𝜆𝛼2) 𝑝⁄ )(Γ(𝛽 − 𝛼2))

𝜆𝛼2
) 

∙ (
(𝑝−𝜆𝛽)

((𝑝−𝜆𝛽) 𝑝⁄ )

(𝜆𝛼2𝛽𝑝−𝜆𝛼2𝛼2𝑝−𝜆𝛼2+𝑝−𝜆𝛽)
((𝑝−𝜆𝛽) 𝑝⁄ )

)} ∙ 𝑥((𝜆𝛼2𝛽𝑝−𝜆𝛼2𝛼2𝑝−𝜆𝛼2+𝑝−𝜆𝛽) 𝑝⁄ )             (4.141) 

elde edilir. 

Sonuç 4.4: Teorem 4.2’de  𝜆𝛼1 = 0, 𝑝(𝑡) = 𝑞(𝑡) = 1, 𝜆𝛼2 = 𝜆𝛽 = 1, 𝑝 = 2 olsun. 

Ayrıca 𝛼2 ∈ ℝ+, 𝛽 > 𝛼2, 𝛽 − 𝛼2 > (1/2) olsun. 𝑥 ∈ ℝ+ − {0} olmak üzere  𝑓1, 𝑓2 ∈

𝐿1(0, 𝑥) fonksiyonları sırasıyla [0, 𝑥] üzerinde 𝐷𝛽𝑓1, 𝐷
𝛽𝑓2, 𝐿∞ kesirli türevlere sahip ve 

𝑘 = 1,… , [𝛽] + 1, 𝑖 = 1,2 için 𝐷𝛽−𝑘𝑓𝑖(0) = 0 olsun. 

O zaman, 

∫[|𝐷𝛼2𝑓2(𝑠)|

𝑥

0

|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)| + |𝐷
𝛼2𝑓1(𝑠)||𝐷

𝛽𝑓2(𝑠)|]𝑑𝑠 
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≤ 𝐶2
∗(𝑥)(∫ [|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|

2
+ |𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|

2
] 𝑑𝑠

𝑥

0

)                                                            (4.142) 

dir. Burada, 

𝐶2
∗(𝑥) ≔

𝑥(𝛽−𝛼2)

√2Γ(𝛽 − 𝛼2)√𝛽 − 𝛼2√2𝛽 − 2𝛼2 − 1
                                                    (4.143) 

 

dir. 

İspat: 𝜆𝛼1 = 0, 𝑝(𝑡) = 𝑞(𝑡) = 1, 𝜆𝛼2 = 𝜆𝛽 = 1, 𝑝 = 2  olduğundan ve 𝛿3
𝜆𝛽 𝑝⁄

= 1,

2(𝑝−𝜆𝛽) 𝑝⁄ = √2’nin 

          (
𝜆𝛽

𝜆𝛼2 + 𝜆𝛽
)

𝜆𝛽/𝑝

=
1

√2
                                                                                          (4.144) 

olur. Ayrıca, 

(𝐴0(𝑥)|𝜆𝛼1=0) = (
𝑥(𝛽−𝛼2)

√2Γ(𝛽 − 𝛼2)√𝛽 − 𝛼2√2𝛽 − 2𝛼2 − 1
)                                 (4.145) 

dir. Sonuç olarak,  

𝐶2
∗(𝑥) = (𝐴0(𝑥)|𝜆𝛼1=0)                                                                                                  (4.146) 

olduğundan ispat tamamlanmış olur. 

 

Sonuç 4.5: Teorem 4.3’te 𝜆𝛼1 = 𝜆𝛼2 = 𝜆𝛽 = 1, 𝑝 = 3, 𝑝(𝑡) = 𝑞(𝑡) = 1 olsun. Bu 

durumda,  

∫[|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)||𝐷
𝛼2𝑓2(𝑠)||𝐷

𝛽𝑓1(𝑠)|

𝑥

0

+ |𝐷𝛼2𝑓1(𝑠)||𝐷
𝛼1𝑓2(𝑠)||𝐷

𝛽𝑓2(𝑠)|]𝑑𝑠 

≤ 𝐴0(𝑥) (√2
3

+
1

√6
3 )(∫(|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|

3

𝑥

0

+ |𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|
3
)𝑑𝑠)                                      (4.147) 

olur. Burada,  

𝐴0(𝑥) =
4𝑥(2𝛽−𝛼1−𝛼2)

Γ(𝛽 − 𝛼1)Γ(𝛽 − 𝛼2)[3(3𝛽 − 3𝛼1 − 1)(3𝛽 − 3𝛼2 − 1)(2𝛽 − 𝛼1 − 𝛼2)]
2 3⁄

              (4.148) 
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dir. 

İspat: (4.45) eşitsizliğini uygulayalım. Burada �̃�1 = 3, �̃�2 = 1 için 

(
𝜆𝛽

(𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2)(𝜆𝛼1 + 𝜆𝛼2 + 𝜆𝛽)
)

𝜆𝛽 𝑝⁄

=
1

√6
3                                                             (4.149) 

dir. 

Ayrıca, 

[𝜆𝛼1
𝜆𝛽 𝑝⁄

�̃�2 + 2
(𝑝−𝜆𝛽) 𝑝⁄ (�̃�1𝜆𝛼2)

𝜆𝛽 𝑝⁄
] = 1 + √12

3
                                                       (4.150) 

dir. 

(4.149)-(4.150) çarpımı (√2
3

+
1

√6
3 )’dır. Burada, (4.3) eşitsizliğinden 

𝐴0(𝑥) = (∫(𝐴(𝑠))
3 2⁄

𝑥

0

𝑑𝑠)

2 3⁄

                                                                                   (4.151) 

ve (4.2) eşitliğinden,  

𝐴(𝑠) =
(𝑃1(𝑠))

2 3⁄
(𝑃2(𝑠))

2 3⁄

Γ(𝛽 − 𝛼1)Γ(𝛽 − 𝛼2)
                                                                                      (4.152) 

ve bir de (4.1) eşitliğinden, 

𝑃𝑖(𝑠) = ∫(𝑠 − 𝑡)(𝛽−𝛼𝑖−1)
3
2𝑑𝑡

𝑠

0

, 𝑖 = 1,2                                                               (4.153) 

elde edilir. 

Yani, 

𝑃𝑖(𝑠) =
2𝑠(3𝛽−3𝛼𝑖−1) 2⁄

(3𝛽 − 3𝛼𝑖 − 1)
, 𝑖 = 1,2                                                                        (4.154) 

ve 

𝐴(𝑠) = (
24 3⁄ 𝑠((6𝛽−3𝛼1−3𝛼2−2) 3⁄ )

Γ(𝛽 − 𝛼1)Γ(𝛽 − 𝛼2)(3𝛽 − 3𝛼1 − 1)2 3⁄ (3𝛽 − 3𝛼2 − 1)2 3⁄
)             (4.155) 

dir. Sonuç olarak, 

𝐴0(𝑥) = (
24 3⁄

Γ(𝛽 − 𝛼1)Γ(𝛽 − 𝛼2)(3𝛽 − 3𝛼1 − 1)2 3⁄ (3𝛽 − 3𝛼2 − 1)2 3⁄
) 

∙ (∫𝑠((6𝛽−3𝛼1−3𝛼2−2) 2⁄ )𝑑𝑠

𝑥

0

)

2 3⁄
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= 
4𝑥(2𝛽−𝛼1−𝛼2)

Γ(𝛽 − 𝛼1)Γ(𝛽 − 𝛼2)[3(3𝛽 − 3𝛼1 − 1)(3𝛽 − 3𝛼2 − 1)(2𝛽 − 𝛼1 − 𝛼2)]
2 3⁄

               (4.156) 

 

elde edilir. 

  

Sonuç 4.6: Teorem 4.5’te  𝜆𝛼 = 1, 𝜆𝛼+1 = 1/2,  𝑝 = 3/2),  𝑝(𝑡) = 𝑞(𝑡) = 1 olsun. 

Ayrıca 𝛽 > 𝛼1 + 1,  𝛼1 ∈ ℝ+ olsun. 𝑥 ∈ ℝ+ − {0} olmak üzere  𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐿1(0, 𝑥) 

fonksiyonları sırasıyla [0, 𝑥] üzerinde 𝐷𝛽𝑓1, 𝐷
𝛽𝑓2, 𝐿∞’da kesirli türevlere sahip ve 𝑘 =

1, … , [𝛽] + 1, 𝑖 = 1,2 için 𝐷𝛽−𝑘𝑓𝑖(0) = 0 olsun. O zaman, 

∫[|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|√|𝐷𝛼1+1𝑓2(𝑠)| + |𝐷
𝛼1𝑓2(𝑠)|

𝑥

0

√|𝐷𝛼1+1𝑓1(𝑠)|]𝑑𝑠 

≤ 𝛷∗(𝑥) [∫ (|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|
3 2⁄

+ |𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|
3 2⁄
) 𝑑𝑠

𝑥

0

]                                                     (4.157) 

dir. Burada, 

𝛷∗(𝑥) =
2𝑥(3𝛽−3𝛼1−1) 2⁄

(Γ(𝛽 − 𝛼1))
3 2⁄
√3𝛽 − 3𝛼1 − 2

                                                                 (4.158) 

dir. 

 

İspat: 𝜆𝛼 = 1, 𝜆𝛼+1 = 1/2,  𝑝 = 3/2),  𝑝(𝑡) = 𝑞(𝑡) = 1 olduğundan ve  𝜃3 = 3, 𝐿(𝑥) =

√2√𝑥 için 

𝑃1(𝑥) =
𝑥3𝛽−3𝛼1−2

(3𝛽 − 3𝛼1 − 2)
 

ve 

𝑇(𝑥) = √2(
𝑥(3𝛽−3𝛼1−2) 2⁄

(Γ(𝛽 − 𝛼1))
3 2⁄
√3𝛽 − 3𝛼1 − 2

)                                                         (4.159) 

elde edilir . Ayrıca 𝜔1 = √2’dir. 

Son olarak, 

𝛷∗(𝑥) =
2𝑥(3𝛽−3𝛼1−2) 2⁄

(Γ(𝛽 − 𝛼1))
3 2⁄
√3𝛽 − 3𝛼1 − 2

                                                                       (4.160) 
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olsun. Bu da ispatı tamamlar. 

 

Sonuç 4.7: Teorem 4.6’da 𝑝 = 2(𝜆𝛼1 + 𝜆𝛽) > 1,  𝑝(𝑡) = 𝑞(𝑡) = 1 olsun. 

∫[|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|√|𝐷𝛼1+1𝑓2(𝑠)|

𝑥

0

+ |𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|√|𝐷𝛼1+1𝑓1(𝑠)|]𝑑𝑠 

≤ �̃̃�(𝑥)(∫(|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|
2(𝜆𝛼1+𝜆𝛽) + |𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|

2(𝜆𝛼1+𝜆𝛽)) 𝑑𝑠

𝑥

0

)                               (4.161) 

dır. Burada, 

�̃̃�(𝑥) ≔ �̃�0(𝑥) (
𝜆𝛽

2(𝜆𝛼1 + 𝜆𝛽)
)

(
𝜆𝛽

2(𝜆𝛼1+𝜆𝛽)
)

                                                                (4.162) 

ve 

�̃�0(𝑥) ≔ 𝜎𝜎∗𝑥𝜃                                                                                                                (4.163) 

dir. Burada, 

𝜎 ≔
1

(Γ(𝛽 − 𝛼1))
𝜆𝛼1(Γ(𝛽 − 𝛼2))

𝜆𝛼1+𝜆𝛽
(

2𝜆𝛼1 + 2𝜆𝛽 − 1

2𝜆𝛼1𝛽 + 2𝜆𝛽𝛽 − 2𝜆𝛼1𝛼1 + 2𝜆𝛽𝛼1 − 1
)

(2𝜆𝛼1
2 +2𝜆𝛼1𝛽−𝜆𝛼1)

(2𝜆𝛼1+2𝜆𝛽)

 

 

∙ (
2𝜆𝛼1 + 2𝜆𝛽 − 1

2𝜆𝛼1𝛽 + 2𝜆𝛽𝛽 − 2𝜆𝛼1𝛼2 + 2𝜆𝛽𝛼2 − 1
)

((2𝜆𝛼1+2𝜆𝛽−1) 2⁄ )

                                (4.164) 

 

𝜎0 ≔ (
2𝜆𝛼1 + 𝜆𝛽

4𝜆𝛼
2
1
𝛽 + 6𝜆𝛼1𝜆𝛽𝛽 − 2𝜆𝛼

2
1
𝛼1 − 2𝜆𝛼1𝜆𝛽𝛼1 − 2𝜆𝛼

2
1
𝛼2 − 4𝜆𝛼1𝜆𝛽𝛼2 + 2𝜆𝛽

2𝛽 − 2𝜆𝛽
2𝛼2

) 

 

𝜎∗ ≔ 𝜎0

(2𝜆𝛼1+𝜆𝛽)

2(𝜆𝛼1+𝜆𝛽)                                                                                                               (4.165) 

 

ve 

 

𝜃 ≔ (
4𝜆𝛼

2
1
𝛽 + 6𝜆𝛼1𝜆𝛽𝛽 − 2𝜆𝛼

2
1
𝛼1 − 2𝜆𝛼1𝜆𝛽𝛼1 − 2𝜆𝛼

2
1
𝛼2 − 4𝜆𝛼1𝜆𝛽𝛼2 + 2𝜆𝛽

2𝛽 − 2𝜆𝛽
2𝛼2

2𝜆𝛼1 + 𝜆𝛽
)        (4.166) 

dir. 
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İspat: 𝑝 = 2(𝜆𝛼1 + 𝜆𝛽) > 1,  𝑝(𝑡) = 𝑞(𝑡) = 1 olduğundan (4.3) ifadesinden, 

   �̃�0(𝑥) = (∫(𝐴(𝑠))
2(𝜆𝛼1+𝜆𝛽) (2𝜆𝛼1+𝜆𝛽)⁄

𝑑𝑠

𝑥

0

)

(
2𝜆𝛼1+𝜆𝛽

2(𝜆𝛼1+𝜆𝛽)
)

                                     (4.167) 

elde eldelir. Burada  (4.2)’den 

𝐴(𝑠) =
{𝑃1(𝑠)

𝜆𝛼1((2𝜆𝛼1+2𝜆𝛽−1) 2(𝜆𝛼1+𝜆𝛽))⁄

(Γ(𝛽 − 𝛼1))
𝜆𝛼1(Γ(𝛽 − 𝛼2)

𝜆𝛼1+𝜆𝛽
                                                                (4.168) 

ve (4.1)’den 𝑖 = 1,2 ve 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥 için 

𝑃𝑖(𝑠) = ∫(𝑠 − 𝑡)[(2𝜆𝛼1+2𝜆𝛽)(𝛽−𝛼𝑖−1) (2𝜆𝛼1⁄ +2𝜆𝛽−1)]𝑑𝑡                                             (4.169)

𝑠

0

 

olur. Dolayısıyla 𝑖 = 1,2 için 

𝑃𝑖(𝑠) =
(2𝜆𝛼1 + 2𝜆𝛽 − 1)𝑠

((2𝜆𝛼1𝛽+2𝜆𝛽𝛽−2𝜆𝛼1𝛼𝑖−2𝜆𝛽𝛼𝑖−1) (2𝜆𝛼1+2𝜆𝛽−1)⁄ )

(2𝜆𝛼1𝛽 + 2𝜆𝛽𝛽 − 2𝜆𝛼1𝛼𝑖 − 2𝜆𝛽𝛼𝑖 − 1)
          (4.170) 

 

𝐴(𝑠) = 𝜎𝑠
{
(4𝜆𝛼

2
1𝛽+6𝜆𝛼1𝜆𝛽𝛽−2𝜆𝛼

2
1𝛼1−2𝜆𝛼

2
1𝛼2−2𝜆𝛼1𝜆𝛽𝛼1−4𝜆𝛼1𝜆𝛽𝛼2−2𝜆𝛽

2𝛼2+2𝜆𝛽
2𝛽−2𝜆𝛼1−𝜆𝛽)

(2𝜆𝛼1+2𝜆𝛽)
}

                (4.171) 

 

dir. 

�̃�(𝑥0) = 𝜎 ∙ (∫𝑠

(4𝜆𝛼
2
1𝛽+6𝜆𝛼1𝜆𝛽𝛽−2𝜆𝛼

2
1𝛼1−2𝜆𝛼

2
1𝛼2−2𝜆𝛼1𝜆𝛽𝛼1−4𝜆𝛼1𝜆𝛽𝛼2−2𝜆𝛽

2𝛼2+2𝜆𝛽
2𝛽−2𝜆𝛼1−𝜆𝛽)

(2𝜆𝛼1+𝜆𝛽)

𝑥

0

)

(
2𝜆𝛼1+𝜆𝛽

2(𝜆𝛼1+𝜆𝛽)
)

 

 

  = 𝜎𝜎∗𝑥𝜃                                                                                                                     (4.172) 

 

elde edilir. 

 

Sonuç 4.8: Teorem 4.6’da 𝑝 = 4, 𝜆𝛼1 = 𝜆𝛽 = 1, 𝑝(𝑡) = 𝑞(𝑡) = 1 ise  

∫[|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|(𝐷
𝛼2𝑓2(𝑠))

2
|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)| + (𝐷

𝛼2𝑓1(𝑠))
2
|𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)||𝐷

𝛽𝑓2(𝑠)|] 𝑑𝑠

𝑥

0
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≤ 𝑇∗(𝑥)(∫([𝐷𝛽𝑓1(𝑠)]
4
+ (𝐷𝛽𝑓2(𝑠))

4

) 𝑑𝑠

𝑥

0

)                                                         (4.173) 

sağlanır. Böylece,  

𝑇∗(𝑥) =
𝐴0
∗(𝑥)

√2
                                                                                                                 (4.174) 

ve 

𝐴0
∗(𝑥) = �̃��̃�∗𝑥�̃�                                                                                                                (4.175) 

dir. Burada, 

�̃� =
1

Γ(𝛽 − 𝛼1)(Γ(𝛽 − 𝛼2))
2 (

3

4𝛽 − 4𝛼1 − 1
)
3/4

(
3

4𝛽 − 4𝛼1 − 1
)
3/2

              (4.176) 

�̃�∗ = (
3

12𝛽 − 4𝛼1 − 8𝛼2
)
3/4

                                                                                       (4.177) 

ve 

�̃� ≔ 3𝛽 − 𝛼1 − 2𝛼2                                                                                                        (4.178) 

elde edilir.  

İspat: Sonuç (4.7)’den açıktır. 

Teorem 4.7: 𝛼1, 𝛼2 ∈ ℝ+, 𝛽 > 𝛼1, 𝛼2 olsun. 𝑥 ∈ ℝ+ − {0} olmak üzere  𝑓1, 𝑓2 ∈

𝐿1(0, 𝑥) fonksiyonları sırasıyla [0, 𝑥] üzerinde 𝐷𝛽𝑓1, 𝐷
𝛽𝑓2, 𝐿∞’da kesirli türevlere sahip 

ve 𝑘 = 1,… , [𝛽] + 1, 𝑖 = 1,2 için 𝐷𝛽−𝑘𝑓𝑖(0) = 0 olsun. 𝑝(𝑠) ≥ 0, 𝑝(𝑠) ∈ 𝐿∞(0, 𝑥) ve 

𝜆𝛼1, 𝜆𝛼2, 𝜆𝛽 ≥ 0 olduğunu göz önüne alınsın. 

𝜌(𝑥) ≔ {
‖𝑝(𝑠)‖∞𝑥

(𝛽𝜆𝛼1−𝛼1𝜆𝛼1+𝛽𝜆𝛼2−𝛼2𝜆𝛼2+1)

(Γ(𝛽−𝛼1+1))
𝜆𝛼1(Γ(𝛽−𝛼2+1))

𝜆𝛼2[𝛽𝜆𝛼1−𝛼1𝜆𝛼1+𝛽𝜆𝛼2−𝛼2𝜆𝛼2+1]
}                      (4.179) 

 

dir. Bu durumda, 

∫𝑝(𝑠) [|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1 |𝐷𝛼2𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼2|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛽 + |𝐷𝛼2𝑓1(𝑠)|

𝜆𝛼2|𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛼1|𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛽] 𝑑𝑠

𝑥

0

 

≤
𝜌(𝑥)

2
[‖𝐷𝛽𝑓1‖∞

2(𝜆𝛼1+𝜆𝛽) + ‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
2𝜆𝛼2 + ‖𝐷𝛽𝑓2‖∞

2𝜆𝛼2 + ‖𝐷𝛽𝑓2‖∞
2(𝜆𝛼1+𝜆𝛽)]             (4.180) 
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dir. 

İspat: (4.6) eşitliğinden, 

|𝐷𝛼𝑖𝑓𝑗(𝑠)| ≤
1

Γ(𝛽 − 𝛼𝑖)
∫(𝑠 − 𝑡)𝛽−𝛼𝑖−1|𝐷𝛽𝑓𝑗(𝑡)|𝑑𝑡

𝑠

0

 

≤
1

Γ(𝛽 − 𝛼𝑖)
(∫(𝑠 − 𝑡)𝛽−𝛼𝑖−1𝑑𝑡

𝑠

0

)‖𝐷𝛽𝑓𝑗‖∞                                         (4.181) 

=
‖𝐷𝛽𝑓𝑗‖∞
Γ(𝛽 − 𝛼𝑖)

𝑠𝛽−𝛼𝑖

(𝛽 − 𝛼𝑖)
=

𝑠𝛽−𝛼𝑖

Γ(𝛽 − 𝛼𝑖 + 1)
‖𝐷𝛽𝑓𝑗‖∞                                (4.182) 

 

elde edilir. Yani ∀𝑠 ∈ [0, 𝑥], 𝑖 = 1,2;  𝑗 = 1,2 için 

|𝐷𝛼𝑖𝑓𝑗(𝑠)| ≤
𝑠𝛽−𝛼𝑖

Γ(β − αi + 1)
‖𝐷𝛽𝑓𝑗‖∞                                                         (4.183) 

dir. O zaman, 

|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1 ≤

𝑠(𝛽−𝛼1)𝜆𝛼1

(Γ(𝛽 − 𝛼1 + 1))
𝜆𝛼1

‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
𝜆𝛼1                                                     (4.184) 

 

|𝐷𝛼2𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛼2 ≤

𝑠(𝛽−𝛼2)𝜆𝛼2

(Γ(𝛽 − 𝛼2 + 1))
𝜆𝛼2

‖𝐷𝛽𝑓2‖∞
𝜆𝛼2                                                     (4.185) 

 

|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛽
≤ ‖𝐷𝛽𝑓1‖∞

𝜆𝛽
                                                                                               (4.186) 

dir. 

(4.184)-(4.186) aralığındaki son üç eşitsizlik taraf tarafa çarpılırsa; 

|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1|𝐷𝛼2𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼2|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛽

 

 

≤
𝑠(𝛽𝜆𝛼1−𝛼1𝜆𝛼1+𝛽𝜆𝛼2−𝛼2𝜆𝛼2)

(Γ(𝛽 − 𝛼1 + 1))
𝜆𝛼1(Γ(𝛽 − 𝛼2 + 1))

𝜆𝛼2
‖𝐷𝛽𝑓1‖∞

𝜆𝛼1+𝜆𝛽‖𝐷𝛽𝑓2‖∞
𝜆𝛼2                (4.187) 
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elde edilir.  

Benzer şekilde, 

|𝐷𝛼2𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼2 ≤

𝑠(𝛽−𝛼2)𝜆𝛼2

(Γ(𝛽 − 𝛼2 + 1))
𝜆𝛼2

‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
𝜆𝛼2                                                     (4.188) 

 

|𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛼1 ≤

𝑠(𝛽−𝛼1)𝜆𝛼1

(Γ(𝛽 − 𝛼1 + 1))
𝜆𝛼1

‖𝐷𝛽𝑓2‖∞
𝜆𝛼1                                                     (4.189) 

|𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛽
≤ ‖𝐷𝛽𝑓2‖∞

𝜆𝛽
                                                                                              (4.190) 

dir. 

(4.188)-(4.190) aralığındaki son üç eşitsizlik taraf tarafa çarpılırsa; 

 

|𝐷𝛼2𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼2|𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼1|𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛽

 

 

≤
𝑠(𝛽𝜆𝛼2−𝛼2𝜆𝛼2+𝛽𝜆𝛼1−𝛼1𝜆𝛼1)

(Γ(𝛽 − 𝛼2 + 1))
𝜆𝛼2(Γ(𝛽 − 𝛼1 + 1))

𝜆𝛼1
‖𝐷𝛽𝑓1‖∞

𝜆𝛼2‖𝐷𝛽𝑓2‖∞
𝜆𝛼1+𝜆𝛽                (4.191) 

 

dir. (4.187) ve (4.191) eşitsizlikleri  taraf tarafa toplanırsa; 

 

|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1|𝐷𝛼2𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼2|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛽
+ |𝐷𝛼2𝑓1(𝑠)|

𝜆𝛼2|𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛼1|𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛽
 

 

≤
𝑠(𝛽𝜆𝛼1−𝛼1𝜆𝛼1+𝛽𝜆𝛼2−𝛼2𝜆𝛼2)

(Γ(𝛽 − 𝛼1 + 1))
𝜆𝛼1(Γ(𝛽 − 𝛼2 + 1))

𝜆𝛼2
 

 

∙ [‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
𝜆𝛼1+𝜆𝛽‖𝐷𝛽𝑓2‖∞

𝜆𝛼2 + ‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
𝜆𝛼2‖𝐷𝛽𝑓2‖∞

𝜆𝛼1+𝜆𝛽]                                      (4.192) 

 

elde edilir. 
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∫𝑝(𝑠) [|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1 |𝐷𝛼2𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼2|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛽 + |𝐷𝛼2𝑓1(𝑠)|

𝜆𝛼2|𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛼1|𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛽] 𝑑𝑠

𝑥

0

 

 

≤
‖𝑝(𝑠)‖∞(∫ 𝑠(𝛽𝜆𝛼1−𝛼1𝜆𝛼1+𝛽𝜆𝛼2−𝛼2𝜆𝛼2)𝑑𝑠

𝑥

0
)

(Γ(𝛽 − 𝛼1 + 1))
𝜆𝛼1(Γ(𝛽 − 𝛼2 + 1))

𝜆𝛼2
 

 

∙ [‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
𝜆𝛼1+𝜆𝛽‖𝐷𝛽𝑓2‖∞

𝜆𝛼2 + ‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
𝜆𝛼2‖𝐷𝛽𝑓2‖∞

𝜆𝛼1+𝜆𝛽]                                      (4.193) 

 

=
‖𝑝(𝑠)‖∞𝑥

(𝛽𝜆𝛼1−𝛼1𝜆𝛼1+𝛽𝜆𝛼2−𝛼2𝜆𝛼2+1)

(Γ(𝛽 − 𝛼1 + 1))
𝜆𝛼1(Γ(𝛽 − 𝛼2 + 1))

𝜆𝛼2[𝛽𝜆𝛼1 − 𝛼1𝜆𝛼1 + 𝛽𝜆𝛼2 − 𝛼2𝜆𝛼2 + 1]
 

 

∙ [‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
𝜆𝛼1+𝜆𝛽‖𝐷𝛽𝑓2‖∞

𝜆𝛼2 + ‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
𝜆𝛼2‖𝐷𝛽𝑓2‖∞

𝜆𝛼1+𝜆𝛽]                                      (4.194) 

 

≤
𝜌(𝑥)

2
[‖𝐷𝛽𝑓1‖∞

2(𝜆𝛼1+𝜆𝛽)‖𝐷𝛽𝑓2‖∞
2𝜆𝛼2 + ‖𝐷𝛽𝑓1‖∞

2𝜆𝛼2‖𝐷𝛽𝑓2‖∞
2(𝜆𝛼1+𝜆𝛽)]            (4.195) 

 

yazılır. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Şimdi Teorem 4.7’nin bazı özel durumlarını inceleyelim. 

Teorem 4.8: 𝛼1, 𝛼2 ∈ ℝ+, 𝛽 > 𝛼1, 𝛼2 olsun. 𝑥 ∈ ℝ+ − {0} olmak üzere  𝑓1, 𝑓2 ∈

𝐿1(0, 𝑥) fonksiyonları sırasıyla [0, 𝑥] üzerinde 𝐷𝛽𝑓1, 𝐷
𝛽𝑓2, 𝐿∞’da kesirli türevlere sahip 

ve 𝑘 = 1,… , [𝛽] + 1, 𝑖 = 1,2 için 𝐷𝛽−𝑘𝑓𝑖(0) = 0 olsun. 𝑝(𝑠) ≥ 0, 𝑝(𝑠) ∈ 𝐿∞(0, 𝑥) ve 

𝜆𝛼1, 𝜆𝛽 ≥ 0  ve 𝜆𝛼2 = 0 olduğu göz önüne alınsın. 

𝜌(𝑥) ≔ {
‖𝑝(𝑠)‖∞𝑥

(𝛽𝜆𝛼1−𝛼1𝜆𝛼1+𝛽𝜆𝛼2−𝛼2𝜆𝛼2+1)

(Γ(𝛽−𝛼1+1))
𝜆𝛼1(Γ(𝛽−𝛼2+1))

𝜆𝛼2[𝛽𝜆𝛼1−𝛼1𝜆𝛼1+𝛽𝜆𝛼2−𝛼2𝜆𝛼2+1]
}                      (4.179) 

 

dir. Bu durumda, 

∫𝑝(𝑠) [|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1 |𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|

𝜆𝛽
+ |𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼1 |𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛽
] 𝑑𝑠

𝑥

0
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≤
‖𝑝(𝑠)‖∞𝑥

(𝛽𝜆𝛼1−𝛼1𝜆𝛼1+1)

(Γ(𝛽 − 𝛼1 + 1))
𝜆𝛼1[𝛽𝜆𝛼1 − 𝛼1𝜆𝛼1 + 1]

[‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
𝜆𝛼1+𝜆𝛽 + ‖𝐷𝛽𝑓2‖∞

𝜆𝛼1+𝜆𝛽]            (4.196) 

dir. 

İspat: (4.6) eşitliğinden, 

|𝐷𝛼𝑖𝑓𝑗(𝑠)| ≤
1

Γ(𝛽 − 𝛼𝑖)
∫(𝑠 − 𝑡)𝛽−𝛼𝑖−1|𝐷𝛽𝑓𝑗(𝑡)|𝑑𝑡

𝑠

0

 

≤
1

Γ(𝛽 − 𝛼𝑖)
(∫(𝑠 − 𝑡)𝛽−𝛼𝑖−1𝑑𝑡

𝑠

0

)‖𝐷𝛽𝑓𝑗‖∞
                                         (4.197) 

=
‖𝐷𝛽𝑓𝑗‖∞
Γ(𝛽 − 𝛼𝑖)

𝑠𝛽−𝛼𝑖

(𝛽 − 𝛼𝑖)
=

𝑠𝛽−𝛼𝑖

Γ(𝛽 − 𝛼𝑖 + 1)
‖𝐷𝛽𝑓𝑗‖∞                                (4.198) 

 

elde edilir. Yani ∀𝑠 ∈ [0, 𝑥], 𝑖 = 1,2; 𝑗 = 1,2 için 

|𝐷𝛼𝑖𝑓𝑗(𝑠)| ≤
𝑠𝛽−𝛼𝑖

Γ(β − αi + 1)
‖𝐷𝛽𝑓𝑗‖∞                                                         (4.199) 

dir. O zaman,  

|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1 ≤

𝑠(𝛽−𝛼1)𝜆𝛼1

(Γ(𝛽 − 𝛼1 + 1))
𝜆𝛼1

‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
𝜆𝛼1                                                     (4.200) 

|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛽
≤ ‖𝐷𝛽𝑓1‖∞

𝜆𝛽
                                                                                               (4.201) 

dir. 

(4.200)-(4.201) eşitsizlikleri taraf tarafa çarpılırsa; 

|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|

𝜆𝛽
 

 

≤
𝑠(𝛽−𝛼1)𝜆𝛼1

(Γ(𝛽 − 𝛼1 + 1))
𝜆𝛼1

‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
𝜆𝛼1‖𝐷𝛽𝑓1‖∞

𝜆𝛼2                                                            (4.202) 

elde edilir.  
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Benzer şekilde, 

|𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛼1 ≤

𝑠(𝛽−𝛼1)𝜆𝛼1

(Γ(𝛽 − 𝛼1 + 1))
𝜆𝛼1

‖𝐷𝛽𝑓2‖∞
𝜆𝛼1                                                     (4.203) 

|𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛽
≤ ‖𝐷𝛽𝑓2‖∞

𝜆𝛽
                                                                                              (4.204) 

dir. 

(4.203)-(4.204) eşitsizlikleri taraf tarafa çarpılırsa; 

 

|𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛼1|𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛽
≤

𝑠(𝛽−𝛼1)𝜆𝛼1

(Γ(𝛽 − 𝛼1 + 1))
𝜆𝛼1

‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
𝜆𝛼1‖𝐷𝛽𝑓1‖∞

𝜆𝛼2                       (4.205) 

 

dir. (4.202) ve (4.205) eşitsizlikleri  taraf tarafa toplanırsa; 

|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|

𝜆𝛽
+ |𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼1|𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛽

 

 

≤
𝑠(𝛽−𝛼1)𝜆𝛼1

(Γ(𝛽 − 𝛼1 + 1))
𝜆𝛼1

∙ [‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
𝜆𝛼1+𝜆𝛽‖𝐷𝛽𝑓2‖∞

𝜆𝛼2 + ‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
𝜆𝛼2‖𝐷𝛽𝑓2‖∞

𝜆𝛼1+𝜆𝛽]                       (4.206) 

 

elde edilir. Bu durumda, 

∫𝑝(𝑠) [|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1 |𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|

𝜆𝛽
+ |𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼1 |𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛽
] 𝑑𝑠

𝑥

0

 

 

≤
‖𝑝(𝑠)‖∞(∫ 𝑠(𝛽−𝛼1)𝜆𝛼1𝑑𝑠

𝑥

0
)

(Γ(𝛽 − 𝛼1 + 1))
𝜆𝛼1

∙ [‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
𝜆𝛼1+𝜆𝛽 + ‖𝐷𝛽𝑓2‖∞

𝜆𝛼1+𝜆𝛽]                         (4.207) 

 

≤
‖𝑝(𝑠)‖∞𝑥

(𝛽𝜆𝛼1−𝛼1𝜆𝛼1+1)

(Γ(𝛽 − 𝛼1 + 1))
𝜆𝛼1[𝛽𝜆𝛼1 − 𝛼1𝜆𝛼1 + 1]

[‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
𝜆𝛼1+𝜆𝛽 + ‖𝐷𝛽𝑓2‖∞

𝜆𝛼1+𝜆𝛽]            (4.208) 

 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 
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Teorem 4.9: 𝛼1, 𝛼2 ∈ ℝ+, 𝛽 > 𝛼1, 𝛼2 olsun. 𝑥 ∈ ℝ+ − {0} olmak üzere  𝑓1, 𝑓2 ∈

𝐿1(0, 𝑥) fonksiyonları sırasıyla [0, 𝑥] üzerinde 𝐷𝛽𝑓1, 𝐷
𝛽𝑓2, 𝐿∞’da kesirli türevlere sahip 

ve 𝑘 = 1,… , [𝛽] + 1, 𝑖 = 1,2 için 𝐷𝛽−𝑘𝑓𝑖(0) = 0 olsun. 𝑝(𝑠) ≥ 0, 𝑝(𝑠) ∈ 𝐿∞(0, 𝑥) ve 

𝜆𝛼1, 𝜆𝛽 ≥ 0 ve 𝜆𝛼2 = 𝜆𝛼1 + 𝜆𝛽 olduğu göz önüne alınsın. 

𝜌(𝑥) ≔ {
‖𝑝(𝑠)‖∞𝑥

(𝛽𝜆𝛼1−𝛼1𝜆𝛼1+𝛽𝜆𝛼2−𝛼2𝜆𝛼2+1)

(Γ(𝛽−𝛼1+1))
𝜆𝛼1(Γ(𝛽−𝛼2+1))

𝜆𝛼2[𝛽𝜆𝛼1−𝛼1𝜆𝛼1+𝛽𝜆𝛼2−𝛼2𝜆𝛼2+1]
}                      (4.209) 

dir. Bu durumda,  

∫𝑝(𝑠) [|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1 |𝐷𝛼2𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼1+𝜆𝛽|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛽

𝑥

0

 

 

+ |𝐷𝛼2𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1+𝜆𝛽|𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼1 |𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛽
] 𝑑𝑠 

 

≤ {
‖𝑝(𝑠)‖∞𝑥

(2𝛽𝜆𝛼1−𝛼1𝜆𝛼1+𝛽𝜆𝛽−𝛼2𝜆𝛼1−𝛼2𝜆𝛽+1)

(Γ(𝛽 − 𝛼1 + 1))
𝜆𝛼1(Γ(𝛽 − 𝛼2 + 1))

𝜆𝛼1+𝜆𝛽[2𝛽𝜆𝛼1 − 𝛼1𝜆𝛼1 + 𝛽𝜆𝛽 − 𝛼2𝜆𝛼1 − 𝛼2𝜆𝛽 + 1]
} 

 

∙ [‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
2(𝜆𝛼1+𝜆𝛽) + ‖𝐷𝛽𝑓2‖∞

2(𝜆𝛼1+𝜆𝛽)]                                                                     (4.210) 

dir. 

 

İspat: (4.6) eşitliğinden ∀𝑠 ∈ [0, 𝑥], 𝑖 = 1,2; 𝑗 = 1,2 için 

|𝐷𝛼𝑖𝑓𝑗(𝑠)| ≤
𝑠𝛽−𝛼𝑖

Γ(β − αi + 1)
‖𝐷𝛽𝑓𝑗‖∞                                                         (4.211) 

dir. O zaman, 

|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1 ≤

𝑠(𝛽−𝛼1)𝜆𝛼1

(Γ(𝛽 − 𝛼1 + 1))
𝜆𝛼1

‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
𝜆𝛼1                                                     (4.212) 

|𝐷𝛼2𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛼1+𝜆𝛽 ≤

𝑠(𝛽−𝛼2)(𝜆𝛼1+𝜆𝛽) 

(Γ(𝛽 − 𝛼2 + 1))
𝜆𝛼1+𝜆𝛽 

‖𝐷𝛽𝑓2‖∞
𝜆𝛼1+𝜆𝛽                                (4.213) 

 

|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛽
≤ ‖𝐷𝛽𝑓1‖∞

𝜆𝛽
                                                                                               (4.214) 
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dir.  

(4.212)-(4.214) aralığındaki son üç eşitsizlik taraf tarafa çarpılırsa; 

|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1|𝐷𝛼2𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼1+𝜆𝛽|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛽

 

≤
𝑠
(2𝛽𝜆𝛼1−𝛼1𝜆𝛼1+𝛽𝜆𝛽−𝛼2𝜆𝛼1−𝛼2𝜆𝛽)

(Γ(𝛽−𝛼1+1))
𝜆𝛼1(Γ(𝛽−𝛼2+1))

𝜆𝛼1+𝜆𝛽
‖𝐷𝛽𝑓1‖∞

𝜆𝛼1+𝜆𝛽  ‖𝐷𝛽𝑓2‖∞
𝜆𝛼1+𝜆𝛽

      (4.215) 

elde edilir.  

Benzer şekilde, 

|𝐷𝛼2𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1+𝜆𝛽 ≤

𝑠(𝛽−𝛼2)(𝜆𝛼1+𝜆𝛽)

(Γ(𝛽 − 𝛼2 + 1))
𝜆𝛼1+𝜆𝛽

‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
𝜆𝛼1+𝜆𝛽                                  (4.216) 

 

|𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛼1 ≤

𝑠(𝛽−𝛼1)𝜆𝛼1

(Γ(𝛽 − 𝛼1 + 1))
𝜆𝛼1

‖𝐷𝛽𝑓2‖∞
𝜆𝛼1                                                     (4.217) 

|𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛽
≤ ‖𝐷𝛽𝑓2‖∞

𝜆𝛽
                                                                                              (4.218) 

dir. 

(4.216)-(4.218) aralığındaki son üç eşitsizlik taraf tarafa çarpılırsa; 

|𝐷𝛼2𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1+𝜆𝛽|𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼1|𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛽

 

 

≤
𝑠
(2𝛽𝜆𝛼1−𝛼1𝜆𝛼1+𝛽𝜆𝛽−𝛼2𝜆𝛼1−𝛼2𝜆𝛽)

(Γ(𝛽−𝛼2+1))
𝜆𝛼2(Γ(𝛽−𝛼1+1))

𝜆𝛼1+𝜆𝛽
‖𝐷𝛽𝑓1‖∞

𝜆𝛼1+𝜆𝛽‖𝐷𝛽𝑓2‖∞
𝜆𝛼1+𝜆𝛽                             (4.219) 

 

dir. (4.215) ve (4.219) eşitsizlikleri taraf tarafa toplanırsa; 

|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1|𝐷𝛼2𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼1+𝜆𝛽|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛽 + |𝐷𝛼2𝑓1(𝑠)|

𝜆𝛼1+𝜆𝛽|𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛼1|𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛽
 

 

≤
𝑠(2𝛽𝜆𝛼1−𝛼1𝜆𝛼1+𝛽𝜆𝛽−𝛼2𝜆𝛼1−𝛼2𝜆𝛽)

(Γ(𝛽 − 𝛼1 + 1))
𝜆𝛼1(Γ(𝛽 − 𝛼2 + 1))

𝜆𝛼1+𝜆𝛽
 



73 

 

 

∙ [‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
2(𝜆𝛼1+𝜆𝛽) + ‖𝐷𝛽𝑓2‖∞

2(𝜆𝛼1+𝜆𝛽)]                                                                     (4.220) 

 

elde edilir.  

∫𝑝(𝑠) [|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1 |𝐷𝛼2𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼1+𝜆𝛽|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛽

𝑥

0

 

 

+ |𝐷𝛼2𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1+𝜆𝛽|𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼1 |𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛽
] 𝑑𝑠 

 

≤
‖𝑝(𝑠)‖∞(∫ 𝑠(2𝛽𝜆𝛼1−𝛼1𝜆𝛼1+𝛽𝜆𝛽−𝛼2𝜆𝛼1−𝛼2𝜆𝛽)𝑑𝑠

𝑥

0
)

(Γ(𝛽 − 𝛼1 + 1))
𝜆𝛼1(Γ(𝛽 − 𝛼2 + 1))

𝜆𝛼1+𝜆𝛽
 

 

∙ [‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
2(𝜆𝛼1+𝜆𝛽) + ‖𝐷𝛽𝑓2‖∞

2(𝜆𝛼1+𝜆𝛽)]                                                                     (4.221) 

 

≤ {
‖𝑝(𝑠)‖∞𝑥

(2𝛽𝜆𝛼1−𝛼1𝜆𝛼1+𝛽𝜆𝛽−𝛼2𝜆𝛼1−𝛼2𝜆𝛽+1)

(Γ(𝛽 − 𝛼1 + 1))
𝜆𝛼1(Γ(𝛽 − 𝛼2 + 1))

𝜆𝛼1+𝜆𝛽[2𝛽𝜆𝛼1 − 𝛼1𝜆𝛼1 + 𝛽𝜆𝛽 − 𝛼2𝜆𝛼1 − 𝛼2𝜆𝛽 + 1]
} 

 

∙ [‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
2(𝜆𝛼1+𝜆𝛽) + ‖𝐷𝛽𝑓2‖∞

2(𝜆𝛼1+𝜆𝛽)]                                                                     (4.222) 

 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.  

Teorem 4.10: 𝛼1, 𝛼2 ∈ ℝ+, 𝛽 > 𝛼1, 𝛼2 olsun. 𝑥 ∈ ℝ+ − {0} olmak üzere  𝑓1, 𝑓2 ∈

𝐿1(0, 𝑥) fonksiyonları sırasıyla [0, 𝑥] üzerinde 𝐷𝛽𝑓1, 𝐷
𝛽𝑓2, 𝐿∞’da kesirli türevlere sahip 

ve 𝑘 = 1,… , [𝛽] + 1, 𝑖 = 1,2 için 𝐷𝛽−𝑘𝑓𝑖(0) = 0 olsun. 𝑝(𝑠) ≥ 0, 𝑝(𝑠) ∈ 𝐿∞(0, 𝑥) ve 

𝜆𝛽 = 0, 𝜆𝛼1 = 𝜆𝛼2 olduğu göz önüne alınsın. 

𝜌∗(𝑥) ≔ {
‖𝑝(𝑠)‖∞𝑥

(2𝛽𝜆𝛼1−𝛼1𝜆𝛼1−𝛼2𝜆𝛼1+1)

(Γ(𝛽 − 𝛼1 + 1)Γ(𝛽 − 𝛼2 + 1))
𝜆𝛼1[2𝛽𝜆𝛼1 − 𝛼1𝜆𝛼1 − 𝛼2𝜆𝛼1 + 1]

}          (4.223) 

dir. Bu durumda, 
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∫𝑝(𝑠)[|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1 |𝐷𝛼2𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼1 + |𝐷𝛼2𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1 |𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼1]𝑑𝑠

𝑥

0

 

≤ 𝜌∗(𝑥) [‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
2𝜆𝛼1 + ‖𝐷𝛽𝑓2‖∞

2𝜆𝛼1]                                                                         (4.224) 

dir.  

İspat: Teorem 4.7’de 𝜆𝛽 = 0 olduğunda, 

∫𝑝(𝑠)

𝑥

0

[|𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛼1|𝐷𝛼2𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼2 + |𝐷𝛼2𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼2|𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼1]𝑑𝑠 

≤ 𝜌(𝑥) [‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
𝜆𝛼1‖𝐷𝛽𝑓2‖∞

𝜆𝛼2 + ‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
𝜆𝛼2‖𝐷𝛽𝑓2‖∞

𝜆𝛼1]                                      (4.225) 

 

eşitsizliği bulunur. 𝜆𝛼1 = 𝜆𝛼2 için (4.223) ve (4.224) eşitsizlikleri elde edilir. 

 

Teorem 4.11:  𝛼1, 𝛼2 ∈ ℝ+, 𝛽 > 𝛼1, 𝛼2 olsun. 𝑥 ∈ ℝ+ − {0} olmak üzere  𝑓1, 𝑓2 ∈

𝐿1(0, 𝑥) fonksiyonları sırasıyla [0, 𝑥] üzerinde 𝐷𝛽𝑓1, 𝐷
𝛽𝑓2, 𝐿∞’da kesirli türevlere sahip 

ve 𝑘 = 1,… , [𝛽] + 1, 𝑖 = 1,2 için 𝐷𝛽−𝑘𝑓𝑖(0) = 0 olsun. 𝑝(𝑠) ≥ 0, 𝑝(𝑠) ∈ 𝐿∞(0, 𝑥) ve 

𝜆𝛼1 = 0, 𝜆𝛼2 = 𝜆𝛽 olduğu göz önüne alınsın. 

𝜌(𝑥) ≔ {
‖𝑝(𝑠)‖∞𝑥

(𝛽𝜆𝛼1−𝛼1𝜆𝛼1+𝛽𝜆𝛼2−𝛼2𝜆𝛼2+1)

(Γ(𝛽−𝛼1+1))
𝜆𝛼1(Γ(𝛽−𝛼2+1))

𝜆𝛼2[𝛽𝜆𝛼1−𝛼1𝜆𝛼1+𝛽𝜆𝛼2−𝛼2𝜆𝛼2+1]
}                      (4.226) 

 

dir. Bu durumda, 

∫𝑝(𝑠) [|𝐷𝛼2𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛼2 |𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|

𝜆𝛼2 + |𝐷𝛼2𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼2 |𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼2] 𝑑𝑠

𝑥

0

 

≤ (
𝑥(𝛽𝜆𝛼2−𝛼2𝜆𝛼2+1)‖𝑝(𝑠)‖∞

(𝛽𝜆𝛼2 − 𝛼2𝜆𝛼2 + 1)(Γ(𝛽 − 𝛼2 + 1))
𝜆𝛼2

[‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
2𝜆𝛼2 + ‖𝐷𝛽𝑓2‖∞

2𝜆𝛼2])              (4.226) 

elde edilir. 

İspat: (4.6) eşitliğinden ∀𝑠 ∈ [0, 𝑥], 𝑖 = 1,2; 𝑗 = 1,2 için 
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|𝐷𝛼𝑖𝑓𝑗(𝑠)| ≤
𝑠𝛽−𝛼𝑖

Γ(β − αi + 1)
‖𝐷𝛽𝑓𝑗‖∞                                                         (4.227) 

dir. O zaman,  

|𝐷𝛼2𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛼2 ≤

𝑠(𝛽−𝛼2)𝜆𝛼2

(Γ(𝛽 − 𝛼2 + 1))
𝜆𝛼2

‖𝐷𝛽𝑓2‖∞
𝜆𝛼2                                                     (4.228) 

 

|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼2 ≤ ‖𝐷𝛽𝑓1‖∞

𝜆𝛼2                                                                                            (4.229) 

dir. 

(4.228)-(4.229) eşitsizlikleri taraf tarafa çarpılırsa; 

|𝐷𝛼2𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛼2|𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|

𝜆𝛼2  

 

≤
𝑠(𝛽−𝛼2)𝜆𝛼2

(Γ(𝛽 − 𝛼2 + 1))
𝜆𝛼2

‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
𝜆𝛼2‖𝐷𝛽𝑓2‖∞

𝜆𝛼2                                                            (4.230) 

elde edilir.  

Benzer şekilde, 

|𝐷𝛼2𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼2 ≤

𝑠(𝛽−𝛼2)𝜆𝛼2

(Γ(𝛽 − 𝛼2 + 1))
𝜆𝛼2

‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
𝜆𝛼2                                                     (4.231) 

 

|𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛼2 ≤ ‖𝐷𝛽𝑓2‖∞

𝜆𝛼2                                                                                            (4.232) 

dir. 

(4.231)-(4.232) eşitsizlikleri taraf tarafa çarpılırsa; 

|𝐷𝛼2𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼2|𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼2 

 

≤
𝑠(𝛽−𝛼2)𝜆𝛼2

(Γ(𝛽 − 𝛼2 + 1))
𝜆𝛼2

‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
𝜆𝛼2‖𝐷𝛽𝑓2‖∞

𝜆𝛼2                                                            (4.233) 
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dir. (4.230) ve (4.233) eşitsizlikleri  taraf tarafa toplanırsa; 

|𝐷𝛼2𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛼2 |𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|

𝜆𝛼2 + |𝐷𝛼2𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼2 |𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼2  

≤
𝑠(𝛽−𝛼2)𝜆𝛼2

(Γ(𝛽 − 𝛼2 + 1))
𝜆𝛼2

. [‖𝐷𝛽𝑓
1
‖
∞

2𝜆𝛼2 + ‖𝐷𝛽𝑓
2
‖
∞

2𝜆𝛼2]                                                     (4.234) 

elde edilir. 

∫𝑝(𝑠) [|𝐷𝛼2𝑓2(𝑠)|
𝜆𝛼2 |𝐷𝛽𝑓1(𝑠)|

𝜆𝛼2 + |𝐷𝛼2𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼2 |𝐷𝛽𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼2] 𝑑𝑠

𝑥

0

 

≤
‖𝑝(𝑠)‖∞(∫ 𝑠(𝛽−𝛼2)𝜆𝛼2𝑑𝑠

𝑥

0
)

(Γ(𝛽 − 𝛼2 + 1))
𝜆𝛼2

. [‖𝐷𝛽𝑓
1
‖
∞

2𝜆𝛼2 + ‖𝐷𝛽𝑓
2
‖
∞

2𝜆𝛼2]                                       (4.235) 

≤ (
𝑥(𝛽𝜆𝛼2−𝛼2𝜆𝛼2+1)‖𝑝(𝑠)‖∞

(𝛽𝜆𝛼2 − 𝛼2𝜆𝛼2 + 1)(Γ(𝛽 − 𝛼2 + 1))
𝜆𝛼2

[‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
2𝜆𝛼2 + ‖𝐷𝛽𝑓2‖∞

2𝜆𝛼2])              (4.236) 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.  

Sonuç 4.9:  𝛼1, 𝛼2 ∈ ℝ+, 𝛽 > 𝛼1, 𝛼2 olsun. 𝑥 ∈ ℝ+ − {0} olmak üzere  𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐿1(0, 𝑥) 

fonksiyonları sırasıyla [0, 𝑥] üzerinde 𝐷𝛽𝑓1, 𝐷
𝛽𝑓2, 𝐿∞’da kesirli türevlere sahip ve 𝑘 =

1, … , [𝛽] + 1, 𝑖 = 1,2 için 𝐷𝛽−𝑘𝑓𝑖(0) = 0 olsun. 𝑝(𝑠) ≥ 0, 𝑝(𝑠) ∈ 𝐿∞(0, 𝑥) ve 𝜆𝛽 = 0, 

𝜆𝛼1 = 𝜆𝛼2, 𝛼2 = 𝛼1 + 1 olduğu göz önüne alınsın. 

𝜌(𝑥) ≔ {
‖𝑝(𝑠)‖∞𝑥

(𝛽𝜆𝛼1−𝛼1𝜆𝛼1+𝛽𝜆𝛼2−𝛼2𝜆𝛼2+1)

(Γ(𝛽−𝛼1+1))
𝜆𝛼1(Γ(𝛽−𝛼2+1))

𝜆𝛼2[𝛽𝜆𝛼1−𝛼1𝜆𝛼1+𝛽𝜆𝛼2−𝛼2𝜆𝛼2+1]
}                      (4.237) 

 

dir. Bu durumda, 

∫𝑝(𝑠)[|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1 |𝐷𝛼1+1𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼1 + |𝐷𝛼1+1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1 |𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼1]𝑑𝑠

𝑥

0
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≤ (
𝑥(2𝛽𝜆𝛼1−2𝛼1𝜆𝛼1−𝜆𝛼1+1)‖𝑝(𝑠)‖∞

(2𝛽𝜆𝛼1 − 2𝛼1𝜆𝛼1 − 𝜆𝛼1 + 1)(𝛽 − 𝛼1)
𝜆𝛼1(Γ(𝛽 − 𝛼1))

2𝜆𝛼1
) 

∙ [‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
2𝜆𝛼1 + ‖𝐷𝛽𝑓2‖∞

2𝜆𝛼1]                                                                                       (4.238) 

dir. 

İspat: Teorem 4.7’de 𝜆𝛽 = 0, 𝜆𝛼1 = 𝜆𝛼2, 𝛼2 = 𝛼1 + 1 olduğunda, 

∫𝑝(𝑠)[|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1 |𝐷𝛼1+1𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼1 + |𝐷𝛼1+1𝑓1(𝑠)|
𝜆𝛼1 |𝐷𝛼1𝑓2(𝑠)|

𝜆𝛼1]𝑑𝑠

𝑥

0

 

≤ (
𝑥(2𝛽𝜆𝛼1−2𝛼1𝜆𝛼1−𝜆𝛼1+1)‖𝑝(𝑠)‖∞

(2𝛽𝜆𝛼1 − 2𝛼1𝜆𝛼1 − 𝜆𝛼1 + 1)(𝛽 − 𝛼1)
𝜆𝛼1(Γ(𝛽 − 𝛼1))

2𝜆𝛼1
) 

∙ [‖𝐷𝛽𝑓1‖∞
2𝜆𝛼1 + ‖𝐷𝛽𝑓2‖∞

2𝜆𝛼1] 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.  

Sonuç 4.10: 𝛼1 ∈ ℝ+, 𝛽 > 𝛼1 + 1 olsun. 𝑥 ∈ ℝ+ − {0} olmak üzere  𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐿1(0, 𝑥) 

fonksiyonları sırasıyla [0, 𝑥] üzerinde 𝐷𝛽𝑓1, 𝐷
𝛽𝑓2, 𝐿∞’da kesirli türevlere sahip ve 𝑘 =

1, … , [𝛽] + 1, 𝑖 = 1,2 için 𝐷𝛽−𝑘𝑓𝑖(0) = 0 olsun. 𝑝(𝑠) ≥ 0, 𝑝(𝑠) ∈ 𝐿∞(0, 𝑥) ve 𝜆𝛽 = 0, 

𝜆𝛼1 = 𝜆𝛼2, 𝛼2 = 𝛼1 + 1 olduğu göz önüne alınsın. 

𝜌(𝑥) ≔ {
‖𝑝(𝑠)‖∞𝑥

(𝛽𝜆𝛼1−𝛼1𝜆𝛼1+𝛽𝜆𝛼2−𝛼2𝜆𝛼2+1)

(Γ(𝛽−𝛼1+1))
𝜆𝛼1(Γ(𝛽−𝛼2+1))

𝜆𝛼2[𝛽𝜆𝛼1−𝛼1𝜆𝛼1+𝛽𝜆𝛼2−𝛼2𝜆𝛼2+1]
}                      (4.239) 

 

dir. Bu durumda, 

∫[|𝐷𝛼1𝑓1(𝑠)||𝐷
𝛼1+1𝑓2(𝑠)| + |𝐷

𝛼1+1𝑓1(𝑠)||𝐷
𝛼1𝑓2(𝑠)|]𝑑𝑠

𝑥

0

 

≤ (
𝑥2(𝛽−𝛼1)

2(𝛽 − 𝛼1)2(Γ(𝛽 − 𝛼1))
2) [‖𝐷

𝛽𝑓1‖∞
2
+ ‖𝐷𝛽𝑓2‖∞

2
]                                         (4.240) 
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dir. 

İspat: (4.238)’de 𝜆𝛼1 = 1 ve 𝑝(𝑠) = 1 alınırsa ispat tamamlanmış olur. 
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