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SIMGELER DIZINI

Simgeler

N Pozitif tamsayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

C Kompleks sayilar kiimesi

R? 2-boyutlu reel Oklid uzay1

R4 d-boyutlu reel Oklid uzay1

c Tim yakinsak olan dizilerin uzayi

Co Tim sifira yakinsayan dizilerin uzayi

lso Tim sinirh dizilerin uzayi

2 Mutlak toplanabilen dizilerin uzay1

I, -l 2-norm fonksiyonu

-1, 2 < p < oo olmak iizere baz ile elde edilen norm
I|-loo 2-normlarin maksimumu olan sonsuz norm fonksiyonu
|| n-norm fonksiyonu

| P (n-1) boyutlu-norm fonksiyonu

{uy, ..., uq} d boyutlu baz

st — lim x;,

{uy, ...,uq} bazi altindaki x merkezli r yarigapl acik yuvar
Metrik uzay

2-Banach uzay1

Banach cebiri

K kiimesinin kardinelitesi

i¢ carpim uzayi

K kiimesinin dogal yogunlugu

Reel say1 dizisi

Sinirli lineer 2-fonksiyonel

(x) dizisinin istatistiksel limiti




1 GIRis

Limit, yakinsaklik ve stireklilik gibi kavramlar analiz ve fonksiyonel analiz alaninin
temelini olugturan en 6nemli kavramlardir. Yakinsaklik kavraminin bir genellegtirmesi
olan ve temeli pozitif tamsayilarin dogal yogunlugu kavramina dayanan istatistik-
sel yakinsaklik kavrami ise toplanabilme teorisinde ve fonksiyonel analizde biiyiik
oneme sahiptir. 1951” de Fast’in istatistiksel yakinsak kavramini tanimlanmasindan
bu yana istatistiksel yakinsaklik ve istatistiksel Cauchy kavramlari ile ilgili ¢aligmalar
Connor (1989), Schoenberg (1959), Maddox (1970), Salét (1980), Fast (1952), Fridy
(1985, 1993), Nuray ve Ruckle (2000), Rath ve Tripathy (1994) ve daha birgok

aragtirmaci tarafindan yapilmigtir.

Fridy ve Orhan (1993), lacunary dizisi kavramini kullanarak, istatistiksel yakinsaklikla
iligkiler bulan ve yine yakinsaklik alaninda onemli yer tutan lacunary istatistiksel
yakinsaklik kavramini tammlamiglardir. Fridy ve Orhan (1993) bu ¢aligmalarinda;
bagta istatistiksel yakinsaklik kavrami olmak tizere diger toplanabilme metodlari ile

lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami arasindaki iligkileri incelemiglerdir.

2-metrik uzay ve 2-normlu uzay kavramlar ilk énce Géhler (1963, 1965) tarafindan
tamitildi. Daha sonra bu kavramlar Acikgoz (2007), Gunawan ve Mashadi (2001),
Giirdal ve Pehlivan (2004, 2009), Giirdal ve Agik (2008), Giirdal (2006), Lewandowska
(2001, 2003), Rezapour (2005), Mursaleen ve Alotaibi (2011), Sarabadan ve Talebi
(2011), Sahiner vd. (2007), Tripathy vd. (2012), Salét vd. (2005), White (1969) ve

bir¢ok aragtirmaci tarafindan ¢aligilmigtir.

Gunawan ve Mashadi (2001), sonlu boyutlu 2-normlu uzaylar1 ¢ahigtilar ve 2-normdan
tiretilen belli bir normu kullanarak 2-normlu uzaylarin topolojilerinin tam olarak
tanimlanabilecegini gosterdiler. 2-Banach uzayinin bir Banach uzay1 oldugunu goster-
diler ve bu gercegi kullanarak, Sabit Nokta teoremini ispatladilar. Dahasi, elde ettik-

leri sonuclarin bazi sonsuz boyutlu 2-normlu uzaylara genisletilebilecegini gosterdiler.

Acikgoz (2007), 2-normlu uzaylar teorisini ve onlarin yapilarini inceleyip, bu yapilarin
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normlu uzaylar ile farkini agikladi. Ayrica, genellestirilmis 2-normlu uzaylar olarak

adlandirilan yeni bir yap1 tanimladi.

Giirdal ve Pehlivan (2009), 2-normlu uzaylarda istatistiksel yakinsaklik caligtilar.
Reel say1 dizilerinin istatistiksel yakinsakliginin baz 6zelliklerinin 2-normlu uzay-
larda ki diziler icin de elde edilebilecegini gosterdiler. Ayrica, 2-normlu uzaylarda
istatistiksel Cauchy dizisini tanimlayip, 2-normlu uzaylarda ki bir dizi i¢in istatis-
tiksel Cauchy dizisi olma kriterini elde ettiler. Bunun yaninda, 2-normlu uzaylarda

istatistiksel yakinsaklik ile istatistiksel Cauchy dizisi arasindaki iligkiyi incelediler.

Giirdal ve Pehlivan (2004), 2-Banach uzaylarda istatistiksel yakimsaklik caligtilar.
Ayrica, 2-Banach uzaylarda istatistiksel yakinsaklik ile istatistiksel Cauchy dizisinin

cakigtiginmi elde ettiler.

Tez caligmasimin ikinci boliimiinde, matematik alaninda elzem olan ve bu caligma
i¢gin gerekli olan baz1 temel kavramlara, teoremlere ve bunlarla ilgili baz1 ozelliklere

yer verilmigtir.

Uciincii boliimiinde, Gunawan ve Mashadi (2001) ve Acikgdz (2007) tarafindan

yapilan caligmalardaki 2-normlu uzaylarda temel tanim, teorem ve 6zellikleri verecegiz.

Doérduncii boliimde ise, Giirdal ve Pehlivan (2009) ve Giirdal ve Pehlivan (2004)
caligmalardaki 2-normlu uzaylarda ve 2-Banach uzaylarda istatistiksel yakinsaklik
ile istatistiksel Cauchy dizisi ve bu iki kavram ile ilgili 6zellikleri, teoremleri ve

ispatlarini verecegiz.

Son olarak, tez i¢in temel kaynak olarak kullandigimiz kitap, makale ve tezleri kay-

naklar kisminda verecegiz.



2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, sonraki boliimlere temel tegkil edecek bazi bilgiler verilmistir. Vektor

uzay1, topolojik uzay ve altuzay gibi baz1 kavramlarin bilindigi kabul edilmigtir.

2.1 Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1 (Metrik ve Metrik Uzay). X bosolmayan bir cimleved : X x X —
R bir fonksiyon olsun. Her z,y, z € X igin

(M1) d(z,x) =0,

(M2) d(z,y) = d(y, ),

(M3) d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2)
sartlarn saglamirsa, d fonksiyonuna, X {izerinde yari metrik fonksiyonu ve (X,d)
ikilisine de yar: metrik uzay denir.

(M1) d(x,2) = 0 sart1 yerine (M1)" d(x,y) = 0 < z = y sartiu alirsak d
fonksiyonuna, metrik fonksiyonu ve (X, d) ikilisine bir metrik uzay denir.

Bir lineer (X, d) metrik uzaymdaki her Cauchy dizisi yakinsak ise, X uzayina

tam metrik uzay veya Fréchet uzay denir (Maddox 1970).
Bu c¢aligmamizda, R reel uzay iizerinde
d(z,y) = |z —y|

seklinde tanimlanan aligilmis mutlak deger metrigini gozoniine alacagiz. Burada R

yerine C kompleks sayilarin cismi de alinabilir.

Tanim 2.1.2 (Dizi Uzayi1). Reel veya kompleks terimli biitiin dizilerin w uzayinimn

bos olmayan her alt vektor uzayma dizi uzay: denir.

ls , C, Co , ¥y dizi uzaylan sirasiyla sinirli, yakinsak, sifira yakinsak ve mutlak

yakinsak seri olugturan dizilerin uzayidir (Choudhary 1989).

Tanim 2.1.3 (Yart Norm ve Norm). X bir lineer uzay ve || - || : X — R bir
fonksiyon olsun. Her z,y € X ve her a € C i¢in
(N1) [l = 0,



(N2) [0} = o,

(N3) [Joz]| = |e]|z]],

(N4) |z +yl| < [lz]l + llyll
sartlarn saglaniyor ise, || - || fonksiyonuna X {izerinde bir yari norm ve (X, | - ||)
ikilisine bir yar: normlu uzay denir.

Burada (N2) sart1 yerine (N2)' ||z|| = 0 & = = 6 sart1 saglanirsa, || - || yar

normuna bir norm ve (X, || - ||) ikilisine de bir normlu uzay denir.

Tanim 2.1.4 (z,), (X,].||) normlu uzaymda bir dizi olsun.

1) Her n igin ||z,|| < K olacak gekilde bir K > 0 sayis1 varsa, (x,,) dizisine sinirl
dizi denir.

2) n — oo i¢in ||z, — z|| — 0 olacak sekilde bir z vektorii varsa (yani, her € > 0
icin n > ng oldugunda ||z, — z|| < e olacak sekilde bir ng sayis1 varsa) z,, dizisi = e
yakinsaktir denir. Bu x vektori, z,, dizisi tarafindan bir tek olarak belirtilir.

3) m,n — oo iken ||z, — x,|| — 0 ise (yani, verilen her ¢ > 0 i¢in m,n > ng
oldugunda ||z, —x,|| < € olacak sekilde bir ny sayisi varsa) x,, dizisine Cauchy dizisi
denir (Bayraktar 2000).

Bir (X, || - ||) normlu uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ise X uzayma tam

normlu uzay veya Banach uzayr denir (Maddox 1970).

Tanim 2.1.5 (Normlu Cebir, Banach Cebiri) C bir cebir ve C' de bir ||.||

normu tamimlanmig olsun. Bu norm, her x,y € C igin
eyl < ll=[llyll
sartini sagliyorsa ve C' nin birim elemani olmasi halinde de
llefl =1

ise C'ye normlu cebir denir. (C,|.||) normlu cebiri, normlu lineer uzay olarak tam

ise bu normlu cebire Banach cebiri denir (Bayraktar 2000).

Tanim 2.1.6 (Agik ve Kapali Yuvar). (X,d) metrik uzayinda, z noktas: ve

pozitif bir r sayis1 i¢in;
B, (xg) = {zx € X : d(z,z0) < r},

4



B, (z9) = {r € X : d(x,70) <1},

cimlelerine, sirasiyla, xy merkezli, r yaricaph a¢ik yuvar ve kapalr yuvar denir

(Musayev ve Alp 2000)

Tanim 2.1.7 (Kompakt Uzay, Dizisel Kompaktlik). Bir topolojik uzaym her
acik ortiisii bir sonlu alt ortiiye sahip ise uzaya kompakt uzay denir.
Bir metrik uzayindaki her dizinin yakinsak bir alt dizisi mevcut ise metrik uzaya

dizisel kompakttir denir (Maddox 1970).

Tanim 2.1.8 (Lineer Bagimsizlik, Lineer Bagimhlik) L, F' cismi tizerinde bir
vektor uzayr ve S = {1, xs,...,2,} de L nin sonlu bir alt ciimlesi olsun. «; € F

olmak tizere,
n
E o;r; = 0
i=1

olmasi her i i¢in «; = 0 olmasini gerektiriyorsa S ciimlesine veya w1, xs, ..., T,
vektorlerine (F' lizerinde) lineer bagimsizdir, denir.

Lineer bagimsiz olmayan kiimeye lineer bagimly kiime denir (Bayraktar 2000).

Tanim 2.1.9 (Baz (Taban)) L, F cismi iizerinde bir vektor uzay1 B, L ciimlesinin
bir alt ciimlesi olsun. B lineer bagimsiz ve B, L yi geriyorsa yani < B >= L ise B

ye (F' iizerinde) L nin bir baz: (tabani) denir (Bayraktar 2000).

2.2 Istatistiksel Yakinsaklik

Bu kisimda, tek dizilerde yogunluk kavramini, istatistiksel yakinsaklik tanimlarini

verecegiz.

Tanmim 2.2.1 (Dogal Yogunluk) K C Nve K, = {k <n:k € K} ciimlelerini

alalim. |K| = card K (K ctmlesinin kardinalitesi) olmak iizere,

K
d(K) = liminf |

n—oo n

ve




limitlerine, sirasiyla, K ciimlesinin alt ve 1ist yogunluklar:s denir. §(K) = §(K) ise

(@) dizisinin limiti mevcuttur denir. Bu limit 0(K) ile gosterilir ve K ciimlesinin

dogal yogunlugu denir. K C N ciimlesinin dogal yogunlugu,

K 1
d(K) = lim | n|:lim —{k<n:ke K}
n

n—oo M n—oo

ile gosterilir (Niven et al.1991).

Simdi dogal yogunluk ile ilgili baz1 6zellik ve 6rnekler verelim:
1) K C N sonlu ise 6(K) = 0 dur.

2) K =Nise §(K) =2 =1 dir.

1) ve 2) den bir K C N igin 0 < §(K) < 1 dir.

3) K={2n+1:n e N} =T ise

1
T) = li —
§(T) nooodn +1 2

olur.

4) K ={2n:ne N} =Cise

n
— lim - ==
olur.
5) K = {n?:n € N} ise
o) = e =0

olur.
6) KlﬂKQZQ)iSG
olur.

7) Kl Q K2 ise 5(K1) S 5(K2) olur.
8) 0(K)=1—-6(N\ K) dur.

Tamim 2.2.2 (Istatistiksel Yakinsaklik) Reel sayilarm bir @ = (&, )nen dizisi,
her € > 0 i¢in

S({neN:|z,—L| >¢})=0

ise, L € R sayisina istatistiksel yakinsaktir denir (Fast 1951).
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Simdi istatistiksel yakinsaklik ile ilgili olan ve literatiirde mevcut bulunan bir
kag ornek verelim:
Ornek 2.2.3

1, k=n?
T =
0, diger durumlarda

dizisini goz ontine alalim. Bu durumda,
z, ={1,0,0,1,0,0,0,0,1,...}
olup,
K.o={k:|log—1l|>e={k:|zp -0 >c}={k:k=n?}
)y 2y

oldugundan, st — lim z = 0 elde edilir.

Ornek 2.2.4

kk=n*eN
T =
1, diger durumlarda

dizisini goz ontine alalim. Bu durumda,
r,=41,1,1,1,1,1,1,8,...}
olup,
K.={k:|oy—1|>e}={k:k=n%}
o) = Jlim 5 = 0

oldugundan, st — limz = 0 elde edilir.

Ornek 2.2.5

—1,k € tek
1,k ecift

T —

dizisinin yogunlugu 0 olmadigindan istatistiksel yakinsak degildir.



Onerme 2.2.6 Yakimsak her dizi istatistiksel yakinsakir.

Bu onermenin kargiti1 her zaman dogru degildir. Yani, istatistiksel yakinsak bir

dizi yakinsak olmak zorunda degildir. Bu bir ¢rnekle gosterelim.

Tanim 2.2.7 Bir x = (z;) dizisini ele alalim. her € > 0 igin bir N = N(e) vardir
oyle ki
O{K : |z, —an| >€}) =0

ise = dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir (Fridy 1985).

Teorem 2.2.8 Bir x = () dizisi i¢in agagidaki énermeler denktir:

i. x dizisi istatistiksel yakinsaktir.

ii. = dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir.

iii. h.h.h.k i¢in z; = y; olacak sekilde yakisak bir y = (yx) dizisi vardir (Fridy
1985).



3 2-NORMLU UZAYLAR

Bu béliimde, 6ncelikle Gunawan ve Mashadi (2001) tarafindan yapilan 2-normlu
uzaylar ile ilgili temel tanim, lemma ve teoremleri verecegiz. Daha sonra Agikgoz
(2007) tarafindan yapilan 2-normlu uzay ve onun yapisi hakkindaki tanim ve teo-

remleri ve 2-normlu uzayin genellegtilmesini ele alacagiz.

3.1 Sonlu Boyutlu 2-Normlu Uzaylar ve Ozellikleri

Tanim 3.1.1 X, 2 < d < co olmak iizere d boyutlu bir reel vektor uzayi olsun. X

iizerinde

I,.: X x X - R

fonksiyonu agagidaki dort kogulu sagliyorsa ||., .|| fonksiyonuna bir 2-norm denir.
(i) ||, y|| = 0 olmas1 i¢in gerek ve yeter kogul z ve y nin lineer bagimh olmasidur;
(i) Jl2, Il = lly, ol
(iii) [lz, eyl = lalllz, yll, o € R;
(V) [l y + 2l < [l yll + [z, 2]

(X, ., .]]) ciftine 2-normlu uzay denir.

2-normlu uzayin bir standart érnegi asagidaki 2-normla donatilmig R? dir:
||z, y|| := kosgeleri 0 = (0,0), z ve y vektorleri olan tiggensel bolge.

Herhangi bir (X, ||.,.]|) 2-normlu uzaymda her z,y € X ve a € R igin
[z, yll = 0 wve [z, y + ax]| = [lz, y|

ozelliklerinin saglandigy goriiliir. Ayrica, x,y ve z lineer bagimh ise (bu, érnegin

d = 2 oldugunda olur) o zaman,
2,y + 2l = llz,yll + llz, 2[| veya |lz,y — 2]l = ||z, yl| + ||z, 2|

dir.
2-normlu (X, ||., .||) uzay1 verilsin. Agagida tanimlanan bir dizinin limit kavramindan

faydalanarak bir topoloji elde edilebilir.



Her y € X i¢in

lim ||z, —z,y| =0
n—o0

ise X deki bir (z,,) dizisine x € X degerine yakinsaktir denir. Bu durumda

lim z, =z
n—o0

ile gosterilir ve (x,,) dizisinin limiti « dir, denir.
2-normlu uzaylarda yakinsak bir dizinin limitinin tek oldugunu gosterelim. Varsayalim
ki (z,,) dizisi X deki iki farklh = ve y limitlerine yakinsasi. ||z — vy, z|| # 0 olacak

sekilde z € X secelim ve ayni anda
1 1
H:EN - .T,Z” < 5”1’ - y,ZH ve ”SUN - yvzH < 5”13 - y7ZH
olacak gekilde yeterince biiyiik N € X alalim. O zaman {i¢ggen esitsizliginden,

[z =y, 2l < [lo—an, 2] +[lex =y, 2

< _1 | I _1 | I
T zZl| + =||lx z
2 y7 2 y7

=z ==

olur ki bu da bir ¢eligkidir. Boylece, eger

lim z,
n—oo
varsa tek olmalidir.
Bundan sonra (X, |.,.||) ikilisini 2-normlu uzay olarak alacagiz. Aksi belir-

tilmedikge X in d boyutunu 2 < d < oo oldugunu kabul edecegiz. Sabit {us, ..., ug4},

X i¢in bir baz olsun. O zaman biz agagidakileri yazabiliriz.

Lemma 3.1.2 X de bir (x,,) dizisi X de bir z elemanina yakimsaktir gerek ve yeter
sart her ¢ =1, ..., d i¢in

lim ||z, — z,u;]| =0
n— oo

olmasidir.

Ispat 3.1.3 Eger her i = 1,....d i¢in
lim ||z, — 2,4 =0
n—oo
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ise bu durumda, her y € X icin
lim ||z, —z,y| =0
n— oo

oldugunu gostermemiz ispat icin yeterlidir. Acik olarak her y € X ve aq,...,aq € R
icin
Y = Uy, ..., Qg

yazibilir ve liggen esitsizliginden her n € N igin
lzn =z, yll < lenlllzn — 2wl + .. + laallzn — 2, udl
elde edilir.

Lemma 3.1.4 X de bir (x,,) dizisi X de bir z elemanina yakmsaktir gerek ve yeter
sart

lim max{||z, —z,u :i=1,..,d} =0
n— o0

olmasidir.

Bu basit gercek bizi X iizerindeki bir normun tamimina gotiiriir. X tizerinde

{uy, ..., uq} baziyla bir norm tanmmlayabiliriz. ||.||o normunu

2]|oo := max{||z, wil| 1 i = 1,...,d}

seklinde tanimlayabiliriz. Gergektende;
(i) |z||ooc = 0 olmast igin gerek ve yeter sart z = 6 olmasidir.
(ii) flawlloe = laffz]loo dir.

(iii) Her z,y € X ve a € R i¢in

12+ Ylloo < |2 llo0 + lylloo

dir.

Genelde 1 < p < oo i¢in X fiizerinde .||, normunu

d 3
o), = {z nx,uinp}
=1

11



seklinde tanmimlayabiliriz. Fakat X sonlu boyutlu oldugundan tiim bu normlar denk-
tir. Bu nedenle aksi belirtilmedikge bu boliim boyunca sadece ||.||~ ile ¢alisacagiz.

Burada bazin se¢imi 6nemli degildir. X i¢in bagka {vy,...,v4} seklinde bir baz
secilir ve ||.||c normu bu baza ait olarak tanmmlanirsa sonugta elde edilen norm,
{uy,...,uq} bazina gore tammlanan norma denk olacaktr.

Thiretilmis

|loo normunu kullanarak agagidaki lemmay1 verebiliriz.

Lemma 3.1.5 X de bir (z,,) dizisinin X de x e yakisak olmas igin gerek ve yeter
sart

lim ||z, — z||cc =0
n—oo

olmasidir.

Tiiretilmis ||.||oc normu yardimiyla, x noktasinda r yarigapl (x, ) merkezli By, .,

acik yuvari

Buy,ugy(@,7) = {y |2 = yllo <7}

seklinde tamimlanir. Bu yuvarlar kullanarak Lemma 3.1.5 y1 asagidaki gibi ver-

ilebilir.

Lemma 3.1.6 X de bir (z,,) dizisinin X de x e yakinsak olmas igin gerek ve yeter

sart her ¢ > 0 9N € N oyle ki
n >N =z, € By, (2, €)
olmasidir.

Tiim sonuclar1 ozetleyerek agagidaki teoremi elde ederiz:

Teorem 3.1.7 Herhangi bir sonlu boyutlu 2-normlu uzay bir normlu uzay ve onun

topolojisi, tiiretilmig ||.||oc normu tarafindan iiretilen ile bagdagir (uyusur).

Agagida gosterecegimiz gibi, bir normlu uzaydaki bir ¢ok sonug, tiiretilmis ||.||s
normu veya onun yuvarlar: kullamlarak 2-normlu uzaylarda dogrulanabilir. Once

baz1 ornekleri inceleyelim.
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Ornek 3.1.8 X = R? yi, |z, y|| := x ve y vektorlerinden meydana gelen paralel

kenarin alani olarak alalim. Bu acikca
2yl = |21y — 29|, 2 = (21, 22),y = (41, 12)
formiiliiyle verilebilir. R? i¢in {7, j} standart bazi alinsin. O zaman
[z, ill = |22 ve ||z, j]| = |a1]
ve boylece {7, j} bazma ait tiiretilmis ||.||c normu
[£]loe = max{la:], [z2]}, 2 = (21, 22)

seklinde tamimlanir. Boylece, burada tamimlanan ||.||, normu R? tizerindeki diizgiin
norm ile tamamen aymdir. Bundan dolay1 By; jy(x,7) yuvar & merkezli 7 yaricaph
bir karedir. Tiiretilen norm R? {izerindeki 6klid normuna denk oldugundan, yukaridaki
2-normu ile donatilan R? Oklid diizleminden baska birsey ifade etmez sonucuna

variriz.
Daha genel olarak;

Uyar: 3.1.9 ||z, y| := = ve y den meydana gelen paralel kenarin alan1 olan normlu

uzay olmak iizere (R<,||.,.]|) 2-normlu uzay1 6klid normuna esittir.

Ispat 3.1.10 Her z = (zy,...,zq) vey = (11, ..., ¥a) € R%icin, ||z, y|| 2-normlu uzay

.yl = (i””2> (iyz) i (iw> ;

formiulu ile verilebilir.

acik olarak

R? icin {ey, €, ..., eq} standart bazim alahm. j = 1,...,d icin

a{(£9)-4)

elde edilir ve boylece {eq, ..., 4} bazina ait tiiretilmis ||.||s normu

1
d 3
|z]| 0 = max {(fo) — x?} cj=1,..,d
i=1
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seklinde tammlamr. Simdi |||z yi R? de bir Oklid normu olarak alalim.
Tiim z € R? ler igin

2]l < llzll5 < V2l

oldugunu gostermek ve tiiretilmis normun Oklid normuna esit oldugunu dogrulamak

kolaydair.
Uyar1 3.1.11
Yukaridaki (R?, ||, .||) 2-normlu uzay: icin,
d d
Izl = llz, el = (d—1) Y af
=1 i=1

oldugu gozlemlenir yani, ||.||2 6klid normunun bir katidir.

Simdi sonlu boyutlu 2-Banach uzaylar: i¢in Sabit Nokta Teoremini kanitlayalim.
X de her Cauchy dizisi igin (X, ||.||) nin 2-Banach uzay1 oldugunu yani, her y € X
icin

lim ||z, —zn,y|| =0
m,n—00

sartini saglayan X deki herhangi bir (z,,) dizisinin X de baz x lere yakinsak oldugunu

hatirlayalim.

Lemma 3.1.12 (X,|.,.||) 2-normlu uzaymn bir 2-Banach uzay olmasi i¢in gerek

ve yeter sart (X [|.]|s) Banach uzay1 olmasidir.

Ispat 3.1.13 Lemma 3.1.4 de 2-normdaki yakinsaklik tiiretilmis normdakine eg
deger oldugundan, 2-norma gore (x,) nin Cauchy olmasi igin gerek ve yeter sart
tiiretilmis normda Cauchy oldugunu gostermek yeterlidir. Fakat 2-norma gore (x,,)

Cauchy dir ancak ve ancak her y € X igin

lim ||z, —zn,y|| =0
m,n—00

ancak ve ancak her 1 =1, ..., d icin

lim ||z, — 2p, wl] =0

m,n—00
ancak ve ancak

lim ||y — 2pllec =0

m,n— 00

ancak ve ancak (x,,) tiiretilmis norma gore bir Cauchy oldugundan, bu aciktir.
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Sonuc 3.1.14 (Sabit Nokta Teoremi) Kabul edelim ki (X, |.,.||) 2-Banach uzay:
olsun. Simdi 7, X in kendi kendine eglemesi olsun &yle ki, 7', X in biricik sabit

noktasi olmak iizere, tim z,y, 2z € X icin
1Te = Ty, || < kllz —y, ]|
dir.

Ispat 3.1.15

||l tiiretilmis normuna gore, X de her z,y i¢in T eslemesi
ITe = Tylloo < Kl = yllse

esitsizligini saglar. (X, ||.||) ayrica bir Banach uzay1 oldugundan, Banach uzaylari
icin Sabit Nokta Teoreminden, 7" nin X de biricik sabit nokta oldugu sonucuna

ulagiriz.

3.2 Ek Sonucglar

Simdi, sonuglarimizin (., .) bir i¢ carpim ve ||z|| := (z, )2 onun normu olmak iizere,

tizerinde standart 2-norm

[N

l, yll = {ll=[*llyl* — (=)}

tanmimlanmig herhangi ayrilabilir bir X i¢ ¢arpim uzaymma (sonsuz boyut olabilir)
genisleyebilecegini gorecegiz.

Simdi (e;) sayilabilir I O {1,2} kiimesine endeksli, X i¢in ortonormal taban
olsun.

Bu durumda, her bir ¢ € I igin
o, edll = {Jle]® — (.} < |zl
elde ederiz. Dolayisiyla (e;) ye gore ||.||o tilretilmis normunu
|]|co := sup{||z, e;|| : i € T}
seklinde tanimlayabiliriz. Her x € X igin
[£]loe < [l]
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oldugu agiktir. Tersine Bessel esitsizligini kullanarak
2]1* < [l2l* = (z, e0) + [|2]]* = (2, e2)” = llz, exll” + |z, e2]l* < 2[5,
elde ederiz ve buradan her x € X igin
] < V2|2l

bulunur. Bu da ||.||« un, X deki mevcut ||.|| normuna esit oldugunu gosterir.

Ayrica, Lemma 3.1.2 nin hala gegerli oldugunu goriiriiz. Yani X deki bir (z,,)
dizisinin X deki bir x elemanina yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart her ¢ € [
icin

lim ||z, —z,e]| =0
n—oo

olmasidir. Gergekten, her ¢ € [ igin

lim ||z, —z,e]] =0
n—oo

vererek her y € X icin
lim ||z, —z,y| =0
n— oo

oldugunu gosterebiliriz. Her y € X igin
20 — 2, yll < [lzn — ][]yl
oldugunu gozlemleyebiliriz. Yeniden Bessel esitsizligini ele alirsak her n € N i¢in
lzn = 2l* < o — 2 e1]|* + [lzn — 2,

elde ederiz. Buradan

lim ||z, —z|| =0
n—oo
ve bu sebepten dolay1 her y € X igin
lim ||z, —z,y||=0
n—oo

dir. Buradan asagidaki sonucu elde edebiliriz.
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Uyar1 3.2.1 X deki bir (z,,) dizisinin X deki bir # elemanina yakinsak olmasi igin

gerekli ve yeter sart yalniz ¢ = 1 ve 2 i¢in

lim ||z, —z,¢e;]] =0
n—oo

olmasidir.

Buna gore {e1, 2} ile X de ||.||2 basit normunu
1
lzll2 := {llz, exl® + [l eal|*}2

ile tanimlayabiliriz.

Bu sagirtic1 degildir. Ciinkii herhangi 2-normlu uzayda bir norm tanimlanirken
lineer bagiml iki vektorii kullabilirnz. Burada dikkate deger sey ||.||2 tarafindan
iiretilen topoloji 2-norm tarfindan tretilenle bagdasmalidir. Dikkat edilirse her x €
X igin,

2lloo < llll < llzlle < V2l|]loc

dir. ||.]|2 ve |||l esitligi dogrulamaktadir ve her ikiside X deki [|.|| mevcut normuna
egdegerdir. Bu nedenle Lemma 3.1.4 (ve benzerleri) Lemma 3.1.12 ve Sonu¢ 3.1.14
X i¢in hala gegerlidir.

Sonuc 3.2.2 Bir onceki boliimde 2-norm tartigmasinin
Iz +y, 21" + llz =y, 21* = 2(1|2, 21" + lly, 2[1*)

paralelkenar tanmimini sagladig: fark edilebilir.

Tiiretilmig ||.|]2 2-norm hakkindaki bir bagka ger¢ek onun
Iz + yll2 + llz = yll2 = 2[5 + [lyll2)

tanimi saglamasidir.

3.3 2-Normlu Yapilar Uzerine

Simdi Agikgoz (2007) tarafindan 2-normlu uzay ve onun yapisi hakkindaki tanim ve

teoremleri ve 2-normlu uzayin genellestilmesini ele alacagiz.
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Simdi X karmagik veya kompleks sayilarda olan ® nin iizerinde ® in boyutundan
daha biiyiik boyutlu bir vektor uzayi olsun. Farz edelim ki, N(.,.) , X x X iizerinde
agagidaki sartlar1 yerine getiren negatif olmayan reel bir fonksiyon olsun:

(i) N(z,y) = 0 ancak ve ancak x ve y lineer bagimli vektorlerdir,

(ii) Her z,y € X i¢in N(z,y) = N(y,x),

(iii) Her A € § ve x,y,z € X i¢in N(Az,y) = |\ N(x,y),

(iv) Her z,y,2z € X i¢gin N(z +y,2) < N(z,z) + N(y, 2)

dir. N(.,.), X iizerinde 2-norm ve (X, N(.,.)) 2-normlu lineer uzay olarak ad-
landirilir. Her 2-normlu uzay yerel konveks bir topolojik uzaydir. Aslinda x € X ve

sabit bir b € X i¢in ve her x € X igin
Py(x) = N(x,b)

bir yar1 normdur ve P = { P, }ye, dir.

Baz1 ornekler verelim;

Ornek 3.3.1 X = R? alalm ve X iizerinde agagidaki 2-normu diigiinelim. z =
(21, 22, x3) ve y = (Y1, Y2, y3) olmak iizere,
i j k
N(z,y) =z xy|=|det | z; zo a3
Yy Y2 Y3

Bu durumda, (X, N(.,.)) 2-normlu uzaydir.

Ornek 3.3.2 P, derecesi n den kiigitkk olan [0, 1] araligindaki tiim gergek poli-
nomlarin kiimesini gostersin. Geleneksel toplama ve carpmay1 dikkate alirsak, P,
reel tizerinde lineer vektor alamdir. Simdi [0, 1] arahginda {zo,z1,...,22,} sabit
farkli noktalar alalim ve f ve g lineer bagimsiz olmak iizere P, iizerinde agagidaki
2-normlu uzaymi tanimlayalim:

2n

N(f,9) =Y |f(zx)g(ze)l.

k=0

Bu durumda (P,, N(.,.)) 2-normlu uzaydir.
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Ornek 3.3.3 X = Q? alalim ve X iizerinde asagidaki 2-normu diisiinelim:
VN I
N(ZL‘,y) = |'I X y| = |det Tr1 T2 I3
Y1 Y2 Y3

Bu durumda, (X, N(.,.)) 2-normlu uzaydir.

Tanim 3.3.4

(1) 2-normlu (X, N(.,.)) uzaymdaki bir {x,, },>1 dizisi, eger X de lineer bagimsiz y
ve z elemanlar: var dyle ki {N(z,,,y)} ve {N(z,, z)} reel Cauchy dizileri ise, Cauchy
dizisidir.

(ii) {xn}n>1 2-normlu (X, N(.,.)) uzayindaki bir dizi olsun. Eger z € X ve her
y € X icin {N(z, — x,y) }n>1 sifira giderse {z,},>1 dizisine yakinsaktir, denir.

(iii) 2-normlu (X, N(.,.)) uzaymda bir Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya 2-

Banach uzayr denir.

Lemma 3.3.5
(i) 2 boyutlu her lineer 2-normlu uzay tanimladig: cisim altinda tam ise bir 2-
Banach uzaydar.

(ii) Eger 2-normlu (X, N(.,.)) uzaymda {x,},>1 bir dizi ve

lim N(z, —z,y) =0

n—oo

ise bu durumda,

lim N(z,,y) = N(z,y)

n—oo

dir.

Tanim 3.3.6 (X, N(.,.)) 2-normlu uzay olsun. F': X x X — ® agagidaki sartlari
sagliyorsa bu doniigtime 2-fonksiyonel denir:

(i) Tim z,y,c,d € X i¢gin F(z+y,c+d) = F(z,c)+ F(x,d)+ F(y,c) + F(y,d) dir.
(i) x,y € X ve tim A\, N € ® i¢in F(Az, Ny) = AN F(x,y)).

2-fonksiyonel F': X x X — & i¢in onun normunu agagidaki gibi tamimlayabiliriz:
N(F)=inf{M > 0|N(F(x,y)) < M.N(z,y), her z,y € X}.
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Teorem 3.3.7 (X, N(.,.)) 2-normlu uzaymi alahm. W, X in bir alt uzay1 ve b € X
olsun. Eger xy € X ve

d=Inf{N(zo—w,b)} >0

weWw

oluyorsa bir sirli F': X x (b) — ® 2-fonksiyonel vardir 6yle ki

1
Fluscy =0, F(a,0) =1 ve N(F) = ~

elde edilir.

Lemma 3.3.8 (X, N(.,.)) 2-normlu uzay, W , X in bir alt uzay1, b € X ve W,
(z, P,) yar1 normunda X in kapanisi olmak iizere z € X \ W olsun. Bu durumda,

wo € W elemani

N(z —wp,b) = inf N(z —w,b)

weW

olmasini saglar ancak ve ancak bir sinirh
F:Xx () — @
2-fonksiyonel vardir oyle ki
Flox@y =0, N(F)=1ve F(xo—wo,b) = N(x¢ — wo, b)

dir.

3.4 Genellestirilmis 2-Normlu Uzaylar

Tanim 3.4.1 X ve Y lineer uzaylar olsun. Bir
N(,.): X xY —[0,00)

fonksiyonu agagidaki sartlar1 sagliyorsa bu fonksiyona genellestirilmis 2-norm denir:
(i) Her x,y € X i¢in N(z,y) = N(y, z)
(ii) Her z,y € X ve A € @ i¢in N(A\z,y) = |\|N(z,y)
(iii) Her z,y € X igin N(x +y,2) < N(z,2) + N(y, 2)

Eger X =Y ise genellegtirilmis 2-normlu uzay (X, N(.,.)) tarafindan tanimlanir.
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Ornegin; A bir Banach cebiri ve her z,y € A i¢in N(z,y) = N(zy) olsun.
Buradan (A, N(.,.)) genellestirilmig bir 2-normlu uzaydir. Ayrica (X, N(.)) normlu

uzay olsun. Her x,y € X icin
N(z,y) = N(zx).N(y),

X X X tizerinde bir 2-normdur. Buradan (X, N(.,.)) genellestirilmig 2-normdur.
Bu ornekler normlu uzay teorileri ve Banach Cebiri teorilerinin genellegtirilmis

2-normlar tarafindan kapsandigini gostermektedir.

Tanim 3.4.2 (i) (X x Y, N(.,.)) genellestirilmig 2-normlu uzay olsun. Wi, X in
W5 de Y nin alt uzaylar: olsunlar. Her (z,y) € X x Y igin (wyg, go) € W1 x W, varsa
Wi x Wy ye 2-yakinsak denir. Oyle ki

N(z —wo,y — go) = inf{N(z —w,y — g) : (w,g) € Wy x W}

Bu durumda (wy, go), (x,y) nin Wy x Wy de en iyi yaklasimidir ve Wy x W, de
(z,y) nin tiim 2-en iyi yaklagimlarimmn kiimesi P, v, (x, y) ile tanimlanir.

Biz X =Y ve Wi, = W, ve x = y 6zel durumunu goz ontine alabiliriz.

(i) (X x Y, N(.,.)) genellegtirilmis 2-norm ve f, X x Y iizerinde bir reel degerli

dontigiim olsun. Bu durumda, her z1, x5, € X ve y1, 92,y € Y icin eger

f(xl +$2,y) < f(xby) + f($27y)7 f(xvyl +y2) < f(x7y1> + f(x7y2)

oluyorsa f wye 2-alt toplam denir.
Ayrica, pozitif bir M sayist mevcut dyleki her (x,y) € X X Y igin

|f(z,y)| < M.N(x,y)

ise f ye swmrhdir, denir.

Bu durumda, f nin normu,
N(f) =inf{M > 0] |f(z,y)| < M.N(z,y), her (z,y) € X XY icin}

ile tanimlanir.
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Teorem 3.4.3 (X xY,N(.,.)) genellestirilmig 2-normlu uzay, W; C X in, Wy C Y
ve (r,y) € X x Y olsun. M C P?

w1 Xw2

(x,y) ancak ve ancak f: X xY — R 2-alt

toplamsal dontisiim vardir oyle ki her my, mo € M igin

flwixipy = flisyxwe = flwxw, = 0, N(f) <1

ve

f(l’—ml,y—mz)ZN(m—mlyy—WQ)

dir.
Ornek 3.4.4 X =Y =R? ve

Wi ={(z1,22) € X 1 =22}, Wo={(y1,%2) €Y :y1 = y2}
alalm ve tiim (21, 22) € X, (y1,¥2) € Y i¢in

N((z1,72), (Y1, 2)) = |T1Y2 — T201]|

ile
N(,)=XxY —R

doniigiimiini tammlayalim. Wy x W, X X Y i¢in 2-proximinal alt uzaydir.

Ornek 3.4.5 (X, N(.);) ve (Y, N(.);) nin sirasiyla proximinal alt uzaylar1 olan W,

ve Wj yi alalim. Bu durumda,

N(z,y) = N(@)1-N(y)2,

X x Y tizerinde genellestirilmig 2-norm ve

Py, () % P, (y) € Pivy s (2,)

dir. Bu 2-proximinality nin genellestirilmig proximinality oldugunu gosterir.
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4 2-NORMLU UZAYLARDA ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu boliimde, dncelikle Giirdal ve Pehlivan (2009) tarafindan yapilan 2-normlu uza-
ylarda istatistiksel yakinsaklik tizerinde ¢alisacagiz. Daha sonra Giirdal ve Pehli-
van (2004) tarafindan yapilan 2-Banach uzaylarinda istatistiksel yakinsaklik ile ilgili

yapilan caligmalari inceleyecegiz.

4.1 2-Normlu Uzaylarda Istatistiksel Yakinsaklik

Asagidaki teorem bu boliimdeki teoremler icin oldukca faydali olacaktir.

Teorem 4.1.1 Asagidaki ifadeler es degerdir.
(i) x istatistiksel yakisak dizidir.
(ii) x istatistiksel Cauchy dizisidir.
(iii) x, = y, h.h.h. n,ise y dizisinin yakisak oldugu yerde = diziside yakinsaktir

(Fridy, 1985).

Tanim 4.1.2 {z,}, 2-normlu (X, ||.,.||) uzayinda bir dizi olsun. Eger Ve > 0 igin
X de sifirdan farkli her bir z i¢in

{neN:|z,—L,z|| > ¢}

kiimesinin yogunlugu sifir ise {z,} dizisi L ye istatistiksel yakinsaktir, denir.

Bagka bir degisle, X deki sifirdan farkli her z i¢in
lim ~|{n € N: o, — L2l > <}| = 0
Jim —|{n o | 2| > e} =

ise, {x,} dizis 2-normlu (X, ||.,.||) uzaymnda L’ ye yakinsaktir, denir. Bunun anlami
her z € X igin
e, — L, z|| <e, h.h.h. n,

dur. Bu durumda,

st — lim ||z, z|| := || L, 2||
n—oo

yazabiliriz (Giirdal ve Pehlivan 2009).
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Uyar: 4.1.3 {z,}, X de herhangi bir dizi ve L de X in herhangi bir elemam olsun.
=0 (0 vektor) ise ||z, — L, z|| = 0 # € oldugundan

{neN:|z,—L,z|| >¢, her z€ X} =0
olur.

(X, |I-,-I) 2-normlu uzaymndaki diziler yakinsak ise istatistiksel yakinsaktir ¢linki
herhangi bir sonlu kiimenin dogal yogunlugu sifirdir. Bu iddianmin tersi genelde

dogru degildir. Asagidaki 6érnekte bu goriilebilir.

Ornek 4.1.4
||$ay|| = |x1y2 - 1’2yl|7$ = ($17$2),y = (91792)

ile formiile edilen (X ||.,.||) 2-normu ile donatilmig X = R? uzayimm alalim.

2-normlu (X, ||, .||) uzaymda bir {z,} dizisi

(1,n), n==Fk* ke Nise
T, =

(1,21) , diger durumlarda

seklinde tanmimlansin ve L = (1,1) ve z = (21, 22) olsun. Eger z; = 0 ise o zaman,

X’ deki her bir z igin
K={neN:|z,—Lz[|>e}=10
dir. Boylece, §(K) = 0 dir. Buradan, z; # 0 elde ederiz. Her ¢ > 0 ve z € X
{nEN:n#k%kS@}
bir sinirl kiimedir ve bu yiizden

{nEN:||xn—L,z||Zs}z{nGN:n:k2,k2‘/|Z€—|+1}U{sm1rhkume}
1

dir. Buradan X deki her bir z i¢in

|
{nEN:n:kz,kz i+1}'u50(1)

1 1
—{neN: |z, — L, z|| > = —
C{n e N: o~ Lozl 2 <}l = -

dir. O halde, her € > 0 ve her bir z € X i¢in,
d{neN:||z,—L,z| >¢})=0
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dir. Bunun anlanm

st — lim ||z, z|| = || L, Z]|
n—oo
dir. Fakat {z,} dizisi L ye yakimsak degildir.
Ornek 4.1.5 Simdi L = (0,0) ve z = (21, ) olsun ve 2-normlu (X, ||.,.||) uzaymnda
{z,} dizini

(0,n), ise,n = k%>, k € N
T, =
(0,0), diger durumlarda,

tanmimlayalim. Her € > 0 ve her bir z € X igin,
{neN: |z, — L, z|| >e} € {1,4,9,16,...,n% ...}
dir. Bu ise
st — lim ||z, z|| = || L, #||
n—oo

demektir. Fakat {x,} dizisi L ye yakinsak degildir.

Istatistiksel yakinsak dizinin sinirli olmasi gerekmez. Bu gercegi Ornek 4.1.4 ve
4.1.5 de goriilebiliriz.

Istatistiksel yakinsak bir dizinin limitinin tekligi asagida gosterilmistir.
Teorem 4.1.6 {z,}, (X,||.,.]]) 2-normlu uzaymndaki bir dizi ve L, L’ € X olsun.
Eger

st — lim ||z, z|| = || L, || ve st — lim ||z, z|| = || L, ||
n—oo n—oo
ise L = L' dir.
Ispat 4.1.7 Kabul edelim ki L # L olsun. Buradan L — L' # T ve boylece bir
z € X vardwr dyleki L — L' ve z lineer bagimsizdir (d > 2 oldugundan z vardir).

Buradan,

\L—L' z|| =2¢, >0,
dur. Simdi,
26 = (L —zn)+ (2, — L), 2|
< lwn =L 2] + llan — L, 2|
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olur. Boylece,
{n:|e,— Lzl <e} CA{n: ||z, — L,z|| > e}

Fakat
({n: ||z, — L' z|| < e})=0

olmasi x,, — L/(istatistiksel olarak) gercegiyle gelisir.

Teorem 4.1.8 (X, |.,.]|) 2-normlu uzaymnda {xz,} ve {y,} iki dizi olsun. Eger {y,}
yakinsak oyleki z, = y, (h.h.h. n) ise bu durumda {x,} istatistiksel yakinsak bir
dizidir.
ispat 4.1.9 Kabul edelim ki
({0 € N £ 90}) = 0ve T 2] = |2.2]

olsun. Bu durumda, her ¢ > 0 ve z € X icin

{neN:|z,—Lz| >} C{neN:|y,—L,z|| >e}U{neN:z, #y,}
olur. Dolayisiyla
d{neN:|z,—L,z|| >e}) <o({n e N:||ly,—L,z|| > e})+d({n € N: x, # y,})

dir. Her z € X igin

lim |y, z[| = || Z, 2]
n—oo

oldugundan,

{neN:llyn— Lzl = €}

kiimesi sonlu sayida tam say icerir. Boylece,

({fn eN:lyn — L,z 2 e}) =0
dir. (1) esitsizligini kullanarak her e > 0 ve z € X igin

d{neN: |z, —L,z]| >€})=0
elde ederiz. Sonug olarak

st — lim ||z, z|| = || L, #||
n— o0

dir.
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Teorem 4.1.10 (X, |.,.||) 2-normlu uzaymda {z,} ve {y,} dizileri ile L, L' € X

ve a € R alalim. Sifirdan farkh her bir z € X i¢in
st — lim ||x,, z|| = || L, 2|| ve st — lim ||yn, || = || L, 2||
n—oo n—oo

ise

(i) Sifirdan farkli her bir z € X igin
st — lim ||z, 4+ yn, 2| = [|[L+ L', 2|
n—oo
(ii) Sifirdan farkli her bir z € X igin
st — lim |jazx,, z|| = ||aL, z||
n— oo
dir.
Ispat 4.1.11 Kabul edelim ki sifirdan farkh her bir z € X igin
st — lim ||an, || = ||L, 2| ve st — lim ||yn, z|| = ||L/, 2||
n—oo n—oo
olsun. Her ¢ > 0 ve z € X i¢in

K, =Ki(e) := {n eN: |z, —L,z|| > ;

I
——

ve

Ky = Ks(e) : {n €N llya— L2 = 5

| ™
——

olmak tizere
(K1) =0ve 6(K3) =0
dir. Simdi
K=K()={neN:|z,+y,— (L+ L) z|]| >¢}
kiimesini alalim. §(K) = 0 oldugunu kanitlayalim. Bunun i¢in K C K; U K,

oldugunu gostermek yeterlidir. Farz edelim ki ny € K olsun. Bu durumda,
[Zng + ¥no = (L+ L), 2 2 (2)

olur. Aksine varsayalim ki ng ¢ K; U K5 olsun. Bu durumda ng € Ky ve ng € K,
dir. No g K1 ve Ny g K2 ise

£

£
lmy = L 2l < 5 ve llma — L', 21l < 5
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dir. Biz buradan

12ny +yno = (L+ L), 2l < lang = Ly 2]l + [lymy — L', 2

5+5
2 2
= €

elde ederiz ki bu (2) ile ¢eligmektedir. O halde ng € K7 U K5 yani K C Ky U K; dir.
(ii) Simdi @ € R, a # 0 ve

st — lim ||z, z|| = || L, Z]|
n—oo
olsun. Bu durumda,
€
J <{n eN:|x,—L,z|| > |—}> =0
a
dir. Buradan
neN: Jaz,—aL.z| 2} = {neN:lallan— Lzl > ¢}

- {neN: ln — L, 2| > i}
|al

elde ederiz. Bu nedenle yukaridaki esitligin sag ve sol taraflar1 0 a esittir. Buradan

sifirdan farkli her z € X igin
st — lim |lazx,, z|| = ||aL, z||
n—oo

dir.

4.2 2-Normlu Uzaylarda Istatistiksel Cauchy Dizisi

Simdi (X, ||.,.||) 2-normlu uzaymdaki istatistiksel Cauchy dizisini ve istatistiksel

yakinsaklik ile ilgili kriteri tanimlayacagiz.

Tanim 4.2.1 (X, |.,.|)) 2-normlu uzaymda {z,} dizisi alahm. Eger her ¢ > 0 ve

sifirdan farkli her z € X i¢in N = N(g, z) var 6yle ki

d({n e N: ||z, —xne2), 2| > €}) =0
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ise, {z,,} dizisi X de Cauchy dizisidir yani, sifirdan farklh her z € X i¢in
|@n — 2N, 2|| <€ h.h.h.n,
dur.

Teorem 4.2.2 {z,},>; sonlu boyutlu (X, ||.,.||) 2-normlu uzayinda istatistiksel
Cauchy dizisi olsun. Bu durumda, (X, ||.,.]|) de bir yakinsak {y, },>1 dizisi var dyle
ki h.h.h. n i¢in x,, = y,, dir.

Ispat 4.2.3 1lk olarak {z,}n>1 , (X, ||.]le) de bir istatistiksel Cauchy dizisi olsun.

N(1) dogal sayisim secelim Oyle ki
B, = Bu(zxq), 1)

kapali yuvar: h.h.h. n igin z,, i igersin. Daha sonra N(2) dogal sayisini segelim dyle
ki

1

By = By (xn(2), 5)

kapali yuvar: h.h.h. n i¢in x,, i igerir. Dikkat edilirse
B2 = B.N B,
h.h. n igin x, i igerir. Boylece bu iglemler devam edilerek, i¢ ice kapali yuvarlarin

bir {B]'},,>1 dizisini elde edebiliriz ki

1
diam(B;") < m

dir. Boylece
() B = {4}
m=1

dir. Her B]” h.h.h. ni¢in x, i igerdiginden biz kesin artan dogal sayilardan {7}, } >1
dizisini segebiliriz oyle ki n > T}, ise

1

m

1
E|{nEN:xn¢Bum}|<

dir. Her m > 1 icin
Wy={neN:n>T,,z,¢ B'}
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ve
e e
W= Wn
m=1
alalm. Simdi {y,},>1 dizisini asagidaki gibi tanimlayalim.

A iseneW
Yn =
ZTp, diger durumlarda

Simdi
lim y, = A

n— o0
oldugunu not edelim. Aslinda, her ¢ > 0 i¢in m dogal sayisini secelim oyle ki
€ > % > (0 dir. Boylece her n > T,,, ya da y, = A yaday, = x, € B]" ve boylece

herbir durumda

: m 1
Iy — Al < diam(BY) < 5
dir.
{neN:y,#z,} C{neN:z, ¢ B'}
oldugundan

1

m

1 1
ﬁ|{nEN:yn7éxn}|§E|{n€N:xn¢Bum}] <
elde ederiz. Bu ytizden
0({n €Ny, #2n}) =0
dir. Boylece (X, |.]ls) uzaymda
Ln = Yn
dir. Kabul edelim ki {uy,...,uq}, (X, ||.,.]|) nmn bazi olsun. Her 1 <14 < d i¢in
T g = All = 0 ve [l — A,us] < o — Al
ve her z € X
lim |y, — A, 2||c =0
n—oo

dir. Bu ispat1 tamamlar.

Teorem 4.2.4 {z,}, 2-normlu (X, ||.,.||) uzaymda bir dizi olsun. {z,} dizisi is-

tatistiksel yakinsaktir ancak ve ancak {z,} istatistiksel Cauchy dizisidir.
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Ispat 4.2.5 Kabul edelim ki sifirdan farkli her z € X ve ¢ > 0 i¢in
st — lim ||z, z|| = || L, Z]|
n—oo

olsun. Bu durumda, her z € X i¢in

3

5 h.h.n

ln — L, 2| <
ve eger N := N(g, z) secilirse béylece |[zy( ) — L, 2| < § olur. Bu durumda,

Hxn_xN(e,z)a'ZH S H[L’n—L,ZH+HL—ZL’N(57Z),ZH
€

e, <
2 2
g, h.h.h.n

<

elde ederiz. Boylece, {x,} istatistiksel Cauchy dizisidir.

Aksine kabul edelim ki {z,} istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Teorem 4.2.2 den
(X, |I-,-ID) de {yn} gibi yakinsak bir dizi vardir 6yle ki z,, = y,, dir. Teorem 4.1.8
den X deki her z igin

st — lim ||z, 2| = ||L, #||
n—oo
elde ederiz.
Teorem 4.2.6 Eger, {z,} 2-normlu (X,|.,.||) uzaymda bir dizi éyle ki sifirdan

farkli her z € X icin

st — lim ||z, z|| = || L, Z]|
n—oo

ise bu durumda, {x,} nin {z,,} gibi bir alt dizisi vardir 6yle ki sifirdan farkh her
z € X igin

st — hm “an,ZH = HL7ZH
i—00

dir.

4.3 2-Banach Uzaylarinda Istatistiksel Yakinsaklik

Bu kisumda, iistteki kisimlardan farkli olarak Giirdal ve Pehlivan (2004) tarafindan

2-Banach uzaylarinda yapilan ¢aligmay1 inceleyecegiz.
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Lemma 4.3.1 Eger 0(4;) = 0,1 =1,2,...ve ANA; =0 (1 # j,i,j =1,2,...)
ise bu durumda, B;,7 = 1,2, ... kimeleri var oyle ki her 7 € N i¢in A;AB; sonlu bir

kiimedir ve

Simdi 2-Banach uzaymda x = {x;} dizisini alahm. y; ; = x — z; ile bir ¢ift dizi

tanimlayalim.

Lemma 4.3.2 (X, ||.,.||) 2-Banach uzaymda {y;} ¢ift dizisini alalim. Asagidaki
iki ifade birbirine denktir.

(i) Her e > 0 ve z € X igin N = N(e, z) dizisi vardir 6yle ki
O({K = [lynn: 2]l = €}) = 0;

(ii) Sonsuz indisli bir K = (k;) ktimesi vardir dyle ki 6(K) = 1 ve her £ > 0 ve

z€ X igin l = (g, 2) ve kg = ko(e, z) vardir oyle ki
ks, 2| <e, (k€ K, k> ko).

Ispat 4.3.3 Varsayalm ki (ii) saglansim. € > 0 ve H = N\ K alalim. Varsayimdan
d(K) = 1 olacak sekilde K = {k; < k; < ...} kiimesi ve ky € N var Oyle ki her
ke K, k>kyveze X icin

1Y, 2ll <€

olur. Acikca
{keN:|lypp2l| >e} CHU{k <k <...<ko}...... (1)
olur. (1) ifadesinin sag tarafindaki kiimenin dogal yogunlugu sifirdir. Buradan,
6({k € N:[lypy, 2]l > €}) =0

elde ederiz. Boylece, N = [ ile (ii), (i) yi saglar.

Varsayalim ki (i) dogru olsun. O halde her € > 0 ve her z € X igin

6({k €Nt |lykn, 2| = €}) =0
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dir. Simdi, her m > 2, m € N ve her z € X i¢in

m—1

1
S = U {k e N lmneyool < 7 |

j=1

olmak tizere,

Ay = {k e N: lyea 2l 2 1}

alalim ve

1 1
A, =dkeN: =< 1z < NS,
{kem: - <ol < o)
alahm. Aqktir ki @ # j icin A, N A; # 0 dir. Lemma 4.5.1 den bir {By}ren

kiimelerinin dizileri mevcuttur oyle ki ¢ € N i¢gin A;AB; sonlu kiimelerdir ve

B:O&
i=1

olmak fiizere 6(B) = 0 dur.
Eger k € K = N\ B ise bu durumda her ¢ > 0 ve z € X i¢in N = N(e, z) vardir
oyle ki

e, || <e

oldugunu gostermek ispat icin yeterlidir.
n > 0 alahm. n € N segelim oyle ki — < 7 olsun. O halde, N = N ( T )

vardir oyle ki
n+1

{k€N|mWJH>——} [JA

olur. A;AB;, 1 =1,2,...,n+ 1 sonlu kiimeler oldugundan ko € N vardir 6yle ki

(UB,-)ﬂ{keN:k>ko}:(TUAi>m{keN:k>kO} ...... (2)

i=1 i=1
elde edilir.
Eger k > ko ve k & B ise o zaman k ¢ |7, B; ve (2) den k ¢ (U7, A;) dur.
Fakat bu durumda,
oo, 2l < — =
elde edilir. n+r1 < n oldugundan, her n > 0 igin N = N(n, z) vardir dyle ki

e, 2|l <m

olur. Boylece, | = N ile (ii) elde edilir.
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