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Bu tez calismasi dort boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, ¢aligtigimiz tez konusu ile ilgili kavramlarin tarihsel gelisiminden
bahsedildi. Ikinci boliimde, ¢alismamiz icin temel tegkil eden tanim, notasyon, érnek
ve teoremler verildi. Uciincii boliimde, 2-normlu uzaylarla ilgili tanmim, kavram
ve teoremler verildi ve 2-normlu uzaylarla ilgili bazi onemli ozellikler incelendi.
Dordiincii boliimde, 2-normlu uzaylarda Z-yakinsaklik incelendi ve 2-normu kul-
lanarak baz yeni dizi uzaylar1 tanimlandi. Daha sonra, 2-normlu uzaylarda (AP)
ozelligini kullanarak Z-yakinsaklik, Z*-yakinsaklik, Z-Cauchy ve Z*-Cauchy dizileri
ve bunlar arasindaki iligkiler verildi. Ayrica, 2-normlu uzaylarda bir dizinin Z-

yigilma noktalari ile aligilmig limit noktalar1 arasindaki iligkiler aragtirildi.
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This thesis consists of four chapters. In the first chapter, historical development of
related notions of the thesis subject was mentioned. In the second chapter, some
basic definitions, notions, examples and theorems related to study were given. In
the third chapter, definitions, concepts and theorems related to 2-normed spaces
were given and some important properties about 2-normed spaces were examined.
In the fourth chapter, the concept of Z-convergence was investigated in 2-normed
spaces and some new sequences spaces were defined by using 2-normed. After, the
concepts of Z-convergence, Z*-convergence, Z-Cauchy and Z*-Cauchy sequences and
relations between these concepts were given by using (AP) condition in 2-normed
spaces. Also, the relations between Z-cluster points and ordinary limit points of

sequences were examined in 2-normed spaces.
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SIMGELER DIZINI

Simgeler

N Dogal sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

C Kompleks sayilar kiimesi

R? 2-boyutlu reel Oklid uzay1

R4 d-boyutlu reel Oklid uzay1

7 Ideal

F Stzgeg

F(Z) Ideal ile birlestirilmis siizgec

Il -l 2-norm fonksiyonu

111l 2 < p < oo olmak iizere baz ile elde edilen norm

|-l o 2-normlarin maksimumu olan sonsuz norm fonksiyonu
|| n-norm fonksiyonu

| P (n-1) boyutlu-norm fonksiyonu

{uy, ..., uq} d-boyutlu baz

Biu,....ugy (2, 7) {u1,...,uq} baz altindaki x merkezli r yarigaph acik yuvar
(X, d) Metrik uzay

(X, 1) 2-Banach uzay1

(eRIR) Banach cebiri

| K| K kiimesinin kardinelitesi

<., > ig carpium uzayl

d(K) K kiimesinin dogal yogunlugu

() Reel say1 dizisi

a Sinirh lineer 2-fonksiyonel

st — lim zy, (xy) dizisinin istatistiksel limiti

o Dogal sayilar cimlesinin tiim sonlu alt ciimlelerinin sinifi
Ls Dogal yogunlugu sifir olan kiimelerin sinifi




1 GiRis

Limit, yakinsaklik ve siireklilik gibi kavramlar analiz ve fonksiyonel analiz alaninin
temelini olugturan en 6nemli kavramlardir. Yakinsaklik kavraminin bir genellestirmesi
olan ve temeli pozitif tamsayilarin dogal yogunlugu kavramina dayanan istatistik-
sel yakinsaklik kavrami ise toplanabilme teorisinde ve fonksiyonel analizde biiyiik
oneme sahiptir. 19517 de Fast’in istatistiksel yakinsak kavramini tanimlanmasindan
bu yana istatistiksel yakinsaklik ve istatistiksel Cauchy kavramlar ile ilgili ¢caligmalar
Connor (1989), Schoenberg (1959), Maddox (1970), Salét (1980), Fridy (1985, 1993),
Fridy ve Orhan (1997), Nuray ve Ruckle (2000), Rath ve Tripathy (1994) ve daha

bir¢ok aragtirmaci tarafindan yapilmigtir.

Kostyrko vd. (2000) istatistiksel yakinsakligin bir genellegtirmesi olan Z-yakinsakhg:
tamimlamig ve ayrica Z*-yakinsaklik, Z-Cauchy ve Z*-Cauchy dizilerinin tanimlarini
yapip, bunlar arasindaki iligkileri incelemiglerdir. Kostyrko vd. (2005) Z-yakisaklik
ve Z-limit noktalar ile ilgilendiler. Demirci (2001) Z-limit superior and limit inferior

tanimlarini yapip ilgili teoremleri ispatladilar.

2-metrik uzay ve 2-normlu uzay kavramlar: ilk 6nce Géahler (1963, 1965) tarafindan
tanitildi. Daha sonra bu kavramlar Acikgoz (2007), Gunawan ve Mashadi (2001),
Giirdal ve Pehlivan (2004, 2009), Giirdal ve Agik (2008), Giirdal (2006), Lewandowska
(2001, 2003), Rezapour (2005), Mursaleen ve Alotaibi (2011), Sarabadan ve Talebi
(2011), Sahiner vd. (2007), Tripathy vd. (2012), White (1969) ve bir¢ok aragtirmaci

tarafindan caligilmigtar.

Gunawan ve Mashadi (2001) sonlu boyutlu 2-normlu uzaylar ¢aligtilar ve 2-normdan
tiretilen belli bir normu kullanarak 2-normlu uzaylarin topolojilerinin tam olarak
tanimlanabilecegini gosterdiler. 2-Banach uzayinin bir Banach uzay1 oldugunu goster-
diler ve bu gercegi kullanarak Sabit Nokta teoremini ispatladilar. Dahasi, elde ettik-

leri sonuclarin bazi sonsuz boyutlu 2-normlu uzaylara genisletilebilecegini gosterdiler.

Sahiner vd. (2007) 2-normlu uzaylarda Z-yakinsakhigi ve Z-Cauchy dizisini tanimlayip

bazi Ozelliklerini aragtirdilar. Ayrica, 2-normu kullanarak bazi yeni dizi uzaylari



incelediler.

Giirdal ve Agik (2008) 2-normlu uzaylarda diziler igin (AP) 6zelligine sahip bir uy-
gun 7 idealine kargilik gelen bir F(Z) siizgeci boyunca Z-yakinsaklik ile ahgilmig
yakinsaklik arasindaki iligkiyi incelediler. Ayrica Z*-yakinsakligi tanimlayip, Z-
yakinsaklik ile arasindaki iligkiyi aragtirdilar. Daha sonra, 2-normlu uzaylarda Z-

Cauchy ve Z*-Cauchy dizilerini tanimlayip bazi 6zelliklerini incelediler.

Giirdal (2006) 2-normlu uzaylarda bir dizinin Z-yigilma noktalar ile aligilmig limit

noktalar1 arasindaki iligkiyi inceledi.

Bu tez galigmasinin ikinci boliimiinde, matematik alaninda 6nemli ve bu caligma
icin gerekli olan baz1 temel kavramlara, teoremlere ve bunlarla ilgili baz 6zelliklere

ve orneklere yer verilmigtir.

Uciincii boliimiinde, Gunawan ve Mashadi (2001) tarafindan yapilan calismadaki

2-normlu uzaylarda temel tanim, teorem, ozellikler ve 6rnekler verilmistir.

Doérdiincii boliimde ise, Sahiner vd. (2007), Giirdal ve Agik (2008) ve Giirdal (2006)
i ¢aligmalarindaki 2-normlu uzaylarda ideal yakinsaklik ile ideal Cauchy dizisi ve
bu iki kavram ile ilgili ozellikler, teoremler ve bir dizinin Z-yigilma noktalar: ile

aligilmig limit noktalar1 arasindaki iligki verilmistir.

Son olarak, tez icin temel kaynak olarak kullandigimiz kitap, makale ve tezler kay-

naklar kisminda verilmistir.



2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, sonraki boliimlere temel tegkil edecek bazi bilgiler verilmistir. Vektor

uzayl, topolojik uzay ve alt uzay gibi bazi kavramlarin bilindigi kabul edilmistir.

2.1 Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1 (Metrik ve Metrik Uzay). X bosolmayan bir cimleved : X x X —
R bir fonksiyon olsun. Her z,y, z € X igin

(M1) d(z,x) =0,

(M2) d(z,y) = d(y, ),

(M3) d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2)
sartlar1 saglaniyorsa, d fonksiyonuna X tizerinde yar metrik fonksiyonu ve (X, d)
ikilisine de yar: metrik uzay denir.

(M1) d(x,2) = 0 sart1 yerine (M1)" d(x,y) = 0 < z = y sartiu alirsak d
fonksiyonuna metrik fonksiyonu ve (X, d) ikilisine bir metrik uzay denir.

Bir lineer (X, d) metrik uzaymdaki her Cauchy dizisi yakinsak ise X uzayma tam

metrik uzay veya Fréchet uzay denir (Maddox 1970).
Bu c¢aligmamizda, R reel uzay iizerinde
d(z,y) = |z —y|

seklinde tanimlanan aligilmig mutlak deger metrigini goz oniine alacagiz. Burada R

yerine C kompleks sayilarin cismi de alinabilir.

Tanim 2.1.2 (Dizi Uzayi1). Reel veya kompleks terimli biitiin dizilerin w uzayinimn

bos olmayan her alt vektor uzayma dizi uzay: denir.

ls , C, Co , ¥y dizi uzaylan sirasiyla sinirli, yakinsak, sifira yakinsak ve mutlak

yakinsak seri olugturan dizilerin uzayidir (Choudhary and Nanda 1989).

Tanim 2.1.3 (Yart Norm ve Norm). X bir lineer uzay ve || - || : X — R bir
fonksiyon olsun. Her z,y € X ve her a € C i¢in
(N1) [l = 0,



(N2) [0} = o,

(N3) [Joz]| = |e]|z]],

(N4) |z +yl| < [lz]l + llyll
sartlarn saglaniyor ise, || - || fonksiyonuna X {izerinde bir yari norm ve (X, | - ||)
ikilisine bir yar: normlu uzay denir.

Burada (N2) sart1 yerine

(N2)' |z|=0=2=40

sart1 saglanirsa, || - || yart normuna bir norm ve (X, || - ||) ikilisine de bir normlu
uzay denir.
Bir (X, ]| - ||) normlu uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ise X uzayma tam

normlu uzay veya Banach uzay: denir (Maddox 1970).

Tanim 2.1.4 (z,), (X,].||) normlu uzayinda bir dizi olsun.

1) Her n i¢in ||z, || < K olacak sekilde bir K > 0 say1s1 varsa, (x,,) dizisine sinarl
dizi denir.

2) n — oo i¢in ||z, — x|| — 0 olacak sekilde bir x vektorii varsa (yani, her € > 0
icin n > ng oldugunda ||z, — x| < € olacak sekilde bir ng sayisi varsa) (z,,) dizisi =
e yakinsaktir, denir. Bu x vektori (z,,) dizisi tarafindan bir tek olarak belirtilir.

3) m,n — oo iken ||x,, — x,|| — 0 ise (yani, verilen her £ > 0 i¢in m,n > ng
oldugunda ||x,, — x,|| < € olacak sekilde bir ng sayis1 varsa) (z,) dizisine Cauchy

dizisi denir (Bayraktar 2006).

Tanim 2.1.5 (Normlu Cebir, Banach Cebiri). C bir cebir ve C' de bir ||.||

normu tanimlanmig olsun. Bu norm, her x,y € C' igin
eyl < ll=[ly]l
sartini sagliyorsa ve C' nin birim elemani olmasi halinde de
llefl =1

ise C' ye normlu cebir denir. (C,||.||) normlu cebiri, normlu lineer uzay olarak tam

ise bu normlu cebire Banach cebiri denir (Bayraktar 2006).
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Tanim 2.1.6 (Acik ve Kapali Yuvar). (X,d) metrik uzayinda, xy noktas: ve

pozitif bir r sayis1 i¢in;

B.(xg) ={zr € X : d(x,x0) <1},

B(zo) = {r € X :d(z, 1) <7},

ciimlelerine sirasiyla, xo merkezli r yaricaph a¢ik yuvar ve kapal yuvar denir (Musayev

ve Alp 2000).

Tanim 2.1.7 (Kompakt Uzay, Dizisel Kompaktlik). Bir topolojik uzaym her
acik ortiisii bir sonlu alt ortiiye sahip ise bu uzaya kompakt uzay denir.
Bir metrik uzaymdaki her dizinin yakinsak bir alt dizisi mevcut ise bu metrik

uzaya dizisel kompakttir, denir (Maddox 1970).

Tanim 2.1.8 (Lineer Bagimsizlik, Lineer Bagimlilik). L, F' cismi iizerinde bir
vektor uzayr ve S = {xy,xs,...,2,} de L nin sonlu bir alt climlesi olsun. «; € F

olmak tizere,
n
E ;X — 0
i=1

olmasi her i i¢in «; = 0 olmasini gerektiriyorsa S ciimlesine veya w1, xs, ..., T,
vektorlerine (F iizerinde) lineer bagimsizdur, denir.

Lineer bagimsiz olmayan kiimeye lineer bagimly kiime denir (Bayraktar 2006).

Tanim 2.1.9 (Baz (Taban)). L, F cismi lizerinde bir vektér uzayr ve B, L
ciimlesinin bir alt ctimlesi olsun. B lineer bagimsiz ve B, L yi geriyorsa, yani

< B >= L ise B ye (F iizerinde) L nin bir baz: (tabani) denir (Bayraktar 2006).

2.2 Ideal Yakinsakhk

Bu kisimda, yogunluk kavramini, istatistiksel ve ideal yakinsaklik tanimlarini verecegiz.

Tanim 2.2.1 (Dogal Yogunluk). K C Nve K,, = {k <n:k € K} ciimlelerini

alalm. |K| = card K (K climlesinin kardinalitesi) olmak {izere,

O(K) = liminf |

n—oo n

>



ve

— K,
O(K) = limsup ]

Nn—00 n

limitlerine, sirasiyla, K ciimlesinin alt ve st yogunluklar: denir. §(K) = 6(K) ise
(@) dizisinin limiti mevcuttur, denir. Bu limit 0(K) ile gosterilir ve K ciimlesinin
dogal yogunlugu denir. K C N ciimlesinin dogal yogunlugu

K 1
O(K) = lim M: lim ﬁ|{k‘§n:k‘€K}|

n—oo M n—o0

ile gosterilir (Niven et al. 1991).

Tamm 2.2.2 (Istatistiksel Yakimsaklik). Reel sayilarn bir z = (z,)ney dizisi,
her € > 0 i¢in

S({neN: |z, —L|>}) =0

ise, = dizisi L € R sayisina istatistiksel yakinsaktir, denir (Fast 1951).

Tanim 2.2.3 [Ideal] X bog olmayan bir ciimle olsun. Z C 2% simfy,
)0er
i) A,BeZise AUBeZ
ili) AeZve BC Aicin BeZ

sartlarim saglarsa, Z ya X tizerinde bir idealdir, denir (Kostyrko et al. 2000).

Eger, X ¢ 7T ise 7’ ya bir gercek (asikar olmayan) ideal ad1 verilir (Kostyrko et al.
2000).
Bundan sonraki kisimlarda gegen idealleri gercek (agikar olmayan) ideal olarak

g0z Oniine alacagiz.

Tanim 2.2.4 [Siizgeg| X # () olsun. () #£C 2% sify,

H)0gF

i) A,Be Fise ANBeF

iii) Ae Fve AC Bigin Be F
sartlarin saglarsa, F ye X flzerinde bir stzgectir (filtre), denir (Kostyrko et al.
2000).



T, X lzerinde bir gercek ideal ise,
FI)={McCcX:3AeZ M= X\A}

smifi X {izerinde bir siizgeg olup, F(Z) siizgecine Z idealine karsilik gelen siizgeg

denir (Kostyrko et al. 2000).

Tanim 2.2.5 [Uygun Ideal] X iizerinde Z gercek ideali her bir 2 € X icin {z} € T
sartin sagliyorsa, Z ya bir uygun ideal denir (Kostyrko et al. 2000).

Tanim 2.2.6 [Z-Yakinsaklik] (X, p) bir metrik uzay ve Z, N iizerinde bir gergek

ideal olsun. X uzaymin bir x = (z,,)nen dizisi, her € > 0 i¢in
Ale)={neN:p(z,,L)>c} el
sartini saghyorsa, x dizisi L € X noktasina Z-yakinsaktir, denir ve

77— limx, =L

n—o0
ile gosterilir.

Z bir uygun ideal ise adi yakinsaklik Z-yakinsakhg gerektirir (Kostyrko et al.
2000).

Simdi Z-yakinsaklik ile ilgili iki 6rnek verelim:

1) N dogal sayilar ciimlesinin tiim sonlu alt climlelerinin smifi Z; olsun. Bu
durumda Z; gercek uygun idealdir ve Z; -yakinsaklik, X uzaymndaki p metrigine
gore adi yakinsaklik ile cakigir.

2) Zs = {A C N:6(A) = 0} smufimn tamimlayalim. Bu durumda Zs bir gergek
uygun idealdir ve Zs -yakinsaklik istatistiksel yakinsaklik ile ¢akigir (Kostyrko et al.
2000).

Tanim 2.2.7 [Z*-Yakinsaklik] (X, p) bir metrik uzay , (z,) X uzaymda bir dizi

ve Z, N lizerinde bir gercek ideal olsun.Bir
M={m<mg<---<my<---}eFT)
ciimlesi i¢in

lim p(z,,,L) =0

k—o00



saglaniyorsa, (x,) dizisi L € X noktasma Z*- yakinsaktir | denir ve

* : _
7= i o =L

ile gosterilir (Kostyrko et al. 2000).

Tanim 2.2.8 [Z-Cauchy]| (X, p) bir metrik uzay ve Z, N iizerinde bir gergek ideal

olsun. X uzaymin bir z = (x,,)nen dizisi her € > 0 igin N = N(¢) vardir dyle ki
Ale) ={n e N:p(z,,zy) > e} €T
sartin saglyorsa, x dizisi X de Z-Cauchy dizisidir, denir (Nabiev vd. 2007).

Tanim 2.2.9 [Z*-Cauchy] (X, p) bir metrik uzay ve Z, N iizerinde bir gergek ideal

olsun. X uzaymin bir z = (x,,)nen dizisi, bir
M={m <ms<---<mp<---}CN, MeF
kiimesi var 6yle ki x)r = (2, ) alt dizisi X de bir aligilmig Cauchy dizisi, yani,

Jim (o) =0

saglaniyor ise, x dizisi X de Z*-Cauchy dizisidir, denir (Nabiev vd. 2007).

Tanim 2.2.10 [Z-Limit Noktasi| Z, N iizerinde bir gercek ideal olsun. Bir L € R

elemanini alalhim. Eger, bir
M={mi<ms<---<mp<---}CN
kiimesi vardir oyle ki
M¢Z ve limx,, =L
k—o0
ise L € R sayis1 x = (x,,) reel say1 dizisinin Z-limit noktasidur (Kostyrko et al. 2000).

Tamim 2.2.11 [Z-Yigilma Noktasi] Z, N iizerinde bir gergek ideal olsun. Bir
L € R eleman x = (x,,) reel say1 dizisinin Z-yigilma noktasidur ancak ve ancak her
bir £ > 0 icin

{k:|o,— Ll <e} &I

dir (Kostyrko et al. 2000).



Tamim 2.2.12 [(AP) Sarti] Z C 2N bir uygun ideal olsun. Z idealine ait karsilikh

ayrik ve sayilabilir her {4, },en ciimleler ailesi i¢in, A, AB,, (n € N) sonlu ciimle ve

B:GBnEI

n=1
sartlarmi saglayan sayilabilir { B, },en ciimleler ailesi varsa, Z ideali (AP) sartins

saglar, denir (Kostyrko et al. 2000).

Lemma 2.2.13 {P;}°; N 'in sayilabilir alt dizilerinin birlesimi olsun 6yle ki F(Z)
bir uygun ideal olan Z tarafindan (AP) ozelligi ile birlegtirilmig bir filtre olmak
tizere, her bir i i¢in P; € F(Z)’ dir. Bu durumda, bir P C N kiimesi vardir &yle ki
P e F(I) ve P\ P, kilmesi tiim ¢ ler i¢gin sonludur (Nabiev vd. 2007).



3 2-NORMLU UZAYLAR

Bu béliimde, Gunawan ve Mashadi (2001) tarafindan incelenen 2-normlu uzaylar ile

ilgili temel tanim, lemma ve teoremleri verecegiz.

3.1 Sonlu Boyutlu 2-Normlu Uzaylar ve Bazi Ozellikleri

Tanim 3.1.1 2 < d < oo olmak tlizere X, d boyutlu bir reel vektor uzayi olsun. X

tzerinde

I, X x X SR

fonksiyonu agagidaki doért kogulu sagliyorsa ||., .|| fonksiyonuna bir 2-norm denir.

(i) ||, y|]| = 0 olmas1 i¢in gerek ve yeter kogul z ve y nin lineer bagimh olmasidir;

(ii) [z, yll = lly, [;
(iii) [loz, y|| = lalllz, yll, o € R;
() llz,y + 2l <z yll + [z, 2]-

(X, I, -ID) ciftine 2-normiu uzay denir.

2-normlu uzaym bir standart ornegi agsagidaki 2-normla donatilmig R? dir:
||z, y|| := koseleri 8 = (0,0), x ve y vektorleri olan iiggensel bolge.
Herhangi bir (X, ||.,.||) 2 normlu uzaymnda her z,y € X ve o € R igin

lz,yll = 0 ve ||z,y + ox| = [lz,y]

ozelliklerinin saglandigr goriiliir. Aymi zamanda, z,y ve z lineer bagiml ise (bu,

ornegin d = 2 oldugunda olur) o zaman,
2,y + 2l = [lz, yll + llz, 2| veya |z, y — 2zl = [lz, yl| + [z, |

dir.

2-normlu (X, ||., .||) uzay1 verilsin. Agagida tanimlanan bir dizinin limit kavramindan
faydalanilarak bir topoloji elde edilebilir.

Her y € X i¢in

lim ||z, —z,y||=0
n—00
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ise X deki bir (z,) dizisine x degerine yakinsaktir, denir. Bu durumda

lim z, =«
n—oo

ile gosterilir ve (x,,) dizisinin limiti x dir, denir.
2-normlu uzaylarda yakimsak bir dizinin limitinin tek oldugunu gésterelim.(z,,)
dizisi X deki iki farkli z ve y limitlerine yakinsiyor olsun. ||z — 1y, z|| # 0 olacak

sekilde z € X secelim ve ayni anda
1 1
||xN - ZL’,ZH < 5”1: - y7Z|| ve ||IN - y,Z” < §||[E - y7Z||
olacak gekilde yeterince biiyiikk N(eg, z) € X alalim. O zaman ti¢gen esitsizliginden,

le— g2l < llz— w2l + llaw — v, 2]
< 4 I+ ||
2 €T y,Z 2 €T y,Z

=z =y, =

olur ki bu bir ¢eligkidir. Boylece, eger

lim z,
n—oo
varsa tek olmalidir.
Bundan sonra (X, |.,.||) ikilisini 2-normlu uzay olarak alacagiz. Aksi belir-

tilmedikge X in d boyutunun 2 < d < oo oldugunu kabul edecegiz. Sabit {uy, ..., us},

X igin bir baz olsun. O zaman agagidakileri yazabiliriz:

Lemma 3.1.2 X de bir (x,,) dizisi X de bir x elemanina yakinsaktir ancak ve ancak
hert=1,....d icin

lim ||z, — z,u;]| =0

n—oo

dur.
Ispat 3.1.3 Eger heri =1, ...,d icin
lim ||z, —z,u]| =0
n—oo
ise bu durumda, her y € X igin
lim ||z, —z,y|| =0

n—oo

11



oldugunu gostermek ispat i¢in yeterlidir. Acik olarak her y € X ve bazi ay, ...,aqg € R
icin
Y = o1Uy + ... + qqug

yazilabilir ve iiggen esitsizliginden her n € X i¢in
l2n — 2,9l < laalllzn — 2, usll + - + |agllzn — 2, uall

elde edilir.

Lemma 3.1.4 X de bir (x,,) dizisi X de bir x elemanina yakinsaktir ancak ve ancak

lim max{||z, — z,ul| :i=1,....,d} =0

n—oo

dir.

Bu basit gercek bizi X iizerindeki bir normun tamimina gotiiriir. X tizerinde

{uy, ...,uq} baziyla bir norm tamimlayabiliriz. ||.||. normunu
Jalloe 1= masc{lz, wl i = 1,...,d}

seklinde tanimlayabiliriz. Gergekten de;

(1) ||z]lc = 0 olmast i¢in gerek ve yeter sart x = 0 olmasidir.
(i) oo = Ja] 2]l dir.

(iii) Her z,y € X ve a € R i¢in ||z + yl|oo < ||Z]loo + [|¥]|co dir.

Genelde 1 < p < oo i¢in X tizerinde ||.||, fonksiyonunu

a >
[l = {Z IIx,uin}
1=1

seklinde tamimlayabiliriz. Fakat X sonlu boyutlu oldugundan tiim bu normlar denk-
tir. Bu nedenle aksi belirtilmedikge bu boliim boyunca sadece ||.|| ile galisacagiz.

Burada bazin segimi 6nemli degildir. Eger X igin {vy,...,v4} seklinde bagka bir
baz seger ve ||.||.c normunu bu baza baglh olarak tamimlarsak sonugta elde edilen
norm, {uy, ..., uq} bazina gore tanimlanan norma denk olacaktir.

Tiiretilmis [|.||oo normunu kullanarak agagidaki lemmay1 verebiliriz:

12



Lemma 3.1.5 X de bir (z,,) dizisinin € X e yakinsak olmasi igin gerek ve yeter
sart

lim ||z, — 2]|oc =0
n—oo

olmasidir.

Tiiretilmis ||.||oc normu yardimiyla,  noktasinda r yaricapl (z, r) merkezli By, . .}

agik yuvarlari

Bius ot (€:7) = Ay |z = ylloe <7}
seklinde tanimlanir. Bu yuvarlar kullanilarak Lemma 3.1.5 agagidaki gibi verilebilir:

Lemma 3.1.6 X de bir (z,,) dizisinin x € X e yakinsak olmasi igin gerek ve yeter

sart
Ve > 0 icin en az bir N € N vardir éyle ki n > N = x,, € Byy,,.. u,} (2, €)
olmasidir.

Tiim sonuclar ozetleyerek asagidaki teoremi elde ederiz:

Teorem 3.1.7 Herhangi bir sonlu boyutlu 2-normlu uzay bir normlu uzaydir
ve onun topolojisi, tliretilmis [|.||o normu tarafindan tiretilen topoloji ile bagdasgir

(uyusur).

Agagida gosterecegimiz gibi, bir normlu uzaydaki bir ¢ok sonug, tiiretilmis ||.||s
normu veya onun birlesmis yuvarlari kullanilarak 2-normlu uzaylarda dogrulanabilir.

Once baz ornekleri inceleyelim:

Ornek 3.1.8 X = R2, |z, y|| := = ve y vektorlerinin olugturdugu paralelkenarsal
bolge (Aym zamanda 6 = (0,0),z ve y vektorlerinin olusturdugu {iggensel bolge)

2-normu ile donatilmig olsun. Bu agikca
2,y = z1y2 — zown ], @ = (21, 22),y = (Y1, 92)
formiilii ile verilebilir. R? icin {i, j} standart bazim alalm. Bu durumda
[, il = |aa| ve [z, j]| = |a:]
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ve boylece {7, j} baz ile tiiretilmis ||.||c normu

[2]loe = max{|z1], [z2]}, # = (21, 22)

seklinde tammlanir. Boylece, burada tanmimlanan ||. |, normu R? iizerindeki diizgiin
norm ile tamamen aymdir. Bundan dolay1 By; j(z,r) yuvar: & merkezli 7 yarigaph
bir karedir. Tiiretilen norm, R? iizerindeki Oklid normuna denk oldugundan yukaridaki

2-norm ile donatilan R? diizlemi Oklid diizleminden basgka birsey degildir.

Daha genel olarak;

Uyar1 3.1.9 ||z,y| := = ve y vektorlerinin olugturdugu paralelkenarsal bolge ol-
mak fizere 2-normlu (R ||.,.||) uzay1, normu Oklid normuna denk olan bir normlu
uzaydir.

Ispat 3.1.10 Her z = (xy,...,zq) vey = (11, ..., ¥a) € R%icin, ||z, y|| 2-normlu uzay

d d d 2) 2
|,y = (Zx2> (Z?ﬁ) - (Zﬂf??ﬁ)
i=1 j=1 i=1

formulu ile verilebilir.

acik olarak

R? icin (ey, €y, ..., ¢) standart bazini alalm. j =1, ..., d icin

d 3
el = {(z) —xi}
=1

elde edilir ve boylece {eq, ..., ez} baz ile tiiretilmis ||.||o normu

1
d 2
Z||eo = mazx 2?2 | — 22 7=1,....d
; IR
i=1

seklinde tanimlamir. Simdi ||.||z yi R? de bir Oklid normu olarak alalim.
Her z € R igin
|zlloe < 2]z < V2l|2[|o
oldugunu dogrulayarak tiiretilmis normun Oklid normuna esit oldugunu gostermek

kolaydir.
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Uyar1 3.1.11
Yukaridaki (R?, ||.,.]|) 2-normlu uzay igin,

d d
Izl = llz, el = (d—1) Y af
=1 i=1
oldugu gozlemlenir yani, ||.||; normu Oklid normunun bir katidur.

Simdi sonlu boyutlu 2-Banach uzaylar: i¢in Sabit Nokta Teoremini kanitlayalim.
(Hatirlayalim ki ,eger X uzayinda her Cauchy dizisi herhangi bir z € Xe yakinsaksa,yani
her y € X igin

lim ||z, — zn,y|| =0

m,n— 00

olacak gekilde bir (x,) € X varsa, (X, ||.||) 2-Banach uzayidur.)

Fakat oncelikle agagidaki lemmaya ihtiyacimiz var :

Lemma 3.1.12 (X, ||.,.||) 2-normlu uzaymin bir 2-Banach uzay1 olmasi i¢in gerek

ve yeter sart (X, |.|[s) un bir Banach uzay1 olmasidir.

Ispat 3.1.13 Lemma 3.1.4 te 2-normdaki yakinsaklik tiiretilmig normdakine eg
deger oldugundan, 2-norma gore (x,) nin Cauchy olmasi igin gerek ve yeter sart
tiiretilmis normda Cauchy oldugunu gostermektir. Fakat 2-norma gore (z,,) Cauchy

dir ancak ve ancak her y € X i¢in

ancak ve ancak her ¢+ =1, ..., d i¢in

ancak ve ancak

lim ||z — Zp|lec =0

m,n—00

ancak ve ancak (x,,) tiiretilmis norma gore bir Cauchy oldugundan, bu aciktir.

Sonuc 3.1.14 (Sabit Nokta Teoremi). (X, ||.,.||) bir 2-Banach uzay:1 olsun. k,

(0,1) araliginda bir sabit olmak iizere; her z,y, z € X i¢in
1o =Ty, || < kllz —y, 2]

olacak sekilde 7', X in kendi kendine eglemesi olsun. Bu durumda 7', X de tek bir
sabit noktaya sahiptir.
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Ispat 3.1.15

||.||co tiiretilmis normuna gore, her =,y € X i¢in T' eglemesi
T2 = Tylloo < Kl =yl

esitsizligini saglar. (X, ||.||c) ayni zamanda bir Banach uzay1 oldugundan, Banach
uzaylari i¢in Sabit Nokta Teoreminden, 7" nin X de tek bir sabit noktasi oldugu

sonucuna ulagmz .

3.2 Bazi1 Ek Sonuclar

Simdi, sonuglarimizin (., .) bir i ¢arpim ve ||z := (z, :1:>% onun X iizerinde uyarlanmig

normu olmak ftizere, tizerinde standart

[NIES

lz, yll = Ll llyll* — (2, 9)°}

2-normu tanmimlanmig herhangi ayrilabilir bir X i¢ ¢arpim uzayma (sonsuz boyut
olabilir) genigleyebilecegini gorecegiz.
(e;) sayilabilir I D {1, 2} kiimesine endeksli, X i¢in ortonormal taban olsun.

Bu durumda, her bir ¢ € I igin
o, edll = {Jle]® — (z,e)?}* < |zl
elde ederiz. Dolayisiyla (e;) ye gore tiiretilmis ||.||oc normunu
|]| 0o := sup{||z, e;]| : i € T}
seklinde tanimlayabiliriz. Her z € X i¢gin
[z]loe <[]
oldugu aciktir. Tersine, Bessel esitsizligini kullanarak
l2]1* < ll2l” = (z, e0)* + [|2l]* — (2, e2)* = llz, ex|l” + |z, e2]* < 2%
elde ederiz ve buradan her x € X igin

Izl < V2|2l
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bulunur. Bu da ||.||e normunun X deki mevcut ||.|| normuna esit oldugunu gosterir.
Ayrica, Lemma 3.1.2” nin hala gegerli oldugunu goriiriiz. Yani X deki bir (z,)
dizisinin X deki bir x elemanina yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart her ¢ € [
icin
Tim ||z, =, eif| = 0

olmasidir. Gercekten, her 7 € I igin

lim ||z, —z,e|| =0
n—oo

vererek her y € X igin
lim ||z, —z,y[| =0
n—oo

oldugunu gosterebiliriz. Her y € X igin
[0 = 2, yll < [lzn — ]|yl
oldugunu gozlemleyebiliriz. Yeniden Bessel esitsizligini ele alirsak her n € N igin
lzn = 2l* < |2 — 2, e1]|* + [lzn — 2, 2

elde ederiz. Buradan

lim ||z, —z|| =0
n—oo
ve bu sebepten dolay1 her y € X igin
lim ||z, —z,y|| =0
n— oo
dir. Buradan agagidaki sonucu elde ederiz:

Uyar1 3.2.1 X deki bir (z,,) dizisinin X deki bir x elemanina yakinsak olmasi igin

gerek ve yeter sart yalniz ¢+ = 1 ve 2 igin

lim ||z, —z,e|| =0
n—oo

olmasidir.

Buna gore {e1, e} ile X de ||.||2 basit normunu

1
lzll2 == {ll=, ex]|* + ll, ex]|*}2

17



ile tanimlayabiliriz.

Herhangi bir 2-normlu uzayda bir norm tanimlarken genellikle lineer bagimli iki
vektort kullandigimiz igin, bu sasirtict degildir. Burada dikkate deger olan sey ||.||2
tarafindan tretilen topolojinin 2-norm tarfindan iiretilenle bagdagmasidir. Dikkat

edilirse her z € X i¢in,
|2 lloo < llll < llzll2 < V2l|2loc

dir. [|.]]2 ve |||l esitligi dogrulamaktadir ve her ikiside X deki mevcut ||.|| normuna
esdegerdir. Bu nedenle Lemma 3.1.4 (ve benzerleri), Lemma 3.1.12 ve Sonug 3.1.14,

X in [.|eo ,||-||2 veya ||.]] ile donatilmig olup olmadigim géstermek i¢in hala gegerlidir.
Sonuc 3.2.2 Bir 6nceki boliimde 2-norm tartigmasinin
Iz +y, 2l* + llo =y, 2l1* = 2(llz, 21* + lly, =I*)

paralelkenar tanimini sagladig: fark edilebilir.

Tiretilmig ||.||s 2-normu hakkindaki bir bagka gercek onun
lz + g3 + llz = ylI3 = 2(ll<]3 + l3)

tanimi saglamasidir.
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4 2-NORMLU UZAYLARDA IDEAL YAKINSAKLIK VE IDEAL

CAUCHY DIZILERI

Bu boliimde 6ncelikle Sahiner vd. (2007) tarafindan incelenen 2-normlu uzay-
larda ideal yakinsaklik ile ilgili tanim, teorem ve 6zellikleri verecegiz. Daha sonra,
Giirdal ve Agik (2008) tarafindan yapilan galigmadaki 2-normlu uzaylarda Z-Cauchy
dizileri ile ilgili tanim, teorem ve ozellikleri inceleyecegiz. Son olarak, Giirdal (2006)
tarafindan yapilan ¢aligmadaki 2-normlu uzaylarda bir dizinin ideal yigilma nokta-

lar1 ile aligilmig limit noktalar1 arasindaki iligkileri inceleyecegiz.

4.1 2-Normlu Uzaylarda Ideal Yakinsaklik

Bu c¢aligma boyunca N porzitif tam sayilarin kiimesi olarak alinacaktir. 2 < d < oo

olacak sekilde X uzay1 d boyutuna sahip 2-normlu bir uzay kabul edilecektir.

Tanim 4.1.1 Z C 2% bir ger¢ek (asikar olmayan) ideal olsun. Eger, her bir ¢ > 0
ve z € X icin
Ale)={neN: |z, —x,z|| >} €T

ise, X e ait (z,,) dizisi © € X’e T-yakinsaktur, denir.

Eger (x,) dizisi x’e Z-yakinsak ise o zaman
7 — lim ||z, —x,z|]| =0 veya Z — lim ||z, z|| = ||z, 2||
n—oo n—oo
dir. x sayisi (z,) dizisinin Z-limitidir.
Simdi 2-normlu uzaylarda Z-yakinsakliga bir 6rnek verelim:

Ornek 4.1.2
T =1Zsolsun. X =R? | (X, ].,.||) 2-normlu uzaymda (z,) tammlayalim:

(0,n), n=Fk* ke Nise
(0,0), diger durumlarda

Ty =

ve L = (0,0) ve z = (21, 22) olsun. O zaman her € > 0 ve z € X icin,

{neN: |z, — L, z|| >e} € {1,4,9,16,....,n% ..}
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dir. Her ¢ > 0 ve z € X igin
d{neN:|z,—L,z|| >¢}) =0,
elde ederiz. Bu durum ise
st — lim ||z, z|| = || L, z]|
n—oo
olmasi anlamina gelir. Fakat (x,,) dizisi L’ye yakinsak degildir.

Teorem 4.1.3 Z C 2" bir uygun ideal olsun. Her z € X icin ,
(i) Bger,

T — lim |2, 2| = ||z, 2[| ve T — lim ||y, 2[| = ||y, 2]
n—00 n—r00

ise bu durumda,

T — lim |J2n +yn, 2l = [lz +y, 2]

elde edilir.

(ii) @ € R olmak iizere,
7 — lim |laz,, z|| = ||az, z||
n—oo
dir.
Ispat 4.1.4 (i) € > 0 olsun. O zaman her bir z € X icin
€
K, =Ki(e,2) ={neN: |z, —x,z| > =}

ve

€
Ky=Ky(e,z) ={neN: |y, —y,z|]| > 5}

olmak tizere Ky, Ky € 7 'dir.

K=K . ={neN:|(x, +yn) — (x+7y), 2| >}

alalim. Bu durumda,

Kc K UK,
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kapsamasi, dolayisiyla da

T Tim o + g2l = o + 9.2
elde edilir.
(17) T — limp 00 |Zn, 2]] = ||L, 2|, a € R ve a # 0 olsun. Bu durumda ,
£
{neN:|z,—L,z| > m}EI

dir. Tanim geregi,
(neN: |laz, —al,z|| > ¢} = {nGN: an — L, 2|| > ﬁ} cT
elde edilir. Boylece her z € X igin
T lim flazy, 2| = aL.z]|

olur.

u = {uy,ug, ..., uq}, X i¢in bir baz olsun. Bu durumda, asagidaki lemmay1 elde

ederiz:

Lemma 4.1.5 Z C 2" bir uygun ideal olsun. (x,) € X dizisi # € X e Z-yakinsaktir

gerek ve yeter sart her 1 = 1,2, ...,d i¢in
Z— lim ||z, —z,u] =0
n—oo
dur.

Bu lemmay1 ve |||l normunu kullanarak asagidaki lemmay elde ederiz:

Lemma 4.1.6 Z C 2% bir uygun ideal olsun. Bir (z,) € X dizisi x € X’e Z-

yakinsaktir ancak ve ancak
Z— lim ||z, — 2||ec =0
n—oo
dir.

Bu lemma ve B, (z,¢) agik yuvarlar: kullamlarak :

21



Lemma 4.1.7 Z C 2% bir uygun ideal olsun. X’ de bir (x,) dizisi z € X’ e

T-yakinsaktir ancak ve ancak
A(e)={neN:x, € B,(z,e)} €T
dur.
Simdi 2-normlu X uzayimnda Z-Cauchy dizisini tanimlayacagiz :
Tanim 4.1.8 Z C 2N bir gercek(agikar olmayan) ideal olsun. Eger her ¢ > 0 ve
z € X icin
{k’ eN: ||ZL‘k — $N(€7z),zl| > 8} el
olacak gekilde bir N = N (¢, z) sayis1 varsa, X e ait bir (z,,) dizisi X’ de bir Z-Cauchy

dizisidir, denir.

Teorem 4.1.9 Z C 2" bir uygun ideal olsun. ||.,.|| veya ||.||cc normlarinin herhangi
biriyle X’ de verilen bir (x,) Z-Cauchy dizisi i¢in agagidakiler denktir:

(1) (zn), (X, ]I, -|l) uzaymda Z-yakimsaktir.

(ii) (xn), (X,]|-]lco) uzaymda Z-yakinsaktir.

Ispat 4.1.10

Lemma 4.1.6” dan, 2-normdaki Z-yakinsaklik ||.||o. normundaki ile denktir. Yani,
Z— lim ||z, —2,2]| =0, Vz€e X &7 — lim ||z, — x||oc =0
n—00 n—o0

dir. (z,) dizisinin 2-normlu uzayda Z-Cauchy dizisi oldugunu gostermek i¢in gerek
ve yeter gart ||.||oc normunda Z-Cauchy dizisi oldugunu gostermektir. Ancak bu

ispat Lemma 3.1.2" de idealleri kullanarak ¢ok benzer bir gekilde elde edilebilir.

4.2 Yeni Dizi Uzaylari

Bu kisimda, bazi yeni dizi uzaylari sunacagiz ve bunlarin bazi 6zelliklerini inceleyecegiz.
(X, |I-, -I) herhangi bir 2-normlu uzay ve S(2 — X), X-degerli dizi uzay1 olsun.
Acik olarak S(2 — X)) toplama ve skaler ¢carpma iglemi altinda bir lineer uzaydir.
g : X — R doniigtimii eger agagidaki kogullar1 sagliyorsa, X iizerinde bir para-

norm olarak adlandirilir:

22



(i) g(f) = 0 (burada €, uzaymn sifiridir)
(i) g(z) = g(==)

(i) g(z +y) < g(z) + 9(y)

(

iv) A" = A(n — o) ve g(z™ — x) = 0(n — 00) olmasi her z,y € X i¢in
g(A" 2™ — A\.z) = 0(n — o0)
olmasi anlamina gelir(Maddox 1970). Simdi siradaki dizi uzayim tanimlayalim :
Tanmm 4.2.1 [(2—p)={z € 52— X): >, ||lzk, 2||P* < o00,Vz € S(2—- X)}.
Lemma 4.2.2 [(2 — p) dizi uzay1 bir lineer uzaydir.

Ispat 4.2.3 p; > 0, (Vk), H = suppy ve ay, by € C (kompleks sayilar) olsun. O
zaman,

]ak + bklpk < C’{|ak|p"’ + ’bklpk}, C = maX{l,QH_l}

dir (Maddox 1970). Buradan, eger
Al < L ve |p] < M;

LM tam sayilar, z,y € (2 — p) (k indisi ihmal edilerek) ise bu durumda elde ederiz
ki
I\ — g, 27 < CLH (|, 2 + C. M (|, 21|

dir. Istenen sonug k iizerinden toplam almarak elde edilir.

Tamm 4.2.4 1, = S ||z, z||P" ve T bir uygun ideal olsun. O zaman agagidaki
gibi yeni dizi uzay1 tammmlayabiliriz:

FR2-p)={rzeS2-X):{keN:|t,—t,z]|>c Vz2eS2-X)} €T}
Teorem 4.2.5 Z bir uygun ideal olsun. [*(2 — p) dizi uzay1 bir lineer uzaydir.

ispat 4.2.6 Idealin 6zellikleri ve dizilerin kismi toplamlart kullamlarak Lemma

4.2.2 deki gibi kolaylikla ispatlanabilir.
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Teorem 4.2.7 0 < pp < suppy = H, M = max(1, H) olmak tizere [(2 — p) uzay,

g:1(2—-p) =R,

1

M

glx) = (Z I|xkaZ|lp’“>

paranormu ile tanimlanmig bir paranormlu uzaydir.

ispat 4.2.8
(i) g(0) = (3, 100, 2[|7) ™ =0
(1) g(—x) = (24 | — 2w, 2lP$) M = (4| = LNz, 2[[P) ¥ = g(x)

(#44) Iyi bilinen esitsizlikler kullamlarak ;

1
1

M
gz +y) = <Z||$k+yk7z||p’“>
k

= g(x)) +g(y).

i

(iv) Simdi A™ — A ve g(a™ — x) = 0(n — o0) alalim. Bu durumda,

1

7
g\"z" — Ax) = (Z A"z — Nz, z||p’“>
k

1

IN

< (Z (|xk,z’?v’f)M>;W + (Z (yk,z’i?)My

1

+ M
H
A <Z||xz—xk,z||m> - (ZIA”—M.ka,zH“)
A k

elde ederiz. Bu esitsizlikte, g(z" — z) — 0 (n — o0) oldugundan, sag tarafin ilk

terimi 0’a gider. Diger taraftan, A — A (n — o0) oldugu i¢in ikinci terim de

Lemma 4.2.2” den dolay1 sifira gider.

Teorem 4.2.9 Eger (X,|.,.||) sonlu boyutlu bir 2-Banach uzay1 ise o zaman,

(I(2 — p), g) uzay:1 tamdur.

Ispat 4.2.10 (z"), (I(2 — p), g) uzaymda bir Cauchy dizisi olsun. O zaman, her

e > 0 i¢in en az bir Ny € N vardir oyle ki her m,n > Ny igin

1

M
(e — am) = (z o - ||> ..
k
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olur ki bu da

1
(lok = 2, 2)") ¥ < e

olmasini saglar. Boylece, (z") dizisi (X, ||., .||) uzaymnda bir Cauchy dizisi ve (X, ||, .||)

bir 2-Banach uzay1 oldugundan, her z € X igin
|z} — zg, 2| = 0 (n — 00)

olacak sgekilde bir x € X vardir.
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4.3 2-Normlu Uzaylarda Ideal Yakinsakligin Baz1 Sonuclar:

Bu kisimda, Giirdal ve Agik (2008) tarafindan yazilan makaledeki 2-normlu uzay-
larda ideal yakinsakligin bazi sonuglarini ve Z-Cauchy diziler ile ilgili tanim, teorem

ve Ozellikleri inceleyecegiz.

Lemma 4.3.1 Eger X’e ait elemanlarm bir x = {x,},ey dizisi £ € X e Z-
yakinsaksa, P = {p; < ps < ... < px < ...} olacak sekilde bir P € F(Z) kiimesi

vardir 6yle ki sifirdan farkli her z € X igin
kh_IPOO prk =&z =0
dir.
Ispat 4.3.2 Sifirdan farkh her z € X i¢in
Z—- lim ||z, —&,2[|=0
n—--ao0
olsun. O zaman tanimdan, her € > 0 ve sifirdan farkli her z € X i¢in,
Ale)={neN: |z, & z|| >c} el

dir. Her ¢ € N igin
1

kiimesini tanimlayalim. Her bir ¢ € N ve sifirdan farkli z € X igin
1
H=N\P,={neN:|z,—&z| > E}EI

oldugundan, P; € F(Z),i € Nolur. Lemma 4.3.1 den P = {p; < p2 < ... < pp < ...}
olacak sekilde P € F(Z) elde ederiz. Her bir n € P i¢in y, = x, ve n ¢ P igin

yn = & olacak sekilde y € X dizisini tanimlayalim. O zaman, sifirdan farkl her

z € X igin
lim |y, — &, 2] =0
n——oo
olmasi
kh_rfloo prk - 57 Z” =0

olmasini saglar.
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Simdi 2— normlu uzaylarda Z*— yakinsakligin tanimini verecegiz:

Tanim 4.3.3 X’in elemanlarimn bir = {x, },en dizisi £ € X' ye Z*—yakinsaktor
ancak ve ancak M = {m; < ms < ... < my < ...} olmak iizere M € F(Z) kiimesi

vardir oyle ki sifirdan farkli her z € X igin
kh_rfloo [@m,, — & 2] =0
dir.

Lemma 4.3.1 gosteriyor ki, eger Z, (AP) ozelligine sahip bir uygun ideal ise o

zaman sifirdan farkh her z € X icin

Z— lim ||z, =& 2||=0
n——ao0
olmasi
75— lim ||z, —&, 2| =0
n—aoo

olmasini gerektirir.

Lemma 4.3.4 Z C 2V (AP) ozelligine sahip bir uygun ideal ve (X, p) keyfi bir

2—normlu uzay olsun. O zaman sifirdan farkl her z € X igin,
Z— lim ||z, —&,2[|=0
n—-:o0

olur ancak ve ancak P = {p; < ps < ... < px < ...} olacak sekilde bir P € F(Z)

kiimesi vardir oyle ki her z € X i¢gin
kh_IPOO prk —-¢, Z” =0
dir.

Uyar1 4.3.5 {ACN:d(A) =0} ved(A), A C N dizisinin dogal yogunlugu olmak
tizere, Z = Zs ve X bir 2-normlu uzay olsun. O zaman, Lemma 4.3.1, 2—normlu

uzaylarda istatistiksel yakinsakligi verir.
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4.4 2-Normlu Uzaylarda Z-Cauchy Dizileri

Simdi 2-normlu uzaylarda Z—Cauchy ve Z*—Cauchy dizilerini ele alacagiz. Ayni

zamanda ikisi arasindaki iligkiyi inceleyecegiz.

Tanim 4.4.1 (X, ||.,.||) bir 2-normlu lineer uzay ve Z C 2" bir uygun ideal olsun.
Eger M = {m; < mg < ... < my < ..} C N olacak sekilde M € F(Z) kiimesi var

oyle ki zpr = (2,,,,) X’ de bir Cauchy dizisi, yani, sifirdan farkli her z € X igin

i o, = 2] = 0

ise bu durumda (z,,) € X dizisine Z*-Cauchy dizisi denir.
Asagidaki teorem Z*—Cauchy dizisinin Z—Cauchy dizisini gerektirdigini gostermektedir.
Teorem 4.4.2 7 bir uygun ideal olsun. Eger 2—normlu uzaylarda = = (z,)

Z*—Cauchy dizisi ise o zaman x = (z,,) Z—Cauchy dizisidir.

Ispat 4.4.3 = = (z,,) dizisi 2—normlu uzaylarda Z*—Cauchy dizisi olsun. O zaman
tammdan; M = {m; < mg < ... < my < ...} C N olacak sekilde M € F(Z) kiimesi

vardir 6yle ki her € > 0, sifirdan farkli her z € X ve k,p > ko(e) igin
Ty, — Lmy s z| <e

dur.
N = N(e, z) = my,41 olsun. O zaman, her ¢ > 0, sifirdan farkh her z € X ve
k > kg i¢in
[Zm, =z, 2[| <€
elde ederiz.

Simdi H = N\ M alalim. Agk olarak, H € Z ve
Ale)={n e N: |z, —an, 2| >} CHU{m <mg < .. <mg} (3.1)
dir. (3.1)” in sag kismui 77 ya aittir. Bundan dolay1, her € > 0 igin A(e) € Z olacak

sekilde N = N(e, z) bulabiliriz yani, (z,) dizisi 2-normlu uzayda Z-Cauchy dizisidir.
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Simdi 2— normlu uzaylarda Z*—yakinsaklhigin Z—Cauchy kogulunu gerektirdigini

ispatlayacagiz.

Teorem 4.4.4 7 bir uygun ideal ve = = (x,,) € X ve £ € X olmak {izere,

7" — lim ||z, — & 2] =0
n—oo
olsun. O zaman, (x,), (X, ||.,.||) 2- normlu uzayinda Z—Cauchy dizisidir.

ispat 4.4.5 Kabulden M = {m; < my < ... < my < ...} olacak sekilde bir
M € F(Z) kiimesi vardir dyle ki sifirdan farkh her z € X i¢in

lim ||z, —& 2| =0
k—oo

dir. Bu gosterir ki, her ¢ > 0, sifirdan farkli her z € X ve k > kg igin k = ko(e)

vardir oyle ki
€
Im, — 2] < §

dir. Her € > 0, sifirdan farkh 2z € X ve k > ko, p > ko icin

[, = Ty 2l < [y, = & 2+ |2m, =&, 2]l

- € n €
2 2
= €
oldugundan
k,ggloo mek — Tmy; ZH =0

elde ederiz. Boylece (z,) X’ de bir Z*-Cauchy dizisidir. O zaman, Teorem 4.4.2 ten
(x,) X’ de bir Z-Cauchy dizisidir.

Teorem 4.4.4 ve Lemma 4.3.4 ten agagidaki sonucu elde ederiz:

Sonuc 4.4.6 Z, (AP) ozelligine sahip bir uygun ideal olsun. O zaman sifirdan
farkli her z € X i¢in

lim ||z, — & 2|| =0
n—o0

olmasi, (x,)" in bir Z—Cauchy dizisi olmasini gerektirir.
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Teorem 4.4.7 I, (AP) ozelligine sahip bir uygun ideal ve (X,|.,.||), 2-normlu

lineer bir uzay olsun. Bu durumda Z—Cauchy dizisi ile Z* —Cauchy dizisi ¢akisir.

Ispat 4.4.8 T*—Cauchy dizisi Teorem 4.4.2 den (Bu durumda 7’ nin (AP) 6zelligine
sahip olmasi gerekmez) Z—Cauchy dizisini saglar. Bu durumda, z = (z,) € X
dizisini bir Z—Cauchy dizisi kabul edip Z*—Cauchy dizisi oldugunu ispatlamak yeter-
lidir.

r = (z,) € X bir Z—Cauchy dizisi olsun. O zaman tanimdan her ¢ > 0 ve

sifirdan farkli z € X i¢in N = N(g, z) vardir 6yle ki
Ale)={neN: |z, —zn,2|| >} €T
dir. m; = N(3) olmak tzere,
Pi—{n eN: [[tn—om, 2| < %}, P=1,2, .

alahm. P, € F(Z),i=1,2,..., oldugu agiktir. Madem ki Z (AP) ozelligine sahip, o
zaman Lemma 4.3.1 den bir P C N vardir 6yle ki P € F(Z) ve ttim i ler igin P\ P,

sonludur. Simdi sifirdan farkh her z € X icin

lim ||z, —zm, 2| =0
n,Mm—00
m,neP

oldugunu gosterelim. Bunun icin, € > 0 ve j € N olsun 6yle ki j > % Eger m,n € P
ise 0 zaman P\ P; sonlu bir kiimedir, boylece k = k(j) vardir 6yle ki tiim m,n > k;
icin m € P; ve n € P; dir. Bundan dolay1 tiim m, n > k; ve sifirdan farkh her z € X
icin,
1
|Tn — Ty, 2]| < = ve ||Tm — 2, 2] < =
J J
dir. Buradan, m,n > k(j) ve sifirdan farkhi her z € X igin
Hxn — Tm;, ZH < Hmn — Tmys Z” + Hmm - Tmy, ZH

< €

elde ederiz. Buradan, her ¢ > 0 igin £k = k(e) vardir oyle ki n,m > k(e) ve

n,m € P € F(Z) i¢in, sifirdan farkh her z € X i¢in
|en — 2m, 2|| < e

dur. Bu da (z,) € X dizisinin X’de bir Z*— Cauchy dizisi oldugunu gosterir.
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4.5 2-Normlu Uzaylarda Ideal Yakinsak Diziler

Bu kisimda, Giirdal (2006) tarafindan yapilan ¢aligmada verilen tamim, teorem ve
ozellikleri inceleyecegiz.

Verilen bir dizinin istatistiksel yigilma noktalar1 ve alisilmig adi limit noktalar:
arasinda giiclii bir bagint1 oldugu bilinmektedir. 2-normlu uzaylarda verilen bir

dizinin Z-y1gilma ve Z-limit noktalarinin kiimeleri i¢in bu gergekleri inceleyecegiz.

Uyar: 4.5.1 Eger {z,}, X’ de herhangi bir dizi ve {, X’ in herhangi bir elemamn

. o e ey
ise, o zaman eger z = 0 (0 vektorii) ise

lon =&, 2l =02 €
oldugundan
{neN:|z,—&z||>¢e herz€ Xigin } =0
olur.
Tamim 4.5.2 Z C 2V bir uygun ideal ve x = (z,)nen, (X, ].,.]|) 2-normlu lineer

uzayinda bir dizi olsun.
(i) Eger M ¢ T olacak sekilde bir M = {m; < ms < ...} C N kiimesi var ve
sifirdan farkli her z € X igin
T [, — €,z =0
oluyorsa, £ sayisina x dizisinin bir Z-limit noktas: denir. Tiim Z-limit noktalarinin
kiimesi Z(A2) ile gosterilir.
(ii) Her € > 0 ve sifirdan farkli her z € X igin

{neN:|z,—&z2|| <e} ¢

ise, & sayis1 x dizisinin bir Z-yigilma noktas: olarak adlandirihir. Tim Z-yigilma

noktalarimin kiimesi Z(T'?) ile gosterilir.

Onerme 4.5.3 Z C 2~ bir uygun ideal olsun. O zaman X’e ait her z = (T )nen
dizisi i¢in
I(A7) C Z(T7)

elde ederiz ve Z(I'2) kiimesi kapal bir kiimedir.
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Ispat 4.5.4 ¢ € Z(A2) olsun. O zaman, bir M = {m; < m, < ...} ¢ T kiimesi
vardir 6yle ki sifirdan farkli her z € X igin
T [z, — &, 2] = 0 (4.1)

olur.
0 > 0 alalim. (4.1)" e gore, ky € N vardir 6yle ki k > ko ve sifirdan farkl her
z € X igin
[y, =&, 2]l <0
elde ederiz. Buradan,
{neN:|z,—&z| <0} D M\{mi,ma,..,my}
ve boylece
{neN:|z,—&z2|| <} ¢Z

elde edilir ki bu da & € Z(T'?) anlamina gelir.

y € Z(I'"2) olsun. ¢ > 0 alalim.
& € Z(T3) N Bu(y,¢)
vardir.
By(%,9) C Bu(y,¢)
olacak gekilde § > 0 secelim. Acik olarak
{neN:|ly—a,z||<e} D{neN:|&—z,, 2] <}
elde ederiz. Boylece,
meN:|y—a,z2| <e} ¢ ZveyecI(I?)
olur.

Tamim 4.5.5 Z C 2" bir uygun ideal ve z = (z,,)nen, (X, [|.,.]|) 2- normlu lineer
uzayinda bir dizi olsun.

Eger K = {k1 < ko < ...} € T ise, o zaman xj, = (2x)nen alt dizisi x dizisinin
Z-ince alt dizisi olarak adlandirilir.

Eger M = {my < my < ..} € T ise, o zaman xp; = (T, )nen dizisi 2’ in Z-ince

olmayan alt dizisi olarak adlandirilir.
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Agiktir ki, eger £ z icin bir Z-limit noktasi ise, o zaman £’ ye yakinsak bir Z-ince
olmayan x,; alt dizisi vardir.

L2, x dizisinin tiim adi limit noktalarinin bir kiimesi olsun. Aciktir ki
I(Ay) C L

dir. € ¢ L2 alalim, o zaman bir ¢ > 0 vardir 6yle ki (€ —¢', & +¢') araligi 2’in sadece

sonlu sayida elemanini icerir. Bu durumda,
(neN:|z,—& 2 <e}el
olur fakat bu ¢ € Z(I'2) olmas: ile geligir. Buradan,
r € I(I?)
dir. Bu durumda, x € L2 ve boylece
I(T3) € L
elde edilir.

Lemma 4.5.6 Z C 2" bir uygun ideal ve z = (2, )nen, (X,]-,-|]) 2- normlu lineer
uzaymda bir dizi olsun. Eger z, 2-normlu uzayda Z-yakimsaksa, o zaman Z(A2) ve
Z(T?) ikisi de sifirdan farkli her z € X igin {Z —lim,, . ||z, 2||} tek nokta kiimesine

esittir.

ispat 4.5.7
Sifirdan farkh her z € X icin {Z — lim,, o ||2n, 2|} olsun. & € Z(I'?) oldugunu

gosterelim. Z-yakinsaklik tanimindan, her € > 0 ve sifirdan farkhi her z € X igin
Ale)={neN: |z, - & z|| >} e

olur. Z bir uygun ideal oldugundan, M = {n; < ny < ...} C N kiimesini segebiliriz

oyle ki ny ¢ A(3) ve her k € N ve sifirdan farkh her z € X igin

1
ln, — &2l < 7.

Yani,

lim ||z, — & 2||=0
n—oo
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olur. M € 7T oldugunu kabul edelim. Sifirdan farkli her z € X igin
Mc{neN:|z,—&z2| <1}
oldugundan, bu durumda
(N\M)N{neN: |z, — &z <1} =0
olur fakat N\M € F(Z) ve sifirdan farkli her z € X i¢in
{neN:|z,—&z2|| <1} € F(T)

olur. Bu celiski M ¢ 7 ’y1 verir. Buradan M = {m; <my < ..} CNve M ¢ T
oyle ki
Tim |z, =&, 2] =0
elde ederiz. Yani, £ € Z(A2) dir. Z(A2) € Z(T?) oldugundan, £ € Z(T?) dir.
Simdi 7 # £ olacak sekilde n € Z(T'2) oldugunu varsayalim. Agktir ki, sifirdan
farkli her z € X i¢in,

A={neN: |z, — &2 > '”;ﬂ}ez

ve

B=fneN:|r,—g< -ty g7

dir. Diger taraftan her n € B ve sifirdan farkh z € X igin

In— ¢
2

[ =& 2l| = [l =0l = n = £], 2] >

oldugundan, B C A € 7 elde ederiz. Bu geligki gosterir ki,
(1) = {€} ve T(A) = Z(12) = {€}
dir.
Teorem 4.5.8 Z C 2N bir uygun ideal ve 2 = (Z,)nen, ¥ = (Un)nen
M={neN:x,#y,} €7
olacak gekilde (X, |.,.||) 2- normlu lineer uzaymda diziler olsun. Bu durumda,
T(A2) = T(A2) ve (%) = Z(I?)

olur.
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Ispat 4.5.9 M = {n € N:xz, #y,} € Z olsun. Eger £ € Z(A?) ise, o zaman
Z— lim ||xp, —&,2]| =0
n—oo
olacak gekilde bir K = {k; < ko < ...} ¢ Z kiimesi vardir.
Ki={neN:neKAx,#y,} CMeT
oldugundan, bu durumda
Ko={neN:ne KANx,=y,} €7

(gercekten, eger Ko € 7 ise 0 zaman K = Ky U Ky € Z ama K ¢ Z’dir) olur.
Buradan, yx, = (Yn)nek, dizisi y = (yn)nen dizisinin Z-ince olmayan alt dizisidir ve
YK, 2-normlu uzayda &’ye yakmsaktir. Yani, £ € Z(A2).

Simdi € € Z(T'2) olsun. O zaman, her £ > 0 ve sifirdan farkh her z € X i¢in
Ky={neN:|x,—&z2|| <e} ¢

ve

Kiy={neNmeKshNz,=y,} ¢ 7
olur. Boylece sifirdan farkh her z € X icin,
KyC{neN: |y, - & z[| <e}
olur. Bu gosterir ki, her ¢ > 0 ve sifirdan farkh z € X igin,
{neN:lyn—¢& 2l <et ¢l
yani £ € Z(I') dur.

Siradaki teorem verilen bir dizinin Z-yakinsak oldugu noktalar ile siradan limit nok-

talar1 arasinda giiclii bir bagint1 oldugunu ispatlamaktadir.

Teorem 4.5.10 Z C 2V, (AP) 6zelligine sahip bir uygun ideal ve (z,,)nen, (X, |-, -||)
2-normlu lineer uzayinda bir dizi olsun. O zaman Lg, Y = (Yn)nen dizisinin siradan
limit noktalar: olmak {izere, L? = Z(I') olacak sekilde bir y = (yn)nen dizisi vardir

ve

{neN:z,#y,} €T
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dir. Dahasi
{ypo :neN} C{z,:neN}

olur.

Ispat 4.5.11 Eger Z(I'2) = L2 ise o zaman, y = z ve bu durum asikardir. Z(I'2),

L2 nin bir tam alt dizisi olsun (Z(I'?) € L?). O zaman,
LAL(T) # 0
dir ve her bir £ € L2\Z(I'?) igin
T = lim [lz;, =& 2[ =0

olacak sekilde bir Ee = (£ —6,£ +0) agik arahigi vardir. Boylece, Ee = (£ —0,£ +9)
acik araligi vardir oyle ki

{k‘GNifL‘kGEg}EI.

Aqiktir ki, tiim B¢ araliklarinim kolleksiyonu L2\Z(I'2) in bir agik kapsanudir. Béylece
Kapsama Teoreminden sayilabilir ve karsilikh olarak ayrik bir alt kapsam {E¢}32,
vardir 6yle ki her bir Ej, (2, )nen’in bir Z-ince alt dizisini igerir.

Simdi,

Aj={neN:z, € E;,jeN}

kiimesini alalm. A; € Z (j = 1,2, ...) ve A;NA; = 0 oldugu aciktir. O halde Z, (AP)
ozelligine sahip oldugundan, N nin alt kiimelerinin sayilabilir {B;}52, kolleksiyonu
vardir dyle ki B = (J;Z, B; ve her j € N ic¢in A;\B sonlu kiimedir.

M =N\B = {m; < my < ..} C Nolsun. Simdi, y = (yx) dizisi, k¥ € B iken

y =y, ve k € M iken y, = x;, seklinde tamimlansin. Acik olarak
{kEN:xk#yk}CBEI

elde edilir, boylece Teorem 4.5.8 den

olur. A;\B bir sonlu kiime oldugundan, yp = (yx)rep alt dizisi bir limit noktasina

sahip degildir yani ayn1 zamanda y nin Z-limit noktasi yoktur, yani,

2 2
L2 = 1(I2).

)
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Boylece, L7 = Z(I'}) oldugu ispatlandi. Dahasi, y = (yn)nen dizisinin yapisi
{yn :n e N} C {z, :neN}

oldugunu gosterir. Boylece teorem ispatlandi.
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