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ÖZET 

Yüksek Lisans Tezi 
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Hakan TEMİZ 

Afyon Kocatepe Üniversitesi  

Fen Bilimleri Enstitüsü  

Matematik Anabilim Dalı 

 

Danışman: Doç. Dr. Mustafa Kemal YILDIZ 

 

Bu tez çalışmasında, zaman skalasındaki tanımlara ve bu tanımlarla ilgili örneklere yer 

verildi.            ve      için 

   ⁄  (
 

 
       ⁄   

   

 
   ⁄ ) 

eşitsizliği ile              ve                               olmak 

üzere 

                   ∫   (      )       
 

  

              

karşılaştırmalı teoremin incelemesi yapıldı. Üçüncü bölümde ise karşılaştırmalı 

teoremin diğer bazı lineer olmayan integral eşitsizlikler üzerine yeni sonuçları elde 

edildi. Daha sonra dördüncü bölümde de gecikmeli integral eşitsizliklerinin incelemesi 

yapıldı. 
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Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mustafa Kemal YILDIZ 

 

In this thesis, descriptions in the time scale are stated and and examples relevant to 

these descriptions are given.           and for      

   ⁄  (
 

 
       ⁄   

   

 
   ⁄ ) 

with the inequality               ve                                

be about 

                   ∫   (      )       
 

  

              

the comparative theorem of analyzed. In the third part, new results of the comparative 

theorem to some other nonlinear integral inequalities are derived. In the four part delay 

integral inequalities is analyzed.  
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1. GİRİŞ 

 

Son zamanların dikkat çeken yeni çalışmalarından birisi zaman skalası teorisidir. Zaman 

skalası 1988 yılında Stefan Hilger tarafından ortaya atılmıştır. Stefan Hilger diskret 

analiz ile sürekli analizi bir çatı altında birleştirmek amacıyla bu teoriyi ortaya atmıştır. 

Bunun için de her ikisini kapsayan bir küme almış ve bu kümeye zaman skalası 

demiştir. Göreceğiz ki zaman skalasını reel sayılar aldığımızda sürekli analiz ile, tam 

sayılar aldığımızda ise diskret analiz ile çakışmaktadır. 

Sürekli analizdeki ve diskret analizdeki hemen hemen her şey örneğin süreklilik, türev 

integral, sınır değer problemleri ve tümevarım gibi kavramlar zaman skalasında tekrar 

tanımlanmıştır. Buradan da anlaşılacağı gibi zaman skalası bildiklerimizi daha genele 

taşımıştır. 

Zaman skalası diferansiyel ve fark denklemlerini birlikte ifade etmemizi sağlar.   de 

tanımlı diferansiyel veya   de tanımlı fark denklemleri için bir sonuç vermek yerine reel 

sayılar kümesinin kapalı bir alt kümesi olan T zaman skalasında tanımlanan genel bir 

dinamik denklem göz önüne alınabilir. Bu nedenle zaman skalası sadece   ve   için 

değil aynı zamanda mümkün diğer uzaylar içinde sonuç verme imkanı sağlar. İntegral 

eşitsizlikleri analiz ve uygulamalarında önemli bir rol oynar. Bohner ve Peterson (2001) 

tarafından bazı temel integral eşitsizliklerinin zaman skalası versiyonları elde edilmiştir. 

Son zamanlarda zaman skalaları üzerinde de bir çok çalışma yapılmıştır. 

Bu tezde amaç, zaman skalasında           ve     için  

 
 
  

 

 
            

   

 
     

eşitsizliği ile              ve  

                                        

olmak üzere 

                   ∫   (      )            
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karşılaştırmalı teoremin incelemesi yapıldıktan sonra diğer bazı lineer olmayan integral 

eşitsizlikleri üzerine yeni sonuçlar elde etmektir. 
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2. TEMEL KAVRAM VE TEOREMLER 

Bu çalışmamızda S kümesi ile birlikte M kümesinde belirtilen tüm sürekli 

fonksiyonların kümesi C(M,S) ile gösterilecektir. 

Tanım 2.1: Reel sayıların keyfi, boştan farklı kapalı alt kümesine zaman skalası denir 

(Bohner and Peterson 2001). 

Örnek 2.2:  , kapalı, boştan farklı ve   nin bir alt kümesi olduğundan zaman 

skalasıdır. Benzer şekilde        [   ]  [   ] kümeleri de birer zaman skalasıdır. 

Tanım 2.3: T zaman skalasında   ileri sıçrama operatörü; 

        {        }                                                      

şeklinde tanımlanır. Bu tanımda           dir (Bohner and Peterson 2001). 

Örnek 2.4:   [   ]  {   } zaman skalası ele alınsın.         

Çözüm:  

        {        [   ]  {   }} 

              {{ }}                                           

                                                                     

olacaktır. 

Tanım 2.5: Eğer        ise o zaman t sağ sıçramalıdır denir (Bohner and Peterson 

2001). 

Örnek 2.6:   [   ]  {   } zaman skalası ele alınsın.     için  

         {        [   ]  {   }} 

    {{   }}                            

                                                                      

olup      = 2 > 1 yani         olduğundan     noktasında sağ sıçrama özelliği 

sağlanmış olur. 

Tanım 2.7: Eğer        ve        ise o zaman   sağ yoğundur denir (Bohner and 

Peterson 2001). 

Örnek 2.8:   [   ]  {   } zaman skalası ele alınsın.   
 

 
  için  

 (
 

 
)     {  

 

 
     [   ]  {   }} 
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    { 
 

 
  ]  {   }}       

             
 

 
                                                       

olduğundan    
 

 
 noktasında sağ yoğun olma özelliği sağlanır. 

Tanım 2.9: T zaman skalasında   geri sıçrama operatörü; 

        {       }                                                     

şeklinde tanımlanır. Bu tanımda           dir (Bohner and Peterson 2001). 

Örnek 2.10:   [   ]  {   } zaman skalası ele alınsın.        

Çözüm:  

        {      [   ]  {   }} 

              {[   ]  { }}                          

                                                                  

olacaktır. 

Tanım 2.11: Eğer        ise o zaman t noktası sol sıçramalıdır denir (Bohner and 

Peterson 2001). 

Örnek 2.12:    [   ]  {   } zaman skalası ele alınırsa 

        {      [   ]  {   }} 

              {[   ]}                                      

                                                                   

olup          olduğundan     noktasının sol sıçramalı nokta olduğu görülür. 

Tanım 2.13: Eğer        ve        ise   noktası sol yoğun nokta olarak tanımlanır 

(Bohner and Peterson 2001). 

Örnek 2.14:   [   ]  {   } zaman skalası ele alınırsa; 

 (
 

 
)     {  

 

 
   [   ]  {   }} 

               {[  
 

 
 }                                      

          
 

 
                                                       

olduğundan    
 

 
 noktası sol yoğun nokta olacaktır. 

Tanım 2.15:     [     
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şeklinde tanımlanan fonksiyon graininess fonksiyonu olarak tanımlanır.   den türetilmiş 

   kümesi ise; eğer   sol sıçramalı maksimum   noktasına sahip ise 

     { }, aksi halde      şeklinde tanımlanır (Bohner and Peterson 2001). 

Örnek 2.16:     ve     için granininess fonksiyonunu bulalım. 

Çözüm:     olsun. O zaman     için  

                

olduğundan  

            

                    

                        

ifadesi yazılabilir. Benzer şekilde     için 

        {{         }}      

olduğundan 

            

                  

      

şeklinde elde edilir. 

Örnek 2.17:   [   ]  {   } zaman skalası için  

        {      [   ]  {   }} 

              {[   ]  { }}                          

                                                                  

olduğundan  

   [   ]  {   }  { } 

       [   ]  { }                

ifadesi yazılabilir.  

Tanım 2.18:       bir fonksiyon ve      olsun.      için  

               olacak biçimde      var ve 

|[ (    )      ]       [      ]|   |      |                                

eşitsizliği sağlanıyorsa   nin   deki türevi olan       türevi vardır denir (Bohner and 

Peterson 2001). 
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Örnek 2.19: Eğer     ise    nin bilinen türev olan   , eğer     ise    nin ileri 

fark operatörü    olduğu görülür. 

Çözüm:     ise      ,      için        olduğundan 

         
   

 (    )      

      
    

   

         

   
       

elde edilebilir.     ise      ,      için            olduğundan 

      
 (    )      

    
 

      
           

       
 

                         

             

olduğu görülür. 

Tanım 2.20:        fonksiyonu   kümesinde sağ yoğun noktalarda sürekli ve 

         olduğu noktalarda        
 var ve sonlu ise   fonksiyonuna ‘rd-

continuous’ denir. Genellikle “rd-continuous” fonksiyonları     olarak ifade edilir 

(Bohner and Peterson 2001). 

Tanım 2.21:      ,               

           

eşitliğini sağlayan   fonksiyonuna   fonksiyonunun anti türevi denir ve Cauchy 

integrali ise       için 

∫                                                               
 

 

      

şeklinde ifade edilir (Bohner and Peterson 2001). 

Örnek 2.22:     için aşağıdaki belirsiz integral hesaplansın; 

∫     

Burada     bir sabittir. 

(
  

   
)

 

  (
  

   
)  

       

   
    

olduğunda dolayı  

∫     
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eşitliği elde edilir. Burada   keyfi bir sabittir.  

Tanım 2.23:      ,      için  

             

eşitliğini sağlayan   fonksiyonları azalan fonksiyonlar olarak tanımlanır. Tüm azalan ve 

rd-continuous fonksiyonların kümesi ise   ile gösterilir. Tüm pozitif azalan 

fonksiyonların kümesi ise 

   {                              } 

şeklinde ifade elde edilir (Bohner and Peterson 2001). 

Tanım 2.24:     için silindir dönüşüm,           

      
 

 
                                                                       

şeklinde tanımlanır. Burada     doğal logaritma fonksiyonudur ve 

   {       
 

 
 }     

      

                     {     
 

 
       

 

 
 }    

olup    ,      için         dir (Bohner and Peterson 2001). 

Tanım 2.25: Eğer      ise o zaman üstel fonksiyon,       için 

           (∫      (    )  
 

 

)                                             

şeklinde ifade edilir (Bohner and Peterson 2001). 

Teorem 2.26: Eğer      ve      ise o zaman          üstel fonksiyonu,   zaman 

skalasında 

                                                                          

başlangıç değer probleminin tek çözümüdür (Bohner and Peterson 2001). 

İspat: 

1. Durum:        olsun. 

  
      

 

 
        

eşitliği ve          için 

                       

ifadesinden 
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   (∫              
    

  
)     (∫              

 

  
)

    
 

                
   (∫              

    

 
)   

    
                               

 
                  

    
                                      

 
     
               

    
                                  

                                                                     

olduğu görülür. 

2. Durum:        olsun. Eğer                 ise o zaman  

                                                                            

eşitliğinin sağlandığı gösterilsin.          için 

                       

eşitliği kullanılarak 

|                       |  |                                   | 

                                                 |        ||                   |             

                                                    |        | |  ∫     (    )             

 

 

 

    ∫     (    )            

 

 

|                       

    |        | |  ∫     (    )          

 

 

| 

 |        | |∫      (    )            

 

 

|   

   |        | |  ∫     (    )          

 

 

| 
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            |        | |∫[     (    )    (    )]   

 

 

|   

ifadesi elde edilir.     olsun. Şimdi son eşitsizliğin sağ tarafındaki ifadenin   nin bir 

  komşuluğundaki  |   | ifadesine eşit veya daha küçük olduğu gösterilirse ispat 

tamamlanacaktır.        ve       olduğundan aşağıdaki eşitlik sağlanır; 

   
   

     (    )    (    ) 

Bu ifadede   nin bir    komşuluğu vardır öyle ki        için  

|     (    )    (    )|  
 

         
 

eşitsizliği sağlanır.      olarak alınsın. O halde 

|        | |∫[     (    )    (    )]   

 

 

|  
 

 
|   | 

olduğu görülür. Şimdi ise L’Hospital kuralı kullanılarak 

   
   

       

 
   

eşitliği elde edilebilir. Bu nedenle   nin bir    komşuluğu vardır öyle ki, eğer 

    ve      ise o zaman 

  ∫      (    )          
 

 

∫      (    )  
 

 

    

ifadesi yazılabilir. Burada 

      {  
 

   |            |
} 

dır.         olsun. O halde 

|        | |  ∫     (    )          

 

 

|  |        | 
 |∫      (    )  

 

 

| 

          |        | 
 |{∫[     (    )    (    )]   

 

 

|  

                        |   |}              
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 |        | |∫[     (    )    (    )]   

 

 

|    

 |        | 
 |    ||   |                                      

 
 

 
|   |  |        | 

 |    ||   |               

 
 

 
|   |  

 

 
|   |  

  

 
|   |                     

ifadesi elde edilir. 

Teorem 2.27: Eğer      ise  

i)           ve           

ii)            (          )        

iii) Eğer    kümesinde      ise o zaman      için            olur (Bohner and 

Peterson 2001). 

İspat:  

i) Aşikardır. 

ii) Eğer   fonksiyonu   noktasında türevlenebilir ise 

 (    )                 

eşitliği yazılabilir. Bu eşitlikten yola çıkılarak 

             
                               

                                                      
                    

                                                             

                                              

ifadesi elde edilir. 

iii)              olduğundan dolayı       için 

   [          ]    

olacaktır ve bu son ifadeden dolayı da       için 

            

ifadesi elde edilir. (2.8) eşitliğinden,       için 

           

olduğu görülür. 

Uyarı 2.28: Açıkça üstel fonksiyon       için,     ise 
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         ∫       
 
  

                                                                           

                      

şeklinde verilebilir. Burada     sabit ve        sürekli bir fonksiyondur.       

ile     için     ise, üstel fonskiyon 

        ∏[      ]

   

   

 

                                                                          

                         

şeklinde olacaktır. Burada      bir sabit ve       fonksiyonu       için 

        koşulunu sağlayan bir fonksiyondur (Bohner and Peterson 2001). 

Teorem 2.29: Eğer      ve         ise o zaman 

∫      (      )                                                  

 

 

       

dir (Bohner and Peterson 2001) 

İspat:  

      (      )                  

                                                                  [             ]             

                                                                [  
        

          
]          

                                                     
 

          
         

                                                  

                        
       

                  [       ]
 
 

olduğu görülür. Burada     değişkenine göre türevi ifade etmektedir. Bu nedenle 

∫      (      )    ∫[       ]
 
     

 

 

 

 

 

                                                     

olur ki buda istenilen sonucu vermektedir. 
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Teorem 2.30:       ve          fonksiyonu,      ve      olmak üzere 

      aralığında sürekli olsun.   
       [       ] aralığında rd-continuous olsun. Eğer 

     için   nin bir   komşuluğu var, öyle ki   [       ]      için 

|                   
              |   |      |                        

eşitsizliği sağlansın. Burada   
    nin birinci değişkene göre türevini ifade etmektedir. 

O halde 

      ∫        

 

  

                                                              

eşitliğinden  

      ∫  
        

 

  

                                                          

olduğu görülebilir (Bohner and Peterson 2001). 

Teorem 2.31 (Karşılaştırmalı Teorem):         ve      olsun. O zaman       

için  

                                                                        

eşitsizliğinden,       için 

                   ∫  (      )                                      

 

  

 

ifadesi elde edilebilir (Bohner and Peterson 2001). 

İspat: 

 [          ]
                                            

                                     
       

             
             

                              [                  ]             

 [              ]                                           

dır.      olduğundan       olur.       olduğundan       olur. O halde 

                    ∫[              ]              
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            ∫                  

 

  

 

         ∫                  

 

  

 

olduğu görülür. Buradan da istenilen sonuca ulaşılır. 

Teorem 2.32 (Gronwall Eşitsizliği):         ve          olsun. O halde 

     için  

          ∫          

 

  

 

eşitsizliğinden,      için 

          ∫                    

 

  

 

ifadesi elde edilir (Bohner and Peterson 2001). 

İspat:      fonksiyonu 

     ∫          

 

  

 

şeklinde ifade edilsin. O zaman         ve  

               [         ]                       

olduğu görülebilir. Karşılaştırmalı teorem kullanılarak      için 

      ∫                     

 

  

 

eşitsizliği elde edilebilir ve  

               

ifadesinden yararlanılarak istenilen sonuca ulaşılır. 
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3. ZAMAN SKALASINDA LİNEER OLMAYAN İNTEGRAL EŞİTSİZLİKLERİ 

 

Bu bölümde         reel sabitler,                   ve      

      olarak ele alınacaktır. 

Lemma 3.1:     olsun. Bu durumda      için 

     
 

 
 

   
   

   

 
 

 
                                                   

dir (Li and Sheng 2007). 

İspat: Eğer     ise o zaman kolaylıkla (3.1) ifadesinin sağlandığı görülebilir. Bu 

nedenle     olması durumunda (3.1) eşitsizliğinin sağlandığını göstermek yeterlidir. 

O halde      için 

     
 

 
          

   

 
                                                 

eşitliğini ele alırsak, bu eşitlikten 

       
      

  
                                                         

olduğu elde edilir. Bu son eşitsizlikten dolayı da  

            

                                                                   

                       

ifadeleri elde edilir. Bu nedenle 

                                                                      

olduğu kolayca görülür. Böylece Lemma 3.1 in ispatı tamamlanmış olur. 

Teorem 3.2:                                        negatif olmayan 

fonksiyonlar olsunlar. Bu durumda     ,      için 

               ∫[             ]                                       

 

  

 

eşitsizliğinden yararlanarak 

     {                     }
 
                                             

olduğu görülür. Burada 
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     ∫ [    (
   

 
 

 
  

    

  
   
 

)      ]                       

 

  

      

ve       için 

     
        

  
   
 

                                                                 

dır (Li 2006). 

İspat: Açıkça eğer      ise o zaman (3.6) eşitsizliği sağlanır. Bu nedenle ispatın 

    ,      için yapılması yeterli olacaktır.      fonksiyonu 

     ∫[             ]                                          

 

  

       

şeklinde tanımlansın. Bu nedenle 

                                                                             

eşitsizliği elde edilir. Lemma 3.1 ve son elde edilen eşitsizlikten,      için 

     (             )
 
  

   

 
 

 
  

    

  
   
 

 
        

  
   
 

                           

olduğu görülür. (3.10) ve (3.12) eşitsizlikleri birlikte ele alınırsa 

     ∫ [    (
   

 
 

 
  

    

  
   
 

 
        

  
   
 

)      ]

 

  

 

       

      ∫
        

  
   
 

    

 

  

                                      

olduğu görülür. Burada      fonksiyonu (3.8) eşitliğinde tanımlandığı gibidir. Ayrıca 

     negatif olmayan, sürekli ve azalmayan bir fonksiyondur. 

1. Durum:        olsun. (3.13) ifadesinden  

    

    
   ∫

        

  
   
 

    

    

 

  

                                              

olduğu görülür.  

       ∫
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olarak ele alınırsa 

      
        

  
   
 

    

    
 

        

  
   
 

                                           

olduğu görülür. Karşılaştırmalı teorem ve         eşitliği ile (3.16) ifadesinden 

                                                                            

eşitsizliği elde edilir. Burada      ise (3.9) eşitliğinde tanımlandığı gibidir.           

(3.14), (3.15) ve (3.17) ifadelerinden 

                  

olduğu görülür. Bu durumda elde edilen son eşitsizlik ve (3.11) eşitsizliğinden (3.7) 

eşitsizliği kolayca elde edilir. 

2. Durum:        olsun.      fonksiyonunun tanımı ve teorem (3.2) den (3.7) 

eşitsizliğinin sağlandığı görülür. 

Sonuç 3.3:     ve                                   olsun. O halde 

    ,      için 

               ∫[             ]  

 

 

 

ifadesinden 

     {          ̅      (∫
        

  
   
 

 

 

  )}

 
 

 

eşitsizliği elde edilir. Burada 

 ̅    ∫[    (
   

 
 

 
  

    

  
   
 

)      ]   

 

 

 

dir (Li 2006). 

Sonuç 3.4:     ve                                için negatif olmayan 

fonksiyonlar olsunlar. O halde           için 

               ∑[             ]

   

   

 

eşitsizliğinden 
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         {          ̌   ∏(  
        

  
   
 

)

   

   

}

 
 

 

eşitsizliği elde edilir. Burada 

 ̌    ∑[    (
   

 
 

 
  

    

  
   
 

)      ]

   

   

 

dir (Li 2006). 

Teorem 3.5:                                    ve      negatif olmayan 

fonksiyonlar olsunlar. O halde     ,      için 

               ∫[                   ]  

 

  

                                

ifadesinden 

     {         ∫ [             (
            

  
   
 

)]

 

  

                     

                }
                                                                                   

eşitsizliği elde edilir. Burada  

         (     
     

  
   
 

)                                                   

dır (Li and Sheng 2007). 

İspat:      fonksiyonu      için 

     ∫[                   ]                                         

 

  

 

şeklinde tanımlansın. O halde         olur ve (3.18) eşitsizliği ise      için 

                                                                      

şeklinde yeniden düzenlenebilir. Lemma 3.1 kullanılarak (3.22) eşitsizliğinden       

için  

                         

 
            

         
 

         

         
                            

olduğu kolayca görülür. (3.21) – (3.23) ifadelerinden      için 
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                          [              ]      
            

         
 

         

         
              

                      [         
             

         
    ]           

ifadesi elde edilir. Burada     , (3.20) eşitliğinde tanımlatıldığı gibidir. O halde 

        olduğu kolayca görülür. Bu nedenle Karşılaştırmalı teorem ile         

eşitliği ve (3.24) ifadesinden      için 

      ∫ [         
             

         
    ]   (      )                

 

  

       

elde edilir. İstenilen (3.19) eşitsizliğine (3.22) ve (3.25) ifadelerinden kolaylıkla ulaşılır. 

Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Sonuç 3.6:     ve                                   olsun. O halde 

    ,      için 

               ∫[                   ]                        

 

 

       

ifadesinden  

     {         ∫ [             (
            

         
)]

 

 

 

    (∫      

 

 

)  }

   

                                                                         

elde edilir. Burada     , Teorem 3.5 de tanımlatıldığı gibidir (Li and Sheng 2007). 

Sonuç 3.7:     ve                                için negatif olmayan 

fonksiyonlar olsunlar. O halde           için 

               ∑[                   ]

   

   

                                  

ifadesinden 

     {         ∑[             (
            

         
)]
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                               ∏         

   

     

}

   

                                                          

 

olduğu görülür. Burada     , Teorem 3.5 tanımlandığı gibidir (Li and Sheng 2007). 

Sonuç 3.8:              ve      negatif olmayan fonksiyonlar olsunlar. Eğer     

bir gerçel sayı ise o halde     ,      için 

        ∫                                                             

 

  

 

ifadesi 

     {
 

 
[             ̅             ]}

   

                                

eşitsizliğine dönüşecektir. Burada 

 ̅    
     

         
                                                              

dır (Li and Sheng 2007). 

İspat: Teorem 3.5 den yararlanılarak (3.30) eşitsizliğinden     ,      için 

                        {  ∫    
         

         
  ̅(      )  

 

  

}

   

 

                             {  (
      

 
  ) ∫  ̅     ̅(      )  

 

  

}

   

 

   {  (
      

 
  ) [  ̅         ̅     ]}

   

                                 

                             {  (
      

 
  )   ̅       

      

 
  }

   

 

                             {
 

 
[             ̅             ]}

   

 

ifadesi elde edilir. Teorem 2.29 dan dolayı üçüncü denklem ve Teorem 2.27 nin i. 

şıkkından dolayı da dördüncü denklem sağlanır. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Örnek 3.9: Aşağıdaki başlangıç değer problemi      için ele alınsın: 

          (       )                                                     
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Burada     ve   sabitler,       ve           sürekli bir fonksiyondur. 

     için 

| (       )|      |     |                                                 

olsun. Eğer     , (3.34) başlangıç değer probleminin çözümü ise, o halde      ve 

     için  

|    |  {
 

 
[         | |    ̅             ]}

 
 
                             

eşitsizliği elde edilir. Burada      negatif olmayan bir fonksiyon ve  ̅   , (3.32) 

ifadesinde tanımlandığı gibidir.  

Gerçekten de (3.34) ün bir çözümü olan     ,      için aşağıdaki denklemi sağlar: 

         ∫ (       )                                                  

 

  

 

(3.35) eşitsizliğinden      için  

|     |  | |  ∫    |    |   

 

  

                                              

olduğu kolayca görülebilir. Son bulunan (3.38) ifadesi ve Sonuç 3.8 den istenilen (3.36) 

ifadesi elde edilir. 

Teorem 3.10:                                    ve       negatif olmayan 

fonksiyonlar ve           olsun. Eğer                   için pozitif bir 

gerçel sayının             şeklinde dizisi mevcutsa, o halde     ,      için  

               ∫ [          ∑      
     

 

   

]                              

 

  

 

ifadesinden 

     {         ∫ [         ∑     (
              

          
)

 

   

]

 

  

 

       

                                       }      

eşitsizliği elde edilir. Burada  

          (     ∑
       

          

 

   

)                                           
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dir (Li and Sheng 2007). 

İspat:      fonksiyonu      için 

     ∫ [          ∑      
     

 

   

]   

 

  

                                     

şeklinde tanımlansın. O halde         eşitliği ile Teorem 3.5 in ispatındaki (3.22) 

eşitsizliği yeniden yazılabilir ve      için,           olmak üzere 

             
              

  
    

 

 
          

  
    

 

                                           

olduğu görülür. Bu nedenle      için 

                ∑      
     

 

   

 

     [             ]∑     
              

  
    

 

 
          

  
    

 

 

   

                  

           [         ∑     
              

  
    

 

 

   

]                                  

ifadesi elde edilir. Burada        (3.41) eşitliğinde tanımlandığı gibidir. Teoremin kalan 

ispatı, Teorem 3.5 in ispatındaki benzer yolla yapılır. 

Teorem 3.11:                                   ve      negatif olmayan 

fonksiyonlar,        Teorem 2.30 da tanımlandığı gibi öyle ki     ve       için 

         ve   
         olsun. Eğer      için   nin bir   komşuluğunda 

  [       ] var ve     için 

|                   
              ||                   |   |      |   

(3.45) 

eşitsizliği sağlanıyorsa     ,      için 

               ∫      [                   ]                         

 

  

 

ifadesi 
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     {         ∫   (      )      

 

  

}

   

                                 

eşitsizliğine dönüşür. Burada      için 

                   (     
     

         
)  ∫  

          (     
     

         
)  

 

  

 

               [             
            

         
]                                                  

           ∫  
          (             

            

         
)  

 

  

 

dır (Li and Sheng 2007). 

İspat:      fonksiyonu      için 

     ∫                                                                         

 

  

 

şeklinde tanımlansın. Burada      için 

              [                   ]                                          

dır. O halde         dır. Teorem 3.5 in ispatındaki gibi (3.22) ve (3.23) eşitsizlikleri 

kolayca elde edilebilir . (3.50) eşitliğinden       için  

                   [                   ]                                  

  
         

      [                   ]                                     

ifadeleri elde edilir. Bu nedenle (3.45) koşulu altında Teorem 2.27 kullanılarak (3.49)-

(3.52) ifadelerinden, (3.22) ve (3.23) eşitsizliklerinden      için 

                ∫  
        

 

  

 

           [                   ]  ∫  
      [                   ]  

 

  

 

           [             (
            

         
)      (     

     

         
)    ] 
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 ∫  
      (             (

            

         
)  

 

  

 

    (     
     

         
)     )     [             (     

     

         
) 

 

 ∫  
          (     

     

         
)  

 

  

]      

          [             (
            

         
)] 

 ∫  
      

 

  

[             (
            

         
)]    

                                                                                                                                      

eşitliği elde edilir. Bu nedenle Karşılaştırmalı teorem ve         eşitliği kullanılarak 

     için  

     ∫  (      )                                                

 

  

       

olduğu görülür. (3.22) ve (3.53) ifadelerinden istenilen (3.47) eşitsizliğine ulaşılır. 

Böylece Teorem 3.11 in ispatı tamamlanmış olur. 

Sonuç 3.12:     ve                                   olsun. Eğer 

       ,     için        ve              kısmi türevli ve reel değerli negatif 

olmayan fonksiyonlar ise o zaman     ,      için  

               ∫      [                   ]                    

 

 

       

ifadesinden  

     {         ∫    (∫  ̅     

 

 

)  ̅     

 

 

}

   

                              

eşitsizliği elde edilir. Burada      için  

 ̅               (     
     

         
)  ∫

       

  
    (     

     

         
)  

 

 

 



24 

 ̅           [             
            

  
   
 

]                                                        

           ∫
       

  
[             

            

         
]   

 

 

 

dır (Li and Sheng 2007). 

Sonuç 3.13:     ve                                için negatif olmayan 

fonksiyonlar olsunlar. Eğer        ve              ile birlikte        için reel 

değerli azalmayan fonksiyonlar ise o zaman     ,      için 

               ∑      [                   ]

   

   

                         

ifadesinden 

     {         ∑ ̃   ∏ (   ̃   )

   

     

   

   

}

 
 

                                   

eşitsizliği elde edilir. Burada     ile        için  

                          

 ̃                (     
     

         
)  ∑            

   

   

(     
     

         
)  

 ̃             [             (
            

         
)] 

 ∑        

   

   

[             
            

         
]                                              

dır (Li and Sheng 2007). 

Sonuç 3.14:     bir sabit,      ve        fonskiyonları Teorem 3.11 deki gibi 

tanımlı olsun. Eğer      için   nin bir   komşuluğunda   [       ] var ve 

               için 

|     [                   
             ]|   |      |                

eşitsizliği sağlanıyorsa  

        ∫             
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ifadesinden 

     {
 

 
[             ̂             ]}

   

                             

eşitsizliği elde edilir. Burada 

 ̂    
 

         
(          ∫  

        

 

  

)                                

dır (Li and Sheng 2007). 

İspat:               ve        eşitlikleri Teorem 3.11 de yerine yazılırsa 

     için 

     
 

         
(          ∫  

        

 

  

)    ̂    

     
         

         
{          ∫  

        

 

  

}                             

 
         

 
 ̂                                                  

olduğu görülür. Bu nedenle Teorem 3.11 kullanılarak (3.65) eşitliklerinden      

     için 

     {  ∫  (      )      

 

  

}

   

                         

                {  ∫  (      )
         

 
 ̂     

 

  

}

   

 

 {  
         

 
∫  ̂(      ) ̂     

 

  

}

   

                     

            {  
         

 
[  ̂         ̂     ]}
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  {
         

 
  ̂       

      

 
}

   

 

eşitsizliği kolayca elde edilebilir. Böylece Sonuç 3.14 ün ispatı tamamlanmış olur. 

Teorem 3.15:                                    ve       negatif olmayan 

fonksiyonlar ve           olsun. Eğer                   için pozitif bir 

gerçel sayının             şeklinde bir dizisi mevcut olsun.        Teorem 2.30 da 

tanımlandığı gibi öyle ki     ve       için          ve   
         olacak 

şekilde ele alınsın. Eğer      için   nin bir   komşuluğunda   [       ] var ve 

   ,     ,      için 

|[                   
              ] [          ∑      

     

 

   

]| 

  |      |             

eşitsizliği sağlanıyorsa  

               ∫      [[          ∑      
     

 

   

]

 

  

                        

ifadesinden 

     {         ∫    (      )       

 

  

}

   

                               

eşitsizliği elde edilebilir. Burada      için 

                             (     ∑
       

          

 

   

) 

                     ∫  
          (     ∑

       

          

 

   

)   

 

  

 

               [         ∑     
              

          

 

   

]                               

                    ∫  
          [         ∑     

              

          

 

   

]   
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dır (Li and Sheng 2007). 

Teorem 3.16:                                         ve      negatif 

olmayan fonksiyonlar olsunlar. O halde     ,      için 

               ∫ [                    ∫           

 

  

]                  

 

  

 

ifadesinden 

     {         ∫         (      )  

 

  

}

   

                                 

eşitsizliği elde edilir. Burada      için 

     [
 

 
             

 

 
            ]      

 

 
        ∫           

 

  

 

         [
 

 
             

   

 
    ]      [

 

 
             

   

 
    ] 

 ∫[
 

 
 

   
      

   

 
 

 
 ]

 

  

                                                                            

dır (Meng et al. 2010). 

İspat:      fonksiyonu 

     ∫ [                    ∫           

 

  

]    

 

  

                              

şeklinde tanımlansın. O halde         ve (3.71) eşitsizliğinden      için 

                                                                              

eşitsizliği yani (3.22) eşitsizliği elde edilir. Teorem 2.26 gereği      için 

      [             ]    
 

 
        [             ]  

   

 
     

      [             ]
 
  

 

 
 

   
 [             ]  

   

 
 

 
                              

      [             ]
 
  

 

 
 

   
 [             ]  

   

 
 

 
  

olduğu görülür. (3.74) ve (3.76) eşitsizliklerinden      için 
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                                 ∫           

 

  

 

                       [
 

 
        [             ]  

   

 
    ] 

     [
 

 
        [             ]  

   

 
    ]                                           

                   ∫    [
 

 
        [             ]  

   

 
    ]    

 

  

 

                                 

eşitsizliği elde edilir. Burada      ve     , (3.73) ifadesinde tanımlandığı gibidir. 

Karşılaştırmalı teorem ve (3.77) eşitsizliği ile         eşitliğinden 

      ∫         (      )                                                    

 

  

 

olduğu görülür. Bu nedenle (3.75) ve (3.78) ifadelerinden istenilen (3.72) eşitsizliğine 

ulaşılır. 

Sonuç 3.17:     ve                                     için negatif olmayan 

fonksiyonlar olsunlar. O zaman     ,      için 

               ∑[                    ∑         

   

   

]

   

   

                   

ifadesinden 

     {         ∑ ̅   ∏ (   ̅   )

   

     

   

   

}

   

                                  

eşitsizliği elde edilir. Burada      için 

     ̅    [
 

 
             

 

 
            ]      

 

 
        ∑        

   

   

 

 ̅        [
 

 
             

   

 
    ]      [

 

 
             

   

 
    ] 

 ∑[
 

 
             

   

 
    ]                                                        

   

   

       

dır (Meng et al. 2010). 
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Teorem 3.18:                     ve      Teorem 3.16 da,        Teorem 2.30 da 

tanımlandığı gibi öyle ki     ve       için             ve           olacak 

şekilde ele alınırsa             için  

               ∫      [                    ∫           

 

  

]    

 

  

 

       

ifadesinden 

     {         ∫           (      )  

 

  

}

   

                                

eşitsizliği elde edilir. Burada      için 

                [(
 

 
             

 

 
            )     

 
 

 
        ∫          

 

  

] 

  ∫       [(
 

 
             

 

 
            )     

 

  

   

 
 

 
        ∫          

 

  

]                                               

               [    (
 

 
             

   

 
    )  

     (
 

 
             

   

 
    )                                  

                             ∫    [
 

 
             

   

 
    ]   

 

  

 

 ∫       [    (
 

 
             

   

 
    )         

 

  

 

     (
 

 
             

   

 
    )                                  
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 ∫    (
 

 
             

   

 
    )  

 

  

]                                  

dır (Meng et al. 2010). 

İspat:      fonskiyonu 

     ∫      [                    ∫           

 

  

]                         

 

  

 

şeklinde tanımlansın. O zaman         ve (3.82) ifadesinden (3.22) eşitsizliği 

tekrardan yazılabilir. Bu nedenle (3.76) ve (3.85) ifadelerinden      için 

                            [                    ∫           

 

  

] 

 ∫       [                    ∫           

 

  

]

 

  

   

                [    (
 

 
                        

   

 
    ) 

     (
 

 
        (             )  

   

 
    )                    

 ∫    (
 

 
        (             )  

   

 
    )   

 

  

]                 

     ∫       [    (
 

 
                        

   

 
    )

 

  

 

     (
 

 
        (             )  

   

 
    )                    

      ∫    (
 

 
                        

   

 
    )  

 

  

]    

                                        

olduğu kolayca görülür. Burada       ve       (3.84) ifadesinde tanımlandığı gibidir. 

Karşılaştırmalı teorem ve (3.86) ifadesi ile         eşitliğinden 

      ∫           (      )                                            
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eşitsizliği elde edilir. Bu nedenle (3.22) ve (3.87) eşitsizliklerinden istenilen (3.83) 

eşitsizliğine ulaşılır. 

 

Şimdi ise aşağıdaki başlangıç değer problemini      için ele alalım: 

[     ]   (   (      ) ∫           

 

  

)                                      

Burada   bir sabit,             sürekli fonksiyon ve ayrıca           

          sürekli fonksiyonlardır. 

Örnek 3.19:      için 

|        |  | |  | |                 

 |      |           | |      | |                                          

    |      |           | |                      

eşitsizlikleri sağlansın. Burada       ve   sabitler,       ve         

      dır.                     ve      negatif olmayan fonksiyonlar olsunlar. 

O zaman (3.88) in her çözümü olan      aşağıdaki eşitsizliği      ve       için 

sağlar: 

|    |  {| |  ∫         (      )  

 

  

}

 
 

                                

Burada     (3.73) ifadesinde tanımlandığı gibi,      | |        dir. Gerçekten de 

(3.88) in çözümü olan      aşağıdaki denklemi      için sağlar; 

        ∫ (   (      ) ∫ (      )  

 

  

)  

 

  

                     

(3.89) ve (3.91) ifadelerinden de  

|     |  | |  ∫ | (   (      ) ∫ (      )  

 

  

)|                              

 

  

 

  | |  ∫ [    |    |      |    |  ∫    |    |   

 

  

]   

 

  

                     

olduğu görülür. Teorem 3.16 dan yararlanılarak (3.92) eşitsizliğinden (3.90) ifadesi elde 

edilir. 
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Örnek 3.20:      için 

|          |  |          |  |     |  |     |                 

 |       |  |       |                  |  
    

 |                                               

    |       |  |       |                  |  
    

 |                                                     

eşitsizlikleri sağlansın.     ve   örnek 3.19 da tanımlandığı gibidir. Eğer  

     ⁄         ve    tek sayı ise o zaman (3.88) tek bir çözüme sahiptir; aksi 

halde    
       

     şeklinde       ve       çözümlerine sahip olur. 

Çözüm:       ve      , (3.88) in iki çözümü olsun. O halde      için 

  
       

     ∫ [ (   (       ) ∫ (       )  

 

  

)

 

  

 

       

                            (   (       ) ∫ (       )  

 

  

)]   

olduğu görülür. (3.93) ve (3.94) ifadelerinden      için 

|  
       

    |  ∫ [    |  
       

    |  ∫    |  
       

    |  

 

  

]   

 

  

            

eşitsizliği elde edilir. Teorem 3.16 dan yararlanılarak      için 

  
       

       

olduğu görülür. Buradan da istenilen sonuca ulaşılır. 

Örnek 3.21: Aşağıdaki denklem      için ele alınsın; 

               ∫ (           ∫        

 

  

)   

 

  

                       

     için 

|          |         | |  | |                   

 |      |                | |      | |                                                

    |      |               | |                                                                           

eşitsizlikleri sağlansın. Burada       ve   sabitler,        ve          

      dır.                                   ve      negatif olmayan 

fonksiyonlardır.        Teorem 2.30 da gibi tanımlı, öyle ki     ve       için 
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            ve           olduğunda (3.96) ifadesinin bir çözümü olan      

fonskiyonu             için aşağıdaki eşitsizliği sağlar: 

|    |  {         ∫           (      )  

 

  

}

 
 

                           

Burada        (3.84) tanımlandığı gibidir. 

Çözüm: (3.97) ve (3.96) ifadelerinden       için 

|    |           ∫      [    |    |      |    |  ∫    |    |   

 

  

]   

 

  

 

       

eşitsizliği elde edilir. Teorem 3.18 den yararlanılarak (3.98) ifadesi elde edilir. 

Teorem 3.22:                     ve      negatif olmayan fonksiyon olsunlar. 

           sürekli bir fonksiyon öyle ki      ve       için 

                                                                   

olsun. Burada           sürekli bir fonksiyondur. O halde             için 

                ∫ (       )                                  

 

  

        

ifadesinden 

     {         ∫   (      ) (  
            

         
)  

 

  

}

 
 

                

 

eşitsizliği elde edilir. Burada 

      (  
            

         
)

     

         
                                   

dir (Li and Sheng 2007). 

İspat:      fonksiyonu      için 

     ∫ (       )   

 

  

                                              

şeklinde tanımlansın. O halde         ve (3.101) eşitsizliğinden (3.22) eşitsizliği 
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yazılabilir. Teorem 3.5 in ispatındaki gibi (3.22) eşitsizliğinden kolayca (3.23) ifadesi 

elde edilir. Açıkça (3.104), (3.23) ve (3.100) ifadelerinden      için 

                 

              (  
            

         
 

     

         
    )   (  

            

         
) 

             (  
            

         
) 

              (  
            

         
)

     

         
       (  

            

         
) 

              (  
            

         
)                                                                   

olduğu kolayca görülür. Burada     , (3.103) ifadesinde tanımlandığı gibidir. 

Karşılaştırmalı teorem ve         eşitliği kullanılarak, (3.105) ifadesinden      

için 

      ∫   (      ) (  
            

         
)                         

 

  

        

eşitsizliği elde edilir. İstenilen (3.102) eşitsizliğinin (3.22) ve (3.106) ifadelerinden 

kolayca elde edilebileceği görülür. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 3.23:                     ve      negatif olmayan fonksiyon olsunlar. 

   :  
       sürekli bir fonksiyon öyle ki      ve       için 

                                                                      

olsun. Burada            sürekli bir fonksiyon,           dir. Eğer  

                  için pozitif bir gerçel sayının             şeklinde bir dizisi 

mevcutsa, o halde     ,      için 

                ∑ ∫  (   
     )                              

 

  

 

   

        

ifadesinden 

     {         ∑ ∫   (      )  (  
              

          
)  

 

  

 

   

}

 
 

               

eşitsizliği elde edilir. Burada 
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      ∑  

 

   

(  
              

          
)

      

          
                                

dır (Li and Sheng 2007). 

Teorem 3.24:           fonksiyonları Teorem 3.16 da tanımlandığı gibi 

                      sürekli fonksiyonlar        ikinci değişkene göre 

azalmayan ve aşağıdaki eşitsizliği      ve       için sağlayan bir fonksiyon 

olsun; 

                                                                 

O halde     ,      için 

               ∫ [           (       )  ∫           

 

  

]                    

 

  

 

ifadesinden  

     {         ∫           (      )  

 

  

}

 
 

                                 

eşitsizliği elde edilir. Burada      için 

       
 

 
             

 

 
        ∫          

 

  

              

                
 

 
         (  

 

 
             

   

 
    )             

            (
 

 
             

   

 
    )                                                   

                                     ∫    (
 

 
             

   

 
    )   

 

  

 

         (  
 

 
             

   

 
    )                              

dır (Meng et al. 2010). 

İspat:      fonksiyonu 

     ∫ [           (       )  ∫           

 

  

]                        

 

  

 

şeklinde tanımlansın. O halde         ve (3.112) eşitsizliğinden (3.22) eşitsizliği 
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tekrardan yazılabilir. Bu nedenle (3.23) ve (3.115) eşitsizliklerinden      için 

                  (       )  ∫           

 

  

 

                 [
 

 
                        

   

 
    ] 

            (  
 

 
                        

   

 
    ) 

           (  
 

 
 

   
      

   

 
 

 
 )                      

          ∫    [
 

 
 

   
 (             )  

   

 
 

 
 ]         

 

  

 

           (  
 

 
 

   
      

   

 
    ) 

              [
 

 
 

   
      

   

 
 

 
 ]  ∫    [

 

 
             

   

 
    ]   

 

  

 

 [
 

 
 

   
          

 

 
 

   
 ∫          

 

  

]                                                      

           (  
 

 
 

   
      

   

 
 

 
 )

 

 
 

   
          

           (  
 

 
 

   
      

   

 
 

 
 )                  

olduğu görülür. Burada       ve      , (3.114) ifadesinde tanımlandığı gibidir. 

Karşılaştırmalı teorem ve (3.116) eşitliği ile         eşitliğinden 

     ∫           (      )                                  

 

  

        

eşitsizliği elde edilir. Buradan da (3.22) ve (3.117) ifadelerinden istenilen (3.113) 

eşitsizliğine ulaşılır. 

Sonuç 3.25:     ve                                     için negatif olmayan 

fonksiyonlar olsunlar.         
     fonksiyonları ise       için 

                                                                 

eşitsizliği sağlansın. Ayrıca        ikinci değişkene göre azalmayan bir fonksiyondur. 
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O halde     ,      için 

               ∑[           (       )  ∑         

   

   

]

   

   

                  

ifadesinden 

     {         ∑  
̅̅ ̅   ∏(    

̅̅ ̅   )

   

   

   

   

}

 
 

                                   

eşitsizliği elde edilebilir. Burada      için 

  
̅̅ ̅    

 

 
                 

 

 
        ∑        

   

   

 

                  
 

 
         (  

 

 
             

   

 
    )       

  
̅̅ ̅        (

 

 
 

   
      

   

 
 

 
 )                                                    

         ∑    

   

   

(
 

 
             

   

 
    )        

            (  
 

 
             

   

 
    )                         

dır (Meng et al. 2010). 
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4. ZAMAN SKALASINDA GECİKMELİ İNTEGRAL EŞİTSİZLİKLERİ 

 

İlk önce      için 

               ∫[     (    )      ]    

 

  

                                

gecikmeli integral eşitsizliği     ,         için 

{
                         [    ]   

 (    )         (    )
   

                         
                                           

başlangıç değer koşulu ile birlikte zaman skalasında ele alınsın. Burada     sabit 

       ,                {         }    ,          [    ]        

dır. 

Teorem 4.1:                                    olsun. Eğer      ve     ,      

için azalmayan fonksiyonlar ise o zaman (4.1) ifadesi (4.2) başlangıç koşulu altında 

    ,      için 

     [         (     ∫  (      )          

 

  

)]

   

                        

eşitsizliğine dönüşür. Burada 

     ∫[    (
   

 
 

 
  

    

  
   
 

)      ]                          

 

  

      

ve      için 

     
        

  
   
 

                                                               

dır (Li 2009 b). 

İspat:       herhangi bir sayı olarak ele alınarak,      fonksiyonu   [    
 ]    

için 

     {          ∫[     (    )      ]    

 

  

}

 
 

                             

şeklinde tanımlansın.      fonksiyonu azalmayan ve negatif olmayan fonksiyon olduğu 

kolayca görülebilir, ayrıca   [    
 ]    için 
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eşitsizliği elde edilir. O halde   [    
 ]    ile         için 

 (    )   (    )                                                           

dır. Diğer yandan (4.2) başlangıç koşulu kullanılarak    [    
 ]    ile        için 

 (    )   (    )  (    )
   

 (     )
   

                                    

olduğu görülür. (4.7) ve (4.8) ifadelerinden   [    
 ]    için 

 (    )                                                                        

eşitsizliği elde edilir. (4.6) ve (4.9) ifadelerinden   [    
 ]    için 

                ∫[             ]                                      

 

  

 

eşitsizliği elde edilir. (4.10) eşitsizliğinde      olarak alınırsa 

                  ∫[             ]                                    

  

  

 

olduğu görülür.       sayısını keyfi olarak alırsak, (4.11) ifadesinden      için 

               ∫[             ]                                        

 

  

 

eşitsizliği elde edilir. Benzer şekilde      için 

                                                                               

eşitsizliği elde edilir.      fonksiyonu      için aşağıdaki gibi tanımlansın: 

     ∫[             ]                                                     

 

  

 

O halde (4.12) ifadesi       için 

                                                                       

şeklinde yeniden yazılabilir. Lemma 3.1 kullanılarak (4.15) ifadesinden     ,      

için  

     (             )
 
  

   

 
 

 
  

    

  
   
 

 
        

  
   
 

                           

eşitsizliği elde edilir. (4.14) ve (4.16) ifadelerinden      için 
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             ∫ [    (
   

 
 

 
  

    

  
   
 

 
        

  
   
 

)      ]                    

 

  

 

          ∫                                                                                              

 

  

       

olduğu görülür. Burada      ve      sırası ile (4.4) ve (4.5) de tanımlandığı gibidir. 

Burada            ve        dır. Gronwall eşitsizliği kullanılarak (4.17) 

ifadesinden      için 

          ∫  (      )                                                    

 

  

 

eşitsizliği elde edilir. O halde istenilen (4.13), (4.15) ve (4.18) den (4.3) elde edilir. 

Böylece ispat tamamlanmış olur.  

Teorem 4.2: Teorem 4.1 deki koşullar geçerli olsun. O halde (4.1) eşitsizliği, (4.2) 

başlangıç koşulu altında     ,      için  

     [                     ]
                                           

ifadesine dönüşür. Burada      ve      sırası ile (4.4) ve (4.5) ifadelerinde tanımlandığı 

gibidir (Li 2009 b). 

İspat: Teorem 4.1 in ispatındaki gibi (4.18) ifadesi elde edilir.      için      

fonksiyonunun azalmayan fonksiyon olduğu kolayca görülür. O halde (4.18) ifadesi  

     için  

              ∫   (      )                                                                  

 

  

 

       

     [  ∫  (      )      

 

  

]                                                                

şeklinde yeniden yazılabilir. Ayrıca      için  

∫  (      )      

 

  

                                                           

olduğu görülür. (4.20) ve (4.21) ifadelerinden      için 

                                                                             

eşitsizliği elde edilir. O halde (4.13), (4.15) ve (4.22) den (4.29) elde edilir. Böylece 
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ispat tamamlanmış olur. 

 

Şimdi ise zaman skalasında      için 

           ∫    

 

  

        ∫[     (    )      ]    

 

  

                            

gecikmeli integral eşitsizliği ile (4.2) başlangıç koşulu sağlansın. Burada     sabit ve 

     ise (4.1) eşitsizliğindeki gibi tanımlansın. 

Teorem 4.3:                               
      ve     ,      için azalmayan 

bir fonksiyon olsun. O halde (4.23) eşitsizliği (4.2) başlangıç koşulu altında      

     için 

     [        (         ∫   (      )          

 

  

)]

   

                         

ifadesine dönüşür. Burada 

     ∫ [    [        ]
   (

   

 
 

 
  

    

  
   
 

)      ]                           

 

  

       

ve  

     
    [        ]

   

  
   
 

                                                                

dır (Li 2009 b). 

İspat:       herhangi bir sayı olmak üzere ve      fonksiyonu   [    
 ]    için 

     {      ∫    

 

  

        ∫[     (    )      ]    

 

  

}

 
 

                  

şeklinde ifade edilsin. Teorem 4.1 in ispatındaki gibi      fonksiyonunun negatif ve 

azalmayan olduğu kolayca görülür. O halde       için 

                                                                                

ve 

           ∫    

 

  

        ∫[             ]    

 

  

                        

eşitsizlikleri elde edilir.      fonksiyonu 



42 

                                                                               

olarak ifade edilsin. Burada 

     ∫[             ]                                                 

 

  

       

dir. O halde (4.29) ifadesi 

           ∫    

 

  

                                                             

şeklinde yeniden yazılabilir. Gronwall eşitsizliği kullanılarak (4.32) ifadesinden      

için 

           ∫  (      )        

 

  

                                              

eşitsizliği elde edilir.      fonksiyonu azalmayan olup (4.33) ifadesinden yararlanılarak 

     için 

                   

olduğu görülür. Bu son eşitsizlikten de  

     [        ]
 
 [         ]

 
                                             

ifadesi elde edilir. Lemma 3.1 kullanılarak      için (4.34) eşitsizliği 

      [        ]
 
 [         ]

 
  [        ]

 
 [

   

 
 

 
  

    

  
   
 

 
    

  
   
 

] 

       

şeklinde düzenlenebilir. (4.31) ve (4.35) ifadelerinden      için 

     ∫ [    [        ]
 
 (

   

 
 

 
  

    

  
   
 

 
    

  
   
 

)      ]                    

 

  

 

         ∫                                                                                                        

 

  

 

olduğu görülür. Burada      ve      sırası ile (4.25) ve (4.26) ifadelerinde tanımlandığı 

gibidir. Gronwall eşitsizliği kullanılarak (4.36) ifadesinden      için 
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          ∫  (      )        

 

  

                                             

eşitsizliği elde edilir. (4.34) ve (4.37) ifadelerinden  

     [[        ] (          ∫  (      )        

 

  

  )]

 
 

                     

ifadesi elde edilir. O halde (4.28) ve (4.38) eşitsizliklerinden (4.24) eşitsizliği elde 

edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 4.4: Teorem 4.3 deki koşullar geçerli olsun. O halde (4.23) eşitsizliği (4.2) 

başlangıç koşulu altında           için 

     [        (                 )]
 
                                     

eşitsizliğine dönüşür. Burada      ve      sırası ile (4.25) ve (4.26) ifadelerinde 

tanımlandığı gibidir (Li 2009 b). 

İspat: Teorem 4.3ün ispatındaki gibi (4.38) eşitsizliği elde edilebilir.      için      

fonksiyonunun azalmayan olduğu kolayca görülebilir. Bu nedenle (4.38) eşitsizliğinden 

     için 

     [[        ](                  )]

 
 
                                  

ifadesi elde edilir. O halde istenilen (4.28) ve (4.40) eşitsizliklerinden (4.39) eşitsizliği 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

 

Şimdi de zaman skalasında      için 

           ∫    

 

  

        ∫                

 

  

                            

gecikmeli integral eşitsizliği ile (4.2) başlangıç koşulu sağlansın. Burada     sabit ve 

     ise (4.1) eşitsizliğinde ifade edildiği gibidir. Ayrıca             sürekli bir 

fonksiyondur. 

Teorem 4.5:                     
      ve     ,      için azalmayan bir 

fonksiyon olsun. Eğer       için 

                                                                    

ifadesi sağlanıyor ise o halde (4.41) ifadesi (4.2) başlangıç koşulu altında      
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     için 

     [[        ] (         ∫  (      )        

 

  

  )]

 
 

                     

eşitsizliğine dönüşür. Burada             sürekli bir fonksiyon 

     ∫ [ (  [        ]
   )(

   

 
 

 
  

    

  
   
 

)]                          

 

  

       

ve 

      (  [        ]
 
 (

   

 
 

 
  

    

  
   
 

))
[        ]

 
 

  
   
 

                         

dır (Li 2009 b). 

İspat:       herhangi bir sayı olmak üzere,      fonksiyonu   [    
 ]    için 

     {      ∫    

 

  

        ∫ (   (    ))     

 

  

}

 
 

                         

şeklinde ifade edilsin. Teorem 4.1 in ispatındaki gibi benzer şekilde (4.42) ifadesi ile 

birlikte      fonksiyonun negatif ve azalmayan fonksiyon,      için 

                                                                              

ve 

            ∫    

 

  

        ∫             

 

  

                             

olduğu kolayca görülür.      fonskiyonu 

                                                                           

şeklinde ifade edilsin. Burada 

     ∫             

 

  

                                                       

dir. O halde (4.48) ifadesi      için 

           ∫    
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şeklinde yeniden yazılabilir. Teorem 4.3 ün ispatındaki gibi benzer yolla, (4.51) 

eşitsizliğinden      için 

     [        ]
 
 [         ]

 
                               

 [        ]
 
 [

   

 
 

 
  

    

  
   
 

 
    

  
   
 

]                             

ifadesi elde edilir. (4.50) ve (4.54) ifadelerinden      için 

     {∫ (  [        ]
 
 )(

   

 
 

 
  

    

  
   
 

 
    

  
   
 

) 

 

  

  

  (  [        ]
 
 )(

   

 
 

 
  

    

  
   
 

)                    

  (  [        ]
 
 (

   

 
 

 
  

    

  
   
 

))}                                     

      ∫         

 

  

                                                  

olduğu görülür. Burada      ve      sırası ile (4.44) ve (4.45) de ifade edildiği gibidir. 

Gronwall eşitsizliği kullanılarak (4.53) ifadesinden      için 

           ∫  (      )        

 

  

                                           

eşitsizliği elde edilir. (4.52) ve (4.54) ifadelerinden      için 

     [[        ] (         ∫  (      )        

 

  

  )]

 
 

                      

olduğu görülür. O halde (4.47) ve (4.55) eşitsizliklerinden (4.43) elde edilir. Böylece 

ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 4.6: Teorem 4.5 deki koşullar geçerli olsun. (4.41) eşitsizliği (4.2) başlangıç 

koşulu altında           için 

     [        (                 )]
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eşitsizliğine dönüşür. Burada      ve      sırası ile (4.44) ve (4.45) ifadelerinde 

tanımlandığı gibidir (Li 2009 b). 

 

Şimdi ise      için 

(     )
 
  (   (    ))                                                   

gecikmeli dinamik denklemi ile      ,         için 

{
                         [    ]   

 (    )                                          
                                            

başlangıç koşulu sağlansın. Burada           sürekli bir fonksiyon ,          

ve     sabitler,   ve      , (4.2) başlangıç koşulunda tanımlandığı gibi ve         

         [    ]        dir. 

Örnek 4.7:  

| (   (    ))|      | (    )|                                              

olsun. Burada                
      dır.     , (4.57) denklemini (4.58) başlangıç 

koşulu altında sağlasın. O halde            için 

|    |  [| |   ̅   ∫   ̅(      ) ̅    ̅   

 

  

  ]

 
 

                                 

olduğu görülür. Burada 

     ∫ [    (
   

 
 

 
  

| |

  
   
 

)      ]                           

 

  

 

(4.61) 

     
    

  
   
 

                                                

dir (Li 2009 b). 

Çözüm: Açıkça       (4.57) denkleminin (4.58) başlangıç koşulu altında çözümü ise 

     için aşağıdaki denklemi de sağlar: 

        ∫ (   (    ))

 

  

                                                 

(4.59) dan (4.58) başlangıç koşulu altında      için 
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|     |  | |  ∫[    | (    )|       ]

 

  

                                         

eşitsizliği elde edilir. O halde Teorem 4.1 kullanılarak (4.63) eşitsizliğinden (4.60) 

eşitsizliği kolayca görülür. 
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