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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

YUKSEK MERTEBEDEN FARK
DENKLEMLERININ GLOBAL DAVRANISLARI UZERINE

F. Hilal GUMUS
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danigsman: Doc. Dr. Ozkan OCALAN

Yiiksek mertebeden lineer olmayan fark denklemleri, biyoloji, genetik, ekonomi,
psikoloji, sosyoloji ve daha bir ¢ok bilim dalinin i¢indeki matematiksel modellemelerin
uygulamasinda ¢ok énemli bir yere sahiptir. Bu nedenden dolayidir ki, son zaman-
larda fark denklemlerinin ¢aligmasina ¢ok biiyiik bir ilgi mevcuttur. Bu caligma alt1
boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde fark denklemleri hakkinda genel bilgiler
verilmis ve lineer olmayan fark denklemleri ile ilgili yapilan calismalarin literatiir
ozeti verilmistir. Ikinci boliimde fark denklemleri ile ilgili genel tanim ve teoremler
verilmistir. Uciincii boliimde Tpi1 = TpTy_1 — 1 denkleminin, dérdiincii boliimde ise
Tpi1 = Tp_1Ty_o — 1 fark denkleminin, besinci boliimde x,, 1 = x,,_o—1 fark den-
kleminin, son boliimde ise =, = z,_;x,_ — 1 fark denkleminin pozitif ¢éziimlerinin

davraniglari ele alinmigtir.

2015, vi+74 sayfa
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ABSTRACT
M. Sc Thesis

ON THE GLOBAL BEHAVIOR OF THE HIGHER
ORDER DIFFERENCE EQUATIONS

F. Hilal GUMUS
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Associate Prof. Dr. Ozkan OCALAN

Nonlinear difference equations of higher order are of paramount importance the
applications of several mathematical models in biology, economics, genetics, sociol-
ogy, psychology, and so forth. In the first section, general informations were given
about the difference equations and a summary of literature on nonlinear difference
equations was given. In the second section, general definitions and theorems about
difference equations were given. In the third section, of the x,,; = z,z,.1 — 1
difference equation, in the forth section of the =,y = =, 12,2 — 1 difference equa-
tion, in the fifth section of the x,.1 = x,x, o — 1 difference equation and in the
last section of x,, = z,_;x,_r — 1 difference equation are studied the behaviour of

positive solutions of difference equations.

2015, vi+74 pages

Key Words: Boundedness, unbounded solution, attractivity, difference equation.

i



TESEKKUR

Tiim egitim ve 6gretim hayatim boyunca desteklerini hep yanmimda hissettigim ve
bana ¢alismalarimda hep pozitif enerji katan aileme sonsuz tesekkiir ederim.

Bana bu ¢alismasi zevkli ve ilging konuyu tez calismasi olarak veren, benim icin ¢ok
degerli ve iizerimde ¢ok emegi olan damsman hocam Doc. Dr. Ozkan OCALAN’a
tiim yardimlarindan, ogretilerinden, bilimsel ¢aligmalarima baglamamda o6ncii ol-
masindan dolay1 ne kadar tesekkiir etsem azdir. Ayrica hayatimin her alaninda
oldugu gibi matematik caligmalarimda da beni hi¢ yalnmz birakmayan, destegini
hep ilerleyici bir kuvvet olarak bana hissettiren canim egim Arag. Gor. Mehmet

GUMUS’e (Biilent Ecevit Universitesi) tesekkiirlerimi sunarim.

F. Hilal GUMUS
AFYONKARAHISAR, 2015

1l



ICINDEKILER

Sayfa
OZET ... i
ABST R A CT ettt e et b e e b e rr e ne e I
TESEKKUR ........ooovivieiieeteeeeeeee ettt ssena st n et sas sttt s et iii
ICINDEKILER ..........oooiiiiiiieeeeeeeeee ettt iv
SIMGELER.........cooooiiiitiiiiieiete s Vi
Lo GIRIS ..ottt ettt 1
1.1 Fark denklemlerinin Sinirlilig1, Kararliligi ve Periyodikligi ile ilgili Yapilmis
CaAlISIMALAT ..eiiiiieiei ettt a et nan e nees 4
2. FARK DENKLEMLERIYLE ILGILI GENEL TANIMLAR.........cccooconiiniinianne. 7
3. Xp41 = XpXn_1 — 1 FARK DENKLEMININ COZUMLERININ DINAMIGI ....14
3.1 (3.1)'in Denge Noktalar1 ve Periyodik COzZUMIETT ........ccovervieiiiiieiicieceeeee 15
3.2 (3.1)'in Coziimlerinin Kararliligt ve Yakinsaklig1 .........cccooieniiiiniiiiie 21
3.3 (3.1)'1N SINITS1Z COZUMICTT ..ottt 22
4. Xp41 = Xp—1%n—2 — 1 FARK DENKLEMININ COZUMLERININ DINAMIGi..28
4.1 (4.1)'in Denge Noktalar1 ve Periyodik COZUMIETT ......ccveviiviiiiiieiiiiee e 29
4.2 (-1,0) Araligimdaki COZUMIET..........ccoiviiieiiieieie e 35
4.3 (4.1)'in Coziimlerinin Kararlilig1 ve Yakinsaklig1l ........cccooviiiiiiiiiiiiiiiiice, 38
4.4 Degismez (Sabit) Araliklar ..........cccoiiiiiiii e 39
4.5 (4.1)'in SINIrS1Z COZUMIETT ... 44
4.6 X_2,X_1,X0E(L,X1) DUIUMU ....ooiiiiiiiiccie ettt 46
5. Xp41 = XpXn_z — 1 FARK DENKLEMININ COZUMLERININ DINAMIGI .....48
5.1 (5.1)'in Periyodik COZUMIETI.........ceivieiiiiiieiiccee e 49
5.2 (5.1)'in Coziimlerinin Lokal Kararltligl .........cccocveiiiiiiiiiiiic e 51
5.3 X_2,X_1,X0E(=1,0) DUIUMIU....eiiiiiiiiieiieeciie et 53
5.4 (5.1)'1N SINITSI1Z COZUMICTT ...cevvveiiiiiieiie et 60
6. Xp+1 = Xn_1Xn_i. — 1 FARK DENKLEMININ COZUMLERININ
DINAMIGT ..ot 63
6.1 Yardimel Bir SONUG .....vvviiiie it 64
6.2 (6.1)'1N SINITSI1Z COZUMICTT ...cevvieiiiiiieiie e 67



7. KAYNAKLAR

OZGECMIS.........



SIMGELER DiZIiNi

+

MARMIVIA N 255 N=

<)

«©«

Reel Sayilar

Tam Sayilar

(0,00) aralig
Dogal Sayilar
Kapsar

Esittir

Kiigtik veya esittir
Biiytik veya esittir
Elemanidir
Elemani degidir
Toplam Sembolii
Logaritma Fonksiyonu

Vi



1. GIRIS

Fark denklemler teorisi yaklagik sekiz asirlik caligmalar sonucunda sistematik bir
hale gelmigtir. Fark denklemleri Fibonacci tarafindan ¢aligma konusu olarak dikkate
alinmistir ve onun ¢ok basarili ¢alismalar1 sonucunda bir ¢cok matematikci sonraki
zamanlarda bu ilgin¢ alana yonlenmistir. Laplace sabit katsayili homojen dogrusal
fark denklemleri, Guichard ayni denklemin homojen olmayan hallerini, Gelgrum bu
denklemlerin ¢oziimlerinin asimptotik davranigini inceleme konusu olarak se¢mistir.
Fark denklemler teorisi matematigin sistematik olarak gelismesiyle birlikte ortaya
¢ikan ilk teorilerden birisidir. Bu teori zamana bagh ayrik olaylarin matematiksel
ifadesinde kullanilmigtir. Fark denklemler bir ¢ok doga olayim ifade etmekte kul-
lanilir. Bununla birlikte fark denklemler, diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziim-
lerinin incelenmesinde de kullanilir. Yani, verilen bir diferansiyel denklemin, ayrik
benzeri olan fark denklem ifade edilir ve bu fark denklem, diferansiyel denklemin
¢Ozlimiiniin yapisini arastirmak icin incelenir.
Fark denklemleri sadece diferensiyel denklemlerin niimerik ¢oziimlerinde degil, ayni
zamanda biyoloji, miihendislik, ekonomi, savunma, genetik ve benzeri alanlarda or-
taya ¢ikan matematiksel modellemelerde ya dogrudan yada dolayli olarak yer alirlar.
Bu denklemlerde bagimsiz degisken tamsayilar iizerinde tanimhidir. Dolayisiyla fark
denklemlerinde tiirev terimleri yerine bilinmeyen fonksiyonun farklari bulunur. Bu
bakimdan fark denklemleri daha ziyade siirekli olmayan problemleri karakterize eder.
Ornegin, genetik alanindaki kusaklar arasindaki genetik basgkalasim ile ekonomi
alanindaki fiyat degisim problemleri siirekli olmayan problemlerden bazilaridir. Zira,
bagimsiz degiskenler birinde kusak; digerinde duruma gore giin, hafta, ay veya yildir
ve ikisi de dogal olarak ayrik kiimeler iizerinde tanimhidir.
Fark denklemler genellikle zamanin gidigat: iizerindeki olaganiistii olusumu tanim-
lar. Ornegin belli bir popiilasyon ayrik jenerasyona sahip ise, (n -+ 1)’inci jenerasyon
olan z(n + 1)’in biiyiikliigii, n’inci jenerasyon olan z(n)’in bir fonksiyonudur.
Bu iligki kendini

z(n+1) = f(x(n)) (1.1)

denkleminde aciklar. Bu probleme diger bir agidan da bakabiliriz. Bir xy noktasin-



dan baslayarak,
o, f(xo), f(f(x0)), F(f(f(20))), - (1.2)

dizisi olarak genelleyebiliriz. Kolaylik i¢in su notasyonu da benimseyebiliriz;

f2 (o) = f(f(w0)), [fP(wo) = F(f(f(20))), .. vs.

Eger
() = f"(xo) (1.3)

denilirse,

z(n+1) = f"(z0) = f(f"(0)) = f(2(n)) (1.4)
elde edilir.
f(x0), f’nin herhangi bir xy noktasindaki birinci iterasyonunu, f%(z,) ise f'nin g
noktasindaki ikinci iterasyonunu ve daha genellemek gerekirse, f™(z), f’nin 2 nok-
tasindaki n’inci iterasyonunu gosterir. f9(zq)=z olmak iizere { f™"(x¢) : n > 0} tiim
pozitif iterasyonlarin kiimesine xq’in pozitif yoriingesi denir. Bu iterasyon prosediirii
ayrik dinamik sistemin bir 6rnegidir.
Bu tartismalardan sonra tam olarak fark denklemleri ve ayrik dinamik sistemler
ayni paranin farkh iki yiiziini gosterdigi sonucuna varilabilir. Mesela aragtirma-
cilar fark denklemler hakkinda konugtuklarinda genellikle konunun analitik kismina
deginirken, ayrik dinamik sistemler hakkinda konustuklarinda genellikle konunun
geometrik ve topolojik yoniine génderme yaparlar.
Sayet (1.1)’de tamimlanan f fonksiyonu g : ZT xR — R olarak tanimlanan ¢ fonksiy-

onu ile yer degistirilirse, o zaman
z(n +1) = g(n, z(n)) (1.5)

elde edilir. (1.5) denklemine otonom olmayan veya zaman degiskenli denir iken,
(1.1) denklemine otonom veya zaman degiskensiz denir. (1.5)nin ¢alisilmasi gok
daha karigiktir ve birinci mertebeden denklemlerin ayrik dinamik sistem teorisine
uygun diigmez.

Bu tezde yiiksek mertebeden lineer olmayan fark denklemleri ve bu fark denklem-

lerinin pozitif ¢oztimlerinin davraniglar: ele alinmistir.



Bu tip denklemlerin caligmasi oldukga zorlayicidir, ancak ugragsmaya degerdir ve bu
denklemlerle ilgili caligmalar hala emekleme evresindedir.

Lineer olmayan fark denklemleri sahip oldugu ozelliklerle cok ¢nemli bir yapiya
sahiptir. Buna ilaveten bu gibi denklemler hakkindaki sonuglar, lineer olmayan fark
denklemlerinin global davraniglarinin temel teorisindeki gelismeler i¢gin orijinal ¢alig-
malar sunabilmektedir.

k,l € N ve basglangi¢ kosullar1 x_ maxir,y, -, To keyfi reel sayilar olmak tizere
Tpil = TpyTp_p — 1 n=20,1,.. (1.6)

fark denkleminin ¢oziimlerinin aragtirmasi bir ¢ok makale ve konferans bildirilerinde
yapilmig ve bu tipteki denklemler icin yapilmasi gereken bir ¢ok caligma mevcuttur.

Bu genel hali verilen (1.6) denklemin litaretiir 6zeti agsagida ele alinmgtar.



1.1 Fark Denklemlerinin Siirhihig, Kararhiligi ve Periyodikligi ile Tlgili
Yapilmig Calismalar

Bu kisimda (1.6) denkleminin &zel halleri igin litaretiir 6zeti verilmistir.
Amleh vd. (1999), ¢alismalarinda « pozitif bir reel say1 ve baglangig kogullar z_1, z

keyfi pozitif reel sayilar olmak iizere

Tap=at+ L p =01, (1.7)
Tn

fark denkleminin pozitif denge noktasinin global asimptotik kararliligini ve pozitif
¢oziimlerinin sinirliligini ve periyodikligini incelemiglerdir.

Feuer (2003), galismasinda (1.7) fark denkleminde ozellikle 0 < o < 1 durumuna
yogunlagmis ve bu durum i¢in pozitif ¢éziimlerin denge noktasi civarindaki davranislarin
incelemigtir. Ayrica o’nin diger durumlar: i¢inde alternatif ispatlar vermistir.

Devault vd. (2003), cahismalarinda « pozitif reel say1, k € {2,3,...} ve baglangig
kogullart _j, x_j1, ..., o keyfi pozitif sayilar olmak iizere

Tn—k
T,

n=0,1,.. (1.8)

Tpi1 =+

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin davraniglarini incelemislerdir. k’nin tek olma
durumunda smirhlik karakteri, global kararlilig1 ve periyodikligi i¢in a’nin durum-
larina gore gerek ve yeter sartlar verilmisgtir. £ = 2 durumu igin de ayrintili bir yar1
dongii analizi verilmis ve c¢oziimlerin sinirhiliginin ne zaman olacagini agik problem
olarak birakilmigtir.

Stevic (2003a), caligmasinda «,, negatif olmayan ve « pozitif sayisina yakinsayan bir

dizi, baglangi¢ kogullar1 keyfi pozitif reel sayilar olmak tizere

Tpil = Qp + xn_l, n=20,1,.. (1.9)
xn

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin simirliligini, global kararliligini ve periyodik-
ligini incelemistir.

Stevi¢ (2003b), bir diger galismasinda «, negatif olmayan iki periyodik bir dizi,
baslangi¢ kosullar1 pozitif reel sayilar olmak iizere, (1.9) fark denkleminin pozitif

¢oziimlerinin simirhilik karakterini, salimmmliligini ve periyodikligini incelemistir.



Owaidy vd. (2004), ¢aligmalarinda (1.8) denkleminin pozitif ¢oziimlerinin bazi 6zel
kogullar altinda periyodikligini ve global asimptotik kararliligini aragtirmiglardir.

Stevig (2004), caligmasinda baglangic kogullar keyfi reel sayilar olmak iizere

Tn—1

e =0,1,... 1.10
1+xn71xn " ( )

Tn41 =

fark denkleminin ¢oziimlerinin yapisini ortaya koymustur.
Kent vd. (2010), gahismalarinda baglangi¢ kosullar1 z_4, xy keyfi reel sayilar olmak
uzere

Tpil = TpTp_1 — 1, n=0,1,.. (1.11)

fark denkleminin coziimlerinin sinirliligini, periyodikligini ve sinirsiz ¢oziimlerinin
varligini incelemisglerdir.

Kent vd. (2010), ¢alismalarinda baglangi¢ kosullar x_o, x_1,x¢ keyfi reel sayilar
olmak {izere

Tnt1 = Tp—1Tp—2 — 1, n = O, 1, (112)

denkleminin ¢oziimlerinin asimptotik kararhiligini, periyodikligini ve sinirsiz ¢oziim-
lerinin varhigini aragtirmiglardir.

Kent vd. (2011), cahismalarinda baslangi¢ kosullart x_o,x_1,x¢ keyfi reel sayilar
olmak iizere

Tpil = TpTp_o — 1, n=20,1,.. (1.13)

iigiincii mertebeden fark denkleminin ¢oziimlerinin periyodikligini, denge nokta-
larinin kararliligini, asimptotik kararliligin1 ve baglangic kosullarina gore ¢oziimlerin
yapisinl tam olarak ortaya koymuslardir.

Kent vd. (2011), ¢alismalarinda baglangic kogullar1 z_3, z_o, x_1, x¢ keyfi reel sayilar
olmak {izere

Tyl = TpTp_3 — 1, n=20,1,.. (1.14)

fark denkleminin ¢oztimlerinin asimptotik periyodikligini aragtirip, sinirsiz ¢dziim-
lerinin varhigini ¢alismiglardir.

Papaschinopoulos vd. (2011), yilinda yaptiklar ¢alismalarinda A,, pozitif sinirh bir
dizi, p, q ve baglangic kogullar1 pozitif reel sayilar olmak {izere

p
Ty

Tny1 = A, + 2L n=0,1,.. (1.15)

xh
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fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin asimptotik davraniglarimi ve periyodikligini
incelemislerdir
Stevig and Iricanin (2011), galigmalarinda k,1 € N, k < I, ebob(k, ) = 1 ve baglangi¢

kogullar1 z_y, ..., x_1, xg keyfi reel sayilar olmak {iizere
Tyl = TpnyTp_p — 1, n=0,1,.. (1.16)

fark denkleminin ¢oziimlerinin periyodikligini ve sinirsiz ¢oziimlerinin varligini aragtir-
miglardir.
Giimiig ve Ocalan (2014), yilinda yaptiklar1 calismalarinda a, negatif olmayan iki

periyodik bir dizi ve baglangic kogullar1 keyfi pozitif reel sayilar olmak iizere

TnTn-1 +an
Tpoq = 2L D70 = 0,1, 1.17
e (1.17)

otonom olmayan fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin simirhiligini, global karar-

liligini ve periyodikligini arastirmiglardir.



2. FARK DENKLEMLERIYLE iLGIiLi GENEL TANIMLAR

Bu boliimde fark denklemleri ile ilgili literatiirde var olan genel tanim ve teoremler
verilmigtir.
Tanim 2.1 (Fark Denklemi): n € N={0,1,...} bagimsiz degisken ve z bilin-
meyen fonksiyon olmak iizere F'(n,z(n),z(n+1),...,z(n+k)) = 0 esitligine bir fark
denklemi denir (Kulenovic and Ladas 2001).
Teorem 2.2: [ reel sayilarin herhangi bir alt araligi olmak tizere, f : I x I — [
siirekli diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Her x_;, 2y € I baglangic sartlari
icin

Tpa1 = f(xn, Tp_1) n=20,1,.., (2.1)
denklemi bir tek {z,}> | ¢oziimiine sahiptir (Kulenovic and Ladas 2001).
Tanim 2.3 (Denge Noktas1): Eger 7 noktasi i¢in (2.1) denkleminde f(7,Z) = T
sart1 saglaniyor ise T noktasma (2.1) denkleminin denge noktasi denir. Eger her
n > 0 igin T = z,, ise, T'e f’nin sabit noktasi denir (Elaydi 1996).
Tanim 2.4 (Degismez (Sabit) Aralik): Eger her n > 0 i¢in x_4, 9 € J iken
z, € J olacak sekilde bir J C I alt arahig varsa, bu arahiga (2.1) denkleminin
degismez (yada sabit) araligi denir (Kulenovic and Ladas 2001).

Teorem 2.5: 7, (2.1) denkleminin denge noktas: olmak {izere:

(i) Eger z_1, xy € I olmak iizere Ve > 0 igin |xg — T| + |z_1 — T| < 0 iken ¥n > 0
i¢in |x,, — T| < € olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa, T denge noktasi kararhdir

denir.

(ii) Eger T denge noktasi kararli ve x_1, 29 € I iken lim,, ., x,, = T olacak sekilde,
|zo — Z| + |r_1 — T| < v sartim1 saglayan v > 0 sayis1 varsa, T denge noktasi

lokal asimptotik kararhdir denir.
(iii) Eger z_4, x¢ € [ iken lim,, ., x,, = T ise, T denge noktasina global ¢ekici denir.

(iv) Eger T denge noktas: kararh ve global gekici nokta ise, T denge noktasina global

asimptotik kararlidir denir.

(v) Eger T denge noktasi kararh degil ise, kararsizdir denir.

7



(vi) Eger x_y, o € I iken |z —T| + |x_1 — T| < r ve baz1 N > —1 sayilan i¢in
|zny — Z| > r olacak sekilde bir r > 0 sayis1 varsa, T denge noktasina repeller

(geri itici nokta) denir (Kulenovic and Ladas 2001).

periyotludur denir ve p bu sart1 saglayan en kiigiik pozitif tamsayidir denir (Kulen-
ovic and Ladas 2001).

Tanim 2.7 (Er geg p-periyot): Eger {z,} dizisinde sonlu sayida terim harig
tutuldugunda, geriye kalan sonsuz sayidaki terim i¢in x4, = x, ise, {z,} dizisine
er ge¢ p periyotludur denir ve p bu sart1 saglayan en kiiciik pozitif tam sayidir
(Kulenovic and Ladas 2001).

Tanim 2.8 (Lineer Denklem): (2.1) denkleminde f(x,,, x,_1) fonksiyonunu f(u, v)

seklinde diigiinelim:

_of@m _of@7)
- Ou v
olmak iizere
Yn+1 = TYn + SYn—1 (22)

denklemi elde edilir. Bu denkleme, (2.1) denkleminin T denge noktasi civarinda
lineerlestirilmis denklemi denir.

(2.2) denkleminin karakteristik denklemi:
M —rA—s5=0 (2.3)

dir (Kulenovic and Ladas 2001).

Teorem 2.9 (Lineer Kararlihk Teoremi):

(i) Eger (2.3) denkleminin her iki kokiide mutlak degerce 1’den kiigiik ise, T denge

noktasi lokal asimptotik kararhdir.

(ii) Eger (2.3) denkleminin koklerinden en az biri mutlak degerce 1’den biiyiik ise,

T denge noktasi kararsizdir.

(iii) (2.3) denkleminin her iki kokiintin de mutlak degerce 1’den kiigiik olmasi icin
gerek ve yeter sart

rf<1l—s<2

8



olmasidir. Bu durumda, T denge noktasi lokal asimptotik kararlh olur. Aym

zamanda T sink (gukur nokta) diye de adlandirilir.

(iv) (2.3) denkleminin her iki kokiiniin de mutlak degerce 1’den biiyiik olmasi icin
gerek ve yeter sart

|s|] > 1 ve |r| <|1—s]
olmasidir. Bu durumda, T denge noktas: repeller (geri itici nokta)’dir.

(v) (2.3) denkleminin bir kokiiniin mutlak degerce 1’den biiyiik, diger kokiiniin

mutlak degerce 1’den kiigiik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
r? +4s >0 ve |r| > |1 — s

olmasidir. Bu durumda Z denge noktasi kararsizdir ve eyer noktasi1 diye ad-

landarilir.

(vi) (2.3) denkleminin bir kokiiniin mutlak degerce 1’e egit olmasi igin gerek ve yeter
sart

Ir| =11 —s| veya s = =1 ve |r| <2

olmasidir. Bu durumda 7 denge noktasina hiperbolik olmayan nokta denir.

(Grove and Ladas 2005).

Benzer sekilde, mertebesi 3 olan fark denklemleri igin Teorem 2.9 agagidaki gibi

genellestirilebilir.
Tp+1 = f(l'n7 Tp—1, xnf2) n = Oa 17 sy (24)

fark denklemini ele alalim.

(2.4) denkleminde f(x,,x, 1, T, o) fonksiyonunu f(u, v, w) seklinde diigiinelim:

"= ou 5= ov a ow
olmak iizere
Yn+1 = TYn + SYn—1 + tyn—2 (25)



denklemi elde edilir. Bu denkleme (2.4) denkleminin T denge noktasi civarinda
lineerlestirilmis denklemi denir.

(2.5) denkleminin karakteristik denklemi
N —rA?—sA—t=0 (2.6)

dir. (Grove and Ladas 2005).
Teorem 2.10:

(i) Eger (2.6) denkleminin biitiin kokleri mutlak degerce 1’den kiigiik ise, T denge

noktasi lokal asimptotik kararlidir.

(ii) Eger (2.6) denkleminin koklerinden en az biri mutlak degerce 1’den biiyiik ise,

T denge noktasi kararsiz olur.

(iii) (2.6) denkleminin biitiin koklerinin mutlak degerce 1’den kiigiik olmasi i¢in

gerek ve yeter sartlar
lr+t|<l—s, |r—3t|<3+svet’ —s—rt<l1

olmasidir. Bu durumda, T denge noktasi lokal asimptotik karalidir (Kulenovic

and Ladas 2001).

Tanim 2.11 (Pozitif Yar:1 Dongii): 7, (2.1) denkleminin denge noktasi ve {x,}32
de pozitif bir ¢oziimii olsun. {z,}°° _; ¢ozlimiiniin pozitif yar1 dongiisii {z;, 241, ..., Tm }
terimlerinin art arda gelmesinden olusur. Bu dizinin biitiin elemanlar1 7’dan biiyiik

veya esit, [ > —1 ve m < oo Oyle ki,
val=—1veyal>—-1vex_1<7X

ve

yam = 0o veya m < 00 V€ Ty < T

dir (Kocic and Ladas 1993).
Tanim 2.12 (Negatif Yar1 Déngii): 7, (2.1) denkleminin denge noktas1 ve

{x,}22 | de pozitif bir ¢oziimii olsun. {z,}°° | ¢oziimiiniin negatif yar1 dongiisii
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{z1, 2141, ..., 2y} terimlerinin art arda gelmesinden olugur. Bu dizinin biitiin ele-

manlar1 z’dan kiigiik, [ > —1 ve m < oo 6yle ki,
val=—1veyal>—-1vex; _1>7

ve

yam = 00 veya m < 00 V€ Tyt1 > T

dir (Kocic and Ladas 1993).

Tanim 2.13 (Sifir Civarinda Salinimlilik): (2.1) denkleminin {x,,}° ; ¢6ziim-
lerinin hepsi birden ne pozitif ne de negatif ise, bu ¢oziimlere sifir civarinda salinim-
lidir denir. Aksi halde salinimh degildir denir (Kulenovic and Ladas 2001).

Tanim 2.14 (7 Denge Noktas1 Civarinda Salinimlilik): Z, (2.1) denklemi-
nin denge noktasi ve {z,}°° ; de pozitif bir ¢oziimii olmak iizere {z,, — T} dizisi
salimimb ise, {z,}2° ; ¢ozlimiine T denge noktasi civarinda salimmlidir denir. Aksi
halde 7 denge noktas: civarinda salimimli degildir denir (Kulenovic and Ladas 2001).

Tanim 2.15 (Simrh Dizi): {z,}°° ;| dizisinde Vn > —1 i¢in P < z,, < @ olacak

00
n=-1

sekilde P ve @) porzitif sayilar varsa, {z,}
Ladas 2001).

dizine sinirhdir denir (Kulenovic and

Teorem 2.16 (Clark Teoremi): a,b € R ve k € {1,2,...} olsun. O zaman
Zni1 — aZp + bz 1 =0 n=20,1,...

fark denkleminin asimptotik karalilig: i¢in |a| + |b] < 1 olmasi yeterli bir koguldur.

Buna ilaveten agagidaki iki durumdan birinin dogru oldugunu varsayalim.

(i) k tek ve b < 0.
(ii)  cift ve ab < 0.

Durumlarindan birinin saglanmasi |a| + |b] < 1 olmasi igin gerekli bir koguldur
(Kocic and Ladas 1993).

Teorem 2.17: Varsayalim ki b > 0 ve k ¢ift olsun. O zaman

Zni1 + b2y — bz =0 n=20,1,..,

11



fark denkleminin asimptotik kararlilig: icin gerek ve yeter sart

1

b
<3 cos(

)
olmasidir (Kocic and Ladas 1993).
Tanim 2.18 (Hiperbolik Nokta): Eger T noktasi i¢in (2.1) denkleminde

1f'(@7) #1

sart1 saglaniyor ise T denge noktasina (2.1) denkleminin hiperbolik noktas1 denir
(Elaydi 1996).

Tanim 2.19 (Schwarzian Tiirevi): (1.1)’de tamimlanan bir f fonksiyonunun
Schwarzian tiirevi su sekilde tanimlanir:

_ ") _; [f”(fv)r

SO =0 "2 [ Fw)

(Elaydi 1996).
Teorem 2.20: 7, (1.1) denkleminin denge noktasi olsun. (1.1)" de tanmimlanan f

fonksiyonu siirekli ve diferensiyellenebilir olmak iizere durumlar:1 dogrudur.

i Eger |f'(Z)| < 1 ise, o zaman T denge noktas: asimptotik kararhdir.

ii Eger |f'(Z)| > 1 ise, o zaman T denge noktasi kararsizdir.

(Elaydi 1996).
Teorem 2.21: 7, (1.1) denkleminin denge noktasi ve f'(z) = 1 igin durumlar

dogrudur.

i Eger f"(Z) # 0 ise, o zaman T denge noktasi karasizdir.

ii Eger f"(Z) =0 ve f"”(Z) > 0 ise, T denge noktas: karasizdir.

iii Eger f"(T) = 0 ve f”(Z) < 0 ise, T denge noktas1 asimptotik kararhdir.

Burada f”(Z) = 0 olmas: halinde teorem bagarisiz olur (Elaydi 1996).
Teorem 2.22: 7, (1.1) denkleminin denge noktas: ve f'(z) = —1 olsun. O halde

i Eger sf(Z) < 0 ise, o zaman T denge noktasi asimptotik kararhdir.
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ii Eger sf(Z) > 0 ise, o zaman T denge noktasi kararsizdir.
Durumlar1 dogrudur. Burada sf(Z) = 0 olmasi durumunda teorem bagarisiz

olur (Elaydi 1996).

Teorem 2.23:

Tn+1 :g(ff/’m---,fn—k), n= 0717"' (27)

fark denklemini diigiinelim. g € C[(0,00)*1, (0, 00)] fonksiyonu her bir bilegeni igin
artan olsun. Basglangig kosullar1 x_y, ..., z¢ pozitif sayilar olmak iizere, (2.7) denklemi

tek bir pozitif denge noktasina sahip olsun.
hz) =g(z,....,x), z € (0,00) (2.8)
seklinde tanimlanan ve
(h(z) —z)(x —7) <0, v # T igin

negatif feedback (geri besleme) 6zelligini saglayan h fonksiyonunu ele alahm. O
halde 7, (2.7) denkleminin biitiin pozitif ¢oziimlerinin bir global ¢ekicisidir. Yani
lim z, =7

n—oo

dir (Kocic and Ladas 1993).
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3. Tpy1 = Tnn_1 — 1 FARK DENKLEMININ COZUMLERININ Di-
NAMIiGi

Bu boliimde z_1, xg baslangic kogullar1 keyfi reel sayilar olmak iizere

Tpil = TpTp_1 — 1, n=0,1,.. (3.1)

ikinci mertebeden fark denkleminin c¢oziimlerinin davraniglar: arastirilacaktir. Ayn
zamanda, siirsiz ¢oziimlerin varlhigi, ¢oziimlerin periyodikligi, ve simirhiligi ince-
lenecek ve bu davraniglarin baglangic kosullarina gore nasil farklilik gosterdigi ele
alinacaktir.

Son on yilda, ikinci mertebeden rasyonel fark denklemlerinin birgogu, ¢oziimlerinin
farkli ve ortak davraniglarina gore kapsamli olarak caligildi. Rasyonel fark denklem-
lerin birgogu matematiksel biyoloji iginde kullanilir. (Beverton and Holt 1993, Pielou
1974). Buna ek olarak, bir¢ok fark denklemleri simrsiz ¢oziimlerin varhg, ¢oziim-
lerin periyodikligi ve ¢oziimlerin yakinsakligi parametreleri arasindaki iligkilerle ilgili

¢oziimlerin bir iiclii davramsini ortaya koyar. (3.1) fark denklemi
Tpil = TpgTnp1—1, n=0,1,.. (3.2)

formundaki denklemlerin bir sinifina aittir, £ = 0, 1, ... i¢in k’nin 6zel bir se¢imidir.
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3.1 (3.1)’in Denge Noktalar1 ve Periyodik Coziimleri

Bu kisimda, (3.1) fark denkleminin tam olarak iki denge noktasina ve en az 3—periyodu
ile ti¢ periyodik ¢oziimlere sahip oldugunu gosterecegiz.

7?2 — 7 — 1 = 0 denklemi ¢oziildiikten sonra, (3.1)’in T, T, simgeleriyle ifade edilen
biri pozitif digeri negatif iki denge noktasina sahip oldugunu bulabiliriz, sirasiyla

1+v5 15

5 ™2 2

T =

(3.3)

Sunuda not edelim ki eninde sonunda sabit hi¢bir ¢o6ziimii yoktur. Yani, eger vy =
Zn+1 = X bazi N > 0 i¢in oluyorsa, o zaman zyy; = ryry_1 — 1 oldugundan,
asagidaki esitlik yazilabilir;

+1 1
SR B A o
N

Bu prosediir ile devam ederek, —1 < n < N +1 icin z,, = 7 elde edilir. Iddia edildigi
gibi.

Ayni zamanda sunuda not edelim ki, en az iki periyotlu eninde sonunda periyodik
hi¢bir ¢oziimiide yoktur. Yani, eger xny = Tnior V€ Ty11 = Tnioki1, k > 0 oluyorsa,
0 zaman

ITN43 = IN42ON4+1 — 1 =Ny — 1 =2y p0 = 2N (3.5)

durumuna sahibiz, sonug olarak x,, = xn, n > N, buda bir geligki olugturur.
Agagidaki sonug tam olarak (3.1) denkleminin en az iig periyodu ile ii¢ periyodik
¢oziimlere sahip oldugunu gosterir ve yukaridakilerin her birine agiklama getirir.
Teorem 3.1: (3.1) denklemi, en az iig periyotlu, ii¢ periyodik ¢oziimlere sahiptir.
O c¢oztimler su ii¢ ¢ift baglangig kosulu igin verilir. x_; = =1, xg = —1; x_; = —1,
zo=0;2_1=0, 20 =—1.

Ispat: (3.1)’in bir ti¢ periyodik ¢oziimiinii su sekilde yazabiliriz;

T_1 = a,x9=>b,x1=ab—1, (3.6)
Ty = blab—1)—l=a<=ab®—b—1=a<=ab>=a+b+1,

r3 = afab—1)—1l=b<=a*b—a—1=b<=a’b=a+b+ 1.
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Dolayisiyla, eger asagidaki sitem saglanirsa bu bir {i¢ periyotlu bir ¢oziimdiir.

ab?

a’b

a+b+1, (3.7)

a+b+1.

Boylece ab? = a®b oldugunu goriiriiz. Eger a = 0 ise veya b = 0 ise veya a # 0 ve
b # 0 oldugunda a = b ise bu dogrudur. O halde agagidaki ii¢ durumu diigiinmek
kafidir.

Durum 1: Varsayalim ki a = 0 olsun. O zaman a?b = a + b + 1 oldugundan,
0 = b+ 1 olur ve bu da bize b = —1 oldugunu verir. Sonug olarak, a =0 ve b = —1
igin ii¢ periyotlu ¢oziim mevcuttur.

Durum 2: Varsayalim ki b = 0 olsun. O zaman a?b = a + b + 1 oldugundan,
0 = a + 1 olur ve bu da bize a = —1 oldugunu verir. Sonug olarak, a = —1 ve b =0
icin ti¢ periyotlu ¢oziim mevcuttur.

Durum 3: Varsayalim ki a # 0 ve b # 0 oldugunda a = b olsun. O zaman
a*b = a + b+ 1 oldugundan, a® = 2a + 1 olur ve bu da bize a = —1 oldugunu verir.
Sonug olarak, a = —1 ve b = —1 igin ii¢ periyotlu ¢6ziim mevcuttur. (Sunu da not
edelim ki @ = (14 +/5)/2, a® = 2a + 1’in aym zamanda c¢oziimleridirler).

Boylelikle iddia edildigi tizere,

r_1 = —1l,xz0=-1,2,=0,..; (3.8)
r—1 = —1,£C0:0,33'1:—1,...;
1 = 0,.CEO = —1,.%1 = —1, ceey

ile verilen, (3.1)’in en az periyot ii¢ ile ii¢ periyodik ¢oziimleri vardir.

[erideki kisimlarda (3.1)’in bu ii¢ periyodik ¢oziimlerinden herhangi bir tanesini
ey 0,—1,-1,0,—-1, -1, ... (3.9)

formunda ifade edecegiz.
Agagidaki teorem, (3.1)’in en az ii¢ periyot ile eninde sonunda periyodik ¢oziimlere
sahip oldugunu gosterir.
Teorem 3.2: En az periyot ii¢ ile eninde sonunda biitiin periyodik ¢oziimler, N >

—1, zyy1 = a € R/{0}, 2y = 1/ave N # —1ise 0 < n < N igin z, 1 =
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(Zpt1 + 1)/, oldugu durumlarda su formdadur;
T, T0s e TNy N1, 0, =1, —1,0, =1, —1,0, -1, -1, .... (3.10)

Ispat: Eger {z,}2_, en az periyot ii¢ ile eninde sonunda periyodik bir ¢éziim ise,
o zaman Teorem 3.1 ile, zy,0 = 0 ve xy,3 = —1 olacak gekilde bir N > —1 vardir.
Dolayisyla 0 = xy42 = zny12x — 1 ve sonug olarak zy # 0 # xn1 ve xy = 1/xy
olur. zy41 = a (zy = 1/a) olsun. (3.1)’den, eger N # —1 ise, arzu ettigimiz tizere
0<n<Nignx, 1= (x,1+1)/z, elde ederiz.

Uyar1 3.3: Eger, Teorem 3.2 igerisinde a = —1 ise, o zaman, Teorem 3.1 igindeki
¢oziimleri elde edilir.

Agagidaki teorem, (3.1)’in periyodik olmayan veya eninde sonunda periyodik ol-
mayan ¢oziimlerinin en az ii¢ periyotlu bir ¢oziime yakinsadigini gosterir.

Teorem 3.4: {z,};°_,, (3.1)’in en az ii¢ periyodu ile ne periyodik ne de eninde

sonunda periyodik bir ¢oziimii olsun. O zaman {z,}3° _,, en az ii¢ periyotlu
.,0,-1,-1,0,—-1,—-1, ... (3.11)

bir ¢oziime yakinsamaz.
Ispat: {z,}2° ,, (3.1)’in en az {i¢ periyodu ile ne periyodik ne de eninde sonunda
periyodik bir ¢oziimii olsun. Celigkiye diigme adina, varsayalim ki {x,}52 |, en az
ii¢ periyodik

y0,-1,-1,0,—1,—1, ... (3.12)

¢oziimiine yakinsasin. O zaman N > 0 segebiliriz oyle ki;

TN—2 = —1l+4eg, xy_1 =01, xy = —1+¢y, (3.13)
INy1 = —1+€2, $N+2:(52, IN+3:—1+€3
TNta = —lH4e4, Tnys =03, Ty = —1 +65...,

yani, n = 0,1, ... icin

TN1(3n-2) = —1+ 2y TN4@Bn-1) = Ontl, TN13n = —1 + 241 (3.14)
ile
1 1
—5 <(51,(52,(53 < 5, -1 < €0,€1,E2,€3 < 1 (315)
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vardir.
Simdi, ilk olarak

Tn_2 = —1+ &,
TN-1 = 01, (3.16)
IN = -1 +e1 = —1 —F(Sl(—l +50)

oldugunu gozlemleyin. Iddia edelim ki d; # 0 olsun. Aksi takdirde, zy_; = §; =
0’dir. O zaman (3.1) ile xy = x4 = —1 olur ki bu da bize en az ii¢ periyotlu eninde
sonunda periyodik bir ¢oziim verir. Bu bir geligkidir. O halde geriye 6; > 0ve d; < 0
durumlar kalir. Eger §; > 0 ise, o zaman (3.15)’den zy_5 = —1 4+ g9 < 0 oldugu
i¢in, xny < —1 ve bu yiizden ; < 0 durumlar1 mevcuttur. Eger §; < 0 ise, o zaman
(3.15)’den xy_o = =146y < 0vexy = —1+4¢; < 0 oldugu igin, xy € (—1,0) ve
bu yiizden £; > 0 durumlar1 mevcuttur. Sonug olarak, sadece agagidaki iki durumu
diistinmemiz yeterlidir.

Durum 1: Eger 6; > 0, &1 < 0 ise, o zaman (3.13) ve (3.15) egitsizliklerinden

asagidaki esitsizlikleri elde ederiz:
Tn—1 =01 >0,

Ty =—14+¢e < —1,
tnar = —1des=—1+6(-1+e) < —1, (3.17)
Tnio =02 =(—1+¢1)[-14+01(—=1+¢1)]—1>0,
TNtz =—1+e3=0-1+6(-1+e)—-1<—1.
Simdi x40 =02 = (=1 +¢1)[-1+d1(—1+¢&1)] — 1 > §; oldugunu iddia edelim:
(—14e)[-14+6(-1+4¢e)] >0 +1 (3.18)
146, — 0161 — 61 — 6161 + 6167 > 61+ 1

—20161 — €1+ 6162 >0

516‘% > 81(261 + 1)

111171

(5181 < 2(51 + 1.
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0161 < 0 ve 201 + 1 > 0 oldugundan 6,61 < 20; + 1’dir. Dolayisiyla, 65 > d; > 0 ve
g3 < 0 dir. Sonug olarak, bu durum ds, £3’e uygulanir ve tiimevarimla ve (3.13) ve
(3.15) ile,

0<01 <0< ....<O, < ... (3.19)

elde edilir. Boylece, bu durumda d,,, n — oo i¢in 0’a yakinsamaz.

Durum 2: Eger §; < 0, e; > 0 ise, o zaman
IN_1 = 51 € (—1,0),

oy = —1+e € (—1,0),
Tyt =—1+e=—-14+1(—14¢) € (—1,0),
Ty =02 = (—1+¢1)[—14+0:1(—-1+¢1)] — 1€ (-1,0),
Tnyg = —14e3=102[—1+61(-14¢1)] —1€(—1,0).
Simdi xy2 =0y = (—1+e1)[—14+d1(—1+¢1)] — 1 < §; oldugunu iddia edelim:
(—14e)[-14+6(-14+e)]<dh+1 (3.20)
1—|—51—5151—51—5161+515f < +1

—20161 — &1 + 518% <0

(515% < 81(2(51 + 1)

111171

5181 < 251 + 1,

(3.13) ve (3.15) ile bu dogrudur. Dolayisiyla, d; < 63 < 0 ve g5 > 0 dir. Sonug

olarak, bu durum ds, €5’e uygulanir ve tiimevarimla ve (3.13) ve (3.14) ile,
0>0;>00>....>0, > ... (3.21)

esitsizligi elde edilir. Boylece, bu durumda d,,, n — oo i¢in 0’a yakinsamaz ve celigki
ile ispat tamamlanir.

Son olarak (—1,0) araligimin degismez (sabit) aralik oldugunu gosterelim.

Teorem 3.5: Eger —1 < z_1, 29 < 0 ise, 0 zaman biitiin n > —1’ler i¢in —1 < x,, <
0 olur.

Ispat: Eger —1 < z_;, 2 < 0 ise, 0 zaman —1 < z; = zgz_; — 1 < 0. (3.1)’den ve
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tiimevarimla, o zaman biitiin n > —1’ler i¢in —1 < x,, < 0 elde ederiz.

Sonug 3.6: Fark ediniz ki, eger ¢oziim, en az ii¢ periyodu ile ne periyodik ne de
eninde sonunda periyodik ise, o zaman Teorem 3.5’ den gordiigiimiiz gibi ve Teorem
3.8 —3.13’den gordiigiimiiz gibi, ¢oziim (—1,0) degismez araliginda ya sinirhdir veya

¢Oziim siirsiz olur.
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3.2 (3.1)’in Coziimlerinin Kararhlig: ve Yakinsaklig:

Bu kisimda, (3.1)’in iki denge noktasimin kararhlik yapisina deginilecek ve negatif
denge noktasina ¢oziimlerin olas1 yakinsaklik durumu acgik problem olarak birakila-
caktir.

Onerme 3.7: (3.1)’in negatif denge noktasi 7, lokal asimptotik kararlidir. Pozitif
denge noktas1 71, kararsizdir.

Ispat: (3.1)’'in denge noktalarinin karakteristik denklemi
)\2 - flyg)\ - E]_’Q - O, (322)

seklindedir, buradan kokler

Tio £ /T, + 4T1
Ay = (3.23)

2

seklindedir. Dolayisiyla, Ty i¢in kokler, [AL| < 1 ile komplekstir ve 7; igin [A;| > 1
ve |A_| < 1 olur.

Acik Problem: Eger —1 < z_1,29 < 0 ise, (3.1)’in her {z,}>° | ¢oziimiiniin 7,
denge noktasina yakinsak olup olmadigim gosteriniz (Teorem 3.5 ve Onerme 3.7°ye

bakiniz).
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3.3 (3.1)’in Simirsiz Coziimleri

Bu kisimda, (3.1)’in siirsiz ¢ziimlerinin varligim veren baglangic kosullarinin kiimesi
bulunacaktir.

Ik olarak gozlemleyiniz ki baslangic kosullart z_q,z9 > @ veya o_1,z9 < —1 ise,
sinirsiz ¢oziimlerin varhig goriiliir. Asagidaki iki teorem baglangic kosullariin kiime-

sine iligkin siirsiz ¢oziimlerin varhigini gosterecektir.

Teorem 3.8: Eger v_1,290 > T = 1+2‘/5 ise, o zaman {z,}°° , ¢oziimii kuvvetli
bicimde artandir ve oo’a 1raksar.
Ispat: =, > %5 oldugundan, % < 1+2 75 = ‘/52_1 durumuna sahibiz. Boylece,
1 5—-1 1 5
1+—<1—|—\/_ = +\/_<a:_1. (3.24)
To 2 2

Sonug olarak, z_; > 1+1/zq dir. Béylece z_1x9 > 9+ 1. Buradan, x_jxo—1 > xy.
Dolayisiyla 1 > xo. Buradan tiimevarimla, {x,}3% ;| ¢oziimii kuvvetli bicimde ar-
tandir.

Dizinin sonsuza iraksadigini kanitlamak icin, aksini kabul edelim. Dizi artan oldugu
i¢in, sinirh olmahidir ve boylece yakisak olmak zorundadir. Ancak, denklem yalmzca
iki denge noktasina sahip ve onlarin ikiside xy’dan kiigiiktiir. Buda bir celigkidir.
Ispat tamamlanir.

Son zamanlarda lineer olmayan fark denklemlerin monoton ¢oziimlerinin varligini
gostermeye oldukg¢a yogun bir ilgi s6z konusudur. Bunun igin cesitli metodlar bu-
lunabilir, 6rnegin (Amleh et al. 1999, Berenhaut and Stevic 2006, Berg 2002, Berg
2008, Camouzis et al. 2004).

Teorem 3.9: Varsayalim ki z_1, xg < —1 olsun. O zaman

0 < m<zy<zr<., (3.25)

< 28 < X< Ty < T3 <Xy < Tp<—1

ve {x3, 102 ve {X3n12}102, alt dizileri —o0’a ve {x3,41}152, alt diziside oo’a 1raksar.
ispat: ik olarak
T1=T_1T0—1>0 (326)
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durumuna sahibiz. O zaman acik sekilde
To =x1%9 — 1 < —1. (327)

Ancak biz ispatlayacagiz ki o < xo < —1’dir.

(z0+1)? > 0 oldugundan, z3+2z¢+1 > 0’dir. Boylece, —1 < %O—i-% olur. x_; < —1

2

oldugundan, x_; < o

+ x—% durumu vardir. Boylece z_yx9 > 2 + % Dolayisiyla,
T_1x0—1>1+ % elde ederiz. Yani z; > 1+ w—107d11'. Buradan, z129 — 1 < x0, ve
sonug olarak xo < xg’dir.

Simdi, x3’iin sadece —1’den degil ayn1 zamanda zs’den de kiiciik oldugunu gostere-
cegiz. Bunu sonlandirmak amaciyla, xo < zg,ve 1 = x_129 — 1 > 0 oldugundan,
1Ty < T1xo durumuna sahibiz. Bu da xox1 — 1 < 2129 — 1 durumunu verir, ve
dolayisiyla z3 < zo’dir.

x4 > x1 oldugunu gostermek icin, r3 < —1, ;1 > 0 oldugunu goézlemleyelim, ve

xr3 < xi'dir. Boylece, r3 = x9x1 — 1 < 21 oldugu i¢in, x5 + 1 < 0 ile birlikte

T1x9 — 21— 1 <0

= r(ra—1)<1 (3.28)
= z(ra—1)(z2+1) > (z2+1)

= mas— 1 > a5+ 1

= xlxg—x2—1>a:1

= z(rex; — 1) —1>m

= T3r9—1>m1

= T4 > T

elde ederiz. Tiimevarimla,

0 < 21 <x4 <7<ty (3.29)

< g <x < x5 <3< Ty < T < —1,

oldugu ispatlanir. Yani, {z3,}%, ve {3,122, negatif azalan diziler ve {xs,+1}5°,

bir pozitif artan alt dizidir.

23



Simdi, bu alt dizilerin sinirsiz oldugunu kanitlayacagiz ve boylece bizim ele aldigimiz
¢oziim smursiz olacaktir. Varsayalim ki {x3,}°° , ve {x3,.2}5°, iki azalan alt diz-
leri alttan sinirli olsun. O zaman onlarin her biri bir sonlu limite yakinsak olmak
zorundadirlar (bu sonlu limit Ty dan kiigiik ve ayni sayidir). Ancak (3.1) ile, iigiincii

artan alt dizi {x3,11}5%,,
T3l = T3pTap—1 — 1 = lﬂian‘ ‘$3(n—1)+2‘ —1 (3-30)

oldugu yerde, pozitif sonlu bir limite yakinsamak zorundadir. Bu imkansizdir, ¢iinkii
en az iki periyotlu higbir periyodik ¢oziim yoktur. Bu yiizden {3, }5°, ve {x3,42}5°
smirsizdirlar (onlar —oo’a iraksar) ve boylece {x3,41}00, sinwrsizdir. (3.1) ile (onlar
oo’a wraksar).

Teorem 3.10: Varsayalim ki z_; < 0 ve xy > 0 olsun. O zaman (3.1), biri +o0’a
iki tanesi —oo’a raksayan {3, }o% |, {T3,11}5%, {T3n+2}02, alt dizilerine sahip bir
¢oziime sahiptir.

ispat: r1 = x_ 19— 1 < =1 ve 9 = xgr; — 1 < —1 oldugundan sonug¢ Teorem
3.9’dan takip edilir.

Uyar: 3.11: Su notu vermekte ilging olacaktir ki eger baglangi¢c kogullarinin sirasi
degistirilirse (yani x_; > 0 ve xzy < 0 almirsa), ¢oziimiin davrams: biiyiik 6lgiide
farkli olabilir. Ornegin, eger z_; = —0,58 ve 2y = 0,618 alinirsa, o zaman ¢oziim
yukaridaki teoremi saglar. Diger taraftan, eger x_; = 0,618 ve o = —0, 58 alinirsa,
o zaman ¢oziim (—1,0) araligina diiger, boylece ¢oziim simirli olur. Dahasi, eger
baslangic kosullar1 z_; > 0 ve g < 0 alinirsa, o zaman ¢oziim kesin olarak sinirh
oldugu ve diger durumlarda simirsiz oldugu gosterilmelidir.

Buna ek olarak, eger 0 < z_1,19 < T; = %5 ise, o zaman (3.1)’in ¢oziimleri
baslangic kosullarmma iligkin kaotik bir davranig sergiler. Baslangi¢ kosullarindaki
ufak bir degisim ¢oziimlerin uzun terimli davraniglar: iginde énemli ¢lgiide farklihiga
neden olabilir. Ornegin, eger _; = 1,5 ve 7y = 1,6 alinirsa, o zaman ¢oziim (—1,0)
araligina diiger, boylece ¢oziim sinirhi olur. Oysa ki eger z_; = 1,5 ve 29 = 1,61
alinirsa, o zaman ¢oziim biri +o00’a iki tanesi —oo’a 1raksayan sinirsiz ii¢ alt diziye

sahip olur.

Teorem 3.12: {z,}7°_, (3.1)'in bir ¢tziimii olsun. Varsayalim ki
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(i) 0<z_q,20 <1

(ii) 22 22 — 20 20 +1—2_1 >0

olsun. O zaman {x3,}°,, pozitif artan bir alt dizi; {zs,42}5°, negatif azalan bir
alt dizi; {x3,11}5%,, negatif azalan bir alt dizidir. Sonug olarak, her n > N i¢in
—1 <z, < 0 olacak gekilde N > —1 sayis1 yoktur. Dahasi, bu ii¢ alt dizinin her biri
siirsizdir ve dolayisiyla ¢oziim simirsizdir.

Ispat: {z,}2> , (3.1)’in bir ¢oziimii olsun. Varsayalim ki

() 0<z_q,20<1;

(ii) 2223 — 22 29+ 1—2_1 >0

olsun. (i)’den z_;z¢ < 1 oldugu igin,

T =x_ 120 —1<0 (3.31)
durumuna sahibiz. O zaman, 2y < 0 oldugu igin,

Ty =mrT9— 1< —1 (3.32)
durumuda vardir. x3 = xox; — 1’in isaretini hesaplayalim:

I3>O

zrory — 1 >0 (3.33)
(x129 — 1)1 —1>0

xfio —r1—1>0

(1m0 — 1)2m0 — (w120 — 1) —1>0

zor?, — 20w 1+ w0 — 7 70+ 1—1>0

r ¢ ¢ 02

x%aﬁl — 220001 +1—2_1>0
(i) ve (ii) hipotezlerinden bu dogrudur. x3 > 0, x5 < 0 oldugundan
Ty =239 — 1 < —1 (3.34)
dir. O zaman ayni zamanda x3 > 0, x4 < 0 oldugundan
Ts = ryr3 — 1 < —1 (3.35)
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dir.

Teorem 3.9 icinde x_1, 19 < —1 yerine x4, x5 < —1 alinirsa,
0< a6 < a9 <12 < ceey (336)

<<y <rTp<rys<zTr<ars<-—1

olur. Dolayisiyla {x3,}2° ,, pozitif artan bir alt dizi; {zs,42}0,, negatif azalan bir
alt dizi; {zs,41}22,, negatif azalan bir alt dizi olur ve bu yiizden her n > N i¢in
—1 < z, < 0 olacak gekilde N > —1 sayisi yoktur. Dahasi Teorem 3.9 ile {x3,}22,
+oo’a ve {T3n41}00, ve {T3,42}122, —o0’a wraksar.

Sonug olarak, burada biz, (3.1)’in ¢oziimlerinin, kesin baglangig kogullar ile birlikte
ya sinirsiz yada eninde sonunda (—1,0) araligina diigerek simirli oldugunu gosterdik.
Teorem 3.13: {z,}3° ;, (3.1)’in bir ¢dziimii olsun. Varsayalm ki 1 < z_1, 29 < T3
olsun. O zaman agagidaki durumlardan bir tanesi saglanir.

(i). Coziim smirsizdir.

(ii). Her n > ny igin x, € (—1,0) olacak sekilde ny > 1 vardir.

Ispat: {z,}2 |, (3.1)’in bir ¢oziimii olsun. Varsayalim ki

1++5
9

1 <z4,20 <71 = (3.37)

olsun. Bu ¢oziimiin, terimleri pozitif iken azalan oldugunu gosterecegiz. 1 < xg <

1+V5

=52 oldugu igin,

1 2 V5 —1

o 14++/5 2 (3.38)
durumuna sahibiz. Boylece
1 2 V5 —1
1+—>1+ =1+ > x_ 3.39
X 14++5 2 ' ( )
olur. zy > 0 oldugundan,
Tog > ToTo1— 1 =x1 (340)

olur. Terimler pozitif oldugu siirece, azalan bir diziye sahip oldugumuzu gozlem-
leyiniz. Azalan dizimiz iistten 7, ile sinirli oldugundan ve 75, negatif oldugundan,
bu dizi alttan sifir ile sinirlhi degildir ve boylece negatif degerler alir.

TN, bu ¢dziimiin en son pozitif terimi, xy,1’de ilk negatif terimi olsun. Biz gimdi
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TN ve x4 ile baglayan ¢oziimiimiiziin terimlerinin degerlerinin uzunluguna karar
verecegiz. Uygunluk icin N yerine n kullanalim.

(1). z,, x,p1: gozlemleyiniz ki
TpTn_1 — 1> —1<= x,0,_1 >0, (3.41)

dogrudur. Dolayisiyla, —1 < z,,1 < 0 olur. Not edelim ki, bu 0 < z,z,_1 < 1
durumununda saglanmasi anlamina gelir. O zaman z, < x,_; i¢gin en az 0 <
x, < 1 olur.

(2). (1) durumundan x,42, —1 < x, 112, < 0 ve bu yiizden —2 < x, 12 < —1 olur.
(3). Tnis, Tnide..

Durum 1: (x,,3 > 0). (2) durumundan, z, 4 = T, 37,2 — 1 < —1 ve bdylece
Tpis = TpiaTprz — 1 < —1 olur. Teorem 3.9 ile ¢dziim sinirsiz olur.

Durum 2: (2,3 <0). ,,3 > —1 oldugunu gosterelim:
Tny3 = Tpyalpp1 — 1 > —1 <= Tpp22yq1 > 0, (3.42)
(1) ve (2) durumundan .49, 5,41 < 0 dur.

Gosterelim ki —1 < 2,4 < 0’dir. Ilk olarak esitsizligin sag tarafin1 gosterelim.

:En+4 = :Un+3l’n+2 — 1 < 0

(Tps1Tn — Daper — D (zppz, — 1) =1 <0 (3.43)

3 2 2
Ty 1Ty — 205, 1Ty + Tpg1 — Tpg1Ty <0

xiﬂxi — 2z, 12, +1—2, >0
Tpi1Tn(Tpi12n —2) — (2, — 1) >0

(@ — 1) = (22 —1) >0

1111717

2
Ty 9 > Tn,

(1) ve (2) durumlarindan 22, > 1 ve 0 < z,, < 1 oldugundan, 22, > x, elde edilir.

Ikinci olarak, x,,4 > —1 oldugunu gosterelim:
Tpyd = Tpg3Tpyo — 1> -1« Tp43Tpyo > 0, (344)

durumu, (2) durumundan x,,3 < 0 ve x,12 < 0 oldugu i¢in dogrudur. —1 < z, 3,
Tpia < 0 oldugu igin, Teorem 3.5’den her n > ng x, € (—1,0) olacak bigimde ng > 1

sayisinin var oldugu takip edilir.
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4. Tpyy = Tp1Zn_s — 1 FARK DENKLEMININ COZUMLERININ Di-
NAMIiGi

Bu boliimde z_o, x_1, ¢ baglangi¢ kosullar1 reel sayilar olmak iizere

Tpi1 = Tp1Tp2— 1, n=0,1,... (4.1)

iigiincii mertebeden fark denkleminin c¢oziimlerinin uzun terimli davraniglar: ince-
lenecektir. Ozellikle, ¢oziimlerin periyodik davramslar: ve siirhihigi incelenecek ve
bunlarin baglangic kosullarina bagliligi bulunacaktir.

(4.1) fark denklemi, k,l € Ny, k < [ ve obeb(k;1) =1 igin
Tpy1l = Ty Ty — 1, n=0,1,.. (4.2)

formundaki denklemlerin bir sinifina aittir.
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4.1 (4.1)’in Denge Noktalar: ve Periyodik Coziimleri
Bu boliimde (4.1) denkleminin denge noktalar1 ve periyodik ¢oziimleri gahigilacaktir.

4.1.1 (4.1)’in Denge Noktalar:

Z-T—-1=0 (4.3)

denklemini saglayan T noktalari, (4.1)’'in denge noktalaridir.

Dolayisiyla, (4.1) tam olarak 7, T, simgeleriyle ifade edilen biri pozitif digeri

negatif iki denge noktasina sahip oldugunu bulabiliriz, sirasiyla

14+5 1—-+5

2 T
4.1.2 (4.1)’in Periyodik Coéziimleri

fl ==

(4.4)

Burada, (4.1)’in periyodik ¢oziimlerinin varhgini inceleyecegiz. Verecegimiz ilk iki
sonug basittir, ispatlariyla birlikte sunulacaktir. Ileriki kisimlarda bu sonuclar yararl
olacaktir.

Teorem 4.1: (4.1)’in eninde sonunda sabit hi¢bir ¢oziimii yoktur.

Ispat: {z,}°°_,, (4.1)’in eninde sonunda sabit bir ¢tziimii ise, o zaman 7, denge
noktasini gostermek tizere, bazi N € Ny'lar i¢in xny = xny11 = 2y = T'dir. Bu
durumda, (4.1) ile zy42 = xyxy_1 — 1 oldugundan, agagidaki egitlik yazilabilir;

.Z’N+2+1 _f—i—l
N T

=7 (4.5)

IN-1 =

Bu prosediir ile devam ederek, —2 < n < N + 2 i¢in x,, = T elde edilir. Dolayisiyla
eninde sonunda sabit hichir ¢oziimii yoktur.

Teorem 4.2: (4.1) fark denkleminin, ne iki periyodik ne de eninde sonunda iki
periyodik higbir ¢oziimii yoktur.

ispat: Varsayalim ki Vk € Ny, bazi N > —2 ve xny # Tny1 i¢in oy = Tyion Ve

TN+1 = TNiok+1 olsun. O zaman,

TN44 = TN42TN+1 — 1 = 2NTnp1 — 1 = Tnys = Tnp
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durumuna sahibiz. Buradan ve xy,4 = xn oldugundan celigki elde ederiz ve ispat
tamamlanir.

Teorem 4.3: (4.1) fark denkleminin, ne ii¢ periyodik ne de eninde sonunda {ig
periyodik hig¢bir ¢oziimii yoktur.

Ispat: Eger bazs N > —2 icin

TN = TN43ks TN41 = TN43k+1s TN4+2 = TN43k42, kK > 0 (4.6)
ise,
IN+3 = INH+1TN — 1= IN, (47)
TN44 = TIN42TN41 — 1 = Ty,
TN4s = IN43TN42 — 1 =2ZnTni2 — 1 = 2N

olur.
Eger zy = 0, xy41 = 0, veya zy40 = 0 ise, o zaman (4.7)’den kolaylikla biitiin
bu durumlar igin ¢eligki elde ederiz. Dolayisiyla, zn # 0, n11 # 0, ve zny410 # 0

oldugunu varsayabiliriz. Ayn1 zamanda (4.7) esitliklerinden

Ty +1 TN+ 1 Ty2 +1
, INgg = ———, TINq2 = —————— (4.8)
TN+1 ITN42

IN+1 =

durumlar elde edilir. (4.8)’den

Tnio+ 1 B 2en11 + 1 B 3xny + 2
TN42 $N+1+1 2.73N+1

(4.9)

IN =

esitligi elde edilir, bu da 23 — xy — 1 = 0, yani, 5 = (1 4+ v/5)/2 oldugunu verir.
Buradan ve (4.8)’den, x41 = Tn42 = (1 ++/5)/2 durumu elde edilir. Dolayisiyla
n > N i¢in z, = (1 + \/3) /2 elde edilir ki bu da ispati tamamlar.

Teorem 4.4: (4.1) fark denkleminin, ne doért periyodik ne de eninde sonunda dort
periyodik higbir ¢oziimii yoktur.

Ispat: Eger baz1 N > —2 icin

TN = TNtk TN+1 = TN4tdkt1s EN+2 = EN+ak+2, TN+3 = Tntakts, k>0 (4.10)
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ise, o zaman

INys = INp2TNy1— 1 =anN, (4.11)
ITNys = IN43TNy2 — 1= Tnga,

TN46 = IN4aTN43 — 1 =anTny3 — 1 =240

IN+7 = IN45TN44 — 1 =TNTnypr — 1 =N

olur.

Eger i € {0,1,2,3} igin xyy; = 0 ise, o zaman (4.11)’den kolaylikla biitiin bu

durumlar igin celigki elde ederiz. Ornegin, xy = 0 ise, (4.11)’den xy4o = —1 = 2n3
bulunur. Bu da zyy1 = zyi3Tni2 — 1 = 0 durumunu gergekler. Buradan ve
Tni2Tn+1 — 1 = zy oldugundan, zny = —1 elde edilir. Bu bir celigkidir. Diger

durumlarda benzer sekilde ispatlanabilir.
Dolayisiyla, i € {0,1,2,3} i¢in xy; # 0 oldugunu varsayabiliriz. (4.11)’den

1
oy = vwstl (4.12)
TN+1
([L’N+2 + 1)/1]]\[ +1
(n +1)/TN2

Tyio(Tnie + N + 1)

ZEN(JIN + 1)
_ v+ 1D)Eva+1)
xNx?VH ’
elde edilir, yani
(rven1)’ = (an + 1) (@n1 + 1) (4.13)
dir. (4.11) ve (4.13)’den
(s + 1 = (an + Dawsa +1) (114

elde edilir. (4.13) igindeki iligkiler periyodik oldugundan, aym zamanda

(zn +1)? = (znp1+ 1) (TN + 1), (4.15)
(v + 1) = (wni2 + D(@nes + 1),

(N2 +1)? = (zn4s+ D)(zn +1)

esitliklerini elde ederiz.

i €{0,1,2,3} i¢in xn4,;+1 ifadelerinin aym igarete sahip oldugu (4.1.12) ve (4.1.13)
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egitliklerinden goriillmektedir. Varsayalim ki onlarin hepsinin de igareti pozitif olsun
(hepsinin negatif olma durumuda benzer gekilde diigiiniilebileceginden onu ihmal

edebiliriz).

(enes+1)* = (ax + D(@yp +1) (4.16)

= (znv+Dv/(ons3+ D(znse + 1)

= (v + Dy (evss + DV angs - Dn + 1),

esitligi saglanmaktadir. Buradan kolaylikla xy,3 = xn oldugu goriiliir. Bununla
birlikte (4.14) ve (4.15)’de diigtindiigiimiizde ¢ € {0, 1,2,3} i¢in y4; = zy olur.
Boylelikle ispat tamamlanir.

Asgagidaki sonug (4.1) denkleminin bes periyodu ile periyodik ¢oziimlere sahip oldugunu
gosterir.

Toerem 4.5: (4.1)’in bir ¢oziimii bes periyoda sahiptir gerekli ve yeterli kosul

(). x 9=a,x_1=b,ab#1,vexg=(1+a)/(ab— 1), veya

(ii). v =21 = —1, veya

(iii). 22 =a,2_1 =0, ve zp = —a — 1.

Ispat: Eger baglangic kosullar1 yukaridaki gibi verilmisse, o zaman basit hesapla-
malarla bu ¢oziimlerin beg periyoda sahip oldugu kolayca goriiliir. Jimdi varsayalim
ki, {z,}>2 , beg periyodik bir ¢oziim olsun. Bu durumda, (4.1) ile bu ¢dziimiin

terimlerini su sekilde yazabiliriz;

T_o = a, (4.17)
r—1 = b,
o = C,

r, = d=ab—1,
o = e=bc—1,
r3 = f=cd—1=clab—1)—1=a,
gy = g=(ab—1)(bc—1)—1=,
x5 = h=((bc—1)f—1=(bc—1)a—1=c.
Sunu hemen not edelim ki, f ve h ifadelerinin her ikiside ayni kosulu verir, yani,

abc = a+c+1. g i¢in kosul ab?c—ab—be = b’yi verir, dyle ki b(abc—a—c—1) = 0’dur.
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Dolayisiyla, f ve h’dan gelen kisitlama ile ya b = 0 veya abc = a + ¢+ 1 olur. Eger

b = 0 ise, 0 zaman f = a = —c—1 olur. Ikinci kisitlama ¢ = (1+a)/(ab—1) seklinde

tekrar yazilirsa, ab # 1 durumu saglanir. Eger ab =1 ise, o zaman f =a=—-1=10

olur.

Uyar1 4.6: Eger £ > —1 i¢in x; = 0 ise, o zaman x bir bes dongii ile baglar

(6zellikle yukaridaki teorem ile, a ve ¢ herhangi iki reel say1 olmak iizere x_s = a,

r_1 = 0, zy = ¢ baglangig kosullar ise, bir beg dongiiye sahip oluruz). Eger k = —1

ise, o zaman

Tr—1
Lo
T1
T2
T3
Ty
Ty

Te

0, (4.18)
Zo,

T 1x_9—1=-—1,

Tor_1 — 1= —1,

T1xg— 1= —29—1,

x2x1—1:0,
$3$2—1 = —(—1}0—1)—1 = Ty,

3341'3—1:—]_

olur. Buradan istenilen goriiliir.

Eger k£ > 0 ise, o zaman

o = 0, (4.19)
Tpy1 = Tp_1Tp—2 — 1,
Tpyo = TpTpo1 — 1= -1,
Tpys = Tppxp —1=—1,
Tha = Tppolpyr — 1= —(Tpo1@po — 1) — 1 = =2 1240,
Tpys = TppsTrpz — 1 =0,
Thte = Thpalhys — 1= —(Tpo1Tp—2) — 1 = 21282 — 1,
Ther = TpsThpa — 1= —1

olur. Buradan istenilen goriiliir.

Uyar:1 4.7: (4.1)’in herhangi bir terimi sifir olmayan beg periyotlu ¢oziimii vardir.
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a # —1veb & R\{-1,0} dyle ki ab # 1 durumu yeterlidir. Ornegin, z_, = 2,
x_1 = 2,29 = 1 secilebilir.
Uyar1 4.8: (4.1)’in eninde sonunda beg periyotlu ¢oziimleri vardir, 6rnegin, z_o = 4,

r1=0,5,xg=1veyax_o=0, x_1 =4, xg = —0,5 secilebilir.
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4.2 (—1,0) Arahgindaki Coziimler

Burada, (—1,0) arahgindaki baglangi¢ kogullar ile (4.1)’in ¢oziimlerini ¢aligacagiz.
Cozitimlerin ii¢ tane alt dizisinin eninde sonunda bu araliga diisecegini gosterecegiz.
Agagidaki sonug (—1,0) araligimin (4.1)’in bir sabit araligi oldugunu gosterir.
Teorem 4.9: Eger —1 < z_9,7_1,7¢9 < 0 ise, o zaman biitiin n > —2’ler igin
—1 <z, <0 olur.

Ispat: Eger —1 < 2_;, 29 < 0 ise, 0 zaman —1 < 21 = x_17_5 — 1 < 0. (4.1)’den ve
tiimevarimla, o zaman biitiin n > —2’ler i¢in —1 < x,, < 0 elde ederiz.

Uyar1 4.10: (—1,0) araligina eninde sonunda diigen ¢oziimler vardir. Boyle bir
¢oziime ornek olarak x_o = 1,3, x_1 = 1,5, o = 1,6 baslangi¢ kosullarin1 alarak

ulagilabilir.

4.2.1 Bes Periyotlu Coziimlere Yakinsaklik

Gelecek teorem (—1,0) arahgindan alinacak baglangic kogullar ile (4.1)’in ¢oziim-
lerinin beg periyodik ¢oziimlerine yakinsak olan ¢oziimlerine ayirilmistir.

Hemen sunu not edelim ki eger a,b € (—1,0) ise, o zaman ab # 1, ve (1+a)/(ab—1) €
(—1,0) olur. Ashinda, a,b € (—1,0) oldugu i¢in, agik sekilde (1 + a)/(ab—1) < 0,
ve ab < —a’dir. Dolayisiyla 1+ a < 1 — ab olur, ve buradan (1 +a)/(ab—1) > —1
oldugu izlenir. Teorem 4.5 ve Teorem 4.9 ile bu ¢oziimlerin (—1,0) araligina ait bes
periyodu ile periyodik oldugu elde edilir.

Bu kismin ana sonucunu formiilize etmeden ve onu ispatlamadan 6nce, yardimei bir
sonuca ihtiyacimiz vardir.

Onerme 4.11: (4.1)’in herhangi bir ¢oziimii asagidaki esitligi saglar;

Tpts — T = Tp(Tpga — Tpo1), n > —1 igin. (4.20)
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Ispat: n > —1 ise,

Tpyo = TpTp_1— 1, (4.21)
Tty = Tpp1Tp — 1,
Tprda = TpioTpr1 — 1= (Tpxp_1 — Dayeg — 1
= Tpnt1lnTn-1 — Tpyl — L.
Tpts = TpigTpie — 1= (zpz, — 1) (xpz,— —1) =1 (4.22)

2
= Tpt1lpTp-1 — Tpt1Tp — Tpdn—1

- 'In(xn—i-lajnxn—l — Tp+1 — 'In—l)‘

(4.21) ve (4.22) kullamlarak

Tn4s5 — Tn

xn<xn+lz‘nxnfl — Tp+1 — xnfl) — Tn
= xn($n+lxnxn—l — Tp+1l — Tp—1 — 1)
= xn[(xn—&-lxnxn—l — Tp41 — ]-) - xn—l]

= xn<$n+4 - xnfl)

elde edilir. Ispat tamamlanir.

Teorem 4.12: (4.1) fark denklemini baglangi¢ kosullari z_o, 21,29 € (—1,0) olmak

tizere bir ¢oziimiinii ele alalim. O zaman bu ¢oziim bir bes periyotlu ¢oziime yakinsar.

Ispat: {50122 00 {T5ns1 1005 {T5n1235% 05 {T5n431020 Ve {T5n44}02 alt dizilerini ele

alalm. Onerme 4.11 ile n > —1 icin biliyoruz ki ele aldigimiz ¢oziim (4.20)’i saglar.

Boylece

Tptr10 — Tpts — $n+5($n+9 - xn+4) (4-23)

durumunu elde ederiz.

Dolayisiyla,

= Tn45Tntd ('Tn+8 - xn+3)
= Tnys5TnaTni3(Tnpr — Tngo)
= $n+5$n+4$n+3$n+2($n+6 - !L‘n+1)

= Tp45Tn4+4Tn43Tn+2Tn41 ($n+5 - xn)

[Zni10 = Tnys| = [Tnys| [Tnral [Tnss] [Tnre] [Toga| [Tngs — 24 (4.24)
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ve, dizinin degerleri (—1,0) araliginda oldugu i¢in
|Znt10 = Tnas| < [Tngs — o0l (4.25)
olur. Genelligi bozmaksizin, {zs,}>° alt dizsini diigtinelim.
Un = Ts(nt1) — Ton, N E Ny (4.26)
olsun. (4.25) esitsizliginden
lag| > |a1| > |as| > ... (4.27)

olur. {|a,|}>°, dizisi pozitif, artmayan ve alttan 0 ile simirh oldugundan, bu dizi
bir A sayisina yakinsak olmak zorundadir. A = 0 oldugunu ispatlayalim. Tersine

varsayalim ki A # 0 olsun. (4.24)’den

5n

|#50041) = @5n] = (] ] 1) 5 — o] (4.28)
k=1

durumu yazlabilir. {|a,|}>°, dizisi sifirdan farkl bir degere yakinsak oldugu igin,

ﬁ |z),| diziside sifirdan farkl bir degere yakinsaktir. Dolayisiyla limy o |2x] = 1
]:)Ttllr. Sonug olarak, xj, biiyiik £’lar icin —1’e yakindir. Varsayalim ki & biiyiik olsun.
O zaman, g3 = 2512 — 1 0’a yakindir. Bu da & — oo igin |zg13] — 1 durumu
ile geligir. Dolayisiyla istenilen gosterilmis olur ve A = 0 bulunur.

Uyar1 4.13: Daha 6nce belirtildigi gibi, (—1,0) araligimin digindan alinan baglangig
kosullar ile de bu araliga diisen coziimler vardir. Bir 6nceki teoremle diyebiliriz ki
boyle ¢oziimler ayni zamanda bir bes periyotlu ¢oziimlere yakinsaktir.

Sonug 4.14: Varsayalim ki (4.1)'in bir ¢oziimii 2o = 0 ve z_1,29 € (—1,0)
baglangic kosullarina sahip olsun. O zaman, x; = —1 ve gelecek diger biitiin terimler
(—1,0) araliginda olur ve bdylece bu ¢oziim bir beg periyodik ¢oziime yakinsar.
ispat: Agikca 11 = z_1x 5o — 1 = —=1dir. 0 < —29g < 1vel < —2_7 <1
oldugundan, 0 < xpx_; < 1 olur ve bu yiizden —1 < x5 < 0 olur. Dahasi,
r3 = r120—1 = —x9—1 € (—1,0). Benzer sekilde, x4 = 2921 —1 = —25—1 € (—1,0).

Ispatin geriye kalan kismi, Teorem 4.9’a benzerdir ve ihmal edilebilir.
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4.3 (4.1)’in Coéziimlerinin Kararlhilig: ve Yakinsaklig:

Bu kisimda, (4.1)’in iki denge noktasimin kararhlik yapisina deginilecek ve negatif
denge noktasina ¢oziimlerin olasi yakinsaklik durumu okuyuculara agik problem
olarak birakilacaktir.

Onerme 4.15: (4.1)’in porzitif denge noktas: 7, kararsizdir.

ispat: (4.1)’in pozitif denge noktasi T; civarinda karakteristik denklemi
N T \N—T, =0, (4.29)

seklindedir. Py(z) = 2® — Tyx — T; olsun. Pi(1) = 1 — 27, = —V5 < 0 ve
lim, .o, Pi(x) = oo oldugundan, P;(\g) = 0 olacak sekilde Ay > 1 vardir. Bu-

radan 7, kararsizdir. Ispat tamamlanir.

(4.1)’in negatif denge noktasi T, civarinda karakteristik denklemi
N — T\ — Ty = 0, (4.30)

seklindedir. Py(z) = 23 — Toz — Ty olsun.
(i). Pg(fg) — 0,
(ii). Py(x) = 32® — Ty > 0, her x € R igin,

oldugunu gozlemleyelim. Dolayisiyla, A\; = T2 € (—1,0) negatif 6zdegerine ve
)\1 |)\2|2 = fg (431)

olacak gekilde Ay ve Ao kompleks eslenik 6zdegerlerine sahibiz. || = |X2| durumu
sz konusudur, dolayisiyla 7, biri 1’e esit digeri 1’den kiigiik karakteristik denklemin
koklerinin oldugu yerde hiperbolik olmayan denge noktasidir.

Acik Problem 4.16: (4.1)’in negatif denge noktasi To'in kararlihk yapisini belir-

leyiniz.
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4.4 Degismez (Sabit) Araliklar

Bu kisimda, (4.1)'in bir {z,}2% 5 ¢oztimiiniin {5,122, {Tsnt1}o20s {Toni2}oos
{T5n13}00 0 ve {xsnia o, alt dizileriyle ilgili degismez araliklarini galisacagiz.

Teorem 4.17: Varsayalim ki (4.1)’in bir ¢oziimii _o = 0 ve x_1 € (0,1) ve xy €
(—1,0) baglangig kogullarina sahip olsun. O zaman, her n € Ny igin x5, 2, T5n16 €
(=2, —1), T5443, Tsnis € (—1,0) ve z5,44 € (0,1) olur ve ayni zamanda x; = —1’dir.
ispat: x_9 = 0 oldugu i¢in, 7 = z_1x_5 — 1 = —1’dir. Simdi yukaridaki durumu
n = 0 i¢in ispatlayalm. z_; € (0,1) ve oy € (—1,0) oldugundan, —1 < xgz_; <0

olur. Buradan ve o = xox_; — 1’den x5 € (—2, —1) elde edilir. Dahas

T3 — T1T9 — 1= —To — 1e (—1,0)7 (432)

Ty = $2I1—1:—I2—1€(0,1)

olur. 0 < —z3 < 1vel < —zy < 2 oldugundan, x5 = 2325 — 1 € (—1,1) bulunur.
Simdi, z5’in daha kisitlanmig olan (—1,0) araligima diisecegini gosterelim. Bunu
geligkiye diigserek kanitlayalim. Varsayalim ki x5 € [0,1) olsun. 0 < x5 = 23200 — 1 <

1, 23 =220 — 1 = —x9 — 1 ve 29 = x9x_1 — 1 oldugundan,
0<(—zo—1D(rgz1—1)—1<1&0<z(l—2_1—m07_1) <1 (4.33)
durumu saglanmalidir. Bu durum
0<zo(—z2—2_4)<1 (4.34)

esitsizligine denktir. Diger taraftan, 1 < —z5 < 2 ve —1 < —x_; < 0 oldugundan,
0 < —xy —x_1 < 2 olur. Ancak, zq < 0 oldugundan, zo(—z2 — x_1) < 0 olur. Bu
bir geligkidir. Dolaysiyla iddia edildigi iizere x5 € (—1,0) bulunur.

0 <2y <1veO < —x3 < 1 oldugundan, —1 < z4z3 < 0 olur ve bu yiizden
—2 < xg < —1 elde edilir ki bu da n = 0 i¢in ispatini tamamlar.

Simdi 0 < n < k i¢in x5,19, Tsnae € (—2,—1), Tspes, Tsnaes € (—1,0) ve T5,44 €
(0,1) oldugunu varsayalim.

Tsgra € (0,1) ve z5,45 € (—1,0) oldugundan,

T5(kt1)42 = Tokr5Tskra — 1 € (=2, —1) (4.35)
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olur. Tsii6 € (—2,—1) ve 545 € (—1,0) oldugundan,
T5(kt1)43 = Tsk46Tsk4s — 1 € (—=1,1) (4.36)
olur. Varsayalim ki 5(;41)4+3 € [0,1) olsun. O zaman
0 < T5(k+1)+3 = Tokt6T5kt5 — L = (Tspra®srss — 1)(TopysTopya — 1) —1 <1 (4.37)

olur, bu da

0 < T543(T5kaTsk43T 5042 — Tohrd — Topg2) < 1 (4.38)

durumuna denktir.
Sunu hemen not edelim ki —1 < —z5544 < 0 ve 1 < —2Z5p52 < 2 oldugundan,
T5k+aT5k13Tsk1r2 > 0 Ve —Zspig — Tsgao > 0 olur. Dolayisiyla, zs,y3 < 0 ile bir-

likte sp4aTsr43Tsk42 — Tokta — Topro > 0 esitsizligl Tspi3(TspraTorr3Tsrr2 — Topra —

Tspr2) < 0 durumunu gergekler ki bu da bir celigkidir. Bu yiizden,
Tskt1)43 € (—1,0) (4.39)
olur. —2 < Z5(k41)+2, Tsk+e < —1 oldugundan,
T5(kt1)+4 = T(k+1)+2T5k46 — 1 € (0,3) (4.40)

olur.

Varsayalim ki 25(;41)44 € [1,3) olsun. Onerme 4.11 ile

T5(k1)+4 — Toktd = Tskta(T5(kt1)+3 — T5k+3) (4.41)

ve 0 < wspqq < 1 < T5(u41)44 yazilabilir. Boylelikle x54,41)44 — T5p44 > 0 olur.
Sonug olarak, @siya(T5(k11)+3 — Tskts) > 0 olur. Buradan ve 5,44 > 0 oldugundan,

T5(kt1)+3 — T3 > 0 elde edilir. O zaman

T5(k+1)43 — Tok+3 = Tokt3(Ts(he1)+2 — Tskt2) > 0 (4.42)

olur. xs;13 < 0 oldugundan, x5(;11)12 — Tsp42 < 0 olur. Dahasi

Ts(kt1)+2 = Tskt2 = Tskr2(Tskr1)11 — Towg1) > 0 (4.43)
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olur. ws,42 < 0 oldugundan, T5(41)41 — Tsk+1 > 0 olur.

Onerme 4.11 ile her bir 1 < n < k icin

T5(n+1)+1 — Ton+1 = Ton41L5nL5n-1Lsn—2T5n—3(Ton41 — To(n—1)+1) (4.44)

durumu olur. Tiimevarimla, x5, 125,T5,_1T5,_2T5,_3 > 0 olur dyle ki farkin isareti

T5(k+1)+1 — Tsk+1 10 igareti ile aymdir, yani,
T5(n+1)+1 — Ton+1 > 0, 0<n<k (445)

dir.
Diger taraftan, x¢ — 1 = 26 + 1 < 0’dir. Bu bir celigkidir. Dolayisiyla,

T5(k+1)+4 c (O, 1) (446)

dir.

—2 < T5(kt1)+2 < —1 ve T511)43 € (—1,0) oldugundan,
T5(kt1)45 = T5(k+1)+3T5(k+1)42 — 1 € (—1,1) (4.47)
olur. Varsayalim ki 25(;41)45 € [0,1) olsun. O zaman,
0 < (Tskr6Tsps — 1)(TspasTopra — 1) — 1< 1 (4.48)
durumu olur. Bu da

0 < k45 (T5k16T5k45T5k44 — Tohe — Tshpa) < 1 (4.49)

durumuna denktir.
Diger taraftan, x5, 6Z5515T5614 > 0 oldugundan ve 1 < —z516 < 2, —1 < =544 <

0 oldugundan, —xs5;.6 — 5644 > 0 elde edilir. Boylece

TS5kt 6T5k+5T5k+4 — Tskt6 — Tskya > 0 (4.50)

elde edilir.

Tsres < 0 durumu

T5)t5(T5k+605k4+5T5k+4 — Tskts — Togra) < 0 (4.51)

41



olmasimi gercekler. Bu da bir celigkidir. Dolayisiyla,

.I’5(]€+1)+5 € (—1,0) (452)

dir.

Son olarak, 0 < @5(p41)44 < 1 ve —1 < x5(341)+3 < 0 oldugundan,

T(k+1)+6 = T5(k+1)+4T5(k+1)+3 — 1 € (=2,-1) (4.53)

elde edilir. (4.35) — (4.53) ve tiimevarimla ispat tamamlanir.

Teorem 4.18: ©_5 =0, z_; € (0,1) ve zg € (—1,0) baglangi¢ kosullar1 ile (4.1)’in
herhangi bir ¢oziimii bes periyodik bir ¢oziime yakinsar.

Ispat: Teorem 4.17 ile n € Ny icin z_y = 0, z_; € (0,1), 29 € (—1,0), 23 = —1,
Tont2, Tonie € (—2, —1), Tspi3, Tonys € (—1,0) ve 25,44 € (0,1) olur.

Tumevarimla {@sn43fn2 1, {Zsnatne_1s {@snishni_1, {Tsnrelni_y ve {@sni7}nl g

alt dizilerinin hepsinin monoton oldugunu ispatlayacagiz.

Varsayalim ki n = —1 olsun. O zaman, Onerme 4.11 ve Teorem icindeki kosullar ile,
T3 —T_9 = x3<0, (4.54)
Ty =7 = T 4(¥3 -2 ) =173 <0,
x5 — 19 = xo(rgy —x_1) >0,
xe—1x1 = x1(x5 —30) <O,
T7— Ty = xa(wxg—1x1) >0

elde edilir.
Varsayalim ki 0 < n < k icin
-1 < Tspy3 < Tymo1)+s < 0 =9, (4.55)
0 < Zsppa < Ty—1)44 < 1,
0 > Zsngs > Tyn—1)45 > —1,
—2 < Zsnge < Ty(-1)46 < —1,
=1 > Zsn7r > Typo1)47 > —2

olsun. Her bir k£ € Ny ve j = 3,4,5,6, 7 i¢in ve Teorem 4.17 ile

T5(k4+1)+7 — Tsk+j — 1U5k+j$5k+j—1$5k+j—2$5k+j—3565k+j—4($5k+j - $5(1c—1)+j) (4-56)
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oldugundan

Tkt i L5kt j—1T5k4j—205k4j—3T5k4j—4 > 0 (4.57)
elde edilir. @5(;41)4; — Tsk4; farks her bir £ € Ng ve j = 3,4,5,6,7 icin aym isarete
sahiptir. Buradan ve Teorem 4.17 ile iddia kanitlanir.

{zsnastnz 1 {zsnatnz 1y {@snshni_1s {Tsnre}niy ve {@sni7}ii_y alt dizilerinin
hepsi monoton ve sinirll oldugundan, onlar yakinsaktir ve sonug olarak {z,}22 ,

¢oziimii iddia edildigi iizere besg periyodik bir ¢oziime yakinsar.
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4.5 (4.1)’in Smirsiz Coziimleri

Bu kisimda, (4.1)’in siursiz ¢ziimlerinin varligim veren baglangic kosullarinin kiimesi
bulunacaktir.

Ik olarak gézlemleyiniz ki baglangic kosullart z_o, x_1, 2 > T1 veya T_o, T_1,To <
—1 oldugunda, smursiz ¢oziimlerin varhgr goriiliir. Ozellikle, asagidaki iki teorem

baglangi¢ kosullarinin kiimesine iligkin simirsiz ¢oziimlerin varligim gosterecektir.

Teorem 4.19: Eger v o,z 1,20 > 77 = 1+2‘/5 ise, o zaman asagidaki durumlar
dogrudur;
(). x 1 <x1 <3< ...very<xo<Ty<..;

(b). Coziim +o0’a wraksar.

Ispat (a): z_; > %5 oldugundan, i <3 +2 7 = \/‘?’2’1 olur. Boylece,
1 5—1 145
1+—<1+\/_ = \/_<:c,2. (4.58)
Tr_1 2 2

Sonug olarak, x_o > 14+1/x_; dir. Boylece z_1x_5 > x_1+1. Buradan, x_1z_5—1 >
x_q olur. Dolaywsiyla z; > x_; elde edilir. Benzer adimlar tekrarlanarak x, > xq
oldugu gosterilebilir ve ispatin geriye kalan kismi tiimevarimla gosterilebilir.

(b): Tersine olarak, (a)’da verilen alt dizilerden herhangi birinin sinirh oldugunu
varsayalim. O zaman

1+,
Tnp = L e N, (4.59)

Tp—1

esitliginden, {z2,}22, ve {z2,-1}52, dizilerinin her ikiside yakinsaktir. O zaman
¢oziim ya iki periyodik bir ¢oziime yada denge noktasina yakimsaktir. Ancak (4.1)
asikar olmayan iki periyodik ¢oziime sahip degildir. Boylece, o denge noktasina
yakinsak olmalidir. Ancak en biiyiik denge noktasi x_, ve zy’dan daha kiiciik oldugu
icin bu miimkiin degildir. Bu bir celigkidir. Boylece ispat tamamlanir.

Teoram 4.20: Varsayalim ki a,b > 0 ve ab > 1 olsun. O zaman z_s =a, x_1 = b
ve xg > (1 + a)/(ab — 1) baglangi¢ kosullar1 ile her ¢oziim +oo’a raksar.

Ispat: z; =ab—1>0, 2y = zox_; — 1 > (b+1)/(ab—1) > 0 ve

1+a

x3:x1x0—1>(ab—1)ab_1

—l=a=23>0 (4.60)
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durumlar: vardir. Onerme 4.11 ile

n—>5
Ty — Tps = (T3 — x_2) H zj, n>4 (4.61)

j=—1

olur. (4.61)’i kullanarak ve z3 — z_5 > 0 durumundan, tiimevarimla kolaylikla
Tsk4j > Tsk—1)+5 > 0, k € No, j = 3,4,5,6,7 (4.62)

oldugu goriiliir, yani, {xsr;}3> 1,7 = 3,4,5,6,7, alt dizileri artandur.

Ayni1 zamanda

k
Tsk+3 — Ts(k—1)43 = (T3 — T_o H T5(j—1)4+3T5(j—1)+2---Ts(j—1)-1)  (4.63)
7j=1
> (13 — 7_9)(T3T211T0T_1 )"
abla+1)(b+ 1),
> —Xr_
> (x5 — z-2)( ab—1 )

durumu vardir. Not edelim ki

ab(a+1)(b+1)
ab—1

> 1 (4.64)

dir. Buradan ve (4.63)’den

Ea

Tskrs > Tse—1)43 + (T3 — T_2)q" = Tspi3 > T_9 + (v3 — T_2) Z ¢ (4.65)
=0

elde edilir. Buradan & — oo i¢in x5;43 — oo olur.

(4.61), (4.65) ve bu bes alt dizinin monotonlugundan
T5k43+i — T5(k—1)+3+i — l’5(k—1)+3+z'---$5(k—1)+3+1(l’5k+3 - $5(k—1)+3)

> ZCi,Q....fL',l(nglkJrg — 1’5(k_1)+3) (466)

> ZEZ'_Q...(L’_l(I:g — $—2)qk

elde edilir. + = 1,2, 3,4 i¢in buradan & — oo igin x5;43+; — oo olur. Bu da ispat1

tamamlar.
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4.6 z_9, 21,79 € (1,7;) Durumu

Bu kisimda z_9, 21,29 € (1,71) durumu ele alinacaktir. Gelecek teorem (4.1)’in
eninde sonunda azalmayan 7T;’a yakinsak ¢oziimlerinin oldugunu gostecektir.
Teorem 4.21: Varsayalim ki x_o,2_ 1,20 € (1,71) ve 29,21 < xg < T 93 — 1
olsun. O zaman, her ¢oziim eninde sonunda azalmayandir ve Z;’a yakinsar.

ispat: T_o < xp egitsizliginin her iki tarafini da x_ ile carparak, x_1x_o < x_1x9
elde edilir. Buradan ve 1 < z_5,2 1,790 < 77 oldugundan, 0 < z_jx_ o — 1 <
rT_1r0— 1 < ff — 1 = 77 elde edilir, yani, 0 < z; < x5 < 7; olur. Dolayisiyla,

1<z 9,21 <xyg <21 <29 <7y bulunur. Simdi baz1 n > 2’ler i¢in varsayalim ki
l<zoz 1 <zg<1 <2< ... <2, <7y, (467)

olsun. z, 3 < x, 1 esitsizliginin her iki tarafimda z,_ ile garparak ve (4.67) kul-
lanilarak

Tpg¥pg—1< 2y 1Tho—1<T2—1=17 (4.68)
bulunur, yani, z, < z,4; < T; olur. Boylece, {x,}3° | ¢oziimiiniin iistten 7, ile
sinirl ve azalmayan oldugu ispatlanmig olur.
Teorem 4.22: Varsayahm ki z_o,x_1,2¢ € (1,71) vexg < max{x_o,x_1},x_ox_1—
1 <min{x_o,x_ 1,20} ve z_129 — 1 < 2 olsun. O zaman, her ¢dziim igin bir N > 2
sayis1 vardir, oyle ki

To>w3> ... >y > 0> 0N (4.69)

dir.

Ispat: Teorem icideki varsayimlar ile
021'1—1<l‘1:l‘_1l‘_2—1§l‘_1<fl, (470)
0:1'1—1<ZL‘2:ZL‘OI'_1—]_§ZL‘O<51, (471)

durumlar1 mevcuttur. Eger xo < z_; ise, o zaman egitsizliginin her iki tarafi x_; ile
carpilirsa

To=x00_1 — 1 <ax_12_9—1=11x4 (4.72)
elde edilir. Eger x¢o < x_5 ise, 0o zaman x1 = x_1x_5 — 1 < x_5 oldgundan
T3 = 1Ty — 1 S T_1Tx_9 — 1= xT1 (473)
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elde edilir. xy < z_; esitsizliginin her iki tarafi z( ile ¢arpilirsa

elde edilir ve (4.72) ile birlikte tekrardan x3 < x; gergeklenir.
Sunu da not edelim ki z3’iin pozitif oldugunu garanti edemiyoruz. Benzer sekilde,

xo < zg esitsizliginden (bak (4.71))

xy < T3 (4.75)
elde edilir ve x3 < x; esitsizliginden
xy < T4 (4.76)
elde edilir.
Simdi varsayalim ki
0<z), <zp1<..<a3<29<7T (4.77)

ve Tpr1 > 0 olsun. O zaman, x, ; < x,_3 esitsizliginin her iki tarafimda z, -
ile carparak ve her iki taraftan 1 gikarilarak, x,;; < x, elde edilir. Dolayisiyla
tiimevarim ile (4.77) esitsizliginin ancak ve ancak z,,’nin pozitif olmasi halinde sag-
landig: ispatlanmig olur.

Eger her n > 2 i¢in x,, > 0 ise, o zaman {z,, }?° _, ¢oziimii yakinsaktir ve onun limiti
negatif degildir. Ancak, (4.1)’in negatif olmayan tek denge noktas1 Z; oldugundan

bu miimkiin degildir. Buradan ispat tamamlanir.
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5. Tpi1 = TnZn_s — 1 FARK DENKLEMININ COZUMLERININ Di-
NAMIGI

Bu boliimde

Tpil = Tplpo— 1, n=0,1,... (5.1)

ii¢iincii mertebeden fark denkleminin ¢oziimlerinin davranglari z_o, z_1, ¢ baslangig
kogullar: reel sayilar olmak iizere aragtirilacaktir. (5.1) fark denklemi, k,1 € Ny, k < {
ve obeb(k; 1) =1 i¢in

Tpil = TppTn — 1, n=0,1,.. (5.2)

formundaki denklemlerin bir simifina aittir. (5.2) basit goriinmesine ragmen k, I’nin
se¢imine bagl olarak coziimler ¢ok farklilik gostermektedir.

Sunu hemen not edelim ki (5.1)

fl =

denge noktalarina sahiptir.
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5.1 (5.1)’in Periyodik Co6ziimleri

Bu boliimde (5.1)’in periyodik ¢oziimleri ele alinacaktir.
Teorem 5.1: (5.1) denklemi iki periyodik ¢tziimlere sahiptir gerekli ve yeterli kogul
baglangic kosulullarnt z_o =0,z 1= -1, 20 =0; 2z 2o =—1, 21 =0, g = —1.
Ispat: {2,}%° ,, (5.1)’in iki periyodik bir ¢oziimii olsun. O zaman her n € Ny ve
a#bolan a,b € R igin 29,9 = a ve 29,1 =bolur. x; =xgr_s—1=0a>—-1=0bve
Ty =x17_1 — 1 =b? — 1 = a durumlan vardir. Bu iki denklemden (a®> —1)? —1=a
veya esdeger olarak

ala+1)(a®>—a—1)=0 (5.4)
dir. Burada dort olasi durum stz konusudur.
Durum 1: a = 0 ise, b = —1 olur ve ilk iki periyodik ¢oziim elde edilir.
Durum 2: a = —1 ise, b = 0 olur ve ikinci iki periyodik ¢oziim elde edilir.
Durum 3: a =7, ise, b = a®> — 1 = 7; olur ki bu denge ¢oziimiidiir.
Durum 4: a = T, ise, b = a®> — 1 = T, olur ve diger denge coziimiidiir.
Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 5.2: (5.1) fark denklemi ii¢ periyodik ¢oziimlere sahip degildir.
Ispat: {z,}2> ,, (5.1)’in iki periyodik bir ¢oziimii olsun. O zaman her n € Ny ve
en az ikisi birbirinden farkli olan a,b,c € R igin x5, o = a, x3,.1 = b ve x3, = ¢

olur. Bu durumda

T = Tor_o—1=ac—1=a, (5.5)
Ty = Tx_1—1=ab—1=0b,
r3 = Xoxg—1l=bc—1=c,

olur. (5.5)’den kolaylikla a # 0, b # 0, ¢ # 0 oldugu goriiliir dyle ki
1

1 1
=1+ = 14+ p=14+= 5.6
¢ —|—a,a +b, +C (5.6)
dir. (5.6)’dan
b 2b+1 b+1 3b+2
:1 pr— pr— = .
=t T T 1 AT T | (5.7)

yazilabilir ki buradan b*> — b — 1 = 0 olur. Dolaysiyla, b = T; veya b = T, bulunur.

Buradan ve (5.6)’dan a = b = ¢ = T; veya a = b = ¢ = Ty bulunur. Boylelikle ispat
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tamamlanir.
Teorem 5.3: (5.1) fark denklemi dort periyodik ¢oziimlere sahip degildir.
Ispat: {z,}° ,, (5.1)'in dort periyodik bir ¢oziimii olsun ve 2_5 = a, 2_; = b,

To = ¢ olsun. Bu durumda

T = ToT_o — 1 =ac—1, (5.8)

To =211 —1=(ac—1)b—1=aq, (5.9)
T3 =1x9xg—1l=ac—1=0b, (5.10)

Ty =x301 — 1 =blac—1)—1=¢ (5.11)

olur. Boylece (5.9) ve (5.11)’den, a = ¢ oldugu goriiliir. (5.10) ile birlikte bu
a>—1=b (5.12)
durumunu verir. (5.11)’den b(a? — 1) — 1 = a veya esdeger olarak
(a+1)(bla—1)—1)=0 (5.13)

elde edilir.
Durum 1: Varsayalim ki ¢ = —1 olsun. O zaman b=a>—-1=0vec=a = —1
olur. Teorem 5.1 ile bu iki periyodik bir ¢oziimdiir.

Varsayalim ki a # —1 olsun. a = 1 ise, o zaman (5.13)’dan geligki elde edilir.
Eger a # 1 ise, 0 zaman a®> — 1 = b= 1/(a — 1) olur, dyle ki a(a®> —a — 1) = 0 olur.
Dolayisiyla, a = 0, a = 7, veya a = T, olur.

Durum 2: Varsayalim ki @ = 0 olsun. O zaman b =a?>—1= —1 ve ¢ = a = 0 olur.
Teorem 5.1 ile bu iki periyodik bir ¢oztimdiir.

Durum 3: Varsayalim ki @ = 7; olsun. b = a®> — 1 = T; ve ¢ = T; olur ki bu denge
¢oziimiidiir.

Durum 4: Varsayalim ki a = 7, ise, b = a®> — 1 = 7, ve ¢ = T, olur ki bu da diger
denge ¢oziimiidiir.

Boylece ispat tamamlanir.
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5.2 (5.1)’in Co6ziimlerinin Lokal Kararhlig:

Bu kisimda, (5.1)’in iki denge noktasinin lokal kararhilik yapisina deginilecektir.
Teorem 5.4: (5.1)’in negatif denge noktasi T; kararsizdir. Dahasi o hiperbolik

denge noktasidir.

1-v5

5 civarinda lineer-

Ispat: (5.1) denkleminin negatif denge noktasi olan z; =
lestirilmis denklemi

Tnt1 — Tlxn — fl.’En,Q =0 (514)

seklindedir. Onun karakteistik polinomu

P (\) =X -3\ 1 (5.15)
olur. Dolayisiyla
P (\) =3\ — 27\ = A(3)\ — 27) (5.16)
dir.
Ps(—2)=—8—5T <0ve Py (—1)=-1-27, =v5—-2>0 (5.17)

oldugundan Pr,’'m \; € (—2, —1) kokii vardur.
Diger taraftan Pz, (0) = —7; > 0 ve (5.16)’dan, Ay, P, 'in tek reel kokiidiir. Dolayisiyla
Ag,3 diger iki kokii kompleks esleniktirler.

MXf =7 (5.18)

oldugundan, |\y| = |A3] < 1 elde edilir. Buradan ispat tamamlanur.
Teorem 5.5: (5.1)’in porzitif denge noktasi1 To kararsizdir. Dahasi o da hiperbolik

denge noktasidir.

Ispat: (5.1)’in pozitif denge noktasi T, = 1+2\/g € (1,2) civarinda lineerlegtirilmis

denklemi

Tpt+1 — fgl’n - ngn_g =0 (519)

seklindedir. Onun karakteristik polinomu

Ps,(\) = X2 — T\ — Ty (5.20)

51



olur. Dolayisiyla

dir.

/

P (A) = 307 — 2T\ = A(3\ — 2T) (5.21)

T

11 —5v5
—2 <

P5,(3) = 27 — 10T, = 22 — 5V/5 > 0

Pr,(2) = 8 — 5Ty = 0 (5.22)

oldugundan Pr,'mn \; € (2,3) kokii vardur.

Buradan ve Py, (0) = =72 < 0 oldugundan, \;, Pz, 'in tek reel kokiidiir. Dolayisiyla

Ag,3 diger iki kokii kompleks egleniktirler.

)\1 ’)\2’2 - Tg (523)

oldugundan, || = |A3] < 1 elde edilir. Buradan ispat tamamlanur.

52



5.3 9,2 1,79 € (—1,0) Durumu

Bu kisimda, (5.1) denkleminin x5,z 1,29 € (—1,0) baglangig kogullar igin ¢6ziim-
lerinin yapisi aragtirilacaktir. Bu kismin ana sonucunu vermeden 6nce bazi yardimci
sonugclara ihtiyac duyariz.

Onerme 5.6: Varsayalim ki z_o,2 1,29 € (—1,0) olsun. O zaman (5.1)’in bir
{z,}52 _, ¢oziimii n > 2 igin z,, € (—1,0) olacak sekildedir.

Ispat: z_5, 2 € (—1,0) oldugundan z; = xgr_y — 1 € (—1,0) olur. Baz k > 2’ler
icin x,, € (—1,0) oldugunu varsayalim. O zaman xy1 = 32, — 1 € (—1,0) olur.

Ispat tiimevarimla sonlanir.

Benzer bir bakis acis1 ile Onerme 5.6'nin bir genislemesi asagida verilir.
Varsayalim ki k; € N, 1 < i < 2m, s € max{ky, ks, ..., ko } igin x_4, ...,x_1,29 €

(—1,0) olsun. O zaman (5.1)’in bir {z,}>° _, ¢6ziimii

2m
T+l = Hxn,ki — 1, n e NO (524)
i=1

n > —s icin x, € (—1,0) seklindedir.
Simdi (5.1) denkleminin bir ¢oziimiiniin ¢ift terimlerinide tek terimlerinide saglayan

bir denklem bulacagiz. (5.1)’den
Ton4+3 = Tan42T2n — 1, Ton42 = T2n4+1TL2n—1 — I,ne Ny (5-25)
yazilabilir. O zaman

Ton+3 = ($2n+1$2n—1 - 1)(5(72n—1$2n—3 - 1) -1 (5-26)

= Zop-1(Tont1%2n-1%2n—3 — Tont1 — Tan—3), N € N
ve benzer sekilde
Tonta = Ton(TontoTonTon—2 — Tonto — Tap—2), N €N (5.27)
yazilabilir. Dolayisiyla vy, = x9,.11 ve 2z, = x9,o alt dizileri

Ups1 = Up—1(UnpUp_1Up_2 — Uy — Up_2), n € N (5.28)
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fark denklemini saglar ve u,, € (—1,0) dr.

Simdide v,, = —u,, degisken degigtirmesini yapalim. Bu durumda (5.28)
Upt1 = Up-1(Un + Up_o — UpUp_1U,_2), n € N (5.29)

denklemine déniigiir. Aym zamanda sunu da syleyelim ki v,, € (0, 1)’dir.

(5.29)'min agagidaki dort denge noktas: vardir;

1+V5 _ Vh—1 _

Vg = — B , V1 = O, @2 = 9 , Vg = 1. (530)

u,v,w € (0,1) olmak iizere
flu,v,w) = v(u+w — uvw) (5.31)
fonksiyonunu ele alalim. Bu durumda f, = v — v*w = v(1 —vw) > 0, f, =

u+w—2uvw = u(l—ovw) +w(l—ovu) >0, f, = v—2v?u =v(1—vu) > 0 durumlar

mevcuttur. Boylece f fonksiyonu her bir bilegenine gore kuvvetli sekilde artandir.

1-/5>
2

)
n=-—2

Onerme 5.7: (5.1)’in negatif denge noktas1 7, = a esit olmayan bir {z,,}

¢oziimiinii alalim. Varsayalim ki
T_9,_1,%9 € (—1,0) (5.32)

olsun ve asagidaki kosullardan bir tanesi saglanir.
(Hy) 29 < Ty, 11 > 71, 19 < 74,

(Hy) 9 > %y, 21 < Tq, To > 7.

O zaman her n > —2 i¢in z,, € (—1,0) olur ve

(a) Eger (Hy) saglanirsa, o zaman bir N € Ny vardir dyle ki

Tont1 > T1, Topso < Ty, n > N, (5.33)
(b) Eger (H,) saglanirsa, o zaman bir N € Ny vardir dyle ki

Topi1 < T1, Topso > T1, 1 > N. (5.34)

Ispat: Onerme 5.6 ile n > —2 icin z,, € (—1,0)’dir. Sadece (a)nin ispati ya-

pacagiz. (b)’nin ispat1 benzerdir ve ihmal edilebilir. —1 < 2y, x_s < T; oldugundan
T = Lol -2 — 1 Z E? —1= fl (535)
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olur. Buradan ve 7; < x_; < 0 oldugundan
Ty=mr - 1<7 —-1=17 (5.36)

olur.
Eger x_o5 < T; veya xy < T ise, (5.34) saglanir ve sonug olarak (5.35)’de saglanir.

Eger x_5 = 19 = T, ise, 0 zaman x_; > T; ve buradan (5.35) saglanir. Bu durumda
T3 = Toxg — 1 > f% —1=2 (537)

olur. Dolayisiyla N =0 ve N = 1 bariz adaydirlar.
Varsayalim ki (5.33), N < n < k igin saglansin ve N = 0 olsun. N = 1 durumu

benzerdir ve onun ispati1 ihmal edilebilir. Bu durumda
Tohis = Topyolor — 1 > 75 — 1 =7 (5.38)
olur. Buradan ve 7; < x9;11 < 0 oldugundan
Tohis = Topgslopil — 1 < T — 1 =7 (5.39)

olur. Dolayisiyla tiimevarimla ispat tamamlanir.
Teorem 5.8: (5.1)’in negatif denge ¢oziimii 7; = %‘F”a esit olmayan bir {z,,}°°

¢oziimiini alalim. Varsayalim ki
T 9, 1,70 € (—1,0) (5.40)

olsun ve (H;) vaya (Hs) kogullardan bir tanesi saglansin. O zaman her n > —2 i¢in
z, € (—1,0) olur ve {z,}>> ,, {—1,0} iki dongiisiine yakinsar.

Ispat: Onerme 5.6 ile n > —2 icin x,, € (—1,0)’dir. {2,}5° , ¢oziimiiniin {—1,0}
iki dongiisiine yakinsak oldugunu gosterelim. Bunu gostermek adma {z2,}52
{zant1}2_ alt dizilerininden bir tanesinin 0’a digerininde —1’e yakinsak oldugunu
gosterelim. Bunu gostermek, sirasiyla, asagidakileri gostermeye denktir:

(a) Eger n > —1 igin v,, € (0,1) = (U1, U3) olmak iizere, baza N > —1 ve n > N igin
Un, > Tg ise, (5.3.6)'mn {v,, }5° | ¢Oziimii T3’a yakinsar.

(b) Eger n > —1 i¢in v, € (0,1) = (v, v3) olmak iizere, bazt N > —1 ve n > N igin
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vy, < Ty ise, (5.3.6)min {v,}5° | ¢oziimii T;’a yakmsar.

(a)’y1 ispatlayalim. (b)’nin ispat1 buna benzerdir ve ihmal edilebilir.

Uy, € (Ug,T3), n > N (5.41)

durumu vardar.
I =liminf{v,}, S = limsup{v,} (5.42)

olsun. O zaman
Ty <1< S <7; (5.43)

olur.
[k olarak varsayalim ki I = 7, olsun. (5.41)’den bir ¢ > 0 sayis1 vardir 6yle ki

I +¢ <ovnN,Unt1,VN+2 < T3 olur. f'nin monotonlugundan ve
flz,z,x2) >z, x € (U2, U3) i¢in (5.44)
oldugundan,
unys = f(ona2, Ona1,0n) > f(L+e, I+, l+e)>1+¢ (5.45)

olur. Buradan ve tiimevarimla v, > [ +¢&, n > N elde edilir. Bu da liminf,_,., v, >
I 4+ ¢ durumunu gergekler. Bu bir celigkidir.

Simdi varsayalim ki I € (U2,73) olsun. {v,, }ren, {vn}o_; dizisinin bir alt dizisi
olsun, dyle ki limy_,o v,, = I olsun. O zaman {v,, }ren dizisinin, limy_. vy, —1,
limy o0 Vpj—2 Ve limg_oo vy, —3 alt dizileri vardir. Sirasiyla bunlara K_;, K 5, K_3

diyelim. Buradan ve (5.44) ile
FK 1, K 0, K_3) =1 < f(I,1,1) (5.46)

olur. Dolayisiyla bir ig € {1,2,3} vardir 6yle ki 0 olur. Aksi takdirde i = 1,2, 3 i¢in

K_; > I olur ve f’nin monotonlugundan
fULLD) < (K, Ko, K 3)=1< f(I,I,1I) (5.47)

elde edilir ki bu bir geligkidir. Diger taraftan K_;,, < I durumu ['nin segimi ile
geligir. Dolayisiyla I, (vs,v3) araliginda olamaz.

Yukaridaki durumlarin hepsinden v3 = I < S < 73 bulunur. Sonug olarak

lim v, = U3

n—0o0o
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bulunur. Ispat tamamlanir.
Teorem 5.9: Varsayalim ki (5.1)’in bir {z,}° _, ¢dziimii i¢in bir N > —1 vardir
oyle ki

—1<ZL‘N<ZL'N+2<O,O>£EN_1>£EN+1>£EN+3>—1 (548)

olsun. O zaman ¢oziim {—1,0} iki dongiisiine yada T; denge noktasima yakinsar.
Ispat: Ilk olarak Onerme 5.6 ile n > N igin 2, € (—1,0) oldugunu not edelim.
(5.1)’den

Tptqs — Tpy2 = $n+l(xn+3 - :Unfl) (549)

elde edilir. zx41 € (—1,0) oldugundan ve n = N i¢in (5.3.26) kullanilarak, 0 >

TN1a > Tnio elde edilir. Dolayisiyla
TN < Tng2 < Tnpa <0, Ty 1 > Tnp1 > Tye3 > —1 (5.50)
olur. Tiimevarimla ve (5.49) fikriyle her k € N i¢in
TN < Tnio < ... <Tngop <0, TN 1> Tnip > .o > Tygoper > —1 (5.51)

oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla, limy .o Tnior Ve limg_ oo Tniokr1 sonlu limitleri

vardir, onlara [; ve [y diyelim. & — oo igin

TN42k+2 = TN42k+1TN+2k—1 — 1, TNf2k+3 = TN42k+2T N2k — 1 (5.52)

durumlarinin limiti ahmirsa, I, =13 — 1 ve I, = (2 — 1 elde edilir. Dolayisiyla

bulunur. Bulunur [y = Iy = T; veya l; # I ise, o zaman [; + [, = —1 olur ki bu da
l; =0 ve ly = —1 olmasidur.
Uyar1 5.10: a,b,c € (—1,0) olmak iizere z_s = a, x_1 = bve xg = colsun. N = —1
icin, (5.48)
T_o > Tg&a>c, (5.54)
r1—2T_1 = ToTo9—1—x_1=ac—1—0>0,
To—Tg = X1T-1—1—2Tg=2px_1x_9—2T_1—29g—1=abc—b—c—1<0.
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olacaktir. Dolayisiyla bu kosullar altinda
a>c,ac>b+1,abc<b+c+1 (5.55)

olur. (5.48), N = —1 igin saglanir. a,b,c € (—1,0) oldugunu gostermek kolaydir,
oyle ki (5.55) saglayan kiime bog kiimedir.

Aym zamanda sunu da not edelim ki Teorem 5.9 ispati1 iginde (5.49) iligkisi 6nemli
bir rol oynar.

(5.1)’in negatif denge noktas1 T;’a yakimsayan, agikar olmayan ¢oziimleri var olup
olmadig1 dogal bir sorudur.

Teorem 5.11: (5.1)’in negatif denge noktas1 7, ’a yakinsayan, agikar olmayan ¢oziim-
leri vardir.

Ispat: 7,’a yakmsayan ¢oziimii bulmak icin, x, = v, + Z; degisikligini yaparsak,
n € Ny icin

Yn+3 — f1 (yn+2 + yn) = Yn+2Yn, N Z -2 (556)

elde edilir ve agp = 0 ile

Un =D Y anp"™q" (5.57)

k=0 1=0
formiilasyonu yapariz. Burada p ve ¢

P\ =X =7 (\+1) (5.58)

karakteristik polinomunun kompleks eglenik kokleridir. Sunu da not edelim ki |p| =
lg| = r ~ 0,74448'dir. (5.56) icinde (5.57) yerine konulursa ve katsayilar kiyasla-

narak, dy = p**¢® — 7, (p*¢¥ + 1) ile

k !
dklaklzz Z aip* g a1, (5.59)

i=0 j=0,j+i0

bulunur. (5.59) denklemi k + [ < 1 i¢in saglanir. Burada a1 ve ag; keyfi sayilardir,
oyle ki, k +1 > 1 saglayan k,[ sayilar igin (5.59)’u diigiinmek kafidir. a1y ve
ag; kompleks esglenik olarak segilirse, o zaman (5.59)’a gore biitiin ay’ler a;’lara
kompleks egleniktirler ve sonug olarak (5.57) serisi reeldir. |ai0| = 1, ajp = o1 ile

(5.57)’nin bir ¢oziimiinii arayalim ve pozitif bir A sabitine karar verelim, 6yle ki
|ag| < AP (5.60)
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olsun. Bu esitlik k£ + [ < 1 i¢in saglandigindan, tiimevarimla, (5.59)’dan

< \eti=2 2(i+7) 5.61
law| < ’dm Z Z (5.61)

1=0 j=0,j+i7#0
elde edilir. Not edelim ki
2 4
Z Z ) o L 2o
(1 —1r2)2 (1 —1r2)2
1=0 j=0,j+i7#0
dir.
1 1

D = su — =~ 2.095 5.62
SU Tl T (562)

oldugunu kontrol etmek zor degildir. Dolayisiyla (5.60)

or? —rt

oldugunda saglanir.

Eger \r™ < 1ise, (5.57) serisinin yakimsaklig1 igin A segilebilir. Budan >(InA)/In(1+
r)'yi gercekler. A &~ 8,450°dir. Boylece (In\)/In(1 4 r) ~ 7,233 ve boylelikle n > 7
i¢in serinin yakinsakhigi bulunur. Bu yolla n > 7 igin, (5.56)'mn reel bir ¢6ziimiine
yakinsayan (5.56)'nin bir ¢oziimiinii elde ederiz., yani, (5.1)’in 7;’a yakinsayan bir
coziimii bulunur. Ispat tamamlanir.

Uyar1 5.12: ajp = ap; = 1 igin, (5.59) igindeki ilk katsayilar

2 2 2 2
p p°+q q
= = ap = —, 5.64
azo oo a11 i Qo2 oo ( )
~ PP(P* 4 Dag (P! + ¢*)ag + p*(¢* + Dan
3o = ———;
dsp day

olur.
Uyar: 5.13: (5.56) icinde n + c ile n'i yer degistirirsek, o zaman ¢ keyfi segilerek ilk
katsayilar: keyfi elde ederiz (sadece modiil 1’e gore degil).
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5.4 (5.1)’in Smirsiz Coziimleri

Bu kisimda, (5.1)’in siirsiz ¢ziimlerinin varligim veren baglangic kogullarinin kiimesini
bulacagiz. Asagidaki teorem baglangi¢ kogullarinin kiimesine iligkin siirsiz ¢oziim-
lerin varligin gosterecektir.

Teorem 5.14: Varsayalim ki

14++5

2

(5.65)

min{|x_2| ) |l‘_1| ) |I0|} > Tg =

olsun. O zaman

To < |wo| < |m1| < |22| < oo < | < ... (5.66)

olur.
Ispat: Hipotezden |z_s| —1 > Ty — 1 ve dolayisiyla |zo| (Jz_o| — 1) > Tp(To — 1) = 1
durumu mevcuttur. Boylelikle, |zo||z_2| — |xo| > 1 ve bu yiizden |zo| |z_a] — 1 >

|zo| bulunur. Diger taraftan,
’Qfl| = ‘SIZ’()LC,Q — 1’ > ‘l‘ol ’QI,Q‘ —1 (567)

dir. Son iki esitsizligi birlestirerek, To < |xo| < |x1| olur. Varsayalim ki baz1 k& € N'ler
icin

To < |xo| < |71| < |22| < ..o < |2k (5.68)
olsun. |zx_s| —1 > Ty — 1 oldugundan |zy| (|zg—2| — 1) > Ta(T2 — 1) = 1 veya es

deger olarak |xy||zg_a| —1 > |zx| olur. Buradan ve (5.1)’den
|$k+1| = |.Tkl’k_2 — 1‘ > |Z)3k| |Z)§'k_2| —1> ’$k| > Ty (569)

elde edilir. Tiimevarimla ispat sonlanir.
Sonug 5.15: Varsayalim ki (5.1)’in bir {z,, }°° _, ¢oziimii agagidaki baglangi¢ kogullarini

saglasin; /8
1 5
min{x_o,x_1,%0} > Ty = +2 ) (5.70)

O zaman ¢dziim oo’a 1raksar.
Ispat: Aksine varsayalim ki ¢oziim oo’a iraksamasin. Dizi artan ve sinirh oldugu i¢in

yakinsak olmak zorundadir. Ancak (5.1) sadece iki tane denge noktasina sahiptir ve
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onlarin her ikiside zy’dan kiiciiktiir. Boylece celigkiye diigeriz ve ispat tamamlanir.
Gelecek sonucu verebilmek icin agagidaki tanima ihtiyag duyariz.
Tanim 5.16: Varsayalim ki (5.1)’in bir {z,}° _, ¢oziimiinii alahm ve i € {1,2}

olsun. O zaman eger n € Ny icin

TN +n(k+0)+15 -y ENAn(k+)+k = L

ve

TNAn(k+1)+1s s EN+n(k+D)+k+ < Ti
veya sirasiyla

TN tn(k+)+1s s EN4n(ktD)+k < T

ve

ENtn(k+)+1s s EN+n(k+l)+k+l = Ti
olacak gekilde N € N varsa, o zaman diyebiliriz ki ¢dziim k% [~ (veya k—,[7)
kalibinda eninde sonunda yar1 dongiilere sahiptir.
Uyar1 5.17: Sunu da not edelim ki M > 2 i¢in eninde sonunda yar1 dongii 6rnekleri
kf, k;t, k:;f, e k]j\;’ye genigletilebilir.
Teorem 5.18: Varsayalim ki (5.1)’in bir {z,}°° , ¢oziimii agagidaki baglangig

kogullarini saglasin;

1++5

min{|x*2’ ) ’.13,1‘ ) ‘370’} > Ty = 9 (571)
ve T_9,T_1,%o’dan en az bir tanesi negatif olsun. O zaman
|zp| > Ty n > —2 (5.72)

olur ve ¢oziim eninde sonunda artan yedi alt diziye ayrilabilir, 6yle ki ¢oziim agagi-

daki eninde sonunda yar1 doéngii kaliplarina sahiptir;
17,17,2%,3". (5.73)
Ispat: Varsayalim ki z_»,z_1, 29 < —T olsun. Bu durumda
T = 29T_g — 1 >E§—1:EQ,
xgzmlx_1—1<—E%—lz—fg—2<—@,
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x3:x2x0—1>f§—1:x2,

Ty =237 — 1> 75 — 1 =7y, (5.74)
x5:x4x2—1<—T§—1:—Eg—2<—@,
x6:$5x3—1<—T§—1:—f2—2<—EQ,
337:3561’4—1<—f§—1:—§2—2<—@,

olur. Dolayisiyla —2 < i < 7 igin |z;| > Ty ve x5, 26,07 < —T3 — 2 < —Tg < 0

bulunur. Tiimevarimla her bir & € Ny i¢in

)
Trpyl = Trplrg—2 — 1 > Ty — 1 =Ty,

—2

Trpto = Trpp1lrp—1 — 1 < =T — 1 = —Ta — 2 < =7y,
_9 _
Trp43 = TrgpqaTrp — 1 > Ty — 1 = Ty,
_2 _
T7hys = Trp43T7h41 — 1 > Ty — 1 = T, (5-75)
_2 _ _
T7hys = Trppalrpgz — 1 < =75 — 1 = =T — 2 < 7o,
_9 _ _
T7kt6 = Trpslrers — 1 < =Ty — 1 = =T — 2 < =7,
_9 _ _
T7hp7 = Trppelrhpa — 1 < —T5 — 1 = =Ty — 2 < —T,

bulunur. Boylelikle ispatin ilk agamasi biter.
Geriye kalan diger alt1 durum 1, 2, 3,4, 5, 6 i¢in yukaridaki durumdan takip edilebilir.
Buradan ve Teorem 5.14 ile, {x7;4;}52, dizisi, yukarida belirtilen yar1 déngii drnegi

ile monoton olarak oo veya —oco’a 1raksar.
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6. =, = T, Tn — 1 FARK DENKLEMININ COZUMLERININ Di-
NAMIGI

Bu boliimde k,1 € N, k < [, obeb(k,l) = 1 olmak iizere

Ty = Tp1Tn_r — 1, n € Ny (6.1)

yiiksek mertebeden fark denkleminin ¢oziimlerinin uzun terimli davraniglarini
T_py.ry T2,T_1

baslangic kosullar: reel sayilar olmak iizere arastirilacaktir.

Sunu hemen not edelim ki (6.1)

(6.2)

fl =

denge noktalarina sahiptir.
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6.1 Yardimci Bir Sonug

Burada, bu boéliimiin ana sonucunun ispatinda kullanilacak, periyodiklik iizerine
yardimci bir sonug verilecektir. Bu sonug asagidaki énermede birlestirilecektir.
Hemen gunu not edelim ki (6.1)’in bir ¢oziimii eninde sonunda denge noktalaridan
birine esit oluyorsa, o ¢oziime agikardir denir.

Onerme 6.1: Varsayalim ki k,1 € N, k < [ ve obeb(k,l) = 1 olsun. Bu durumda
(6.1) fark denklemi [-periyotlu agikar olmayan herhangi bir ¢ziime sahip degildir.
Ispat: Ilk olarak not edelim ki sifira esit olmayan terimlerle (6.1)’in herhangi bir

¢Ozimiu
T, +1

Tn—k

(6.3)

Tp—1 =

denkleminin biitiin negatif indislerine uzatilabilir. Simdi varsayalim ki pg, p1, ..., pi—1,
(6.1) denkleminin [-periyotlu agikar olmayan bir ¢oziimii olsun. Bu ¢oziim agk

sekilde asagidaki cebirsel denklemi saglar;
p1+k:pl+kpz_17 Z:07177l_1 (64)

Eger bir bir i + k indeksi {0, 1,2, ...,1 — 1} kiimesinin diginda ise

Pitk = Pitk(modl) (6.5)
diyebiliriz. Bazi p;s’ler sifira esit ise, 0 = —1 elde ederiz ki bu bir celigkidir.
Dolayisiyla

her bir i € {0,1,...,1 — 1} igin p; # 0 (6.6)

bulunur. Dahasi yukaridaki aciklamaya gore, negatif indislerine iligkin bir ¢oziimii

iki tarafli periyodik ¢oziimii olarak kabul edilebilir. (6.4) sistemi

ik + 1 .
pz‘:pL:f(ka), i=0,1,..,01-1 (6.7)
Pitk

sistemine denktir. Buradan ve (p;) dizisinin [-periyodikliginden
pi = fOpign) = FO(pi), i =0,1,..,1 =1 (6.8)
yazilabilir, yani, p;, ¢ = 0,1, ..., — 1

r=fO(x) (6.9)
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denkleminin ¢oziimleridir. Acgik bir sekilde bu denklem

a;xr + bl
= 6.10
o ar —+ dl ( )

formunda yazilabilir. Buradaki a;, by, ¢;, d; katsayilar1 agsagidaki yolla elde edilir;

l
ajg bl aj—q bl,1 11 11

= = ) (6.11)
C] dl Ci—1 dl,1 1 0 10
Dolayisiyla,
a=ar 1+ b1, bp=ar1, [ > 2, (6.12)
ag=c¢-1+di1, dg=c-1, [ =2, (6.13)
olur. Simdi
Cp = aj—1, dl = blfl, { 2 2 (614)

oldugunu ispatlayalim. | = 2 igin, (6.14) esitligi agiktir. (6.14) [ = —1 igin dogru
ise, bu durumda tiimevarimla ve (6.12), (6.13) esitlikleri ile agagidaki durum elde

edilir;

q = Cqo1+di—1=ai_2+b_2=a1, (6.15)

d = g1 =a_2="0b_1,1>3.

Tiimevarimla iddia’nin ispati sonlanir.
Eger z, (6.10)’in bir ¢oziimii ise, o zaman basit bir hesaplama ile agagidaki esitligin
saglandig1 goriiliir;

01332 + (d[ — Cll)$ — bl = 0. (616)

Es deger olarak
(7 —x—1)=0 (6.17)

yazilabilir. Buradan ve (6.12)’dan | > 2 igin @; > ;-1 > ... > a3 = 1 oldugu igin,
xr = T veya x = Ty olur. Dolayisiyla her bir p;, bu iki denge noktasindan birine
esittir.
Varsayalim ki ¢ € {0,1,...,0 — 1} igin p; = T; olsun. Bu durumda her bir j €
{0,1,...,] — 1} igin

pi =9 pi) = pizj (6.18)
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olur. Eger ji,jo € {0,1,....;1 — 1}, j1 # jo i¢in i — j1k = ¢ — jok(mod!) oluyorsa,
(j1 — jo)k = 0(mod ) olur. Ancak bu obeb(k,l) = 1 varsayim ile geligir. Dolayisiyla
her bir i € {0,1,...,1 — 1} i¢in p; = Z; bulunur.

Benzer gekilde baz1i € {0, 1, ...,1—1} i¢in p; = T3 ise, o zaman her biri € {0, 1, ...,[—

1} igin p; = @, bulunur. Ispat tamamlanir.
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6.2 (6.1)’in Smirsiz Coziimleri

Asgagidaki genel teorem (6.1) denkleminin baglangig kogullarna iligkin denklemin
sinirsiz ¢oziimlerinin varhgini gosterir.

Teorem 6.2: Varsayalim ki k,] € N, k < [ olsun ve (x,),>_;, (6.1)’in bir ¢dziimii
olsun. Bu durumda asagidaki durumlar dogrudur;

(a) Eger

min{\:c,l\ ,...,’LC,2|,|.%',1‘} > = T9 (619)

ise, o zaman
(| n—yi—i|)men, i = 1,2, ..., 1 (6.20)

alt dizileri kuvvetli gekilde artandir.
(b) Eger (6.19) kosulu saglaniyor ve (|2(n—1)1—i |)men alt dizisi smrh olacak sekilde
bir iy € {1,2,...,l} varsa, o zaman (x,,),>_; diziside siirhdir.

(c) Eger obeb(k,l) =1 ve

1+

B

min{z_;, ..,x_2,x_1} > 5 = T2 (6.21)
ise, 0 zaman (z,,),>_; dizisi n — oo igin +o0’a 1wraksar.
Ispat (a): Hipotezden
|zj_k| —1>72—1,j=0,1,...,k—1 (6.22)
durumu vardir ve bu yiizden
|5L‘j_l| (|$j—k| — 1) > Tg(fz — 1) =1,57=0,1,..., k—1 (623)
olur. Boylelikle
|xj—l| |{L‘j_k| — |ZL’j_l| >1,57=01,..., k—1 (624)
veya esdeger olarak
|| |zj—k] =1 > x|, j=0,1,..,k—1 (6.25)
bulunur. Diger taraftan
|.7)j’ = |xj—lxj—k — 1| > ’.73]'_[| |ZL’j_k| —1, j = 0, 1,..., k—1 (626)
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durumu mevcuttur. (6.24) ve (6.25) birlestirilerek
|1Ej| > |xj—l| >T,7=0,1,....k—1
elde edilir. Varsayalim ki 0 < j < jo <[l —1icin

Ta < |mj] < |y

kanitlamig oldugumuzu varsayahm. jo + 1 — k < jo oldugundan, (6.28)’den

[Zjor1-1] (|jr1-k] = 1) > Ta(T2 — 1) =1

elde edilir. Dolayisiyla (6.1), tiggen esitsizligi, (6.28) ve (6.29)’dan

|%jor1] = |Tjor1-1Tjor1-k = 1| > [@jor1-tl [Tjor1-6] = 1 > [Tjos1-] > T2

elde edilir. Sonug olarak, tiimevarimla
To < |-rj—l| < |CUJ| ,7=0,1,..,0—1

bulunur.

Simdi baz1 m € Ny’lar igin
To < ‘l‘j,l| < ’3133’ < ‘ijqu‘ < ... < ‘$j+ml| ,J=0,1,..,01—1

durumunu kanitlamis oldugumuzu varsayalim.

(6.1) otonom oldugundan, ¥, = Zp4(m+1y1, 7 > —I dizisi
Y=1 = Tmly -+, Y=1 = Tmi4i-1
baglangi¢ kosullar ile birlikte bir ¢oziimdiir. Kanitladigimiz sey ile
Ty < |yj-| <ly;l, 7 =0,1,...,0 -1
durumu takip edilir veya es deger olarak
Ty < |Zjmil < |%jsmen|, 5 =0,1,...0 — 1.

Tiimevarimla bu durumun ispati1 sonlanir.

(6.27)

(6.28)

(6.29)

(6.30)

(6.31)

(6.32)

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(b) Genelligi bozmaksizin, diger durumlar indislerin kaydirilmasiyla elde edilebile-

ceginden varsayalim ki (‘x(m—l)l})meNo alt dizisi sinirh olsun. (a)’dan alt dizi artan

oldugundan, o artarak bir a > 7T noktasina yakinsar. Buradan ve

1+z,u
Tml—k = =, m €Ny
T(m-1)l
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oldugundan

|1+ZL’ml| 14+a
<

|Zm-1n| T2

,m € Ny (6.37)

’$m17k| =

bulunur. Dolayisiyla (|Zm—k|)men, smirhdir da, (a) igindeki durumlar saglandigin-
dan o yakimsaktir. Tiimevarimla, (|2, sk|)men, alt dizisinin sinirh oldugu ve sonug
olarak her bir s € {0,1,...,1 — 1} i¢in yakinsak oldugu elde edilir. Simdi sunu da
not edelim ki bu [ alt dizileri ayrik kiimedirler.Aslinda, eger baz1 m;,ms € N ve

S1,82 € {07 1, ey [ — 1} 1(}11’1
mll — Slk = mgl - SQk (638)

alsaydik, (s; —s2)k = 0(mod () bulurduk. |s; — s3] < [ oldugundan, bu obeb(k,1) > 1
olmas1 anlamina gelirdi ki bu bir celigkidir.

Bu biitiin (‘-’f(mfl)lfi})meNa i =1,2,...,1 alt dizilerinin yakinsak oldugunu gosterir.
Dolayisiyla (x,,)n>—; dizisininde sinirli oldugu bulunur. Bu durumun ispati sonlanir.
(¢) Bu durumda (6.1)’in bir (z,,),>—; ¢oziimii pozitif oldugu i¢in, (b)’nin ispat: ile
(T(m—1)—i)men, © = 1,2,...,1 alt dizisi yakinsaktir. Boylece ¢oziim ya [-periyodik
bir ¢oziime yada (6.1)’in denge noktasina yakimsaktir. Ancak, Onerme 6.1 ile, (6.1)
[-periyodik agikar olmayan herhangi bir ¢coziime sahip degildir. Boylece, o denge nok-
tasma yakinsak olmalidir. Ancak bu, min{z_;,....x o5, 2 1} > %5 = Ty oldugun-
dan mumkiin degildir. Bu bir celigkidir. Boylelikle teoremin ispati sonlanir.

Soru: (6.19) kogulu n — oo igin |z,,| — 0o oldugunu garanti eder mi sorusu aragtir-

maya deger ilging bir sorudur.
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