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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

DUAL LORENTZ UZAYINDA

REKTiF·IYAN E¼GR·ILER

Mehmet BOZKIR

Afyon Kocatepe Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Yrd. Doç. Dr. Derya SA¼GLAM

Bu tez çal¬̧smas¬ alt¬ bölümden oluşmaktad¬r. Birinci bölüm giri̧s k¬sm¬na

ayr¬lm¬̧st¬r. ·Ikinci bölümde, dual say¬lar ve D modül ile ilgili temel kavram-

lardan söz edilmi̧stir. Üçüncü bölümde, 3 boyutlu Öklid uzay¬nda rekti�yan

e¼grilerin özellikleri incelenmi̧stir. Dördüncü bölümde, E31 Minkowski uzay¬nda

e¼grilerin Frenet formülleri elde edilmi̧s ve bu uzayda rekti�yan e¼grilerin özellik-

leri incelenmi̧stir. Beşinci bölümde, dual uzayda rekti�yan e¼grilerin özellikleri

ve alt¬nc¬bölümde, dual Lorentz uzay¬nda rekti�yan e¼grilerin özellikleri ince-

lenmi̧stir.

2011, viii+109 sayfa

Anahtar Kelimeler: Öklid uzay¬, Minkowski uzay¬, rekti�yan e¼griler, dual

uzay, dual Lorentz uzay¬, rekti�yan düzlem.
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ABSTRACT

Ms. Thesis

RECTIFYING CURVES

IN THE DUAL LORENTZIAN SPACE

Mehmet BOZKIR

Afyon Kocatepe University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Derya SA¼GLAM

This thesis consists of six chapters. The �rst chapter is devoted to the introduc-

tion section. In the second chapter, we have given about the basic concepts of

dual number and D modül. In the third chapter, in the 3-dimensional Euclid-

ean space the properties of rectifying curves were investigated. In the fourth

section, in the Minkowski space Frenet formulas of curves were obtained and

the properties of rectifying curves in the Minkowski space were investigated.

In the �fth section and the sixth section the properties of rectifying curves

were investigated in the dual space and the dual Lorentz space.

2011, viii+109 pages

KeyWords : Euclidean space, Minkowski space, rectifying curves, dual space,

dual Lorentz space, rectifying plane.
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Şekil 2:8:1 D-Modül de karma çarp¬m................................ 30
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1.G·IR·IŞ

Öklid uzay¬nda bir e¼grinin yer vektörü oskülatör düzlemde yat¬yor ise e¼gri düzlemseldir.

E¼ger e¼grinin yer vektörü normal düzlemde ise e¼gri küreseldir. Öklid uzay¬nda bir �

e¼grisinin yer vektörü ne zaman rekti�yan düzlemde yatar sorusuna kaŗs¬l¬k 2003 y¬l¬nda

Chen yapt¬¼g¬bir çal¬̧smas¬nda e¼grinin yer vektörünün rekti�yan düzlemde olma duru-

munu incelemi̧stir. Chen rekti�yan e¼grinin � uzakl¬k fonksiyonunun sabit olmad¬¼g¬n¬,

yer vektörünün te¼get bileşeninin h�; T i = s + b şeklinde oldu¼gunu, normal ve binor-

mal bileşenlerinin sabit oldu¼gunu, rekti�yan e¼grilerin
�

�
oran¬n¬n sabit olmayan li-

neer fonksiyon oldu¼gunu göstermi̧s ve rekti�yan e¼grileri s¬n¬�and¬rm¬̧st¬r. ·Ilarslan ve

arkadaşlar¬(2003) y¬l¬nda Minkowski uzay¬nda rekti�yan e¼grilerin özelliklerini, yer vek-

törü uzays¬veya zamans¬olan rekti�yan düzlemde yatan rekti�yan e¼grilerin s¬n¬�and¬r¬l-

mas¬n¬ve birim h¬zl¬e¼grili¼gi 1 olan ¬̧s¬ks¬rekti�yan e¼grileri incelemi̧slerdir. Yücesan ve

arkadaşlar¬(2007) y¬l¬nda dual uzayda rekti�yan e¼grilerin özelliklerini belirlemi̧slerdir.

Özbey ve Oral (2009) y¬l¬nda dual Lorentz uzay¬nda rekti�yan e¼grilerin özelliklerini,

rekti�yan e¼grilerin uzakl¬k fonksiyonunu ve bu e¼grilerin yer vektörlerini belirlemi̧slerdir.

Bu tezde yukar¬daki çal¬̧smalardan yararlan¬larak rekti�yan e¼grilerin özellikleri incelen-

mi̧stir.
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2. DUAL SAYILAR

2.1. Dual Say¬lar Tan¬m ve Özelikleri

Bu bölümde dual say¬lar ve D modül ile ilgili temel tan¬m ve teoremleri verece¼giz. Bu

bölüm için referans¬m¬z (Hac¬saliho¼glu 1983) olacakt¬r.

R reel say¬lar cümlesi (+) toplama ve (.) çarpma i̧slemlerine göre bir cisimdir. Reel

say¬lar cismini de R ile gösterelim.

Tan¬m 2:1:1: 8a; a� 2 R olmak üzere bir A = (a; a�) ikilisine bir s¬ral¬ikili denir.

Bu şekilde s¬ral¬ikililerin oluşturdu¼gu R� R cümlesi D ile gösterilirse

D = f(a; a�) : a; a� 2 Rg

olur.

Tan¬m 2:1:2: (Toplama) A = (a; a�) ve B = (b; b�) olmak üzere

A�B = (a; a�)� (b; b�) = (a+ b; a� + b�)

şeklinde tan¬mlanan � : D�D! D iç i̧slemi D deki toplama i̧slemi olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 2:1:3 (Çarpma) A = (a; a�) ve B = (b; b�) olmak üzere

A�B = AB = (a; a�)� (b; b�) = (ab; ab� + a�b)

şeklinde tan¬mlanan � : D�D! D iç i̧slemi D deki çarpma i̧slemi olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 2:1:4 (Eşitlik) A = (a; a�) ve B = (b; b�) 2 D için a = b; b = b� ise A ile B

eşittir denir ve A = B şeklinde gösterilir.

Tan¬m 2:1:5: R reel say¬lar cümlesi olmak üzere

D = R� R

cümlesi üzerinde toplama, çarpma ve eşitlik i̧slemleri Tan¬m 2:1:2, Tan¬m 2:1:3 ve Tan¬m

2:1:4 deki gibi tan¬mlanm¬̧s ise D cümlesine dual say¬lar sistemi ve 8(a; a�) 2 D

eleman¬na da bir dual say¬denir.
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Teorem 2:1:1: (D;�;�) üçlüsü birimli ve de¼gi̧smeli bir halkad¬r.

·Ispat i) (D;�) ikilisi bir de¼gi̧smeli gruptur.

H1 : � : D� D!D şeklinde tan¬mland¬¼g¬ndan D cümlesi � i̧slemine göre kapal¬d¬r.

H2 : � i̧sleminde birleşme özelli¼gi vard¬r. 8A;B;C 2 D için

(A�B)� C = [(a; a�)� (b; b�)]� (c; c�)

= (a+ b; a� + b�)� (c; c�)

= ((a+ b) + c; (a� + b�) + c�)

= (a+ (b+ c) ; a� + (b� + c�))

= (a; a�)� (b+ c; b� + c�)

= (a; a�)� [(b; b�)� (c; c�)]

= A� (B � C)

H3 : � toplama i̧slemine göre D de bir 0 = (0; 0) etkisiz eleman¬vard¬r. 8A 2 D için

A� 0 = 0� A = A dir.

H4 : � i̧slemine göre 8A 2 D için

A�X = X � A = 0

olacak şekilde bir tek X 2 D ters eleman¬ vard¬r. Burada A = (a; a�) 2 D için

X = (�a;�a�) 2 D d¬r. Öyleyse (D;�) ikilisi bir gruptur.

H5 : 8A;B 2 D için A�B = B � A olur. Gerçekten

A�B = (a; a�)� (b; b�)

= (a+ b; a� + b�)

= (b+ a; b� + a�)

= (b; b�)� (a; a�)

= B � A

olur. Öyleyse (D;�) ikilisi bir de¼gi̧smeli gruptur.

H6 : � : D� D!D şeklinde tan¬mland¬¼g¬ndan � çarpma i̧slemine göre D cümlesi

kapal¬d¬r.
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H7 : 8A;B;C 2 D için (A�B)� C = A� (B � C) olur.

(A�B)� C = ((a; a�)� (b; b�))� (c; c�)

= ((ab; ab� + a�b))� (c; c�)

= ((ab) c; (ab) c� + (ab� + a�b) c)

= (a (bc) ; a (bc�) + a (b�c) + a� (bc))

= (a (bc) ; a (bc� + b�c) + a� (bc))

= (a; a�)� ((bc; bc� + b�c))

= (a; a�)� ((b; b�)� (c; c�))

= A� (B � C)

H8 : 8A;B;C 2 D için

(A�B)� C = (A� C)� (B � C)

ve

C � (A�B) = (C � A)� (C �B)

olur.

(A�B)� C = ((a; a�)� (b; b�)� (c; c�))

= (a+ b; a� + b�)� (c; c�)

= ((a+ b) c; (a+ b) c� + (a� + b�) c)

= ((ac+ bc) ; ac� + bc� + a�c+ b�c)

= (ac; ac� + a�c)� (bc; bc� + b�c)

= ((a; a�)� (c; c�))� ((b; b�) + (c; c�))

= (A� C)� (B � C)

Ayn¬şekilde soldan da¼g¬lma özelli¼gi de gösterilir. O halde (D;�;�) üçlüsü bir halkad¬r.
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H9 : 8A;B 2 D için A�B = B � A olur. Gerçekten

A�B = (a; a�)� (b; b�)

= (ab; ab� + a�b)

= (ba; b�a+ ba�)

= (ba; ba� + b�a)

= (b; b�)� (a; a�)

= B � A

O halde (D;�;�) halkas¬bir de¼gi̧simli halkad¬r.

H10 : ·Ikinci i̧slem � için (1; 0) bir etkisiz elemand¬r. 8A 2 D için

(1; 0)� A = A� (1; 0) = A

olur. O halde (D;�;�) halkas¬bir birimli halkad¬r. Bundan sonra (D;�;�) halkas¬D

ile gösterilecektir.�

Teorem 2:1:2: (D;�;�) üçlüsü bir cisim de¼gildir.

·Ispat (D�f0g ;�) grup olmad¬¼g¬ndan (D;�;�) üçlüsü bir cisim de¼gildir. Gerçekten

8A 2 D için

A�X = X � A = (1; 0)

olacak şekilde bir tek X 2 D ters eleman¬yoktur. Çünkü

A�X = (1; 0)

(a; a�)� (x; x�) = (1; 0)

(ax; ax� + a�x) = (1; 0)

oldu¼gundan

ax = 1; ax� + a�x = 0

olur. Buna göre X =

�
1

a
;�a

�

a2

�
oldu¼gundan a = 0 olan (0; a�) 2 D dual say¬lar¬n¬n

tersi yoktur.�
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Not (Ç¬karma). A�X = B denkleminin bir tek çözümü vard¬r.

(a+ x; a� + x�) = (b; b�)

oldu¼gundan dual say¬lar¬n eşitli¼gi tan¬m¬na göre

X = B � A = (b� a; b� � a�) 2 D

elde edilir. Dual say¬lar, ç¬karma i̧slemine göre kapal¬d¬r.

Tan¬m 2:1:6 (S¬f¬r Eleman) A�X = A denkleminin çözümü olarak tan¬mlanan dual

say¬ya D nin s¬f¬r¬denir ve 0 = (0; 0) ile gösterilir.

Tan¬m 2:1:7 (Bölme) A 6= (0; a�) ise A�X = B denkleminin bir tek çözümü vard¬r.

Gerçekten

(a; a�)� (x; x�) = (b; b�)

(ax; ax� + a�x) = (b; b�)

oldu¼gundan

ax = b ; ax� + a�x = b�

olur. Buna göre

X =

�
b

a
;
ab� � a�b
a2

�
bulunur. a 6= 0 oldu¼gundan X bir dual say¬d¬r.

Teorem 2:1:3: D dual say¬lar halkas¬, R reel say¬lar cümlesine izomorf bir alt cümleyi

alt cisim olarak kapsar.

·Ispat f : D! R fonsiyonunu f : (a; 0)! a olarak tan¬mlayal¬m. f bir izomor�zmdir.

i) f lineerdir: A = (a; 0) ve B = (b; 0) 2 D olmak üzere

f (A�B) = f (a+ b; 0) = a+ b = f (a; 0) + f (b; 0) = f (A) + f (B)

olur. Ayr¬ca

f (A�B) = f (ab; 0) = ab = f (a; 0) f (b; 0) = f (A) f (B)

6



dir.

ii) f birebirdir: A = (a; 0) , B = (b; 0) ve A 6= B =) f (A) 6= f (B) dir. Gerçekten

dual say¬lar¬n eşitli¼gi tan¬m¬na göre A 6= B ise a 6= b dir. Öyleyse f (A) 6= f (B) dir.

iii) f örtendir: 8x 2 R reel say¬s¬ bir tek (x; 0) 2 D dual say¬s¬n¬n f alt¬ndaki

görüntüsüdür.�

Tan¬m 2:1:8: A = (a; a�) 2 D dual say¬s¬nda "a" reel say¬s¬na A n¬n reel k¬sm¬, "a�"

reel say¬s¬na da A n¬n dual k¬sm¬denir ve ReA = a, DuA = a� şeklinde yaz¬l¬r.

Tan¬m 2:1:9: (1; 0) = 1 dual say¬s¬na D deki çarpma i̧sleminin birim eleman¬veya D

deki reel birim denir.

Tan¬m 2:1:10: (0; 1) dual say¬s¬na dual birim denir ve k¬saca " ile gösterilir.

"� " = "2 = (0; 0)

d¬r.

Tan¬m 2:1:11: (0; 0) 2 D dual say¬s¬na D nin � i̧slemine göre birim eleman¬denir ve

f : D! R

izomor�zminde kaŗs¬l¬k geldi¼gi "0" reel say¬s¬ile gösterilir.

Teorem 2:1:4 : A = (a; a�) 2 D dual say¬s¬A = a+ "a� şeklinde yaz¬labilir.
·Ispat A = (a; a�) 2 D için

A = (a; a�)

= (a; 0)� (0; a�)

= (a; 0)� (0; 1)� (a�; 0)

= a+ "a�

olur.�

Teorem 2:1:5: ·Iki dual say¬n¬n çarp¬m¬s¬f¬r ise çarpanlar¬ndan biri s¬f¬r olmak zorunda

de¼gildir.
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·Ispat S¬f¬rdan farkl¬A = (0; a�) ve B = (0; b�) dual say¬lar¬için

A�B = (0; a�)� (0; b�) = (0; 0)

olur.�

Teorem 2:1:6: A = (a; a�) 2 D ve � 2 R ise � ile A n¬n çarp¬m¬�A = (�a; �a�) d¬r.

·Ispat � 2 R oldu¼gundan � reel say¬s¬(�; 0) dual say¬s¬na izomorftur.

�A = (�; 0)� (a; a�) = (�a; �a�)

olur.�

Tan¬m 2:1:12: Bir A dual say¬s¬n¬n bir � reel skaler ile çarp¬m¬

�A = (�a; �a�)

olarak tan¬mlan¬r. Bu çarp¬m

R� D! D

şeklinde bir d¬̧s i̧slemdir.

Sonuç. R de tan¬mlanan (+) ve (:) i̧slemlerine ait kurallar D de de aynen kullan¬labilir.

Bundan sonra � ve � sembolleri yerine (+), (:) i̧saretleri kullan¬lacakt¬r.

2.2. Dual Düzlem

x; x� 2 R reel de¼gi̧skenler olmak üzere Z = (x; x�) = x+ "x� olarak yaz¬labilir.

Tan¬m 2:2:1: Z = (x; x�) dual say¬lar¬n¬n bütününe dual düzlem denir ve D ile

gösterilir. Herbir (x; x�) ikilisine dual düzlemin bir dual noktas¬denir.

Tan¬m 2:2:2: Z = x+ "x� mutlak de¼geri diye jxj reel say¬s¬na denir ve jZj = jx+ "x�j

ile gösterilir. Buna göre

jZj = jx+ "x�j = jxj

dir.

8



Teorem 2:2:1: jx+ "x�j = 0, x = 0 d¬r.

·Ispat

jx+ "x�j = 0 () jxj = 0

() x = 0

olur.�

Teorem 2:2:2: ·Iki dual say¬n¬n çarp¬m¬n¬n mutlak de¼geri mutlak de¼gerler çarp¬m¬na

eşittir. Yani

jZ1:Z2j = jZ1j : jZ2j

dir.

·Ispat Z1; Z2 2 D olmak üzere

jZ1:Z2j = j(x1 + "x�1) (x2 + "x�2)j

= jx1x2 + " (x1x�2 + x�1x2)j

= jx1x2j

= jx1j jx2j

= jZ1j jZ2j

elde edilir.�

Teorem 2:2:3 (Üçgen eşitsizli¼gi): 8Z1; Z2 2 D için

jZ1 + Z2j � jZ1j+ jZ2j

dir.

·Ispat 8Z1; Z2 2 D için

jZ1 + Z2j = j(x1 + "x�1) + (x2 + "x�2)j

= j(x1 + x2) + " (x�1 + x�2)j

= jx1 + x2j

� jx1j+ jx2j

� jZ1j+ jZ2j

elde edilir.�

9



Tan¬m 2:2:3 (Eşlenik dual say¬lar): Z = x+ "x� dual say¬s¬n¬n eşleni¼gi Z = x� "x�

dual say¬s¬na denir.

Teorem 2:2:4:

i) Z 2 D ise Z nin dual eşleni¼gi Z dir. Yani
�
Z
�
= Z dir.

ii) 8Z1; Z2 2 D için Z1 + Z2 = Z1 + Z2 dir.

iii) 8Z1; Z2 2 D için Z1:Z2 = Z1:Z2 ve Z2 6= (0; x�) için
�
Z1
Z2

�
=
Z1

Z2
dir.

iv) 8Z 2 D için Z:Z = jZj2 dir.

v) Z + Z = 2Re(Z) , Z � Z = 2"Du(Z) ve Z = Z ise Z 2 R dir.

·Ispat

i) Z = x+ "x�olmak üzere�
Z
�
= (x+ "x�) = (x� "x�) = x+ "x� = Z

olur.

ii) Z1 = (x1 + "x
�
1) ; Z2 = (x2 + "x

�
2) 2 D olmak üzere

Z1 + Z2 = (x1 + "x�1) + (x2 + "x
�
2)

= (x1 + x2) + " (x�1 + x
�
2)

= (x1 + x2)� " (x�1 + x�2)

= (x1 � "x�1) + (x2 � "x�2)

= Z1 + Z2

elde edilir.

iii) Z1 = (x1 + "x
�
1) ; Z2 = (x2 + "x

�
2) 2 D olmak üzere

Z1:Z2 = (x1 + "x�1) (x2 + "x
�
2)

= (x1x2 + " (x1x�2 + x2x
�
1))

= x1x2 � " (x1x�2 + x2x�1)

= (x1 � "x�1) (x2 � "x�2)

= Z1:Z2

10



olur.
�
Z1
Z2

�
=
Z1

Z2
eşitli¼gi de ayn¬şekilde gösterilir.

iv) Z = x+ "x�olmak üzere

Z:Z = (x+ "x�) (x� "x�)

= x2 + " (�xx� + x�x)

= x2

=
��x2��

= jZj2

olur.

v) Z = x+ "x� olmak üzere

Z + Z = (x+ "x�) + (x+ "x�)

= (x+ "x�) + (x� "x�)

= 2x

= 2Re(Z)

dir. Ayn¬şekilde z � z = 2"Du(z) oldu¼gu ispatlan¬r. Ayr¬ca

Z = Z =) x+ "x� = x� "x�

=) x� = �x�

=) x� = 0

=) Z 2 R

dir.�

2.3. Dual Vektörler Uzay¬(D Modül)

Tan¬m 2:3:1: Birimi 1 olan de¼gi̧smeli bir halka H olsun. H üzerindeki bir modül diye

bir S de¼gi̧smeli grubu ile aşa¼g¬daki özelliklere sahip olan S üzerindeki bir

H � S ! S

(a; �) �! a�

11



d¬̧s i̧slemine denir.

a; b 2 H ve �; � 2 S olmak üzere

M1 : a (�+ �) = a�+ b�

M2 : (a+ b)� = a�+ b�

M3 : (ab)� = a (b�)

M4 : 1:� = �:

D dual say¬lar halkas¬üzerinde D� D� D = D3 bir modüldür. D nin, birimi (1; 0) = 1

olan de¼gi̧smeli bir halka oldu¼gu Teorem 2:1:1 de gösterilmi̧sti. D3 ün D üzerinde bir

modül oldu¼gunu göstermek için önce (D3;+) n¬n bir de¼gi̧smeli grup oldu¼gunu sonra da

D� D3 ! D3 d¬̧s i̧sleminin M1;M2;M3;M4 aksiyomlar¬n¬sa¼glad¬¼g¬gösterilmelidir.

D3 = f(A1; A2; A3) : A1; A2; A3 2 Dg

cümlesinin herbir eleman¬büyük harf ile gösterilirse A 2 D3 için A = (A1; A2; A3) veya

A = (Ai) ; (i = 1; 2; 3) gösterimlerinden birisi kullan¬l¬r.

Tan¬m 2:3:2: A = (Ai) ; B = (Bi) 2 D3 için

A = B () Ai = Bi (i = 1; 2; 3)

dir.

Tan¬m 2:3:3: A = (Ai) ; B = (Bi) 2 D3 için

+ : D3 � D3 ! D3

(A;B) ! A+B = (Ai +Bi) (i = 1; 2; 3)

şeklinde tan¬mlanan iç i̧sleme D3 de A ile B nin toplam¬denir.

Tan¬m 2:3:4: � 2 D ve A 2 D3 için

D� D3 ! D3

(�;A) ! �A = (�Ai) (i = 1; 2; 3)

şeklinde tan¬mlanan d¬̧s i̧sleme A n¬n � skalar¬ile çarp¬m¬denir.

Teorem 2:3:1: (D3;+) sistemi bir de¼gi̧smeli gruptur.

12



·Ispat

G1 : 8A;B 2 D3 için Tan¬m 2:3:3 den A+B 2 D3 dür.

G2 : 8A;B;C 2 D3 için Tan¬m 2:3:3 ve H2 den

A+ (B + C) = (A+B) + C

dir.

G3 : 0 = (0; 0; 0) 2 D3 olmak üzere Tan¬m 2:3:3 ve H3 den 8A 2 D3 için

A+ 0 = 0 + A

d¬r. Buna göre 0 = (0; 0; 0) eleman¬(+) i̧slemine göre D3 deki birim elemand¬r.

G4 : 8A 2 D3 için A+X = X + A = 0 olacak şekilde bir tek

X = �A = � (Ai) 2 D3; (1 � i � 3)

eleman¬vard¬r. �A, (+) i̧slemine göre A n¬n tersidir.

G5 : 8A;B 2 D3 için Tan¬m 2:3:3 den A + B = B + A d¬r. O halde (D3;+) bir

de¼gi̧smeli gruptur.�

Teorem 2:3:2: (D3;+; :) sistemi D üzerinde bir modüldür.

·Ispat Teorem 2:3:1 den (D3;+) n¬n bir de¼gi̧smeli grup oldu¼gu ve Teorem 2:2:1 den D

nin birimi 1 ve de¼gi̧simli bir halka oldu¼gu da bilinmektedir.

Şimdi Tan¬m 2:3:4 de tan¬mlanan skaler ile çarpma i̧sleminin Tan¬m 2:3:1 deki M1;

M2;M3;M4 aksiyomlar¬sa¼glad¬¼g¬gösterilecek:

M1 : 8� 2 D ve 8A;B 2 D3 için Tan¬m 2:3:4 den � (A+B) = �A+ �B dir.

M2 : 8�; � 2 D ve 8A 2 D3 için Tan¬m 2:3:4 den (�+ �)A = �A+ �A dir.

M3 : 8�; � 2 D ve 8A 2 D3 için Tan¬m 2:3:4 den (��)A = � (�A) dir.

M4 : (1; 0) 2 D eleman¬n¬n R deki izomorfu 1 olmak üzere Tan¬m 2:3:4 ve H6 dan

8A 2 D3 için 1:A = A d¬r.�

Bundan sonra D dual say¬lar halkas¬üzerinde tan¬mlanan bu modül D -Modül olarak

adland¬r¬lacakt¬r.
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Tan¬m 2:3:5: D -Modül�ün elemanlar¬olan s¬ral¬dual üçlülere dual vektörler denir.

Teorem 2:3:3: �!a ;�!a� 2 R3 (R3 üç boyutlu reel vektör uzay¬n¬göstermektedir.) olmak

üzere D -Modül�de herbir
�!
A dual vektörü

�!
A = �!a + "

�!
a� ; " = (1; 0) 2 D

şeklinde yaz¬labilir.

·Ispat
�!
A = (A1; A2; A3); Ai = ai + "a

�
i ; 1 � i � 3 oldu¼gundan

�!
A = (a1 + "a

�
1; a2 + "a

�
2; a3 + "a

�
3)

= (a1; a2; a3) + " (a
�
1; a

�
2; a

�
3)

şeklinde yaz¬labilir. �!a = (a1; a2; a3) ;
�!
a� = (a�1; a

�
2; a

�
3) dersek

�!
A = �!a + "�!a� olur.

Bu teoremde görülüyor ki dual vektörler birer s¬ral¬reel vektör ikilileridir. Yani
�!
A =

��!a ;�!a��d¬r.�
Teorem 2:3:4:

�!
A = �!a + "�!a� =

��!a ;�!a�� dual vektörünün � 2 R skalar¬ile çarp¬m¬
�
�!
A =

�
��!a ; �

�!
a�
�

d¬r.

·Ispat � 2 R say¬s¬(�; 0) dual say¬s¬na izomorftur.

�
�!
A = (�; 0)

��!a ;�!a�� = ���!a ; ��!a��
d¬r.�

Teorem 2:3:5:
�!
A =

��!a ;�!a�� ; �!B =
��!
b ;
�!
b�
�
2 D -Modül için

�!
A =

�!
B , �!a = �!b ve

�!
a� =

�!
b�

d¬r.

·Ispat
�!
A = (A1; A2; A3); Ai = ai + "a

�
i ;
�!
B = (B1; B2; B3); Bi = bi + "b

�
i ; 1 � i � 3

olmak üzere

�!
A = (a1 + "a

�
1; a2 + "a

�
2; a3 + "a

�
3)

= (a1; a2; a3) + " (a
�
1; a

�
2; a

�
3)

= �!a + "
�!
a�
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dir. Ayn¬şekilde

�!
B = (b1 + "b

�
1; b2 + "b

�
2; b3 + "b

�
3)

= (b1; b2; b3) + " (b
�
1; b

�
2; b

�
3)

=
�!
b + "

�!
b�

d¬r. Tan¬m 2:3:2 dual vektörlerin eşitli¼ginden

A = B , Ai = Bi (i = 1; 2; 3)

, ai = bi ve a
�
i = b

�
i

, �!a = �!b ve �!a� = �!b�

dir.�

Teorem 2:3:6: D -Modül�ün, elemanlar¬
��!a ;�!0 � şeklinde olan bir alt cümlesi R3

vektör uzay¬na izomorftur.

·Ispat Bir f : D -Modül! R3 fonksiyonu f
��!a ;�!0 � = �!a olarak tan¬mlans¬n. f nin bir

izomor�zm oldu¼gunu gösterelim.

i) f lineerdir: 8�!A =
��!a ;�!0 � ;�!B =

��!
b ;
�!
0
�
2 D -Modül olmak üzere

f
��!
A +

�!
B
�
= f

��!a +�!b ;�!0 �
= �!a +�!b

= f
��!a ;�!0 �+ f ��!b ;�!0 �

= f
��!
A
�
+ f

��!
B
�

olur. 8� 2 D ve 8�!A =
��!a ;�!0 � 2 D -Modül için

f
�
�
�!
A
�
= f

�
��!a ;�!0

�
= ��!a

= �f
��!
A
�

olur.
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ii) f birebirdir: 8�!A =
��!a ;�!0 � ;�!B =

��!
b ;
�!
0
�
2 D -Modül olmak üzere

�!
A 6= �!

B =) �!a 6= �!
b

=) f
��!a ;�!0 � 6= f

��!
b ;
�!
0
�

) f
��!
A
�

6= f
��!
B
�

oldu¼gundan f birebirdir.

iii) f örtendir: 8�!x 2 R3 reel vektörü, bir tek
�!
X =

��!x ;�!0 � dual vektörünün f
alt¬ndaki görüntüsüdür. Yani f

��!x ;�!0 � = �!x d¬r.�
Bu teoremden görüldü¼gü gibi D -Modül, R3 reel vektör uzay¬ndan daha geni̧stir.

Tan¬m 2:3:6:
��!
0 ;
�!
0
�
2 D -Modül dual vektörüne s¬f¬r dual vektör denir ve Teorem

2:3:6 da verilen f izomor�zminde kaŗs¬l¬k geldi¼gi
�!
0 reel vektörü ile gösterilir.

2.4. D -Modül Üzerinde ·Iç Çarp¬m

Tan¬m 2:4:1: D�Modül de al¬nan �!A = �!a + "�!a� ve �!B =
�!
b + "

�!
b� dual vektörlerinin

iç çarp¬m¬

f : D3 � D3 ! D

şeklinde bir dönüşümdür ve

f
��!
A;
�!
B
�
=
D�!
A;
�!
B
E
=
D�!a + "�!a� ;�!b + "�!b�E

olarak tan¬mlan¬r.

Vektör uzay¬üzerinde oldu¼gu gibi iç çarp¬m önermelerini D�Modül üzerinde de kabul

edebiliriz. Bu önermeler şunlard¬r.

_I1 : 8
�!
A;
�!
B 2 D�Modül için D�!

A;
�!
B
E
=
D�!
B ;
�!
A
E

(Simetri özeli¼gi)

_I2 : 8
�!
A;
�!
B 2 D�Modül ve 8� 2 D içinD

�
�!
A;
�!
B
E
=
D�!
A;�

�!
B
E
= �

D�!
A;
�!
B
E
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(Skalar ile çarp¬m¬n birleşme özeli¼gi)

_I3 : 8
�!
A;
�!
B ;
�!
C 2 D�Modül içinD�!

A +
�!
B ;
�!
C
E
=
D�!
A;
�!
C
E
+
D�!
B ;
�!
C
E

D�!
A;
�!
B +

�!
C
E
=
D�!
A;
�!
B
E
+
D�!
A;
�!
C
E

(Da¼g¬lma özeli¼gi)

_I4 : 8
�!
A 2 D�Modül için D�!

A;
�!
A
E
= 0, �!

A =
�!
0

Bu önermeler reel vektör uzay¬ndaki iç çarp¬m önermeleri ile ayn¬d¬r. Buna göreD�!
A;
�!
B
E
=
D�!a ;�!b E+ " hD�!a ;�!b�E+ D�!a� ;�!b Ei = D�!a + "�!a� ;�!b + "�!b�E

yaz¬labilir.

2.5. Dual Vektörlerin Normlanmas¬

Tan¬m 2:5:1: Bir
�!
A = �!a + "�!a� dual vektörünün normu

�!A = �D�!A;�!AE� 1
2
=

0@k�!a k ;
D�!a ;�!a�E
k�!a k

1A ;�!a 6= �!0
dual say¬s¬na denir. Bu dual say¬

a = k�!a k ve a� =

D�!a ;�!a�E
k�!a k

olmak üzere �!A = a+ "a�
olarak yaz¬l¬r.

Tan¬m 2:5:2: Normu reel birime kaŗs¬l¬k gelen (1; 0) dual say¬s¬olan dual vektöre birim

dual vektör denir.
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Teorem 2:5:1:
�!
A = �!a + "�!a� birim dual vektör ise

k�!a k = 1;
D�!a ;�!a�E = 0

d¬r.

·Ispat Norm tan¬m¬ndan0@k�!a k ;
D�!a ;�!a�E
k�!a k

1A = (1; 0) =) k�!a k = 1 ve

D�!a ;�!a�E
k�!a k = 0

oldu¼gundan k�!a k = 1 ve
D�!a ;�!a�E = 0 elde edilir.�

Teorem 2:5:2:
�!
A 6=

��!
0 ;
�!
a�
�
2 D -modül olmak üzere

�!
U =

�!
A�!A bir birim dual

vektördür.

·Ispat f�!e1 ;�!e2 ;�!e3g sistemi R3 de standart baz olsun.

�!
A = �!a + "

�!
a�

= a1
�!e1 + a2�!e2 + a3�!e3 + " (a�1�!e1 + a�2�!e2 + a�3�!e3 )

= (a1 + "a
�
1)
�!e1 + (a2 + "a�2)�!e2 + (a3 + "a�3)�!e3

ve �!A = a+ "a�
oldu¼gundan

�!
U =

�!
A�!A = a1 + "a

�
1

a+ "a�
�!e1 +

a2 + "a
�
2

a+ "a�
�!e2 +

a3 + "a
�
3

a+ "a�
�!e3

elde edilir. Her terim için bölme i̧slemi yap¬l¬rsa

�!
U =

�
a1
a
+ "

aa�1 � a�a1
a2

�
�!e1 +

�
a2
a
+ "

aa�2 � a�a2
a2

�
�!e2 +

�
a3
a
+ "

aa�3 � a�a3
a2

�
�!e3

=
�a1
a
;
a2
a
;
a3
a

�
+ "

�
aa�1
a2
;
aa�2
a2
;
aa�3
a2

�
� "

�
a�a1
a2
;
a�a2
a2
;
a�a2
a2

�
=

1

a
(a1; a2; a3) + "

1

a
(a�1; a

�
2; a

�
3)� "

a�

a2
(a1; a2; a3)
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oldu¼gundan a = k�!a k ve a� =

D�!a ;�!a�E
k�!a k konulursa

�!
U =

�!a
k�!a k + "

0@ �!
a�

k�!a k �

D�!a ;�!a�E
k�!a k2

:
�!a
k�!a k

1A

elde edilir. k =

D�!a ;�!a�E
k�!a k2

al¬n¬rsa

�!
U = �!u + "

�!
u� =

�!a
k�!a k + "

 �!
a� � k�!a
k�!a k

!

olur.
�!
U = �!u + "�!u� birim dual vektöründe

�!u =
�!a
k�!a k ve

�!
u� =

�!
a� � k�!a
k�!a k

d¬r. h�!u ;�!u i = 1 ve
D�!u ;�!u�E = 0 olduklar¬ndan �!U bir birim dual vektördür.

Yukar¬daki teoreme göre
�!
A =

�!A :�!U
şeklinde yaz¬labilir. Bu eşitlik

�!
A = a�!u + "

�
a
�!
u� + a��!u

�
biçiminde veya a� = k k�!a k = ka oldu¼gundan

�!
A = a(1 + "k)

�!
U

olarak yaz¬labilir.�

2.6. E-Study Dönüşümü

Tan¬m 2:6:1 (Birim Dual Küre):
n�!
X = �!x + "�!x� :

�!X = (1; 0) ;�!x ;�!x� 2 R3o cüm-
lesine D - Modül�de birim dual küre denir.

Teorem 2:6:1 (E-Study):
�!
A 6=

��!
0 ;�!a

�
2 D�Modül olmak üzere D�Modül�de

denklemi
�!A = (1; 0) olan birim dual kürenin dual noktalar¬, R3 deki yönlü do¼grulara

birebir kaŗs¬l¬k gelir.
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·Ispat R3 deki bir do¼gru, bir 0 başlang¬ç noktas¬na göre, üzerindeki bir M noktas¬ve

do¼grunun yönünü belirten �!u vektörü taraf¬ndan tamamen belirlenir.

δ
x
r

yrzr mr

*
0ur

Z M X

0

Y
u
r

Şekil 2.6.1. R
3
de başlang¬ç noktas¬0 olan yönlü do¼gru

Böyle bir do¼grunun vektörel denklemi

(�!x ��!m) ^ �!u = �!0 (2:6:1)

d¬r.

(2:6:1) denkleminde �!u yerine ��!u ; (� 2 R), al¬n¬rsa yine ayn¬do¼gru belirtilmi̧s olaca¼g¬n-

dan �!u birim vektör olarak al¬nabilir.

�!x ^ �!u = �!m ^ �!u =
�!
u�0

denirse
�!
u�0 vektörüne

�!u birim vektörünün 0 noktas¬na göre vektörel momenti olarak

bak¬labilir.
�!
u�0, X noktas¬n¬n do¼gru üzerinde seçili̧sinden ba¼g¬ms¬zd¬r. E¼ger do¼gru üz-

erinde X den başka bir Y noktas¬al¬n¬rsa

(�!y ��!m) ^ �!u = �!0

d¬r. Buradan
�!y ^ �!u = �!m ^ �!u = �!x ^ �!u =

�!
u�0 (2:6:2)

oldu¼gu görülür.
�!
u�0 vektörünün boyu 0 noktas¬n¬n do¼gruya olan dik uzakl¬¼g¬na eşittir.

0 noktas¬ndan do¼gruya inilen dikmenin aya¼g¬Z olsun.
�!
u�0 vektörü, X noktas¬n¬n do¼gru

üzerindeki seçili̧sinden ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan

�!
u�0 =

�!z ^ �!u
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dur.
�!
u�0 vektürünün boyu�!u�0 = k�!z ^ �!u k = k�!z k k�!u k jsin�j = k�!z k = � (2:6:3)

d¬r. Son eşitli¼ge göre
�!
u�0 , 0 başlang¬ç noktas¬n¬n seçili̧sine ba¼gl¬d¬r. E¼ger

��!u ;�!u�0� vektör
çifti verilmi̧s ise R3 deki yönlü do¼gru tek anlaml¬olarak tamamen bellidir.

�!
u�0 =

�!x ^ �!u

oldu¼gundan
�!
u�0 ? �!x ve

�!
u�0 ? �!u dur. 0 dan geçen ve

�!
u�0 vektörüne dik olan düz-

lem içinde, 0 merkezli ve � yar¬çapl¬çember çizilirse, 0 dan �!u vektörüne çizilen dik

do¼gru çemberi iki noktada keser. Bu noktalardan çembere çizilen te¼getler
��!u ;�!u�0�

ve
��!u ;��!u�0� vektör çiftlerine kaŗs¬l¬k gelen yönlü do¼grulard¬r. Momentin pozitif oldu¼gu,

yani
��!u ;�!u�0� vektör çiftine kaŗs¬l¬k gelen yönlü do¼gru gözönüne al¬n¬rsa bu da bir

tanedir. BöyleceR3 deki yönlü do¼grularla
��!u ;�!u�0� vektör çiftleri birebir kaŗs¬l¬k gelmek-

tedir.
��!u ;�!u�0� vektör çifti �!u ;�!u�0 2 R3 olmak üzere

h�!u ;�!u i = 1 ve
D�!u ;�!u�0E = 0 (2:6:4)

koşullar¬n¬sa¼glamaktad¬r. R3 deki standart baza göre

�!u = u1�!e1 + u2�!e2 + u3�!e3 ve
�!
u�0 = u

�
01
�!e1 + u�02�!e2 + u�03�!e3

dür.
��!u ;�!u�0� vektör çiftinin��!u ;�!u�0� = (u1; u2; u3;u�01; u�02; u�03)

alt¬ bileşeni normlanm¬̧s homojen olmayan Plücker do¼gru koordinatlar¬d¬r.

E¼ger � > 0 olmak üzere �!u yerine �!v = ��!u ve
�!
u�0 yerine de

�!
v�0 = �

�!
u�0 al¬n¬rsa (2:6:4)

eşitli¼ginden dolay¬ D�!v ;�!v�0E = D��!u ; ��!u�0E = �2 D�!u ;�!u�0E = 0
koşulu sa¼glan¬r. Burada

�!
v�0 =

�!x ^ �!v
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dir.
��!v ;�!v�0� vektör çiftinin��!v ;�!v�0� = (�u1; �u2; �u3; �u�01; �u�02; �u�03)

alt¬bileşeni normlanmam¬̧s homojen Plücker do¼gru koordinatlar¬d¬r.��!u ;�!u�0� = (u1; u2; u3;u�01; u�02; u�03)
şeklindeki normlanm¬̧s homojen olmayan Plücker do¼gru koordinatlar¬R6 uzay¬n¬n bir

eleman¬gibi düşünülebilir ve (2:6:2) eşitli¼ginden dolay¬R6 uzay¬n¬n R4 alt uzay¬al¬n-

abilir. E. Study�nin yapt¬¼g¬gibi R6 uzay¬yerine D - Modül al¬nacakt¬r.
�!
A = �!a + "�!a� 2 D � Modül birim dual vektör olsun. Teorem 2.5.1 den

h�!a ;�!a i = 1;
D�!a ;�!a�E = 0

oldu¼gu bilinmektedir. Bu ise (2:6:4) ifadesi ile ayn¬d¬r. Yani �!a ;�!u vektörüne ve
�!
a�

vektörü de
�!
u�0 vektörüne kaŗs¬l¬k gelmektedir. O halde

��!u ;�!u�0� vektör çiftine ��!a ;�!a��
vektör çifti kaŗs¬l¬k gelmektedir.
�!
A = �!a + "�!a� birim dual vektörü verildi¼ginde R3 deki bir tek yönlü do¼gru tamamen

belirlidir. R3 deki yönlü do¼grularla D - Modül�ün birim dual vektörleri birebir kaŗs¬l¬k

gelirler. E¼ger
�!
A = �!a + "�!a� birim dual vektörleri

�!
OA =

�!
A olarak al¬n¬rlarsa R3 deki

yönlü do¼grular, denklemi �!A = (1; 0)
olan birim dual kürenin dual noktalar¬na birebir kaŗs¬l¬k gelirler.�

Teorem 2:6:1 de gösterildi¼gi gibi
�!
A = �!a + "�!a� birim dual vektörü R3 bir tek yönlü

do¼gru belirtmektedir. �!a birim vektörü do¼grunun yönünü,
�!
a� ise 0 başlang¬ç nok-

tas¬na göre �!a birim vektörünün vektörel momentini ifade göstermektedir. Ayn¬do¼gru

0 başlang¬ç noktas¬ndan başka bir P noktas¬na göre de tek anlaml¬olarak belirtilebile-

ce¼ginden
�!
a� vektörel momenti, 0 yerine başka bir P noktas¬al¬nd¬¼g¬nda,

�!
a�p şeklinde

belirtilir. Böylece
�!
a��¬n, �!a birim vektörünün hangi noktaya göre vektörel momenti

oldu¼gu anlaş¬l¬r.
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Teorem 2:6:2: 0 başlang¬ç noktas¬ yerine başka bir P noktas¬ seçildi¼ginde R3 deki

yönlü do¼gruyu belirten birim dual vektör

�!
A = �!a + "

��!
PO ^ �!a +

�!
a�
�

d¬r.

·Ispat

mr

*
Par

PX

M

0

X

P

x
r

Şekil 2.6.2. R
3
de başlang¬ç noktas¬P olan yönlü do¼gru

Yönlü do¼gruyu P noktas¬na göre belirten birim dual vektör
�!
A = �!a + "�!a�p dir.

�!
a�p =

��!
PX ^ �!a ve ��!PX =

�!
PO +

��!
OX =

�!
PO +�!x

oldu¼gundan
�!
a�p =

��!
PO +�!x

�
^ �!a

=
�!
PO ^ �!a +�!x ^ �!a

=
�!
PO ^ �!a +�!a�

d¬r. Böylece
�!
A = �!a + "

��!
PO ^ �!a +�!a�

�
elde edilir.�

Tan¬m 2:6:2.
�!
A = �!a + "�!a� 2 D�Modül olmak üzere �!U =

�!
A

kAk birim dual vektörüne�!
A vektörünün ekseni denir.

Tan¬m 2:6:3. k =

D�!a ;�!a�E
k�!a k2

reel say¬s¬na
�!
A = �!a + "�!a� dual vektörünün ad¬m¬veya

yükseli̧si denir.
�!
A = a(1 + "k)

�!
U dual vektörünü için

i) k sonlu bir say¬ise �!a 6= �!0 ve �!a� 6= �!0 d¬r. �!A dual vektörüne has dual vektör

veya vida denir.
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ii) k = 0 =) �!
A = a

�!
U dur. Buna göre

�!
A dual vektörü

�!
U ekseni ile çak¬̧s¬k bir

do¼gru gösterir.

iii) k =1 =) �!a = �!0 d¬r. Gerçekten

k =

D�!a ;�!a�E
k�!a k2

=
k�!a k :

�!a� cos ;
k�!a k2

=

�!a� cos ;
k�!a k

eşitli¼ginde k=1 olmas¬için

k�!a k = 0() �!a = 0

olmal¬d¬r. Öyleyse
�!
A dual vektörü s¬rf dual vektördür. Yani

�!
A =

��!
0 ;
�!
a�
�
şek-

lindedir. Bu tip dual vektörlere çift (couple) denir. Çift dual vektörler için
�!
a� vektörü

başlang¬ç noktas¬n¬n seçili̧sine ba¼gl¬de¼gildir.

Teorem 2:6:3: Bir
�!
N = �!n +"�!n� do¼grusunun, normali �!V = �!v +"�!v� olan ve başlang¬ç

noktas¬ndan geçen bir E düzlemi içinde kalmas¬için gerek ve yeter şart

h�!v ;�!n i = 0 ve
D�!v ;�!n ^ �!n�E = 0

olmas¬d¬r. Ayr¬ca N do¼grusunun başlang¬ç noktas¬ndan geçmesi ve E düzlemi içinde

kalmas¬için gerek ve yeter şart

h�!v ;�!n i = 0 ve
�!n� = 0

eşitliklerinin sa¼glanmas¬d¬r.

·Ispat
�!
N do¼grusu üzerinde bir A noktas¬n¬gözönüne alal¬m.

�!
OA = �!a olsun. Teorem

2:6:1 den dolay¬
�!
n� vektörü A noktas¬n¬n N do¼grusu üzerindeki yerinden ba¼g¬ms¬zd¬r.

Bu nedenle �!a ? �!n al¬nabilir.

0

A

n
r

*nnN
rrr

ε+=

a
r

v
r

*nr

Şekil 2.6.3. R
3
de başlang¬ç noktas¬ndan geçen düzlem ve do¼grunun durumu
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�!
n� = �!a ^ �!n oldu¼gundan �!a = �!n ^ �!n� yaz¬labilir. h�!v ;�!n i = 0 olmas¬�!N do¼grusunun

E düzlemine paralel olmas¬demektir. Bu koşul ile birlikte ayn¬zamanda

h�!v ;�!a i =
D�!v ;�!n ^ �!n�E = det��!v ;�!n ;�!n�� = 0

eşitli¼gi de sa¼glan¬rsa
�!
N do¼grusu E düzlemi içinde kal¬r.

�!n� = �;
�!
N do¼grusunun 0

başlang¬ç noktas¬na olan uzakl¬¼g¬d¬r. E¼ger

h�!v ;�!n i = 0 ve
�!n� = 0

eşitlikleri de sa¼glan¬yorsa
�!
N do¼grusu 0�dan geçer veE düzlemine paralel olur. Dolay¬s¬yla

�!
N do¼grusu E düzleminde kal¬r.�

2.7. Dual Aç¬

�!
A ve

�!
B birim dual vektörler olsunlar.

�!
A ile

�!
B nin Tan¬m 2:4:1 ile verilenD�!

A;
�!
B
E
=
D�!a ;�!b E+ "�D�!a ;�!b�E+ D�!a� ;�!b E�

iç çarp¬m¬n¬inceleyelim. Teorem 2:6:1 gere¼gince
�!
A ve

�!
B birim dual vektörleri R3 de

iki yönlü do¼gru belirtirler. Bu do¼grular s¬ras¬ile d1; d2 olsun. d1 in yönü
�!a , yeri �!a� ve

d2 nin yönü
�!
b , yeri de

�!
b� ile belli olduklar¬ndan �!a ile �!b aras¬ndaki aç¬' iseD�!

A;
�!
B
E
=
D�!a ;�!b E+ "�D�!a ;�!b�E+ D�!a� ;�!b E�

iç çarp¬m¬n¬n reel k¬sm¬D�!a ;�!b E = k�!a k
�!b  cos' = cos'; 0 � ' � �D�!

A;
�!
B
E
iç çarp¬m¬n¬n dual k¬sm¬olan

D�!a ;�!b�E+D�!a� ;�!b E ifadesinin geometrik anlam¬:

25



ϕX

ar

d2

d1
*ϕ

Y

nr

b
rxr

y
r

*ar
*b
r

Şekil 2.7.1. Dual aç¬

�!
a� ;
�!
b� s¬ras¬ ile d1 ve d2 yönlü do¼grular¬üzerindeki X ve Y noktalar¬n¬n seçili̧sinden

ba¼g¬ms¬z olduklar¬ndan X ve Y noktalar¬, d1 ve d2 do¼grular¬n¬n ortak dikmesinin ayak-

lar¬olarak düşünülebilir. Bu ortak dikme yönündeki birim vektör

�!n = �
�!a ^ �!b�!a ^ �!b 

dir. d1 ve d2 aras¬ndaki en k¬sa uzakl¬k '� ile gösterilirse

�!x ��!y = �
�!a ^ �!b�!a ^ �!b '�

d¬r.
�!
a� = �!x ^ �!a ve �!b� = �!y ^ �!b oldu¼gundanD�!a ;�!b�E =

D�!a ;�!y ^ �!b E
= �

D�!a ;�!b ^ �!y E
= �

D�!a ^ �!b ;�!y E
= �

D�!y ;�!a ^ �!b E
ve D�!

a� ;
�!
b
E
=

D�!x ^ �!a ;�!b E
=

D�!x ;�!a ^ �!b E
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d¬r. Buna göreD�!a ;�!b�E+ D�!a� ;�!b E =
D�!x ��!y ;�!a ^ �!b E

= �
* �!a ^ �!b�!a ^ �!b '�;�!a ^ �!b

+

= � '��!a ^ �!b 
D�!a ^ �!b ;�!a ^ �!b E

= � '��!a ^ �!b 
�!a ^ �!b 2

= �'�
�!a ^ �!b 

= �'� k�!a k
�!b  sin'

= �'� sin'

bulunur. Sonuç olarak
D�!
A;
�!
B
E
nin iç çarp¬m¬

D�!
A;
�!
B
E
= cos'� "'� sin'

olur. Son idade de (�) ifadesi göz önüne al¬n¬rsa � = '+ "'� bir dual say¬olmak üzere

Taylor formülüne göreD�!
A;
�!
B
E
= cos'� "'� sin' = cos ('+ "'�) = cos� (2:7:1)

elde edilir.
A ar

*ar

*b
r

B
b
r

ϕ
*ϕ

Şekil 2.7.2.
�!
A ve

�!
B birim vektörleri aras¬ndaki dual aç¬

Tan¬m 2:7:1: � = '+ "'� dual say¬s¬na
�!
A ve

�!
B birim vektörleri aras¬ndaki dual aç¬

denir.
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Görüldü¼gü gibi � dual aç¬s¬,
�!
A ve

�!
B birim dual vektörlerinin R3 de belirttikleri yönlü

do¼grular aras¬ndaki ' aç¬s¬ ile bu iki do¼gru aras¬ndaki en k¬sa uzakl¬k olan '� dan

oluşmaktad¬r.
�!
OA =

�!
A ve

��!
OB =

�!
B birim dual vektörlerinin uçlar¬D- Modül�de 0

merkezli birim dual kürenin A ve B dual noktalar¬n¬belirtece¼ginden
�!
A ile

�!
B aras¬ndaki

� = '+ "'� dual aç¬s¬A ve B dual noktalar¬ndan geçen dual büyük dairenindAB dual
yay uzunlu¼gu olarak düşünülebilir.

E¼ger
�!
A ve

�!
B dual vektörleri birim de¼giller ise bunlar¬n

�!
U =

�!
A�!A ve �!V =

�!
B�!B

eksenleri birim dual vektörlerdir (Teorem 2:5:2).
�!
U ve

�!
V aras¬ndaki dual aç¬� olsun.D�!

U ;
�!
V
E
= cos�

oldu¼gundan D�!
A;
�!
B
E
=
�!A�!B cos� (2:7:2)

dir. Yukar¬daki eşitlikten yararlanarak R3 deki yönlü do¼grular¬n birbirlerine göre du-

rumlar¬incelenebilir:

i) D�!
A;
�!
B
E
= s¬rf dual , cos' = 0; '� 6= 0

, ' =
�

2
'� 6= 0

oldu¼gundan
�!
A ve

�!
B birim dual vektörlerinin belirttikleri yönlü do¼grular dik durumlu

fakat ayk¬r¬d¬rlar.

ii) D�!
A;
�!
B
E
= s¬rf reel, '� = 0

oldu¼gundan yönlü iki do¼gru kesi̧sir veD�!a ;�!b�E+ D�!a� ;�!b E = 0
eşitli¼gi bu iki do¼grunun kesi̧sme koşuludur.
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iii) D�!
A;
�!
B
E
= 0 , cos' = 0

, ' =
�

2
'� = 0

oldu¼gundan yönlü do¼grular birbirlerini dik olarak keser.

iv) D�!
A;
�!
B
E
= (1; 0) ) cos' = 1

) ' = 0

oldu¼gundan yönlü do¼grular paralel ve ayn¬yönlüdür. E¼ger '� = 0 ise bu iki do¼gru ayn¬

zamanda çak¬̧s¬kt¬r.

v) D�!
A;
�!
B
E
= � (1; 0) ) cos' = �1

) ' = �

oldu¼gundan yönlü do¼grular paralel ve z¬t yönlüdürler. E¼ger '� = 0 ise do¼grular çak¬̧s¬k-

t¬r.

2.8. D�Modül Üzerinde D¬̧s Çarp¬m

Tan¬m 2:8:1: 8�!A;�!B 2 D�Modül dual vektörlerinin d¬̧s çarp¬m¬� : D3 � D3 ! D3

şeklinde bir i̧slemdir ve

�!
A�

�!
B = �!a ��!b + "

��!a ��!b� +�!a���!b �
olarak tan¬mlan¬r.

Teorem 2:8:1:
�!
A;
�!
B 2 D�Modül için

�!
A ^ �!B =

�!A�!B sin��!N
dir.
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·Ispat
�!
A ve

�!
B nin eksenleri s¬ras¬ile,

�!
U ve

�!
V olsun.

X

ur

0

U
r

vyv rrr
∧=*

x
r

yr
Y vr

V
r

nr

uxu rrr
∧=*

nyn rrr
∧=*

*ϕ

Şekil 2.8.1. D�Modül de karma çarp¬m

�!u ile �!v vektörleri aras¬ndaki aç¬' olmak üzere

�!
U ^ �!V =

��!u + "�!u�� ^ ��!v + "�!v��
= �!u ^ �!v + "

��!u ^ �!v� +�!u� ^ �!v �
= �!u ^ �!v + " (�!u ^ (�!y ^ �!v ) + (�!x ^ �!u ) ^ �!v )

= �!u ^ �!v + " [h�!u ;�!v i�!y � h�!u ;�!y i�!v + h�!x ;�!v i�!u � h�!u ;�!v i�!x ]

= �!u ^ �!v + " [h�!x ;�!v i�!u � h�!u ;�!y i�!v � h�!u ;�!v i (�!x ��!y )]

= �!u ^ �!v + " [h�!x ;�!v i�!u � h�!u ;�!y i�!v � (�!x ��!y ) cos']

dir. n� = x ^ n = y ^ n oldu¼gundan

n� = x ^ n

= x ^
�
� u ^ v
ku ^ vk

�
= � 1

ku ^ vkx ^ (u ^ v)

= � 1

sin'
(hx; viu� hx; ui v)

veya x yerine y yaz¬l¬rsa

n� = � 1

sin'
(hy; viu� hy; ui v)

bulunur. Son iki eşitlikten

hx; viu� hy; ui v = �n� sin'
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elde edilir.

�!u ^ �!v
k�!u ^ �!v k = �

�!n =) �!u ^ �!v = ��!n k�!u k k�!v k sin' = ��!n sin'

yaz¬labilir.

�!x = �!y ��!n '�; �!u ^ �!v = ��!n sin' ve hx; viu� hy; ui v = �n� sin'

eşitlikleri
�!
U ^ �!V de kullan¬l¬rsa

�!
U ^ �!V = ��!n sin'+ "

h
�
�!
n� sin'� '��!n cos'

i
elde edilir. Bu son ifade de (+) i̧sareti dikkate al¬n¬rsa ve "2 = 0 oldu¼gundan "2'�

�!
n� cos'

terimi ilave edilirse

�!
U ^ �!V =

��!n + "�!n�� (sin'+ "'� cos')
bulunur.

�!
N = �!n + "�!n� bir birim dual vektördür ve Taylor formülünden de

sin'+ "'� cos' = sin�

dir. Öyleyse
�!
U ^ �!V =

�!
N sin� (2:8:1)

bulunur.
�!
A =

�!A�!U ve
�!
B =

�!B�!V
olduklar¬ndan

�!
A ^ �!B =

�!A�!B�!N sin� (2:8:2)

elde edilir.
�!
A ve

�!
B dual vektörlerinin ad¬mlar¬s¬ras¬ile ka ve kb olmak üzere (2:8:2) formülü ve

�!
A = a (1 + ka")

�!
U

�!
B = b (1 + kb")

�!
V

eşitliklerini kullanarak

�!
A ^ �!B = ab [1 + " (ka + kb)] sin�

�!
N (2:8:3)

31



şeklinde yaz¬labilir. Burada ka = kb = 0 ise

�!
A ^ �!B = ab sin�

�!
N (2:8:4)

dir.�

Teorem 2:8:2:
�!
A ve

�!
B gibi iki has dual vektörün d¬̧s çarp¬m¬s¬f¬r ise bu dual vektör-

lerin eksenleri çak¬̧s¬kt¬r.

·Ispat
�!
A ve

�!
B has dual vektörler olduklar¬ndan

�!
A^�!B = ab sin�

�!
N eşitli¼ginde sin� = 0

olmal¬d¬r. Buna göre

sin� = 0 ) sin'+ "'� cos' = 0

) sin' = 0 ve '� cos' = 0

d¬r.

sin' = 0() ' = 0 veya ' = �

ve

'� cos' = 0 =) '� = 0

elde edilir.�

2.9. D�Modül Üzerinde Karma Çarp¬m

Tan¬m 2:9:1: 8�!A;�!B ;�!C 2 D�Modül dual vektörlerinin karma çarp¬m¬

f : D3 � D3 � D3 ! D

şeklinde bir dönüşümdür ve

f
��!
A;
�!
B ;
�!
C
�
=
D�!
A�

�!
B ;
�!
C
E
=
D�!a ��!b ;�!c E+"�D�!a ��!b ;�!c�E+ D�!a ��!b� ;�!c E+ D�!a���!b ;�!c E�

olarak tan¬mlan¬r.

Teorem 2:9:1:
�!
A;
�!
B ;
�!
C has dual vektörlerinin eksenleri paralel veya ortak bir normale

sahip ise D�!
A�

�!
B ;
�!
C
E
= 0
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d¬r.

·Ispat
�!
A;
�!
B ;
�!
C has dual vektörlerinin eksenleri paralel ise

�!a ^ �!b = �!b ^ �!c = �!c ^ �!a = 0

olaca¼g¬ndan D�!
A�

�!
B ;
�!
C
E
= 0

d¬r. E¼ger
�!
A;
�!
B ve

�!
C nin eksenleri ortak bir normale sahip ise bu normal

�!
A�

�!
B has

dual vektörünün eksenidir. Bu eksen
�!
C nin eksenini de dik kesece¼gindenD�!
A�

�!
B ;
�!
C
E
= 0

olur.�

Reel vektörler için var olan özellikler dual vektörler için de geçerlidir:

i)
D�!
A�

�!
B ;
�!
C
E
=
D�!
B�

�!
C ;
�!
A
E
=
D�!
C�

�!
A;
�!
B
E

ii)
D�!
A�

�!
B ;
�!
C
E
=
D�!
A;
�!
B�

�!
C
E

iii)
D�!
A�

�!
B ;
�!
C
E
= �

D�!
A�

�!
B ;
�!
C
E
)
D�!
A�

�!
B ;
�!
C
E
= 0

iv)
�!
A�

��!
B�

�!
C
�
=
D�!
A;
�!
C
E�!
B �

D�!
A;
�!
B
E�!
C

v)
�!
A�

��!
B�

�!
C
�
+
�!
B�

��!
C�

�!
A
�
+
�!
C�

��!
A�

�!
B
�
= 0

vi)
D�!
A�

�!
B ;
�!
C�

�!
D
E
=
D�!
A;
�!
C
ED�!
B ;
�!
D
E
�
D�!
A;
�!
D
ED�!
B ;
�!
C
E

2.10. Dual Vektörlerin Lineer Ba¼g¬ml¬l¬¼g¬, Lineer Ba¼g¬ms¬zl¬¼g¬ve Bazlar

Tan¬m 2:10:1:
�!
A;
�!
B ;
�!
C 2 D�Modül has dual vektörler ve �i = c�i+"ci 2 D; 1 � i � 3;

olmak üzere

�1
�!
A + �2

�!
B + �3

�!
C =

�!
0

eşitli¼gi 8�i = 0 için sa¼glan¬yorsa
�!
A;
�!
B ;
�!
C has dual vektörleri lineer ba¼g¬ms¬zd¬r

denir.
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Tan¬m 2:10:2:
�!
A;
�!
B ;
�!
C 2 D�Modül ve �i = c�i + "ci 2 D ; ci 6= 0; 1 � i � 3 için

�1
�!
A + �2

�!
B + �3

�!
C =

�!
0

eşitli¼gi en az bir �i 6= 0 için sa¼glan¬yorsa,
�!
A;
�!
B ;
�!
C dual vektörleri lineer ba¼g¬ml¬d¬r

denir.

Dual vektörler için lineer ba¼g¬ml¬l¬k, lineer ba¼g¬ms¬zl¬k tan¬mlar¬n¬n reel vektörlerden

farkl¬oluşunun iki nedeni vard¬r:

i)
�!
X =

��!
0 ;
�!
x�
�
ve � =

��!
0 ;
�!
c�
�
ise �

�!
X =

�!
0 d¬r.

ii) � =
��!
0 ;
�!
c�
�
şeklindeki dual say¬larla bölüm tan¬ms¬zd¬r.

Teorem 2:10:1: �!a 6= �!0 ise S =
n�!
A = �!a + "�!a�

o
cümlesi lineer ba¼g¬ms¬zd¬r.

·Ispat � = c+ "c� olsun.

�
�!
A =

�!
0

ifadesi bileşenleri cinsinden yaz¬l¬rsa

� (Ai) = 0; 1 � i � 3

elde edilir. Dual say¬lar¬n skalar ile çarp¬m¬ve eşitlik tan¬m¬ndan

aic = 0 ve aic� + a�i c = 0

d¬r. �!a 6= �!0 oldu¼gundan

c = 0 ve c� = 0 =) � = 0

elde edilir.�

Tan¬m 2:10:3:
�!
A1;

�!
A2;

�!
A3 birim dual vektörlerinin R3 deki temsil ettikleri yönlü do¼gru-

lar bir noktada dik olarak kesi̧sirlerse
�!
A1;

�!
A2;

�!
A3 birim dual vektörlerine ortonormal

dual vektörler denir.

Teorem 2:10:2:
�!
A1;

�!
A2;

�!
A3 ortonormal üç birim dual vektör ise S =

n�!
A1;

�!
A2;

�!
A3

o
cümlesi lineer ba¼g¬ml¬d¬r.

·Ispat

�1
�!
A1 + �2

�!
A2 + �3

�!
A3 =

�!
0 ; �i 2 D; 1 � i � 3;
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ifadesinin her iki taraf¬n¬n
�!
A1 ile iç çarp¬m¬al¬n¬rsa

�1

D�!
A1;

�!
A1

E
+ �2

D�!
A2;

�!
A1

E
+ �3

D�!
A3;

�!
A1

E
=
�!
0 =) �1 = 0

elde edilir. Ayn¬i̧slemleri
�!
A2 ve

�!
A3 ile yaparsak �2 = 0 ve �3 = 0 bulunur.�

Tan¬m 2:10:4: D- Modül�ün bir S alt cümlesi aşa¼g¬daki iki özeli¼ge sahipse bu cümleye

D- Modül�ün bir baz¬denir.

i) S lineer ba¼g¬ms¬zd¬r.

ii) Sp fSg = D- Modül�dür.

Yani 8�!A 2 D- Modül eleman¬S deki sonlu say¬da eleman¬n bir lineer bileşimidir.

Teorem 2:10:3:
�!
A1;

�!
A2;

�!
A3 2 D- Modül vektörleri ortonormal ise S =

n�!
A1;

�!
A2;

�!
A3

o
cümlesi D- Modül�ün bir baz¬d¬r.

·Ispat i) Teorem 2:10:2 den ortonormal vektörler kümesi S lineer ba¼g¬ms¬zd¬r.

ii)
�!
A 2 D- Modül eleman¬

�!
A1;

�!
A2;

�!
A3 ortonormal dual vektörlerinin bir lineer

bileşimidir. Yani �i 2 D; 1 � i � 3 için

�!
A = �1

�!
A1 + �2

�!
A2 + �3

�!
A3 (2:10:1)

şeklinde
�!
A dual vektörünün yaz¬l¬̧s¬tektir. Gerçekten �i 2 D; 1 � i � 3 olmak üzere

�!
A = �01

�!
A1 + �

0
2

�!
A2 + �

0
3

�!
A3 (2:10:2)

olarak yaz¬ld¬¼g¬n¬kabul edelim. (2:10:1) ve (2:10:2) eşitliklerinin her iki taraf¬n¬n
�!
A1 ile

iç çarp¬m¬al¬n¬rsa D�!
A;
�!
A1

E
= �1 ve

D�!
A;
�!
A1

E
= �01

oldu¼gundan �1 = �
0
1 dür. Benzer şekilde �2 = �

0
2 ve �3 = �

0
3 bulunur. Öyleyse

�!
A dual

vektörünün yaz¬l¬̧s¬tek türlüdür.

�0
�!
A + �1

�!
A1 + �2

�!
A2 + �3

�!
A3 =

�!
0

ifadesi lineer ba¼g¬ml¬d¬r. E¼ger
�!
A;
�!
A1;

�!
A2 ve

�!
A3 dual vektörleri lineer ba¼g¬ms¬z olsayd¬

bu vektörlerin reel k¬s¬mlar¬da lineer ba¼g¬ms¬z olurdu. Halbuki Rn de, n+1 tane vektör

lineer ba¼g¬ml¬d¬r. O halde
�!
A;
�!
A1;

�!
A2 ve

�!
A3 vektörleri lineer ba¼g¬ml¬d¬r.�
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Teorem 2:10:4: D- Modül�de S =
n�!
X1;

�!
X2

o
lineer ba¼g¬ms¬z bir cümle ise D- Modül�ün

E =
n�!
E1;

�!
E2;

�!
E3

o
gibi bir ortonormal bir baz sistemi vard¬r.

·Ispat Gram-Schmidt ortogonalleştirme yöntemi burada da kullan¬labilir.

�!
Y1 =

�!
X1

�!
Y2 = �

�!
Y1 +

�!
X2 , � 2 D

denirse D�!
Y1;
�!
Y2

E
= 0

olacak şekilde � bulunabilir.D�!
Y1;
�!
Y2

E
= �

D�!
Y1;
�!
Y1

E
+
D�!
X2;

�!
Y1

E
= 0

eşitli¼ginden

� = �

D�!
X1;

�!
X2

E
�!X1

2
bulunur.

�!
E1 =

�!
X1�!X1

 ve
�!
E2 =

�!
Y2�!Y2

al¬n¬rsa
�!
E3 =

�!
E1 ^

�!
E2

dir.�

2.11. D-Modülde Dual ·Izometriler

Tan¬m 2:11:1: 0 ve A 2 D3 dual noktalar¬n¬n belirtti¼gi
�!
0A =

�!
A dual vektörünün

normu �!A = a+ "a�
say¬s¬d¬r. Bu dual say¬y¬ �!A = d��!0 ;�!A�
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ile gösterirsek P ve Q 2 D3 dual noktalar¬n¬n belirtti¼gi �!PQ dual vektörünün normu

kP �Qk = d
��!
P ;
�!
Q
�

olur. 8�!P ;�!Q 2 D-Modül için F : D-Modül ! D-Modül dönüşümünde

d
h
F
��!
P
�
; F
��!
Q
�i
= d

��!
P ;
�!
Q
�

ise F ye D-Modül�ün bir dual izometrisi denir.

Tan¬m 2:11:2: Elemanlar¬dual say¬lar olan bir A matrisine dual matris denir ve

A = [Aij] ; Aij = aij + "a
�
ij

şeklinde gösterilir.

Reel matrisler için geçerli olan i̧slemler dual matrisler içinde geçerlidir.

Tan¬m 2:11:3: A = [Aij]nxn karesel bir dual matris olmak üzere

Aij = �ij =

8<: (1; 0) ; i = j

(0; 0) ; i 6= j

ise A dual matrisine birim dual matris veya özdeşlik matrisi denir ve

In = [�ij]nxn

şeklinde gösterilir.

Tan¬m 2:11:4: A 2 Dnn için

AAT = ATA = In

ise A dual matrisine ortogonal dual matris denir.

�!
X = �!x + "�!x� 2 D-Modül dual vektörü

X =

26664
x1 + "x

�
1

x2 + "x
�
2

x3 + "x
�
3

37775
3�1
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şeklinde bir dual sütün matrisi olarak yaz¬labilir. X ve Y iki dual vektör iseler iç çarp¬m

tan¬m¬ve dual matrislerin çarp¬m kural¬ndanD�!
X;
�!
Y
E
= XTY

oldu¼gu görülür.

Teorem 2:11:1: A = [Aij]3x3 bir dual matris olmak üzere

LA : D�Mod�ul ! D�Mod�ul

X ! AX

dönüşümü lineerdir.

·Ispat
�!
X;
�!
Y 2 D� Modül iki dual vektör olsun.

LA(X) = AX

LA(Y ) = AY

oldu¼gundan

LA(X + Y ) = A(X + Y )

= AX + AY

= LA(X) + LA(Y )

elde edilir. Bir skaler ile bir matrisin çarp¬m¬n¬n tan¬m¬dual matrislerde de aynen

al¬narak C 2 D için

LA(CX) = A(CX) = C(AX) = CLA(X)

dir.�

Teorem 2:11:2: A bir dual ortogonal matris ise

LA : D�Mod�ul ! D�Mod�ul

X ! AX

lineer dönüşümünde
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i) ·Iç çarp¬m de¼gi̧smez kal¬r.

ii) LA, D� Modül�de bir izometridir.

iii) LA dönüşümü dual aç¬lar¬de¼gi̧smez b¬rak¬r.

·Ispat i)
�!
X1;

�!
X2 2 D� Modül için

LA(X2) = AX2 = Y2

LA(X1) = AX1 = Y1

olsun. Buna göreD�!
Y1;
�!
Y2

E
= Y T1 Y2 =

�
XT
1 A

T
�
(AX2) = X

T
1

�
ATA

�
X2 = X

T
1 X2 =

D�!
X1;

�!
X2

E
bulunur.

ii) �!Y12 =
D�!
Y1;
�!
Y1

E
= Y T1 Y1

=
�
XT
1 A

T
�
(AX2)

= XT
1

�
ATA

�
X1

= XT
1 X1

=
�!X1

2
dir. Buradan

d(0; Y1) = d [LA (0) ; LA (X1)] = d (0; X1)

dir. Ayn¬şekilde �!Y1 ��!Y22 = (Y1 � Y2)T (Y1 � Y2)

=
�
Y T1 � Y T2

�
(Y1 � Y2)

=
�
XT
1 A

T �XT
2 A

T
�
(AX1 � AX2)

=
�!X1 �

�!
X2

2
elde edilir. Öyleyse

d (Y1; Y2) = d [LA (X1) ; LA (X2)] = d (X1; X2)
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dir.

iii)
�!
X1;

�!
X2 has dual vektörlerinin eksenleri aras¬ndaki dual aç¬ � ve f alt¬ndaki

görüntüleri
�!
Y1;
�!
Y2 dual vektörlerinin eksenleri aras¬ndaki dual aç¬da �

0 olsun. 2:7:2

dual aç¬formülünden

Cos� =

D�!
X1;

�!
X2

E
�!X1

 :�!X2


ve

Cos�0 =

D�!
Y1;
�!
Y2

E
�!Y1 :�!Y2

teorem 2:11:2 nin i ş¬kk¬ndan D�!
X1;

�!
X2

E
=
D�!
Y1;
�!
Y2

E
ve ii ş¬kk¬ndan �!Y1 = �!X1

 ; �!Y2 = �!X2


bulunur. Buna göre � = '+ "'� ve �0 = '0 + "'�0 olmak üzere

Cos� = Cos�0 ) '0 = 2k� � ' ve '�0 = '�

elde edilir.�

XT
1 X2 = 0 ise Y T1 Y2 = 0 olaca¼g¬ndan ortogonal has dual vektörler yine ortogonal

has dual vektörlere dönüşür.
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3. E3 ÖKL·ID UZAYINDA REKT·IF·IYAN E¼GR·ILER

Bu bölümde referanslar¬m¬z Sabuncuo¼glu (2006) ve Chen (2003) olacakt¬r.

3.1. Frenet Vektör Alanlar¬

Bu bölümde � : I ! R3 e¼grisini R3 uzay¬nda birim h¬zl¬bir e¼gri olarak göz önüne

alaca¼g¬z. s 2 I için e¼grinin �(s) noktas¬ndaki h¬z vektörünü �0(s) olarak gösterece¼giz.

�0(s) vektörü �(s) noktas¬nda e¼griye te¼get bir vektördür. Uzunlu¼gu 1 dir. s de¼gi̧skeni

I da artarak de¼gi̧stirildi¼ginde �(s) vektörü hangi yönde ilerliyorsa �0(s) vektörü de o

yöndedir.

Tan¬m 3:1:1: R3 uzay¬nda birim h¬zl¬� : I ! R3 e¼grisi için

T (s) = �0(s) (3:1:1)

eşitli¼gi ile belirli T (s) e¼grisine, � e¼grisinin �(s) noktas¬ndaki birim te¼get vektörü

denir.

I s+h

α

s

T(s) )(sα

Şekil 3.1.1. � e¼grisinin birim te¼get vektörü

T; I aral¬¼g¬n¬n her bir s noktas¬na, �(s) noktas¬ndaki T (s) te¼get vektörünü kaŗs¬l¬k

getiren bir fonksiyondur (Şekil 3:1:1). Buna göre T; � e¼grisi üstünde bir vektör alan¬d¬r.

Bu vektör alan¬na, � e¼grisinin birim te¼get vektör alan¬denir ve T=�0 olarak yaz¬l¬r.

T (s) vektörü, �(s) noktas¬nda T�(s)(R3) vektör uzay¬n¬n bir alt vektör uzay¬n¬gerer.

Bu alt vektör uzay 1 boyutlu bir alt vektör uzayd¬r. Geometrik olarak �(s) noktas¬ndan

geçen ve T (s) vektörüne paralel olan bir do¼grudur. Bu do¼gruya e¼grinin �(s) noktas¬n-

daki te¼get uzay¬denir ve T�(s)(�(I)) olarak gösterilir.

Tan¬m 3:1:2: R3 uzay¬nda birim h¬zl¬� : I ! R3 e¼grisi için

� : I ! R; � (s) = kT 0(s)k (3:1:2)
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fonksiyonuna, � e¼grisinin e¼grilik fonksiyonu denir. � (s) say¬s¬na e¼grinin �(s) nok-

tas¬ndaki e¼grili¼gi denir.

T = �0 oldu¼gundan �(s) = k�00(s)k olur. Bu nedenle T 0(s) vektörünün uzunlu¼guna

e¼grilik ad¬verilir.

Tan¬m 3:1:3: R3 uzay¬nda birim h¬zl¬� : I ! R3 e¼grisi için

N(s) =
1

�(s)
T 0(s) (3:1:3)

eşitli¼gi ile belirli N(s) vektörüne, � e¼grisinin �(s) noktas¬ndaki birinci dik vektörü

(asli normali) denir. N vektör alan¬na, � e¼grisinin birinci dik vektör alan¬(asli

normal vektör alan¬) denir.

hT; T i ; I aral¬¼g¬n¬n her bir noktas¬na, hT (s); T (s)i say¬s¬na kaŗs¬l¬k getiren

hT; T i : I ! R; hT; T i (s) = hT (s); T (s)i

biçiminde bir fonksiyondur. Her s 2 I için

hT (s); T (s)i = 1

oldu¼gundan hT; T i : I ! R fonksiyonu sabit fonksiyondur. Buna göre her s 2 I için

hT; T i0 = 0 d¬r.

hT; T i0 = 0

hT 0; T i+ hT; T 0i = 0

2 hT 0; T i = 0

hT 0; T i = 0

T(s)
N(s)

)(sα

)(' sT

Şekil 3.1.2. � e¼grisinin normal vektörü
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bulunur. O halde I aral¬¼g¬n¬n herbir s noktas¬nda T 0(s) vektörü, T (s) vektörüne diktir.

Yani T 0 vektör alan¬T vektör alan¬na diktir. (Şekil 3:1:2)

Tan¬m 3:1:3 e göre N vektör alan¬da T vektör alan¬na diktir. �(s) = kT 0(s)k oldu¼gun-

dan (3:1:3) esitli¼gi

N(s) =
1

kT 0(s)kT
0(s) (3:1:4)

biçiminde de yaz¬labilir. Öyleyse, her s 2 I için, kN(s)k = 1 dir.

T � N; I aral¬¼g¬n¬n herbir s noktas¬na, �(s) noktas¬ndaki T�(s) (R3) te¼get uzay¬n¬n

T (s)�N(s) eleman¬n¬kaŗs¬l¬k getiren bir fonksiyondur.

Tan¬m 3:1:4: R3 uzay¬nda birim h¬zl¬� : I ! R3 e¼grisi için

B(s) = T (s)�N(s) (3:1:5)

eşitli¼gi ile tan¬ml¬B(s) vektörüne, � e¼grisinin �(s) noktas¬ndaki ikinci dik vektörü

(binormali) denir B vektör alan¬na, � e¼grisinin ikinci dik vektör alan¬(binormal

vektör alan¬) denir. Vektör çarp¬m¬n¬n özelliklerinden dolay¬B(s) vektörü, T (s) ve

N(s) vektörlerinin her ikisine de diktir. fT (s); N(s); B(s)g pozitif yönlü bir çat¬d¬r.

Ayr¬ca her s 2 I için

kB(s)k = kT (s)k kN(s)k
���sin �

2

��� = 1
dir. Sonuç olarak fT (s); N(s); B(s)g kümesi ortanormal bir taband¬r. (Şekil 3:1:3)

T(s)

B(s)

N(s)

)(sα

Şekil 3.1.3. � e¼grisinin binormal vektörü

Tan¬m 3:1:5: T (s); N(s); B(s) vektörlerine, � : I ! R3 e¼grisinin �(s) noktas¬ndaki

Frenet vektörleri denir.

fT (s); N(s); B(s)g
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kümesine, � e¼grisinin �(s) noktas¬ndaki Frenet çat¬s¬denir. T;N;B vektör alanlar¬na,

� e¼grisi üstünde Frenet vektör alanlar¬denir.

Tan¬m 3:1:6: R3 uzay¬nda birim h¬zl¬� : I ! R3 e¼grisinin Frenet vektör alanlar¬

T;N;B olmak üzere

� : I ! R; �(s) = �hB0(s); N(s)i (3:1:6)

fonksiyonuna, � e¼grisinin burulma fonksiyonu denir. �(s) say¬s¬na e¼grinin �(s) nok-

tas¬ndaki burulmas¬denir.

Teorem 3:1:1: R3 uzay¬nda birim h¬zl¬� : I ! R3 e¼grisinin Frenet vektör alanlar¬

T;N;B ise

T 0 = �N

N 0 = ��T + �B (3:1:7)

B0 = ��N

dir.

·Ispat (3:1:3) eşitli¼ginden T 0 = �N elde edilir. N 0 = aT + bN + cB oldu¼gunu kabul

edelim. Eşitli¼gin her iki yan¬n¬T ile iç çarp¬m¬yap¬larak hN 0; T i = a bulunur. Di¼ger

taraftan

hN; T i = 0 ) hN 0; T i+ hN; T 0i = 0

) hN 0; T i = �hN; T 0i = �hN; �Ni = ��

oldu¼gundan a = �� olur.

N 0 = aT + bN + cB eşitli¼ginin her iki yan¬n¬N ile iç çarp¬m¬yap¬larak hN 0; Ni = b

bulunur. Di¼ger taraftan

hN;Ni = 1 ) hN 0; Ni+ hN;N 0i = 0

) 2 hN 0; Ni = 0

) hN 0; Ni = 0

oldu¼gundan b = 0 olur.
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N 0 = aT+bN+cB eşitli¼ginin her iki yan¬n¬B ile çarp¬m¬yap¬larak hN 0; Bi = c bulunur.

Di¼ger taraftan

hN;Bi = 0 ) hN 0; Bi+ hN;B0i = 0

) hN 0; Bi = �hN;B0i = �

oldu¼gundan c = � bulunur. O halde N 0 = ��T + �B dir.

Şimdi B0 = dT + eN + fB oldu¼gunu kabul edelim. Eşitli¼gin her iki yan¬n¬T ile iç

çarp¬m¬yap¬larak hB0; T i = d bulunur. Di¼ger taraftan

hB; T i = 0 ) hB0; T i+ hB; T 0i = 0

) hB0; T i = �hB; T 0i = �hB;��Ni = 0

oldu¼gundan d = 0 olur.

B0 = dT + eN + fB eşitli¼ginin her iki yan¬n¬N ile iç çarp¬m¬yap¬larak hB0; Ni = e

bulunur. Di¼ger taraftan

hB;Ni = 0 ) hB0; Ni+ hB;N 0i = 0

) hB0; Ni = �hB;N 0i = �hB;��T + �Bi = ��

oldu¼gundan e = �� olur.

Şimdi B0 = dT+eN+fB eşitli¼ginin her iki yan¬n¬B ile iç çarp¬m¬yap¬larak hB0; T i = f

bulunur. Di¼ger taraftan

hB;Bi = 1 ) hB0; Bi+ hB;B0i = 0

) hB0; Bi = 0

oldu¼gundan f = 0 bulunur. Öyleyse B0 = ��N dir.�

Bu teoremden elde edilen eşitliklere, birim h¬zl¬� e¼grisi için Frenet formülleri denir.

Frenet formüllerinin katsay¬lar matrisi26664
0 � 0

�� 0 �

0 �� 0

37775
ters simetrik bir matristir.
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Tan¬m 3:1:7: R3 uzay¬ndaki birim h¬zl¬� : I ! R3 e¼grisinin Frenet vektör alanlar¬T;

N; B olsun.

fT (s); N(s)g kümesinin gerdi¼gi düzleme, �(s) noktas¬ndaki oskülatör düzlem (dokunum

düzlemi) denir.

fT (s); B(s)g kümesinin gerdi¼gi düzleme, �(s) noktas¬ndaki rekti�yan düzlem (do¼grultma

düzlemi) denir.

fN(s); B(s)g kümesinin gerdi¼gi düzleme, �(s) noktas¬ndaki normal düzlem (dik düz-

lem) denir.

�(s) noktas¬ndaki oskülatör düzlem , B(s) vektörüne dik olan düzlemdir.

�(s) noktas¬ndaki rekti�yan düzlem , N(s) vektörüne dik olan düzlemdir.

�(s) noktas¬ndaki normal düzlem , T (s) vektörüne dik olan düzlemdir.

Teorem 3:1:2: � : I ! R3 birim h¬zl¬e¼grisinin Frenet vektör alanlar¬T; N; B oldu¼guna

göre

N �B = T

B � T = N (3:1:8)

dir.

·Ispat Her u; v; w 2 R3 için

u� (v � w) = hu;wi v � hu; viw

(u� v)� w = hu;wi v � hv; wiu

eşitliklerinden yararlanarak

N �B = N � (T �N) = hN;NiT � hN; T iN = T

B � T = (T �N)� T = hT; T iN � hN; T iT = N

elde edilir.�
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3.2. Rekti�yan E¼grilerin Karakterizasyonlar¬

E¼grili¼gi ve burulmas¬ s¬f¬rdan farkl¬ olan bir e¼griye bükümlü e¼gri denir. E3 Öklid

uzay¬nda bir e¼grinin yer vektörü her noktada oskülatör düzlemde yat¬yor ise e¼gri dü-

zlemseldir. E¼ger e¼grinin yer vektörü her noktada normal düzlemde yat¬yor ise e¼gri

küreseldir. Öyleyse şu soruyu sorabiliriz: Ne zaman � : I ! E3 e¼grisinin yer vektörü

rekti�yan düzlemde yatar? � : I ! E3 bir rekti�yan e¼gri olmak üzere � (s) yer vektörü

�; � fonksiyonlar¬için

� (s) = � (s)T (s) + � (s)B (s) (3:2:1)

şeklinde verilebilir.

Teorem 3:2:1: � : I ! E3 birim h¬zl¬ve e¼grili¼gi pozitif olan bir rekti�yan e¼gri olsun.

O halde aşa¼g¬daki önermeler do¼grudur:

i) � = k�k uzakl¬k fonksiyonu baz¬c1 ve c2 sabitleri için

�2 = s2 + c1s+ c2

eşitli¼gini sa¼glar.

ii) E¼grinin yer vektörünün te¼get bileşeni baz¬b sabit say¬s¬için

h�; T i = s+ b

eşitli¼gi ile verilir.

iii) E¼grinin yer vektörünün �N normal bileşeni sabit uzunlukludur ve � uzakl¬k fonksiyo-

nu sabit de¼gildir.

iv) � burulma fonksiyonu s¬f¬rdan farkl¬d¬r ve e¼grinin yer vektörünün binormal bileşeni

sabittir. Yani

h�;Bi = sabit

olur.

Kaŗs¬t olarak e¼grili¼gi pozitif olan bir � : I ! E3 e¼grisi (i); (ii); (iii); (iv) şartlar¬ndan

birini sa¼gl¬yor ise � bir rekti�yan e¼gridir.
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·Ispat �; E3 de birim h¬zl¬bir e¼gri ve � e¼grisinin yay uzunlu¼gu parametresi s olsun. � n¬n

bir rekti�yan e¼gri oldu¼gunu kabul edelim. � bir rekti�yan e¼gri oldu¼gundan � (s) ; � (s)

fonksiyonlar¬için

� (s) = � (s)T (s) + � (s)B (s) (3:2:2)

olarak yaz¬labilir. (3:2:2) eşitli¼ginin türevini al¬rsak

�0 (s) = �0 (s)T (s) + � (s)T 0 (s) + �0 (s)B (s) + � (s)B0 (s)

T (s) = �0 (s)T (s) + � (s)� (s)N (s) + �0 (s)B (s) + � (s) (�� (s)N (s))

T (s) = �0 (s)T (s) + [� (s)� (s)� � (s) � (s)]N (s) + �0 (s)B (s)

oldu¼gundan

[�0 (s)� 1]T (s) + [� (s)� (s)� � (s) � (s)]N (s) + �0 (s)B (s) = 0

elde edilir. fT; N; Bg Frenet çat¬s¬ lineer ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan katsay¬lar s¬f¬ra eşit

olmal¬d¬r. Buna göre

�0 (s) = 1; � (s)� (s) = � (s) � (s) ; �0 (s) = 0 (3:2:3)

elde edilir. ·Ilk eşitlikte �0(s) = 1 oldu¼gundan b bir sabit say¬olmak üzere

� (s) = s+ b

dir. 3.2.3 eşitli¼ginde �0 (s) = 0 oldu¼gundan � sabit bir fonksiyondur. �� = �� eşitli¼gine

göre � 6= 0 oldu¼gundan � sabiti de s¬f¬rdan farkl¬d¬r. Öyleyse

h�; T i = h�T + �B; T i

= � hT; T i+ � hB; T i

= �

= s+ b

elde edilir. Böylece (ii) ispatlanm¬̧s oldu.
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� = ` s¬f¬rdan farkl¬sabit oldu¼gundan

h�; �i = h�T + �B; �T + �Bi

= �2 hT; T i+ 2�� hT;Bi+ �2 hB;Bi

= �2 + �2

= �2 + `2

bulunur. Buna göre � uzakl¬k fonksiyonu 2b = c1; b2 + `2 = c2 olmak üzere

�2 = jh�; �ij

=
���2 + �2��

=
��(s+ b)2 + l2��

=
��s2 + 2sb+ b2 + l2��

=
��s2 + c1s+ c2��

dir. Böylece (i) ispatland¬.

(3:2:2) eşitli¼ginden � e¼grisinin yer vektörünün normal bileşeni �N = �B dir.

h�;Bi = h�T + �B;Bi

= � hT;Bi+ � hB;Bi

= �

ve � sabit oldu¼gundan �N sabit uzunlukludur. Böylece (iii) ispatland¬.

h�;Bi = � ve � sabit oldu¼gundan h�;Bi sabittir. � > 0; � = s+b ve � sabit oldu¼gundan

(3:2:3) eşitli¼gine göre � s¬f¬rdan farkl¬d¬r. Böylece (iv) ispatlan¬r.

Kaŗs¬t olarak (i) veya (ii) şartlar¬ndan biri sa¼glans¬n. O halde b bir sabit say¬olmak

üzere h�; T i = s+ b dir. Bu eşitli¼gin türevini al¬rsak,

h�0; T i+ h�; T 0i = 1

hT; T i+ h�; �Ni = 1

elde edilir. Buna göre

� h�;Ni = 0
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ve � > 0 oldu¼gundan

h�;Ni = 0

bulunur. Öyleyse e¼gri rekti�yand¬r.

E¼ger (iii) ün sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edersek, e¼grinin yer vektörünün normal bileşeni �N

sabit uzunlukludur ve uzakl¬k fonksiyonu � sabit de¼gildir. Buna göre � 2 R olmak

üzere

� = �T + �N

biçiminde yaz¬labilir. Buradan

h�; �i =


�T + �N ; �T + �N

�
= �2 hT; T i+ 2�



T; �N

�
+


�N ; �N

�
= �2 + c (3:2:4)

bulunur.

h�; T i =


�T + �N ; T

�
= � hT; T i+



�N ; T

�
= �

de¼gerini (3:2:4) eşitli¼ginde yerine yazarsak

h�; �i = h�; T i2 + c

elde edilir. Burada c sabittir ve s ye göre türev al¬rsak

h�0; �i+ h�; �0i = 2 h�; T i [h�0; T i+ h�; T 0i]

hT; �i+ h�; T i = 2 h�; T i [hT; T i+ h�; �Ni]

2 h�; T i = 2 h�; T i [1 + � h�;Ni]

bulunur. Uzakl¬k fonksiyonu � sabit olmad¬¼g¬ndan h�; T i 6= 0 d¬r. � > 0 oldu¼gundan

eşitli¼gin sa¼glanabilmesi için h�;Ni = 0 olmal¬d¬r. Öyleyse � bir rekti�yan e¼gridir.
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(iv) ün sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edelim. Yani h�;Bi sabit olsun.

h�;Bi0 = h�0; Bi+ h�;B0i

0 = ht; Bi+ h�;��Ni

0 = �� h�;Ni

� s¬f¬rdan farkl¬oldu¼gundan h�;Ni = 0 olur. Buna göre � rekti�yan e¼gridir.�

3.3. Helislerin Rekti�yan E¼grilere Genellenmesi

E3 de en iyi bilinen bükümlü e¼gri genelleştirilmi̧s helistir. Bir e¼grinin genelleştirilmi̧s

helis olabilmesi için gerek ve yeter koşul
�

�
oran¬n¬n s¬f¬rdan farkl¬sabit olmas¬d¬r. Di¼ger

yandan rekti�yan e¼griler için
�

�
oran¬şöyle verilebilir.

Teorem 3:3:1: � : I ! E3 e¼grili¼gi pozitif olan bir e¼gri olsun. � n¬n bir rekti�yan e¼griye

denk olabilmesi için gerek ve yeter şart c1; c2 sabit reel say¬lar¬için

�

�
= c1s+ c2 , c1 6= 0

eşitli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r.

·Ispat � : I ! E3 e¼grili¼gi pozitif birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. E¼ger � rekti�yan e¼gri ise

(3:2:3) den
�

�
=
�

�
=
s+ b

a
(a ve b sabit)

dir. Böylelikle e¼grinin burulmas¬n¬n e¼grili¼gine oran¬sabit olmayan lineer fonksiyondur.

Kaŗs¬t olarak � : I ! E3 e¼grisi için � > 0 ve c1 6= 0 ve c2 sabitleri için
�

�
= c1s + c2

olsun. c1 =
1

a
ve c2 =

b

a
al¬rsak

�

�
=
s+ b

a
olur. a� = s�+ b� oldu¼gundan

d

ds
[� (s)� (s+ b)T (s)� aB (s)] = �0 (s)� T (s)� (s+ b)T 0 (s)� aB0 (s)

= T (s)� T (s)� (s+ b)�N (s)� a (��)N (s)

= � (s+ b)�N (s)� a (��)N (s)

= (�s�� b�+ a�)N (s)

= 0
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bulunur. Öyleyse D bir sabit say¬olmak üzere

� (s)� (s+ b)T (s)� aB (s) = D

dir. Uygun bir öteleme ile � (s) = (s+ b)T (s) � aB (s) şeklindedir. Buna göre � bir

rekti�yan e¼gridir.�

3.4. Rekti�yan E¼grilerin S¬n¬�and¬r¬lmas¬

S2 merkezi orijin olan E3 de birim küre olsun. Aşa¼g¬daki teorem E3 deki bütün rekti-

�yan e¼grileri belirtir.

Teorem 3:4:1: � : I ! E3 e¼grili¼gi pozitif olan bir e¼gri olsun. � n¬n rekti�yan e¼gri

olmas¬için gerek ve yeter şart

� (t) = (a sec t)  (t) (3:4:1)

olmas¬d¬r. Burada a bir pozitif say¬ve ; S2 de birim h¬zl¬bir e¼gridir.

·Ispat � : I ! E3 e¼grili¼gi pozitif rekti�yan e¼gri olsun. Genelli¼gi bozmaks¬z¬n 0 2 I

ve � = � (s) nin birim h¬zl¬e¼gri oldu¼gunu kabul edelim. Teorem 3:2:1 e göre uzakl¬k

fonksiyonu � = k�k ve c1; c2 sabitleri için �2 = s2 + c1s + c2 dir. Uygun ötelemeyle

�2 = s2 + c (c > 0 sabit) olarak yaz¬labilir. c > 0 oldu¼gundan c = a2 olacak şekilde

pozitif a say¬s¬vard¬r. Şimdi S2 de  =
�

�
e¼grisini tan¬mlayal¬m. Buna göre

� (s) = � (s)  (s) =
p
s2 + a2 (s) (3:4:2)

eşitli¼ginin türevini al¬rsak

�0 (s) =
sp

s2 + a2
 (s) +

p
s2 + a20 (s) (3:4:3)

olur. I aral¬¼g¬ndaki herbir s için h; i = 1 ve 0 (s) ile  (s) ortogonaldir. Buna göre

h�0; �0i =
s2

s2 + a2
h; i+ 2s h; 0i+

�
s2 + a2

�
h0; 0i

hT; T i =
s2

s2 + a2
+
�
s2 + a2

�
h0; 0i

1 =
s2

s2 + a2
+
�
s2 + a2

�
h0; 0i
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oldu¼gundan
a2

(s2 + a2)2
= h0; 0i = k0k2

dir. Öyleyse

k0k = a

s2 + a2

dir.  nin yay uzunluk fonksiyonu f olmak üzere

f(s) = t

=

Z s

0

adu

u2 + a2

=

Z s

0

adu

a2
�
1 +

�u
a

�2�
=

Z s

0

adu

a2
�
1 +

�u
a

�2�

=

Z s

0

adu

a2
�
1 +

�u
a

�2�

=

Z s

0

du

a�
1 +

�u
a

�2� (
u

a
= x olursa )

=

Z s
a

0

dx

1 + x2

= arctan (x) j
s
a
0

= arctan
�s
a

�
bulunur. Buna göre s = a tan t dir. (3:4:2) eşitli¼ginde s yerine a tan t yazarsak (3:4:1)

eşitli¼gini elde ederiz.

Kaŗs¬t olarak � : I ! E3 e¼grisi, a pozitif say¬ve  =  (s) ; S2 de birim h¬zl¬e¼grisi için

� (t) = (a sec t)  (t) (3:4:4)
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olarak tan¬mlan¬rsa

�0 (t) =
a sin t

cos2 t
 (t) +

a

cos t
0 (t)

=
a

cos2 t
[sin t (t) + cos t0 (t)] (3:4:5)

olur.  (t) ve 0 (t) ortonormal vektör alanlar¬oldu¼gundan

h�0; �0i = a2

cos4 t

�
sin2 t h; i+ cos2 t h0; 0i

�
=

a2

cos4 t

d¬r. Buna göre

k�0k2 = a2

cos4 t
) k�0k = a

cos2 t
= a sec2 t (3:4:6)

elde edilir. (3:4:4) ; (3:4:5) ve (3:4:6) eşitliklerinden



�N ; �N

�
= �2 (t)� h� (t) ; �

0 (t)i2

j�0 (t)j2
= a2

elde edilir. Öyleyse yer vektörünün normal bileşeni �N sabit uzunlukludur ve � uzakl¬k

fonksiyonu � = a sec t sabit de¼gildir. Buna göre Teorem 3:2:1 den � rekti�yan e¼gridir.�
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4. 3 BOYUTLU M·INKOWSK·I UZAYINDA REKT·IF·IYAN E¼GR·ILER

Bu bölümde E31 Minkowski 3-boyutlu uzay¬nda rekti�yan e¼grilerin baz¬karakterizasy-

onlar¬ incelenecektir ve burada referanslar¬m¬z Ò.Neil (1983), Güngör (2007), Lopez

(2008) ve ·Ilarslan (2003) olacakt¬r.

4.1. E31 Minkowski Uzay¬

Tan¬m 4:1:1: x = (x1; x2; :::; xn) ve y = (y1; y2; :::; yn) 2 En olmak üzere,

hx; yi = �x1y1 + x2y2 + :::+ xnyn

iç çarp¬m¬naMinkowski(Lorentz) iç çarp¬m¬denir.

Tan¬m 4:1:2: Minkowski iç çarp¬m¬ile tan¬ml¬En Öklid uzay¬na Minkowski uzay¬

yada Lorentz uzay¬denir ve En1 ile gösterilir.

Özel olarak n = 3 al¬n¬r ise, E31 uzay¬na 3-boyutlu Minkowski uzay¬ denir. Bu

durumda bu uzay¬n standart metri¼gi, x = (x1; x2; x3) ve y = (y1; y2; y3) 2 E31 olmak

üzere

hx; yi = �x1y1 + x2y2 + x3y3

dir.

Tan¬m 4:1:3: x 2 E31 olmak üzere,

i) hx; xi > 0 veya x = 0 ise x vektörüne uzays¬(spacelike) vektör,

ii) hx; xi < 0 ise x vektörüne zamans¬(timelike) vektör,

iii) hx; xi = 0 ve x 6= 0 ise x vektörüne ¬̧s¬ks¬(lightlike, null) vektör denir.

v vektörünün uzunlu¼gu kvk =
p
hv; vi ile tan¬mlan¬r.

x = (x1; x2) 2 E21 olmak üzere E21 uzay¬nda uzays¬, zamans¬ve ¬̧s¬ks¬vektörler şu şekilde

bulunur:

hx; xi = 0

�x21 + x22 = 0

x1 = �x2
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Bu denklemler E21 de I. ve II. aç¬ortay do¼grular¬d¬r. Bu do¼grular üzerindeki vektörler

¬̧s¬ks¬vektörlerdir (
�!
0 hariç).

uzaysı

uzaysı

zamansızamansı

Şekil 4.1.1. E21 uzay¬nda uzays¬, zamans¬ve ¬̧s¬ks¬vektörler

E31 Minkowski uzay¬nda uzays¬, zamans¬ve ¬̧s¬ks¬vektörler şu şekilde bulunur:

hx; xi = 0

�x21 + x22 + x23 = 0

x22 + x
2
3 = x21

elde edilir. Bu ise koni denklemidir. Bu koniye ¬̧s¬k konisi denir. Koni yüzeyinde

yatan vektörler ¬̧s¬ks¬, koninin iç bölgesinde yatan vektörler zamans¬, d¬̧s bölgesindeki

vektörler uzays¬vektörlerdir.

Şekil 4.1.2. E31 Minkowski uzay¬nda ¬̧s¬k konisi

Tan¬m 4:1:4: E31 de m sabit bir nokta ve r > 0 olmak üzere,

S21(m; r) =
�
u 2 E31 : hu�m;u�mi = r2
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cümlesine yar¬Riemann küresi,

H2
0 (m; r) =

�
u 2 E31 : hu�m;u�mi = �r2

	
cümlesine yar¬Riemann hiperbolik uzay¬,

C(m) =
�
u 2 E31 : hu�m;u�mi = 0

	
cümlesine yar¬Riemann ¬̧s¬k konisi(quadrik koni) denir.

Tan¬m 4:1:5: E31 de � : I ! E31 diferansiyellenebilir bir e¼gri olsun. � e¼grisinin te¼get

vektör alan¬T olmak üzere;

i) hT; T i > 0 ise � e¼grisine uzays¬(spacelike) e¼gri,

ii) hT; T i < 0 ise � e¼grisine zamans¬(timelike) e¼gri,

iii) hT; T i = 0 ise � e¼grisine ¬̧s¬ks¬(lightlike veya null) e¼gri denir.

Tan¬m 4:1:6: � : I ! E31 bir e¼gri olsun. � : I ! R ve � : I ! R diferensiyellenebilir

fonksiyonlar ve 8s 2 I � R için � n¬n yer vektörü,

�(s) = �(s)T (s) + �(s)B(s)

biçiminde ise, � e¼grisine rekti�yan e¼gri denir. Başka bir ifade ile � e¼grisi rekti�yan

düzlemde yat¬yor ise, � e¼grisine rekti�yan e¼gri denir.

Teorem 4:1:1: En1 (n � 3) Minkowski uzay¬ve � : I ! En1 de diferensiyellenebilir

bir e¼gri olsun. E¼grinin herhangi bir noktas¬ndaki Frenet vektörleri fV1; V2; :::; Vng ve

"i�1 = hVi; Vii olmak üzere, � e¼grisinin e¼grilikleri,

ki = "i hV 0i ; Vi+1i

dir. Özel olarak n = 3 olsun. V1 = T; V2 = N ve V3 = B olmak üzere,

"0 = hT; T i

"1 = hN;Ni

"2 = hB;Bi
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dir. Buradan e¼grilikler

� = k1 = "1 hT 0; Ni (4:1:1)

� = k2 = "2 hN 0; Bi (4:1:2)

olarak bulunur.

4.2. E31 Minkowski Uzay¬nda E¼grilerin Frenet Formülleri

4.2.1. Zamans¬ e¼grilerin ve asli normali uzays¬ veya zamans¬ olan uzays¬

e¼grilerin Frenet formülleri

� bir zamans¬e¼gri veya asli normali uzays¬yada zamans¬bir e¼gri olsun. Bu durumda,

Bu durumda "0 = hT; T i = �1; "1 = hN;Ni = �1; "2 = hB;Bi = �1 hT;Ni = 0;

hT;Bi = 0; hN;Bi = 0 olmak üzere,

N =
T 0

kT 0k =
T 0

�
) T 0 = �N (4:2:1)

olarak bulunur. E31 deki vektörler fT;N;Bg Frenet çat¬s¬n¬n lineer birleşimi olarak

yaz¬labilece¼ginden;

N 0 = aT + bN + cB (4:2:2)

olarak yaz¬labilir. (4:2:2) eşitli¼gi T ile iç çarp¬m¬yap¬larak hN 0; T i = "0a bulunur. Di¼ger

taraftan

hN; T i = 0 ) hN 0; T i+ hN; T 0i = 0

) hN 0; T i = �hN; T 0i = �hN; �Ni = �"1�

oldu¼gundan

"0a = �"1�

d¬r. Eşitli¼gi "0 ile çarparsak

a = �"0"1�

olur.
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N 0 = aT + bN + cB eşitli¼ginin her iki yan¬n¬N ile iç çarp¬m¬yap¬larak hN 0; Ni = "1b

bulunur. Di¼ger taraftan

hN;Ni = "1 ) hN 0; Ni+ hN;N 0i = 0

) 2 hN 0; Ni = 0

) hN 0; Ni = 0

oldu¼gundan b = 0 olur.

N 0 = aT + bN + cB eşitli¼ginin her iki yan¬n¬B ile iç çarp¬m¬yap¬larak hN 0; Bi = "2c

bulunur. Di¼ger taraftan � = k2 = "2 hN 0; Bi oldu¼gundan

hN;Bi = 0 ) hN 0; Bi+ hN;B0i = 0

) hN 0; Bi = �hN;B0i = "2�

olur. Buna göre c = � bulunur. O halde N 0 = �"0"1�T + �B dir.

Şimdi B0 = dT + eN + fB oldu¼gunu kabul edelim. Eşitli¼gin her iki yan¬n¬T ile iç

çarp¬m¬yap¬larak hB0; T i = "0d bulunur. Di¼ger taraftan

hB; T i = 0 ) hB0; T i+ hB; T 0i = 0

) hB0; T i = �hB; T 0i = �hB; �Ni = 0

oldu¼gundan d = 0 olur.

B0 = dT + eN + fB eşitli¼ginin her iki yan¬n¬N ile iç çarp¬m¬yap¬larak hB0; Ni = "1e

bulunur. Di¼ger taraftan

hB;Ni = 0 ) hB0; Ni+ hB;N 0i = 0

) hB0; Ni = �hB;N 0i = �hB;�"0"1�T + �Bi = �"2�

ve hB0; Ni = "1e oldu¼gundan

"1e = �"2�

bulunur. Buna göre

e = �"1"2�

dir.
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Şimdi B0 = dT + eN + fB eşitli¼ginin her iki yan¬n¬B ile iç çarp¬m¬yaparsak hB0; Bi =

"2f bulunur. Di¼ger taraftan

hB;Bi = 1 ) hB0; Bi+ hB;B0i = 0

) hB0; Bi = 0

oldu¼gundan f = 0 bulunur. Öyleyse B0 = �"1"2�N dir.�

Frenet formüllerinin katsay¬lar matrisi26664
0 � 0

�"0"1� 0 �

0 �"1"2� 0

37775 (4:2:3)

d¬r.

4.2.2. Asli Normali I̧s¬ks¬Olan Uzays¬E¼grilerin Frenet Formülleri

Asli normali ¬̧s¬ks¬olan uzays¬bir e¼grinin Frenet formüllerini bulal¬m. Bu durumda,

hT; T i = 1; hN;Ni = 0; hB;Bi = 0; hT;Ni = 0; hT;Bi = 0; hN;Bi = 1

olmak üzere,

N =
T 0

kT 0k =
T 0

�
) T 0 = �N (4:2:4)

olarak bulunur. E31 deki vektörler fT;N;Bg Frenet çat¬s¬n¬n lineer birleşimi olarak

yaz¬labilece¼ginden;

N 0 = aT + bN + cB (4:2:5)

olarak yaz¬labilir. (4:2:5) eşitli¼gi T ile çarp¬m¬yap¬larak hN 0; T i = a bulunur. Di¼ger

taraftan

hN; T i = 0 ) hN 0; T i+ hN; T 0i = 0

) hN 0; T i = �hN; T 0i = � hN; �Ni = 0

oldu¼gundan a = 0 elde edilir.
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N 0 = aT + bN + cB eşitli¼ginin her iki yan¬n¬N ile iç çarp¬m¬yap¬larak hN 0; Ni = c

bulunur. Di¼ger taraftan

hN;Ni = 0 ) hN 0; Ni+ hN;N 0i = 0

) 2 hN 0; Ni = 0

) hN 0; Ni = 0

oldu¼gundan c = 0 olur.

N 0 = aT+bN+cB eşitli¼ginin her iki yan¬n¬B ile çarp¬m¬yap¬larak hN 0; Bi = b bulunur.

Di¼ger taraftan

hN;Bi = 1 ) hN 0; Bi+ hN;B0i = 0

) hN 0; Bi = �hN;B0i = �

oldu¼gundan b = � bulunur. O halde N 0 = �N dir.

Şimdi B0 = dT + eN + fB oldu¼gunu kabul edelim. Eşitli¼gin her iki yan¬n¬T ile iç

çarp¬m¬yap¬larak hB0; T i = d bulunur. Di¼ger taraftan

hB; T i = 0 ) hB0; T i+ hB; T 0i = 0

) hB0; T i = �hB; T 0i = �hB; �Ni = ��

oldu¼gundan d = �� olur.

B0 = dT + eN + fB eşitli¼ginin her iki yan¬n¬N ile iç çarp¬m¬yap¬larak hB0; Ni = f

bulunur. Di¼ger taraftan

hB;Ni = 0 ) hB0; Ni+ hB;N 0i = 0

) hB0; Ni = �hB;N 0i = �hB; �Ni = ��

oldu¼gundan f = �� dur.

Şimdi B0 = dT+eN+fB eşitli¼ginin her iki yan¬n¬B ile iç çarp¬m¬yap¬larak hB0; Bi = e

bulunur. Di¼ger taraftan

hB;Bi = 0 ) hB0; Bi+ hB;B0i = 0

) hB0; Bi = 0

oldu¼gundan e = 0 bulunur. Öyleyse

B0 = ��T � �B
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dir.�

Frenet formüllerinin katsay¬lar matrisi26664
0 � 0

0 � 0

�� 0 ��

37775 (4:2:6)

d¬r. Böylece asli normali ¬̧s¬ks¬olan uzays¬e¼grilerin Frenet formülleri elde edilmi̧s olur.

4.2.3. I̧s¬ks¬E¼grilerin Frenet Formülleri

� ¬̧s¬ks¬bir e¼gri ve

hT; T i = 0; hN;Ni = 1; hB;Bi = 0; hT;Ni = 0; hT;Bi = 1; hN;Bi = 0

olmak üzere,

N =
T 0

kT 0k =
T 0

�
) T 0 = �N (4:2:7)

olarak bulunur. E31 deki vektörler fT;N;Bg Frenet çat¬s¬n¬n lineer birleşimi olarak

yaz¬labilece¼ginden;

N 0 = aT + bN + cB (4:2:8)

olarak yaz¬labilir. (4:2:8) eşitli¼gi T ile çarp¬m¬yap¬larak hN 0; T i = c bulunur. Di¼ger

taraftan

hN; T i = 0 ) hN 0; T i+ hN; T 0i = 0

) hN 0; T i = �hN; T 0i = �hN; �Ni = ��

oldu¼gundan c = �� elde edilir.

N 0 = aT + bN + cB eşitli¼ginin her iki yan¬n¬N ile iç çarp¬m¬yap¬larak hN 0; Ni = b

bulunur. Di¼ger taraftan

hN;Ni = 1 ) hN 0; Ni+ hN;N 0i = 0

) 2 hN 0; Ni = 0

) hN 0; Ni = 0

oldu¼gundan b = 0 olur.
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N 0 = aT + bN + cB eşitli¼ginin her iki yan¬n¬B ile çarp¬m¬yap¬larak hN 0; Bi = a

bulunur. Di¼ger taraftan

hN;Bi = 0 ) hN 0; Bi+ hN;B0i = 0

) hN 0; Bi = �hN;B0i = �

oldu¼gundan a = � bulunur. O halde N 0 = �T � �B dir.

Şimdi B0 = dT + eN + fB oldu¼gunu kabul edelim. Eşitli¼gin her iki yan¬n¬T ile iç

çarp¬m¬yap¬larak hB0; T i = f bulunur. Di¼ger taraftan

hB; T i = 1 ) hB0; T i+ hB; T 0i = 0

) hB0; T i = �hB; T 0i = �hB; �Ni = 0

oldu¼gundan f = 0 olur.

B0 = dT + eN + fB eşitli¼ginin her iki yan¬n¬N ile iç çarp¬m¬yap¬larak hB0; Ni = e

bulunur. Di¼ger taraftan

hB;Ni = 0 ) hB0; Ni+ hB;N 0i = 0

) hB0; Ni = �hB;N 0i = �hB; �T � �Bi = ��

oldu¼gundan e = �� dur.

Şimdi B0 = dT+eN+fB eşitli¼ginin her iki yan¬n¬B ile iç çarp¬m¬yap¬larak hB0; Bi = d

bulunur. Di¼ger taraftan

hB;Bi = 0 ) hB0; Bi+ hB;B0i = 0

) hB0; Bi = 0

oldu¼gundan e = 0 bulunur. Öyleyse

B0 = ��N

dir.�

Frenet formüllerinin katsay¬lar matrisi26664
0 � 0

� 0 ��

0 �� 0

37775 (4:2:9)

63



d¬r. Böylece ¬̧s¬ks¬e¼grilerin Frenet formülleri elde edilmi̧s olur.

4.3. E31 de Rekti�yan E¼grilerin Baz¬Karakterizasyonlar¬

Teorem 4:3:1: �; E31 de birim h¬zl¬ ve e¼grili¼gi pozitif olan bir zamans¬veya uzays¬

rekti�yan e¼gri ise aşa¼g¬daki önermeler do¼grudur.

i) � = k�k uzakl¬k fonksiyonu c1 2 R , c2 2 R0 için

�2 =
��"0s2 + c1s+ c2��

eşitli¼gini sa¼glar.

ii) � yer vektörünün te¼get bileşeni baz¬c sabit say¬s¬için

h�; T i = "0s+ c

dir.

iii) E¼grinin yer vektörünün �N normal bileşeni sabit uzunlukludur ve � uzakl¬k fonksiyo-

nu sabit de¼gildir.

iv) � burulma fonksiyonu s¬f¬rdan farkl¬d¬r ve e¼grinin yer vektörünün binormal bileşeni

sabittir. Yani h�;Bi = sabit olur.

Kaŗs¬t olarak �; E31 de e¼grili¼gi pozitif olan bir birim h¬zl¬ ¬̧s¬ks¬olmayan ve (i) ; (ii) ;

(iii) ; (iv) şartlar¬ndan birini sa¼glayan e¼gri ise � bir rekti�yan e¼gridir.

·Ispat ·Ilk olarak � = �(s) e¼grisinin birim h¬zl¬¬̧s¬ks¬olmayan rekti�yan e¼gri oldu¼gunu

kabul edelim. � bir rekti�yan e¼gri oldu¼gundan � (s) ; � (s) fonksiyonlar¬için

�(s) = � (s)T (s) + � (s)B (s) (4:3:1)

olarak yaz¬labilir. (4:3:1) eşitli¼ginin türevini al¬p (4:2:3) Frenet formüllerini yerine

yazarsak

�0(s) = �0 (s)T (s) + � (s)T 0 (s) + �0 (s)B (s) + � (s)B0 (s)

T (s) = �0 (s)T (s) + � (s)�(s)N(s) + �0 (s)B (s)� � (s) "1"2�N (s)

T (s) = �0 (s)T (s) + [� (s)�(s)� � (s) "1"2� ]N (s) + �0 (s)B (s)

0 = [�0 (s)� 1]T (s) + [� (s)�(s)� � (s) "1"2� ]N (s) + �0 (s)B (s)
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elde edilir. fT; N; Bg Frenet çat¬s¬ lineer ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan katsay¬lar s¬f¬ra eşit

olmal¬d¬r.

�0 (s) = 1; � (s)�(s)� � (s) "1"2� = 0; �0 (s) = 0 (4:3:2)

elde edilir. Burada

hN;Ni = "1 = �1 ve hB;Bi = "2 = �1

dir. Buna göre

� (s) = s+ b; b 2 R; � (s) = `; ` 2 R; � (s)�(s) = � (s) "1"2� 6= 0 (4:3:3)

olur. Böylece �� = "1"2�� denkleminde � 6= 0 oldu¼gundan � sabiti s¬f¬rdan farkl¬d¬r.

� (s) = ` 6= 0; �(s) 6= 0 bulunur. (4:3:1) eşitli¼ginden

�2 = jh�; �ij

= jh� (s)T (s) + � (s)B (s) ; � (s)T (s) + � (s)B (s)ij

=
���2 (s) hT (s) ; T (s)i+ �2 (s) hB (s) ; B (s)i��

=
���2 (s) "0 + �2 (s) "2��

=
��"0�2 (s) + "2�2 (s)��

ve (4:3:3) deki eşitlikler yerine yaz¬l¬rsa

�2 =
��"0�2 (s) + "2�2 (s)��

=
��"0 (s+ b)2 + "2`2��

=
��"0(s2 + 2sb+ b2) + "2`2��

=
��"0s2 + 2"0bs+ "0b2 + "2`2��

=
��"0s2 + c1s+ c2��

65



bulunur. Böylece (i) ispatland¬. (4:3:1) eşitli¼ginden

h�; T i = h� (s)T (s) + � (s)B (s) ; T (s)i

= � (s) hT (s) ; T (s)i+ � (s) hB (s) ; T (s)i

= "0� (s)

= "0 (s+ b)

= "0s+ "0b

= "0s+ c

oldu¼gundan (ii) önermesinin do¼grulu¼gu ispatland¬.

(4:3:1) eşitli¼ginden � e¼grisinin yer vektörünün normal bileşeni �N = �B dir.

h�;Bi = h�T + �B;Bi

= � hT;Bi+ � hB;Bi

= �"2

ve � sabit oldu¼gundan �N sabit uzunlukludur yani

�N = j`j 6= 0
d¬r. Böylece (iii) ispatland¬.

h�;Bi = �"2 ve � sabit oldu¼gundan h�;Bi sabittir. � > 0, � = s + b ve � sabit

oldu¼gundan (4:3:3) ün son eşitli¼gine göre � s¬f¬rdan farkl¬d¬r. Böylece (iv) ispatland¬.

Kaŗs¬t olarak (i) veya (ii) şartlar¬ndan biri sa¼glans¬n. O halde b bir sabit say¬olmak

üzere h�; T i = "0s+ b dir. Bu eşitli¼gin türevini al¬rsak

h�0; T i+ h�; T 0i = "0

hT; T i+ h�; �Ni = "0

elde edilir. Buna göre

� h�;Ni = 0
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ve � > 0 oldu¼gundan

h�;Ni = 0

bulunur. Öyleyse e¼gri rekti�yand¬r.

E¼ger (iii) ün sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edersek, e¼grinin yer vektörünün normal bileşeni �N

sabit uzunlukludur ve uzakl¬k fonksiyonu � sabit de¼gildir. � 2 R olmak üzere

� = �T + �N

biçiminde yaz¬labilir. Buradan

h�; �i =


�T + �N ; �T + �N

�
= �2 hT; T i+ 2�



T; �N

�
+


�N ; �N

�
= �2"0 +



�N ; �N

�
(4:3:4)

oldu¼gundan 

�N ; �N

�
= h�; �i � �2"0

bulunur.

h�; T i =


�T + �N ; T

�
= � hT; T i+



�N ; T

�
= �"0

de¼gerini (4:3:4) eşitli¼ginde yerine yazarsak

h�; �i � 1

"0
h�; T i2 =



�N ; �N

�
bulunur. �N sabit oldu¼gundan c bir sabit olmak üzere



�N ; �N

�
= c şeklindedir. Buna

göre son eşitli¼gi

h�; �i � 1

"0
h�; T i2 = c

olarak yaz¬labilir. Bu eşitli¼gin türevini al¬rsak

h�0; �i+ h�; �0i =
1

"0
2 h�; T i [h�0; T i+ h�; T 0i]

hT; �i+ h�; T i =
1

"0
2 h�; T i [hT; T i+ h�; �Ni]

h�; T i =
1

"0
h�; T i ["0 + � h�;Ni]
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bulunur. Uzakl¬k fonksiyonu � sabit olmad¬¼g¬ndan h�; T i 6= 0 d¬r. � > 0 oldu¼gundan

eşitli¼gin sa¼glanabilmesi için h�;Ni = 0 olmal¬d¬r. Öyleyse � bir rekti�yan e¼gridir.

(iv) ün sa¼glad¬¼g¬n¬kabul edelim. Yani h�;Bi sabit olsun. Buna göre

h�;Bi0 = h�0; Bi+ h�;B0i

0 = hT;Bi+ h�;�"1"2�Ni

0 = �"1"2� h�;Ni

dir. � s¬f¬rdan farkl¬oldu¼gundan h�;Ni = 0 olur. Buna göre � rekti�yan e¼gridir.�

Teorem 4:3:2: �; E31 de bir birim h¬zl¬¬̧s¬ks¬olmayan ve e¼grili¼gi pozitif bir e¼gri olsun.

E31 in uygun bir izometrisi ile � e¼grisinin rekti�yan e¼griye denk olabilmesi için gerek ve

yeter şart c1 2 R0; c2 2 R için
�(s)

�(s)
= c1s+ c2

olmas¬d¬r.

·Ispat �; birim h¬zl¬e¼grili¼gi pozitif bir e¼gri olsun. E¼ger � rekti�yan e¼gri ise Teorem

4:3:1 ve (4:3:2) ve (4:3:3) eşitliklerinden

�(s)

�(s)
=

�(s)�(s)

"1"2�(s)

�(s)

=
�(s)

"1"2�(s)

=
s+ b

"1"2`
(4:3:5)

dir. Burada b 2 R , ` 2 R0 d¬r. Buna göre c1 2 R0; c2 2 R olmak üzere

�(s)

�(s)
= c1s+ c2

biçiminde yaz¬labilir.

Kaŗs¬t olarak c1 2 R0; c2 2 R için
�(s)

�(s)
= c1s + c2 eşitli¼gi sa¼glans¬n. c1 =

1

"1"2`
ve
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c2 =
b

"1"2`
alal¬m. Burada b 2 R , ` 2 R0; "1 = �1; "2 = �1 dir.

�(s)

�(s)
=

1

"1"2`
s+

b

"1"2`

=
s+ b

"1"2`

dir. Frenet formüllerini kullanarak

d

ds
[� (s)� (s+ b)T (s)� `B (s)] = �0 (s)� T (s)� (s+ b)T 0 (s)� `B0 (s)

= T (s)� T (s)� (s+ b)�N (s)� ` (�"1"2�)N (s)

= � (s+ b)�N (s)� ` (�"1"2�)N (s)

= �s�N (s)� b�N (s) + "1"2`�N (s)

elde edilir.

"1"2`� = s�+ b�

oldu¼gundan
d

ds
[� (s)� (s+ b)T (s)� `B (s)] = 0

bulunur. Öyleyse D bir sabit say¬olmak üzere

�(s)� (s+ b)T (s)� `B(s) = D

dir. Uygun bir öteleme ile

�(s) = (s+ b)T (s) + `B(s)

şeklinde yaz¬l¬r. Buna göre � rekti�yan bir e¼gridir.�

Teorem 4:3:3: � = �(s) E31 de birim h¬zl¬¬̧s¬ks¬olmayan e¼gri olsun. O halde aşa¼g¬daki

önermeler do¼grudur.

i) �; yer vektörü uzays¬rekti�yan düzlemde yatan bir rekti�yan e¼gri olmas¬için gerek

ve yeter şart

�(t) = (t)
`

cos t
; ` 2 R+0 (4:3:6)
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olmas¬d¬r. Burada (t); S21 pseudo kürede birim h¬zl¬uzays¬e¼gridir.

ii) �; yer vektörü zamans¬rekti�yan düzlemde yatan ve yer vektörü uzays¬(zamans¬)

olan bir uzays¬(zamans¬) rekti�yan e¼gri olmas¬için gerek ve yeter şart

�(t) = (t)
`

sinh t
; ` 2 R+0 (4:3:7)

olmas¬d¬r. Burada (t); S21 pseudo kürede (H
2
0 pseudo hiporbolik uzayda) birim h¬zl¬

zamans¬(uzays¬) e¼gridir.

iii) �; yer vektörü zamans¬rekti�yan düzlemde yatan ve yer vektörü zamans¬(uzays¬)

olan bir uzays¬(zamans¬) rekti�yan e¼gri olmas¬için gerek ve yeter şart

�(t) = (t)
`

cosh t
; ` 2 R+0 (4:3:8)

olmas¬d¬r. Burada (t), H2
0 pseudo hiperbolic uzayda (S

2
1 pseudo küresinde) birim h¬zl¬

uzays¬(zamans¬) e¼gridir.

·Ispat �(s); E31 de yer vektörü uzays¬rekti�yan düzlemde yatan birim h¬zl¬¬̧s¬ks¬olmayan

bir rekti�yan e¼gri olsun. Yer vektörü uzays¬rekti�yan düzlemde yatt¬¼g¬ndan h�; �i > 0;

hT; T i = 1 ve hB;Bi = 1 dir. Teorem 4:3:1 e göre uzakl¬k fonksiyonu

�2 = k�k2 = (s+ b)2 + `2; b 2 R; ` 2 R0;

dir. ` 2 R+0 seçebiliriz. Ayn¬zamanda uygun ötelemeler ile

�2 = s2 + `2

olarak yaz¬labilir. Şimdi S21 pseudo kürede yatan bir  e¼grisini

 (s) =
� (s)

� (s)

ile tan¬mlayal¬m. Buradan

� (s) =  (s) � (s) =  (s)
p
s2 + `2

olur. Türev al¬rsak

�0 (s) = 0 (s)
p
s2 + `2 +  (s)

sp
s2 + `2

T (s) = 0 (s)
p
s2 + `2 +  (s)

sp
s2 + `2
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elde edilir. h; i = 1 oldu¼gundan bu eşitli¼gin türevini al¬rsak h; 0i = 0 elde edilir.

Buna göre

hT; T i =

�
0
p
s2 + `2 + 

sp
s2 + `2

; 0
p
s2 + `2 + 

sp
s2 + `2

�
=

�
s2 + `2

�
h0; 0i+ s h0; i+ s h; 0i+ s2

s2 + `2
h; i

=
�
s2 + `2

�
h0; 0i+ s2

s2 + `2

ve hT; T i = 1 oldu¼gundan

h0; 0i
�
s2 + `2

�
= 1� s2

s2 + `2
) h0; 0i = `2

(s2 + `2)2
> 0

dir. Buna göre  uzays¬e¼gridir.

k0(s)k = `

s2 + `2

dir.  e¼grisinin pseudo yay uzunluklu parametresi t =

sZ
0

k0(u)k du oldu¼gundan

t =

sZ
0

`

u2 + `2
du

=

sZ
0

`

`2(1 +
u2

`2
)

=
1

`

sZ
0

1

(1 +
�u
`

�2
)

=

Z
dx

1 + x2

= arctan
u

l
js0

= arctan
s

`

bulunur. Buna göre
s

`
= tan t) s = ` tan t
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dir. s de¼gerini � (s) = (s)
p
s2 + `2 denkleminde yerine yazarsak �(t) = (t)

`

cos t
elde

edilir. Kaŗs¬t olarak � e¼grisi �(t) = (t)
`

cos t
olarak verilsin. (t); S21 pseudo kürede

birim h¬zl¬uzays¬e¼gri olsun. � e¼grisinin h¬z vektörü

�0(t) =
0(t)` cos t+ sin t`y(t)

cos2 t

=
`

cos2 t
(0(t) cos t+ sin t(t))

dir. h0; 0i = 1 ve h; i = 1 oldu¼gundan h; 0i = 0 d¬r. Buna göre

h�; �0i =

�
(t)

`

cos t
;
`

cos2 t
(0(t) cos t+ sin t(t))

�
= h(t); 0(t)i `2

cos2 t
+ h(t); (t)i `

2 sin t

cos3 t

=
`2 sin t

cos3 t
(4:3:9)

dir.

h�0; �0i =

�
`

cos2 t
(0 cos t+ sin t) ;

`

cos2 t
(0 cos t+ sin t)

�
=

`2

cos4 t

�
h0; 0i cos2 t+ h0; i cos t sin t+ h; 0i sin t cos t+ h; i sin2 t

�
=

`2

cos4 t

�
cos2 t+ sin2 t

�
=

`2

cos4 t
(4:3:10)

dir. Sonuç olarak k�0(t)k = `

cos2 t
bulunur. m 2 R ve �N ; � yer vektörünün normal

bileşeni olmak üzere �(t) = m(t)�0(t) + �N biçimindedir. Buna göre

h�; �0i = m h�0; �0i+


�N ; �0

�
) m =

h�; �0i
h�0; �0i

d¬r. Buradan 

�N ; �N

�
= h��m�0; ��m�0i

= h�; �i �m h�; �0i �m h�0; �i+m2 h�0; �0i

= h�; �i � 2(h�; �
0i h�; �0i

h�0; �0i +
h�; �0i2

h�0; �0i2
h�0; �0i

= h�; �i � h�; �
0i2

h�0; �0i
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olur. h�; �i = `2

cos2 t
, (4:3:9) ve (4:3:10) eşitliklerinden



�N ; �N

�
=

`2

cos2 t
�
`4 sin2 t

cos6 t
`2

cos4 t

=
`2(1� sin2 t)

cos2 t

= `2

d¬r. Buna göre


�N ; �N

�
= `2 sabittir. Böylece

�N =sbt ve � = k�k = `

cos t
sabit

de¼gildir. O halde � Teorem 4:3:1 e göre bir rekti�yan e¼gridir.

ii) �; yer vektörü zamans¬düzlemde ve yer vektörü uzays¬olan uzays¬rekti�yan e¼gri

olsun. O halde h�; �i > 0; hT; T i = "0 = 1 ve hB;Bi = "2 = �1 dir. Teorem 4:3:1 e

göre uzakl¬k fonksiyonu

�2 = k�k2 = h�; �i = (s+ b)2 � `2; b 2 R; ` 2 R0

d¬r. ` 2 R+0 seçebiliriz. Ayn¬zamanda uygun ötelemelerle

�2 = s2 � `2; jsj > `

yaz¬labilir. Şimdi (s); S21 pseudo kürede e¼gri olsun.

(s) =
� (s)

� (s)

oldu¼gundan

� (s) = (s)� (s) = (s)
p
s2 � `2

ve

�0 (s) = 0(s)
p
s2 � `2 + (s) sp

s2 � `2

T (s) = 0(s)
p
s2 � `2 + (s) sp

s2 � `2
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dir. Ayr¬ca h; i = 1 dir. Bu eşitli¼gin türevini al¬rsak h; 0i = 0 elde edilir.

hT; T i =

�
0
p
s2 � `2 +  sp

s2 � `2
; 0
p
s2 � `2 +  sp

s2 � `2

�
= h0; 0i

�
s2 � `2

�
+ h0; i s+ h; 0i s+ h; i s2

s2 � `2

= h0; 0i
�
s2 � `2

�
+

s2

s2 � `2

ve hT; T i = 1 oldu¼gundan

h0; 0i
�
s2 � `2

�
= 1� s2

s2 � `2 ) h0; 0i = �`2

(s2 + `2)2
< 0

d¬r. Buna göre  zamans¬e¼gridir.

k0(s)k = `

s2 � `2 ; ` 2 R+0 ve jsj > `

oldu¼gundan.  e¼grisinin pseudo yay uzunlu¼gu parametresi

t =

sZ
0

k0(u)k du

=

sZ
0

`

u2 � `2du

=

sZ
0

`

`2(
u2

`2
� 1)

= �1
`

sZ
0

du

(1�
�u
`

�2
)

= �
Z

dx

1� x2
= � arccothx

= � arccothu
l
js0

= � arccoths
`

olur. Buna göre

s = ` coth(�t) = �` coth t
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dir. s de¼gerini � (s) = (s)
p
s2 � `2 denkleminde yerine yazarsak �(t) = (t) `

sinh t
elde

edilir. Böylece (b) ispatland¬.

Kaŗs¬t olarak � e¼grisi, �(t) = (t)
`

sinh t
` 2 R+0 olarak verilsin. (t); S21 pseudo kürede

birim h¬zl¬zamans¬e¼gri olsun. � e¼grisinin h¬z vektörünü

�0(t) =
0(t)` sinh t� ` cosh t(t)

sinh2 t

=
`

sinh2 t
(0(t) sinh t� cosh t(t))

dir. Burada h0; 0i = �1; h; i = 1 ve sonuç olarak h; 0i = 0 d¬r. Buna göre

h�; �0i =

�


`

sinh t
;

`

sinh2 t
(0 sinh t�  cosh t)

�
= h; 0i `2

sinh3 t
� h; i `

2 cosh t

sinh3 t

= �`
2 cosh t

sinh3 t
(4:3:11)

dir.

h�0; �0i =

�
`

sinh2 t
(0 sinh t�  cosh t) ; `

sinh2 t
(0 sinh t�  cosh t)

�
=

`2

sinh4 t

�
h0; 0i sinh2 t� h0; i sinh t cosh t� h; 0i sinh t cosh t+ h; i cosh2 t

�
=

`2

sinh4 t

�
cosh2 t� sinh2 t

�
=

`2

sinh4 t
(4:3:12)

dir. Sonuç olarak k�0(t)k = `

sinh2 t
dir. m 2 R ve �N ; � yer vektörünün normal bileşeni

olmak üzere �(t) = m(t)�0(t) + �N olarak al¬nabilir. Buna göre

h�; �0i = m h�0; �0i+


�N ; �0

�
) m =

h�; �0i
h�0; �0i

d¬r.

�(t) = m(t)�0(t) + �N ) �N = �(t)�m(t)�0(t)
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oldu¼gundan 

�N ; �N

�
= h��m�0; ��m�0i

= h�; �i �m h�; �0i �m h�0; �i+m2 h�0; �0i

= h�; �i � 2 h�; �
0i h�; �0i

h�0; �0i +
h�; �0i2

h�0; �0i2
h�0; �0i

= h�; �i � h�; �
0i2

h�0; �0i (4:3:13)

d¬r. Burada h�; �i = `2

sinh2 t
ifadesi (4:3:12) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa



�N ; �N

�
=

`2

sinh2 t
�

`4 cosh t

sinh6 t
`2

sinh4 t

=
`2

sinh2 t
� `

2 cosh2 t

sinh2 t

=
`2
�
1� cosh2 t

�
sinh2 t

=
`2
�
� sinh2 t

�
sinh2 t

= �`2

elde edilir. O halde
�N = sabit olur. � = `

sinh t
sabit de¼gildir. Teorem 4:3:1 den �

rekti�yan e¼gridir.

� yer vektörü zamans¬rekti�yan düzlemde yatan zamans¬rekti�yan e¼grisi ve yer vektörü

zamans¬ise ispat benzer biçimde yap¬l¬r.

iii) ·Ispat (i) ve (ii) deki gibi benzer biçimde yap¬l¬r.�

Teorem 4:3:4: E31 de e¼grili¼gi 1 ve yer vektörü ¬̧s¬ks¬ rekti�yan düzlemde birim h¬zl¬

¬̧s¬ks¬olmayan rekti�yan e¼griler yoktur.

·Ispat �; e¼grili¼gi 1 olan E31 de yer vektörü ¬̧s¬ks¬rekti�yan düzlemde yatan birim h¬zl¬

¬̧s¬ks¬olmayan e¼gri olsun. Öyleyse � bir uzays¬ e¼gridir ve yer vektörü � (s) ve � (s)

herhangi iki fonksiyon olmak üzere

�(s) = �(s)T (s) + �(s)B(s)
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eşitli¼gini sa¼glar. Yukar¬daki eşitlikte türev al¬p (4:2:6) Frenet formüllerini yerine yazarsak

�0(s) = �0 (s)T (s) + � (s)T 0 (s) + �0 (s)B (s) + � (s)B0 (s)

T (s) = �0 (s)T (s) + � (s)�(s)N(s) + �0 (s)B (s)� � (s)� (s)T (s)� � (s) � (s)B (s)

0 = [�0 (s)� 1� � (s)� (s)]T (s) + � (s)�(s)N (s) + [�0 (s)� � (s) � (s)]B (s)

Kabülümüzden � (s) = 1 idi.

� (s)�(s) = 0) � (s) = 0

�0 (s)� 1� � (s)� (s) = 0) � = �1

�0 (s)� � (s) � (s) = 0) � = 0

d¬r. Sonuç olarak � (s) = �B (s) ; � (s) = 0 ve Frenet formüllerinden �0 (s) = T;

�00 (s) = N; �000 (s) = 0 dir. � e¼grisi için MacLaurin aç¬l¬m¬

� (s) = � (0) + �0 (0)
s

1!
+ �00 (0)

s2

2!
+ �000 (0)

s3

3!
+ :::

ve �000 (s) = 0 oldu¼gundan � (s) ; f�0 (0) ; �00 (0)g vektörlerinin gerdi¼gi düzlemde yani

oskülatör düzlemdedir. Bu ise bir çeli̧skidir.�

Teorem 4:3:5: �(s) E31 de birim h¬zl¬e¼grili¼gi 1 olan ¬̧s¬ks¬rekti�yan e¼gri olsun. Aşa¼g¬-

daki önermeler do¼grudur.

i) � = k�k uzakl¬k fonksiyonu c1 2 R0; c2 2 R sabitleri için

�2 = jc1s+ c2j

eşitli¼gini sa¼glar.

ii) E¼grinin yer vektörünün te¼get bileşeni h�; T i sabittir.

iii) Burulma �(s) 6= 0 ve e¼grinin yer vektörünün binormal bileşeni h�;Bi = s + c dir.

Burada c 2 R dir.

Kaŗs¬t olarak e¼ger � (s) ; E31 de e¼grili¼gi 1 olan birim h¬zl¬bir ¬̧s¬ks¬e¼gri ve (i) ; (ii) ; (iii)

önermelerinden biri sa¼glan¬yorsa, � bir rekti�yan e¼gridir.
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·Ispat �(s); E31 de e¼grili¼gi 1 olan birim h¬zl¬ ¬̧s¬ks¬ rekti�yan e¼gri olsun. O halde �

e¼grisinin yer vektörü

�(s) = �(s)T (s) + �(s)B(s) (4:3:14)

biçimindedir. Burada �; �; s pseudo yay uzunlu¼gu parametreli herhangi fonksiyonlard¬r.

Yukar¬daki denklemde türev al¬p (4:2:9) Frenet formüllerini yerine yazarsak

�0(s) = �0 (s)T (s) + � (s)T 0 (s) + �0 (s)B (s) + � (s)B0 (s)

T (s) = �0 (s)T (s) + � (s)�(s)N(s) + �0 (s)B (s)� � (s) � (s)N (s)

= �0 (s)T (s) + [� (s)�(s)� � (s) � ]N (s) + �0 (s)B (s)

ve buradan

0 = [�0 (s)� 1]T (s) + [� (s)�(s)� � (s) � (s)]N (s) + �0 (s)B (s)

oldu¼gundan

�0 (s) = 1 ; �0 (s) = 0; � (s)�(s) = � (s) � (s)

elde edilir. Buna göre

� (s) = s+ b ve � (s) = ` (` 2 R)

dir. Böylece � = 1 oldu¼gundan �� = �� denkleminde � (s) � (s) 6= 0 d¬r. Bu nedenle �

sabiti s¬f¬rdan farkl¬d¬r. � (s) = ` 2 R0 ve � (s) 6= 0 d¬r. (4:3:14) eşitli¼ginden

h�(s); �(s)i = h�(s)T (s) + �(s)B(s); �(s)T (s) + �(s)B(s)i

= �2(s) hT (s); T (s)i+ �2(s) hB(s); B(s)i+ 2�(s)�(s) hT (s); B(s)i

= 0 + 0 + 2�(s)�(s)

= 2 (s+ b) `

dir. O halde �2 = k�k2 = jc1s+ c2j dir. Burada c1 2 R0; c2 2 R dir. Böylece (i)

ispatland¬. (4:3:11) eşitli¼ginden

h�(s); T (s)i = h�(s)T (s) + �(s)B(s); T (s)i

= �(s) hT (s); T (s)i+ �(s) hB(s); T (s)i

= �(s)

= ` (` 2 R0)
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ve

h�(s); B(s)i = h�(s)T (s) + �(s)B(s); B (s)i

= �(s) hT (s); B(s)i+ �(s) hB(s); B (s)i

= �(s)

= s+ b (b 2 R)

elde edilir. Böylece (ii) ve (iii) ispatland¬.

Kaŗs¬t olarak �(s); E31 de e¼grili¼gi 1 olan birim h¬zl¬¬̧s¬ks¬rekti�yan e¼gri olsun ve (i) deki

önerme sa¼glans¬n. O halde

�2 = jc1s+ c2j

dir. Burada c1 2 R0; c2 2 R dir.

�2 = h�; �i = � (c1s+ c2)

oldu¼gundan son eşitlikte iki defa türev al¬p Frenet formüllerini yerine yazarsak

h�; �i = � (c1s+ c2) ) 2 h�0; �i = �c1
) hT; �i = �c1

2

ve

hT 0; �i+ hT; �0i = 0

h�N; �i = 0

hN;�i = 0

elde edilir. O halde � bir rekti�yan e¼gridir.

Şimdi (ii) önermesinin sa¼glad¬¼g¬n¬kabul edelim. E¼grinin yer vektörünün te¼get bileşeni

h�; T i sabittir. Türev al¬rsak

h�0; T i+ h�; T 0i = 0 ) hT; T i+ h�; �Ni = 0

) h�;Ni = 0
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bulunur ki h�;Ni = 0 oldu¼gundan � bir rekti�yan e¼gridir.

Son olarak (iii) ün sa¼glad¬¼g¬n¬kabul edelim. �(s) 6= 0 ve e¼grinin yer vektörünün binor-

mal bileşeni h�;Bi = s + c; c 2 R dir. Burada s ye göre türev al¬p Frenet formüllerini

yerine yazarsak

h�0; Bi+ h�;B0i = 1 ) hT;Bi+ h�;��Ni = 1

) 1� � h�;Ni = 1

) � h�;Ni = 0

) h�;Ni = 0

bulunur ki h�;Ni = 0 oldu¼gundan � bir rekti�yan e¼gridir.�

Teorem 4:3:2 den ¬̧s¬ks¬olmayan rekti�yan e¼grinin
�

�
oran¬lineer fonksiyondur. Ayn¬

özellikler ¬̧s¬ks¬rekti�yan e¼griler için de sa¼glan¬r. S¬radaki teorem bununla ilgilidir.

Teorem 4:3:6: � = �(s); E31 de birim h¬zl¬¬̧s¬ks¬e¼gri ve � (s) = 1 olsun. � e¼grisinin

rekti�yan e¼griye denk olabilmesi için gerek ve yeter şart c1 2 R0; c2 2 R için

�(s)

�(s)
= c1s+ c2

olmas¬d¬r.

·Ispat ·Ilk olarak �(s) e¼grisi rekti�yan olsun. Teorem 4:3:1 ve (4:3:2) ve (4:3:3) eşitlik-

lerinden

�(s)

�(s)
=

�(s)�(s)

"1"2�(s)

�(s)

=
�(s)

"1"2�(s)

=
s+ b

"1"2`
(4:3:15)

elde edilir. Burada b 2 R , ` 2 R0 d¬r. Buna göre c1 2 R0; c2 2 R olmak üzere

�(s)

�(s)
= c1s+ c2
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elde edilir.

Kaŗs¬t olarak
�(s)

�(s)
= c1s + c2; c1 2 R0; c2 2 R olsun. c1 =

1

"1"2`
ve c2 =

b

"1"2`
alal¬m.

Burada b 2 R , ` 2 R0; "1 = �1; "2 = �1 dir. Buna göre

�(s)

�(s)
=

1

"1"2`
s+

b

"1"2`
=
s+ b

"1"2`

dir. Frenet formüllerinden

d

ds
[� (s)� (s+ b)T (s)� `B (s)] = �0 (s)� T (s)� (s+ b)T 0 (s)� `B0 (s)

= T (s)� T (s)� (s+ b)�N (s)� `"1"2 (��)N (s)

= � (s+ b)�N (s)� `"1"2 (��)N (s)

= �s�N (s)� b�N (s) + `"1"2�N (s)

d¬r. Burada "1"2`� = s�+ b� yerine yaz¬l¬rsa

d

ds
[� (s)� (s+ b)T (s)� `B (s)] = 0

olur. Öyleyse D sabit bir say¬olmak üzere

�(s)� (s+ b)T (s)� `B(s) = D

dir. Uygun bir öteleme ile

�(s) = (s+ b)T (s) + `B(s)

şeklindedir. Buna göre � e¼grisi rekti�yand¬r.�

Teorem 4:3:7: � = �(s) e¼grili¼gi 1 olan E31 de birim h¬zl¬¬̧s¬ks¬e¼gri olsun. Yer vektörü

uzays¬(zamans¬) olan bir � e¼grisinin rekti�yan e¼gri olmas¬için gerek ve yeter şart

� (t) = et (t) (4:3:16)

olmas¬d¬r. Burada  (t) ; S21 pseudo kürede (H
2
0 pseudo hiperbolik uzayda) birim h¬zl¬

zamans¬(uzays¬) e¼gridir.
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·Ispat � (s) ; uzays¬yer vektörlü ve e¼grili¼gi 1 olan E31 de birim h¬zl¬¬̧s¬ks¬rekti�yan e¼gri

olsun. Uzays¬oldu¼gundan h�; �i > 0 d¬r. Teorem 4:3:5 den c1 2 R0; c2 2 R olmak üzere

h�; �i = c1s+ c2 ve böylece �2 = k�k2 = c1s+ c2 dir. Burada c1 2 R+0 alabiliriz. Şimdi

S21 de bir  e¼grisini

 (s) =
� (s)

� (s)

eşitli¼gi ile tan¬mlayal¬m. Buna göre

� (s) =  (s) � (s) =  (s)
p
c1s+ c2

dir. Bu eşitli¼gin türevini al¬rsak

�0 (s) = 0 (s)
p
c1s+ c2 +

c1
2
p
c1s+ c2

 (s)

oldu¼gundan

T (s) = 0 (s)
p
c1s+ c2 +

c1
2
p
c1s+ c2

 (s) (4:3:17)

elde edilir. h; i = 1 eşitli¼ginin türevi al¬n¬rsa h; 0i = 0 elde edilir. (4:3:17) eşitli¼gin-

den

hT; T i =

�
0
p
c1s+ c2 +

c1
2
p
c1s+ c2

; 0
p
c1s+ c2 +

c1
2
p
c1s+ c2



�
0 = (c1s+ c2) h0; 0i+ c1 h0; i+

c21
4 (c1s+ c2)

h; i

oldu¼gundan

(c1s+ c2) h0; 0i = �
c21

4 (c1s+ c2)
) h0; 0i = � c21

4 (c1s+ c2)
2 < 0

d¬r. Buna göre  bir zamans¬vektördür. k0(s)k = c1
2 (c1s+ c2)

oldu¼gundan  e¼grisinin

pseudo yay uzunlu¼gu parametresi

t =

sZ
0

k0(u)k du

=

sZ
0

c1
2 (c1s+ c2)

du

=
1

2
ln(c1s+ c2)
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bulunur. Buradan

2t = ln(c1s+ c2) ) e2t = c1s+ c2

) et =
p
c1s+ c2

) � (t) =  (t)
p
c1s+ c2

) � (t) = et (t)

dir.

Kaŗs¬t olarak � e¼grisi � (t) = et (t) eşitli¼giyle tan¬mlans¬n. Burada (t); S21 pseudo

kürede birim h¬zl¬zamans¬e¼gridir. �(t) e¼grisini

t =
1

2
ln(c1s+ c2)

ile yeniden parametrelendirelim. Burada s; � ¬̧s¬ks¬ e¼grisinin pseudo yay uzunlu¼gu

parametresidir. c1s+ c2 > 0 ve c1 2 R0; c2 2 R dir. Buna göre

� (s) =  (s)
p
c1s+ c2

dir. Sonuç olarak �2 = k�k2 = c1s + c2 oldu¼gundan Teorem 4:3:5 den � rekti�yan

e¼gridir.

Ayn¬ispat �; zamans¬yer vektörlü E31 de birim h¬zl¬ ¬̧s¬ks¬rekti�yan e¼gri oldu¼gunda

ispat benzer biçimde yap¬labilir.�
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5. DUAL UZAYDA REKT·IF·IYAN E¼GR·ILER

D3 = D� D� D kümesi

D3 = f
�!b� : �!b� = (�1 + "��1; �2 + "��2; �3 + "��3)g

= f
�!b� : �!b� = (�1; �2; �3) + " (��1; ��2; ��3)g

= f
�!b� : �!b� = �!� + "�!�� 2 R3g

D halkas¬üzerinde bir modüldür. Herhangi bir
�!b� = �!� + "�!��;

�!b = �! + "�!� 2 D3

elemanlar¬için skalar (iç çarp¬m) ve vektörel çarp¬m s¬ras¬yla şu şekilde tan¬mlan¬r.D�!b� ;�!b E = h�!� ;�! i+ "�D�!� ;�!�E+ D�!��;�! E�
�!b� ^ �!b = (b�2b3 � b�3b2; b�3b1 � b�1b3; b�1b2 � b�2b1)

burada b�i = �i + "�
�
i ; bi = i + "

�
i 2 D; 1 � i � 3: E¼ger � 6= 0 ise

�!b� = �!� + "�!��

vektörünün normu şu şekilde tan¬mlan¬r:

�!b�  =rD�!b� ;�!b� E = k�!� k+ "
D�!� ;�!��E
k�!� k

�!b� dual vektörünün normu 1 ise
�!b� dual vektörüne birim dual vektör denir.

�!b� = �!� + "�!�� 2 D3 olmak üzere
S2 =

n�!� + "�!��; �!b�  = (1; 0); �!� ; "�!�� 2 R3o
cümlesine D3 de b0 merkezli dual birim küre denir.

Her �i(t) ve ��i (t); 1 � i � 3; türevlenebilir reel de¼gerli fonksiyonlar olmak üzere, dual

e¼gri

b� : I � R ! D3

t !
��!b�(t) = (�1(t) + "�

�
1(t); �2(t) + "�

�
2(t); �3(t) + "�

�
3(t))

=
��!
�(t) + "

���!
��(t)

D3 de türevlenebilir.
��!b�(t); e¼grisinin dual yay uzunlu¼gu t1 den t ye aşa¼g¬daki gibi tan¬m-

lan¬r.

bs = tZ
t1

��!b�(t)0 dt = tZ
t1

��!�(t)0 dt+ " tZ
t1

D�!
T ;
���!
��(t)0

E
dt = s+ "s� (5:1)
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Burada
�!
T ;

��!
�(t) nin birim te¼get vektörüdür. Bundan sonra t parametresi yerine

��!
�(t)

nin yay uzunluk parametresi olan s yi alaca¼g¬z.

Şimdi D3 dual Frenet formüllerini verelim.

b� : I ! D3

s !
��!b�(s) =

��!
�(s) + "

���!
��(s)

dual e¼grisini göz önüne alal¬m. O halde

d
�!b�
dbs = d

�!b�
ds

ds

dbs = �!bT
vektörüne

��!b�(t) dual e¼grisinin dual birim te¼get vektörü denir. (5:1:1) eşitli¼ginden

bs = s+ " tZ
t1

D�!
T ;
���!
��(s)0

E
ds

d¬r. Son eşitli¼gin türevini ald¬¼g¬m¬zda
dbs
ds

= 1 + "� , burada � =
D�!
T ;
���!
��(s)0

E
dir.

Böylece
�!bT nin sabit uzunlu¼gu 1 dir ve bs ye göre türevi

d
�!bT
dbs = d

�!bT
ds

ds

dbs = d2
�!b�
dbs2 = b��!bN

olur.
d
�!bT
dbs dual vektörünün normuna��!b�(s) dual e¼grisinin dual e¼grilik fonksiyonu denir.

Bundan sonra b� : I ! D fonksiyonunu s¬rf dual almayaca¼g¬z.
�!bN =

1b� d
�!bT
dbs dual birim

vektörüne,
��!b�(s) dual e¼grisinin dual asli normali denir. ��!b�(s) nin dual binormal vektörü

�!bB =
�!bT ^ �!bN dir.

��!b�(s) dual e¼grisinin b�(s) noktas¬ndaki Frenet çat¬s¬��!bT ; �!bN ; �!bB �
dir.

Dual Frenet formülleri

d

dbs
26664
�!bT
�!bN
�!bB

37775 =
26664

0 b� 0

�b� 0 b�
0 �b� 0

37775
26664
�!bT
�!bN
�!bB

37775 (5:2)

dir. Burada b� = � + "�� s¬rf dual olmayan dual e¼grilik fonksiyonu ve b� = � + "� �

s¬rf dual olmayan dual burulma fonksiyonudur. Bir dual e¼grili¼gin her bir noktas¬nda
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��!bT ;�!bN�, ��!bT ;�!bB� ve ��!bN ;�!bB� taraf¬ndan gerilen dual düzlemlere s¬ras¬yla oskülatör
düzlem, rekti�yan düzlem ve normal düzlem denir.

Bir b� dual e¼grisinin yer vektörü rekti�yan düzlemde ise e¼griye rekti�yan dual e¼gri
denir. b� bir rekti�yan dual e¼gri ise yer vektörü, b� ve b� dual fonksiyonlar olmak üzere

��!b�(s) = b� (s)��!bT (s) + b� (s)�!bB (s)
şeklinde yaz¬labilir.

5.1. D3 de Rekti�yan E¼grilerin Baz¬Karakterizasyonlar¬

Teorem 5:1:1: b� : I ! D3 birim h¬zl¬ve dual e¼grili¼gi pozitif olan D3 dual uzay¬nda bir

dual rekti�yan e¼gri olsun. O halde aşa¼g¬daki önermeler do¼grudur.

i) b� = ��!b�(s) dual uzakl¬k fonksiyonu baz¬bc1 ve bc2 dual sabitleri için
b�2 = bs2 + bc1bs+ bc2

eşitli¼gini sa¼glar.

ii) Dual e¼grinin yer vektörünün te¼get bileşeni baz¬bb dual sabit say¬s¬için��!b� ;�!bT � = bs+bb
dir.

iii) Dual e¼grinin yer vektörünün b�N normal bileşeni dual sabit uzunlukludur ve b� dual
uzakl¬k fonksiyonu sabit de¼gildir.

iv) b� dual burulma fonksiyonu s¬f¬rdan farkl¬, s¬rf dual de¼gildir ve e¼grinin yer vektörünün
binormal bileşeni dual sabittir. Yani��!b� ;�!bB� = dual sabit
olur.

Kaŗs¬t olarak dual e¼grili¼gi pozitif olan bir
�!b� : I ! D3 e¼grisi (i); (ii); (iii); (iv) öner-

melerinden birini sa¼gl¬yor ise
�!b� bir dual rekti�yan e¼gridir.
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·Ispat
�!b� ; D3 de birim h¬zl¬bir dual e¼gri ve

�!b� dual e¼grisinin yay uzunlu¼gu parametresibs olsun. �!b� n¬n bir dual rekti�yan e¼gri oldu¼gunu kabul edelim.
�!b� bir dual rekti�yan

e¼gri oldu¼gundan b� (s) ; b� (s) dual fonksiyonlar¬için
��!b�(s) = b� (s)��!bT (s) + b� (s)�!bB (s) (5:1:1)

olarak yaz¬labilir. (5:1:1) eşitli¼ginin türevini al¬p Frenet formüllerini kullan¬rsak

�!b� 0 (s) = b�0 (s)��!bT (s) + b� (s)��!bT (s)0 + b�0 (s)��!bB(s) + b� (s)��!bB(s)0
��!bT (s) = b�0 (s)��!bT (s) + b� (s) b� (s)���!bN(s) + b�0 (s)��!bB(s) + b� (s)��b� (s)���!bN(s)�
��!bT (s) = b�0 (s)��!bT (s) + hb� (s) b� (s)� b� (s)b� (s)i���!bN(s) + b�0 (s)��!bB(s)

oldu¼gundan

0 =
hb�0 (s)� 1i��!bT (s) + hb� (s) b� (s)� b� (s)b� (s)i���!bN(s) + b�0 (s)��!bB(s)

elde edilir.
���!bT (s); ���!bN(s); ��!bB(s)� dual Frenet çat¬s¬ lineer ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan kat-

say¬lar s¬f¬ra eşit olmal¬d¬r. Buna göre

b�0 (s) = (1; 0) = 1 + "0 = 1; b� (s) b� (s) = b� (s)b� (s) ; b�0 (s) = 0 (5:1:2)

elde edilir. ·Ilk eşitlikte b�0(s) = 1 oldu¼gundan bb bir dual sabit say¬olmak üzere
b� (s) = bs+bb

dir. (5:1:2) eşitli¼ginden b�0 (s) = 0 oldu¼gundan b� sabit bir dual fonksiyondur. b�b� = b�b�
eşitli¼gine göre b� 6= 0 oldu¼gundan b� dual sabiti de s¬f¬rdan farkl¬d¬r. Öyleyse��!b� ;�!bT � =

�b��!bT + b��!bB ;�!bT �
= b���!bT ;�!bT �+ b���!bB ;�!bT �
= b�
= bs+bb
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elde edilir. Böylece (ii) ispatlanm¬̧s oldu. b� = b̀ s¬f¬rdan farkl¬dual sabit oldu¼gundanD�!b� ;�!b� E =

�b��!bT + b��!bB ; b��!bT + b��!bB�
= b�2��!bT ;�!bT �+ 2b�b���!bT ;�!bB�+ b�2��!bB ;�!bB�
= b�2 + b�2
= b�2 + b̀2

elde edilir. Buna göre b� dual uzakl¬k fonksiyonu 2bb = bc1; bb2 + b̀2 = bc2 olmak üzere
b�2 =

�!b� 2
=

D�!b� ;�!b� E
= b�2 + b�2
=

�bs+bb�2 + b̀2
= bs2 + 2bsbb+bb2 + b̀2
= bs2 + bc1bs+ bc2

dir. Böylece (i) ispatland¬. (5:1:1) eşitli¼ginden
�!b� dual e¼grisinin yer vektörünün normal

bileşeni b�N = b� bB dir. ��!b� ;�!bB� =

�b��!bT + b��!bB ;�!bB�
= b���!bT ;�!bB�+ b���!bB ;�!bB�
= b�

b� dual sabit oldu¼gundan b�N dual sabit uzunlukludur. Böylece (iii) ispatland¬.��!b� ;�!bB� = b� ve b� dual sabit oldu¼gundan ��!b� ;�!bB� dual sabittir. b� > 0; b� = bs+bb ve b�
dual sabit oldu¼gundan (5:1:2) eşitli¼gine göre b� s¬f¬rdan farkl¬d¬r. Böylece (iv) ispatlan¬r.
Kaŗs¬t olarak (i) veya (ii) önermelerinden biri sa¼glans¬n. O halde bb bir dual sabit say¬
olmak üzere

��!b� ;�!bT � = bs+bb dir. Bu eşitli¼gin türevini al¬rsak,��!b� 0;
�!bT �+��!b� ;�!bT 0

�
= 1��!bT ;�!bT �+��!b� ; b��!bN� = 1
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elde edilir. Buna göre b���!b� ;�!bN� = 0
ve b� > 0 oldu¼gundan ��!b� ;�!bN� = 0
bulunur. Öyleyse e¼gri dual rekti�yan e¼gridir.

E¼ger (iii) ün sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edersek, e¼grinin yer vektörünün normal bileşeni b�N
dual sabit uzunlukludur ve dual uzakl¬k fonksiyonu b� dual sabit de¼gildir. b� 2 D olmak
üzere

�!b� = b��!bT + b�N
biçiminde yaz¬labilir. BuradanD�!b� ;�!b� E =

�b��!bT + b�N ; b��!bT + b�N�
= b�2��!bT �!bT �+ 2b���!bT ; b�N�+ 
b�N ; b�N�
= b�2 + bc (5:1:5)

bulunur. ��!b� ;�!bT � =

�b��!bT + b�N ;�!bT �
= b���!bT ;�!bT �+�b�N ;�!bT �
= b�

de¼gerini (5:1:5) eşitli¼ginde yerine yazarsakD�!b� ;�!b� E = ��!b� ;�!bT �2 + bc
elde edilir. Burada bc dual sabittir ve bs ye göre türev al¬rsakD�!b� 0;

�!b� E+ D�!b� ;�!b� 0
E
= 2

��!b� ;�!bT ����!b� 0;
�!bT �+��!b� ;�!bT 0

��
��!bT ;�!b��+��!b� ;�!bT � = 2

��!b� ;�!bT ����!bT ;�!bT �+��!b� ; b��!bN��
2

��!b� ;�!bT � = 2

��!b� ;�!bT ��1 + b���!b� ;�!bN��
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bulunur. Dual uzakl¬k fonksiyonu b� dual sabit olmad¬¼g¬ndan ��!b� ;�!bT � 6= 0 d¬r. b� > 0
oldu¼gundan eşitli¼gin sa¼glanabilmesi için

��!b� ;�!bN� = 0 olmal¬d¬r. Öyleyse �!b� bir dual

rekti�yan e¼gridir.

(iv) ün sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edelim. Yani
��!b� ;�!bB� dual sabit olsun.��!b� ;�!bB�0 =

��!b� 0;
�!bB�+��!b� ;�!bB 0

�
0 =

��!bT ;�!bB�+��!b� ;�b��!bN�
0 = �b� ��!b� ;�!bN�

ve b� s¬f¬rdan farkl¬oldu¼gundan��!b� ;�!bN� = 0 olur. Buna göre�!b� dual rekti�yan e¼gridir.�
Teorem 5:1:2:

�!b� : I ! D3 dual e¼grili¼gi pozitif olan bir dual e¼gri olsun.
�!b� n¬n bir

dual rekti�yan e¼griye denk olabilmesi için gerek ve yeter şart bc1;bc2 dual sabit say¬lar¬
için b�b� = bc1bs+ bc2
olmas¬d¬r. Burada bc1 = c1 + "c�1; bc2 = c2 + "c�2 2 D ve c1 6= 0 d¬r.
·Ispat

�!b� : I ! D3 dual e¼grili¼gi pozitif olan birim h¬zl¬dual e¼gri olsun. E¼ger
�!b� dual

rekti�yan e¼gri ise (5:1:3) eşitli¼gindenb�b� = b�b� = bs+bbba (ba ve bb dual sabit)
dir. Böylelikle dual e¼grinin burulmas¬n¬n e¼grili¼gine oran¬ sabit olmayan dual lineer

fonksiyondur.

Kaŗs¬t olarak
�!b� : I ! D3 dual e¼grili¼gi pozitif olan dual e¼gri olmak üzere c1; c2 2 D ve

c1 6= 0 için
b�b� = bc1bs+ bc2 olsun. bc1 = 1ba ve bc2 = bbba al¬rsak b�b� = bs+bbba olur.

d

dbs
���!b�(s)� �bs+bb���!bT (s)� ba��!bB(s)� =

��!b�(s)0 ���!bT (s)� �bs+bb���!bT (s)0 � ba��!bB(s)0
=

��!bT (s)���!bT (s)� �bs+bb�b����!bN(s)� ba (�b�)���!bN(s)
= �

�bs+bb�b����!bN(s)� ba (�b�)���!bN(s)
=

�
�bsb��bbb�+ bab�����!bN(s)
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dir. Burada bab� = bsb�+bbb� yerine yaz¬l¬rsa
d

dbs
���!b�(s)� �bs+bb���!bT (s)� ba��!bB(s)� = 0

bulunur. bD bir dual sabit say¬olmak üzere

��!b�(s)� �bs+bb���!bT (s)� ba��!bB(s) = bD
dir. Uygun bir öteleme ile

��!b�(s) = �bs+bb���!bT (s)�ba��!bB(s) şeklindedir. Buna göre �!b� dual
rekti�yan e¼gridir.�

5.2. Dual Rekti�yan E¼grilerin S¬n¬�and¬r¬lmas¬

Teorem 5:2:1: b� : I ! D3 dual e¼grili¼gi pozitif olan bir dual e¼gri olsun. b�(s) n¬n dual
rekti�yan e¼gri olmas¬için gerek ve yeter şart

b�(t) = (ba sec t) b (t) (5:2:1)

olmas¬d¬r. Burada ba = a+ "a� (a > 0) bir dual say¬ve b = b (t) ; S2 de birim h¬zl¬dual
e¼gridir.

·Ispat b� : I ! D3 dual e¼grili¼gi pozitif olan birim h¬zl¬bir dual rekti�yan e¼gri olsun.

Teorem 5:1:1 e göre dual uzakl¬k fonksiyonu b� = ��!b�(s) ve bc1;bc2 dual sabitleri içinb�2 = bs2 + bc1bs + bc2 dir. Uygun ötelemelerle b�2 = bs2 + bc (bc = c + "c�; c > 0 dual sabit)
olarak yaz¬labilir. bc = c + "c�; c > 0 oldu¼gundan bc = ba2 olacak şekilde ba dual say¬s¬
vard¬r. Şimdi S21 dual birim kürede b = b�b� dual e¼grisini tan¬mlayal¬m. Buna göreb� (s) = b� (s) b (s) = pbs2 + ba2b (s) (5:2:2)

eşitli¼ginin türevini al¬rsak

b�0 (s) = bspbs2 + ba2b (s) +pbs2 + ba2b0 (s) (5:2:3)

elde edilir. I aral¬¼g¬ndaki herbir s için hb (s) ; b (s)i = 1 ve b0 (s) ile b (s) ortogonaldir.
Buna göre 
b�0; b�0� =

bs2bs2 + ba2 hb; bi+ 2bs 
b; b0�+ �bs2 + ba2� 
b0; b0�DbT ; bTE =
bs2bs2 + ba2 + �bs2 + ba2� 
b0; b0�

1 =
bs2bs2 + ba2 + �bs2 + ba2� 
b0; b0�
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oldu¼gundan ba2
(bs2 + ba2)2 = 
b0; b0� = b02

dir. Öyleyse b0 = babs2 + ba2
dir. b nin dual yay uzunluk fonksiyonu f olmak üzere

f(bs) = bt
=

Z bs
0

badbubu2 + ba2
=

Z bs
0

badbu
ba2 1 + �buba

�2!

=

Z bs
0

dbuba 
1 +

�buba
�2! (

buba = bx olursa )

=

Z bsba
0

dbx
1 + bx2

= arctan (bx) j bsba0
= arctan

�bsba
�

bulunur. Buna göre bs = ba tanbt dir. (5:2:2) eşitli¼ginde bs yerine ba tanbt yazarsak (5:2:1)
eşitli¼gini elde ederiz.

Kaŗs¬t olarak b� : I ! D3 dual e¼grisi, ba = a+ "a� (a > 0) dual say¬ve b = b (s) ; S21 de
dual birim h¬zl¬e¼gri için b� (t) = (ba sec t) b �bt�
olarak tan¬mlan¬rsa

b�0 (t) =
ba sin t
cos2 t

b (t) + ba
cos t

b0 (t)
=

ba
cos2 t

�
sin tb (t) + cos tb0 (t)� (5:2:4)
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olur. b (t) ve b0 (t) ortonormal vektörler oldu¼gundan

b�0 (t) ; b�0 (t)� = ba2

cos4 t

�
sin2 t hb (t) ; b (t)i+ cos2 t 
b0 (t) ; b0 (t)�� = ba2

cos4 t

ve buradan b�0 (t)2 = ba2
cos4 t

)
b�0 (t) = ba

cos2 t
= ba sec2 t (5:2:5)

elde edilir.


b� (t) ; b�0 (t)� =

� ba
cos t

b (t) ; ba
cos2 t

�
sin tb (t) + cos tb0 (t)��

=
ba2 sin t
cos3 t

hb (t) ; b (t)i+ ba 
b (t) ; b0 (t)�
=

ba2 sin t
cos3 t

(5:2:6)

dir. (5:2:4) ; (5:2:5) ve (5:2:6) eşitliklerinden


b�N ; b�N� = b�2 (t)� 
b� (t) ; b�0 (t)�2��b�0 (t)��2 = ba2
dir. Bu ise yer vektörünün normal bileşeni b�N nin dual sabit uzunluklu ve b� dual
uzakl¬k fonksiyonu b� = ba sec t nin dual sabit olmad¬¼g¬n¬gösterir. Teorem 5:1:1 den b�
dual rekti�yan e¼gridir.�
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6. DUAL LORENTZ UZAYINDA REKT·IF·IYAN E¼GR·ILER

Bu bölümde referans¬m¬z Özbey ve Oral (2009) olacakt¬r.

D3 = D� D� D kümesi

D3 = f
�!b� : �!b� = (�1 + "��1; �2 + "��2; �3 + "��3)g

= f
�!b� : �!b� = (�1; �2; �3) + " (��1; ��2; ��3)g

= f
�!b� : �!b� = �!� + "�!�� ; �!� ;�!�� 2 R3g

D halkas¬üzerinde bir modüldür. Herhangi bir
�!b� = �!� + "�!��;

�!b = �! + "�!� 2 D3

elemanlar¬için Lorentz metri¼giD�!b� ;�!b E = h�!� ;�! i+ "�D�!� ;�!�E+ D�!��;�! E�
ile tan¬mlan¬r. Lorentz metri¼gi ile birlikte D3 dual uzay¬dual Lorentz uzay¬olarak

adland¬r¬l¬r ve D31 şeklinde gösterilir.
�!� vektörü uzays¬, zamans¬ve ¬̧s¬ks¬ise

�!b� 2 D31
dual vektörüne uzays¬, zamans¬ve ¬̧s¬ks¬denir.

�!b� = (c�1;c�2;c�3) ve �!b = ( b1; b2; b3)
dual vektörlerin Lorentz vektörel çarp¬m¬

�!b� ^ �!b = (�b�2b3 + b�3b2; b�3b1 � b�1b3; b�1b2 � b�2b1)
ile tan¬mlan¬r. �!� 6= 0 olmak üzere

�!b� = �!� + "�!�� dual vektörünün normu
�!b�  =rD�!b� ;�!b� E = k�!� k+ "

D�!� ;�!��E
k�!� k

şeklinde tan¬mlan¬r.
�!b� dual vektörünün normu 1 ise

�!b� dual vektörüne birim dual

vektör denir.

i)
�!b� = �!� + "�!�� 2 D3 olmak üzere

S21 =
n�!b� = �!� + "�!�� : �!b�  = (1; 0); �!� ;�!�� 2 R31 ve � vektörü uzays¬o

cümlesine D31 de b0 merkezli pseudo dual küre denir.
i)
�!b� = �!� + "�!�� 2 D3 olmak üzere
H2
0 =

n�!b� = �!� + "�!�� : �!b�  = (1; 0); �!� ;�!�� 2 R31 ve � vektörü zamans¬o
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kümesine D31 de b0 merkezli pseudo dual hiperbolik uzay denir.
Her �i(t) ve ��i (t); 1 � i � 3; türevlenebilir reel de¼gerli fonksiyonlar olmak üzere, dual

Lorentz e¼grisi

b� : I � R ! D31
t !

��!b�(t) = (�1(t) + "�
�
1(t); �2(t) + "�

�
2(t); �3(t) + "�

�
3(t))

=
��!
�(t) + "

���!
��(t)

D31 de türevlenebilir.
��!b�(t) e¼grisinin dual yay uzunlu¼gu t1 den t ye aşa¼g¬daki gibi tan¬m-

lan¬r:

bs = tZ
t1

��!b�(t)0 dt = tZ
t1

��!�(t)0 dt+ " tZ
t1

D�!
T ;
���!
��(t)0

E
dt = s+ "s�

Burada
�!
T ;
��!
�(t) e¼grisinin birim te¼get vektörüdür. Bundan sonra t paramatresi yerine

��!
�(t) nin yay uzunluk parametresi olan s yi alaca¼g¬z.

Tan¬m 6:1:Bir dual Lorentz e¼grisinin b� = �+ "�� e¼grili¼gi ve b� = � + "� � burulmas¬s¬rf
dual olmas¬n.

��!bT ;�!bT � = "0; ��!bN ;�!bN� = "1; ��!bB ;�!bB� = "2; ��!bT ;�!bN� = ��!bT ;�!bB� =��!bN ;�!bB� = 0 olmak üzere dual Frenet formüllerinin matris formu
d

dbs
26664
�!bT
�!bN
�!bB

37775 =
26664

0 b� 0

�"0"1b� 0 b�
0 �"1"2b� 0

37775
26664
�!bT
�!bN
�!bB

37775
şeklindedir.

��!bT ;�!bN�, ��!bT ;�!bB� ve ��!bN ;�!bB� vektör alanlar¬taraf¬ndan gerilen düzlem-
lere s¬ras¬yla oskülatör düzlem, rekti�yan düzlem ve normal düzlem denir.

Bir b� dual Lorentz e¼grisinin yer vektörü rekti�yan düzlemde ise e¼griye rekti�yan dual
Lorentz e¼grisi denir. b� bir rekti�yan dual Lorentz e¼grisi ise yer vektörü, b� ve b� dual
fonksiyonlar olmak üzere

��!b�(s) = b� (s)��!bT (s) + b� (s)�!bB (s)
şeklinde yaz¬labilir.
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6.1. D31 de Rekti�yan E¼grilerin Baz¬Karakterizasyonlar¬

Teorem 6:1:1: b� : I ! D31 birim h¬zl¬ve dual e¼grili¼gi pozitif olan bir dual zamans¬

veya dual uzays¬rekti�yan e¼gri olsun. O halde aşa¼g¬daki önermeler do¼grudur.

i) b� = ��!b�(s) dual uzakl¬k fonksiyonu baz¬bc1 ve bc2 dual sabitleri için
b�2 = ��"0bs2 + bc1bs+ bc2��

eşitli¼gini sa¼glar.

ii) Dual Lorentz e¼grisinin yer vektörünün te¼get bileşeni baz¬bb dual sabit say¬s¬için��!b� ;�!bT � = "0bs+bb
dir.

iii) Dual Lorentz e¼grisinin yer vektörünün b�N normal bileşeni dual sabit uzunlukludur
ve b� dual Lorentz uzakl¬k fonksiyonu sabit de¼gildir.
iv) b� dual burulma fonksiyonu s¬f¬rdan farkl¬, s¬rf dual de¼gildir ve e¼grinin yer vektörünün
binormal bileşeni dual sabittir. Yani��!b� ;�!bB� = dual sabit
olur.

Kaŗs¬t olarak dual e¼grili¼gi pozitif olan bir
�!b� : I ! D3 dual e¼grisi (i); (ii); (iii); (iv)

önermelerinden birini sa¼gl¬yor ise
�!b� bir rekti�yan dual Lorentz e¼grisidir.

·Ispat
�!b� ; D31 de birim h¬zl¬ bir dual Lorentz e¼gri ve

�!b� dual Lorentz e¼grisinin yay

uzunlu¼gu parametresi bs olsun. �!b� n¬n ¬̧s¬ks¬olmayan bir dual Lorentz rekti�yan e¼gri

oldu¼gunu kabul edelim.
�!b� bir dual Lorentz rekti�yan e¼gri oldu¼gundan b� (s) ; b� (s) dual

fonksiyonlar¬için
��!b�(s) = b� (s)��!bT (s) + b� (s)�!bB (s) (6:1:1)

olarak yaz¬labilir. (6:1:1) eşitli¼ginin türevini al¬p Frenet formüllerini kullan¬rsak

�!b� 0 (s) = b�0 (s)��!bT (s) + b� (s)��!bT (s)0 + b�0 (s)��!bB(s) + b� (s)��!bB(s)0
��!bT (s) = b�0 (s)��!bT (s) + b� (s) b� (s)���!bN(s) + b�0 (s)��!bB(s) + b� (s)��"1"2b� (s)���!bN(s)�
��!bT (s) = b�0 (s)��!bT (s) + hb� (s) b� (s)� "1"2b� (s)b� (s)i���!bN(s) + b�0 (s)��!bB(s)
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oldu¼gundan

0 =
hb�0 (s)� 1i��!bT (s) + hb� (s) b� (s)� "1"2b� (s)b� (s)i���!bN(s) + b�0 (s)��!bB(s)

elde edilir.
���!bT (s); ���!bN(s); ��!bB(s)� dual Frenet çat¬s¬ lineer ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan kat-

say¬lar s¬f¬ra eşit olmal¬d¬r. Buna göre

b�0 (s) = (1; 0) = 1 + "0 = 1; b� (s) b� (s) = "1"2b� (s)b� (s) ; b�0 (s) = 0 (6:1:2)

elde edilir. ·Ilk eşitlikte b�0(s) = 1 oldu¼gundan bb bir dual sabit say¬olmak üzere
b� (s) = bs+bb

dir. Üçüncü eşitlikte b�0 (s) = 0 oldu¼gundan b� sabit bir dual fonksiyondur. b�b� = b�b�
eşitli¼gine göre b� 6= 0 oldu¼gundan b� dual sabiti de s¬f¬rdan farkl¬d¬r. Öyleyse��!b� ;�!bT � =

�b��!bT + b��!bB ;�!bT �
= b���!bT ;�!bT �+ b���!bB ;�!bT �
= "0b�
= "0bs+bb

elde edilir. Böylece (ii) ispatlanm¬̧s oldu. b� = b̀ s¬f¬rdan farkl¬dual sabit oldu¼gundanD�!b� ;�!b� E =

�b��!bT + b��!bB ; b��!bT + b��!bB�
= b�2��!bT ;�!bT �+ 2b�b���!bT ;�!bB�+ b�2��!bB ;�!bB�
= "0b�2 + "2b�2
= b�2 + b̀2

elde edilir. Buna göre b� dual Lorentz uzakl¬k fonksiyonu 2"0bb = bc1; "0bb2+ b̀2 = bc2 olmak
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üzere

b�2 =
�!b� 2

=
���D�!b� ;�!b� E���

=
���"0b�2 + b�2���

=

����"0 �bs+bb�2 + bl2����
=

���"0bs2 + 2"0bsbb+ "0bb2 + bl2���
=

��"0bs2 + bc1bs+ bc2��
dir. Böylece (i) ispatland¬. (6:1:1) eşitli¼ginden

�!b� dual e¼grisinin yer vektörünün normal
bileşeni b�N = b� bB dir. ��!b� ;�!bB� =

�b��!bT + b��!bB ;�!bB�
= b���!bT ;�!bB�+ b���!bB ;�!bB�
= "2b�

b� dual sabit oldu¼gundan b�N dual sabit uzunlukludur. Böylece (iii) ispatland¬.��!b� ;�!bB� = b� ve b� dual sabit oldu¼gundan ��!b� ;�!bB� dual sabittir. b� > 0; b� = bs+bb ve b�
dual sabit oldu¼gundan (6:1:2) eşitli¼gine göre b� s¬f¬rdan farkl¬d¬r. Böylece (iv) ispatlan¬r.
Kaŗs¬t olarak (i) veya (ii) önermelerinden biri sa¼glans¬n. O halde bb bir dual sabit say¬
olmak üzere

��!b� ;�!bT � = "0bs+bb dir. Bu eşitli¼gin türevini al¬rsak,��!b� 0;
�!bT �+��!b� ;�!bT 0

�
= "0��!bT ;�!bT �+��!b� ; b��!bN� = "0

"0 +

��!b� ; b��!bN� = "0

elde edilir. Buna göre b���!b� ;�!bN� = 0
ve b� > 0 oldu¼gundan ��!b� ;�!bN� = 0
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bulunur. Öyleyse dual Lorentz e¼grisi rekti�yan e¼gridir.

E¼ger (iii) ün sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edersek, e¼grinin yer vektörünün normal bileşeni b�N
dual sabit uzunlukludur ve dual Lorentz uzakl¬k fonksiyonu b� dual sabit de¼gildir. b� 2 D
olmak üzere

�!b� = b��!bT + b�N
biçiminde yaz¬labilir. BuradanD�!b� ;�!b� E =

�b��!bT + b�N ; b��!bT + b�N�
= b�2��!bT �!bT �+ 2b���!bT ; b�N�+ 
b�N ; b�N�
= "0b�2 + bc (6:1:3)

bulunur. ��!b� ;�!bT � =

�b��!bT + b�N ;�!bT �
= b���!bT ;�!bT �+�b�N ;�!bT �
= "0b�

de¼gerini (6:1:3) eşitli¼ginde yerine yazarsakD�!b� ;�!b� E = "0��!b� ;�!bT �2 + bc
elde edilir. Burada bc dual sabittir ve bs ye göre türev al¬rsakD�!b� 0;

�!b� E+ D�!b� ;�!b� 0
E
= 2"0

��!b� ;�!bT ����!b� 0;
�!bT �+��!b� ;�!bT 0

��
��!bT ;�!b��+��!b� ;�!bT � = 2"0

��!b� ;�!bT ����!bT ;�!bT �+��!b� ; b��!bN��
2

��!b� ;�!bT � = 2"0

��!b� ;�!bT ��"0 + b���!b� ;�!bN��

bulunur. Dual Lorentz uzakl¬k fonksiyonu b� dual sabit olmad¬¼g¬ndan ��!b� ;�!bT � 6= 0 d¬r.
b� > 0 oldu¼gundan eşitli¼gin sa¼glanabilmesi için ��!b� ;�!bN� = 0 olmal¬d¬r. Öyleyse �!b� bir

dual Lorentz rekti�yan e¼gridir.
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(iv) ün sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edelim. Yani
��!b� ;�!bB� dual sabit olsun.

��!b� ;�!bB�0 =

��!b� 0;
�!bB�+��!b� ;�!bB 0

�
0 =

��!bT ;�!bB�+��!b� ;�"1"2b��!bN�
0 = �"1"2�

��!b� ;�!bN�

ve b� s¬f¬rdan farkl¬oldu¼gundan ��!b� ;�!bN� = 0 olur. Buna göre
�!b� dual Lorentz e¼grisi

rekti�yand¬r.�

Teorem 6:1:2:
�!b� : I ! D31 ¬̧s¬ks¬olmayan ve dual e¼grili¼gi pozitif olan dual Lorentz

e¼grisi olsun.
�!b� n¬n bir rekti�yan dual Lorentz e¼griye denk olabilmesi için gerek ve yeter

şart bc1;bc2 dual sabit reel say¬lar¬için b�b� = bc1bs+ bc2
olmas¬d¬r. Burada bc1 = c1 + "c�1; bc2 = c2 + "c�2 2 D ve c1 6= 0 d¬r.
·Ispat

�!b� : I ! D3 dual e¼grili¼gi pozitif olan birim h¬zl¬dual Lorentz e¼gri olsun. E¼ger
�!b�

dual Lorentz rekti�yan e¼gri ise (6:1:2) eşitli¼ginden

b�b� = "1"2b�b� = "1"2bs+bbba (ba ve bb dual sabit)
dir. Böylelikle dual Lorentz e¼grisinin burulmas¬n¬n e¼grili¼gine oran¬sabit olmayan dual

lineer fonksiyondur.

Kaŗs¬t olarak
�!b� : I ! D3 dual e¼grili¼gi pozitif olan dual e¼gri olmak üzere bc1; bc2 2 D ve

c1 6= 0 için
b�b� = bc1bs+ bc2 olsun. bc1 = "1"2ba ve bc2 = "1"2bbba al¬rsak

b�b� = "1"2bs+bbba olur.

d

dbs
���!b�(s)� �bs+bb���!bT (s)� ba��!bB(s)� =

��!b�(s)0 ���!bT (s)� �bs+bb���!bT (s)0 � ba��!bB(s)0
=

��!bT (s)���!bT (s)� �bs+bb�b����!bN(s)� ba (�b�"1"2)���!bN(s)
= �

�bs+bb�b����!bN(s)� ba (�"1"2b�)���!bN(s)
=

�
�bsb��bbb�+ "1"2bab�����!bN(s)
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dir. Burada bab� = "1"2 �bsb�+bbb�� yerine yaz¬l¬rsa
d

dbs
���!b�(s)� �bs+bb���!bT (s)� ba��!bB(s)� = 0

bulunur. bD bir dual sabit say¬olmak üzere ��!b�(s)��bs+bb���!bT (s)�ba��!bB(s) = bD dir. Uygun
bir öteleme ile

��!b�(s) = �bs+bb���!bT (s) � ba��!bB(s) şeklindedir. Buna göre �!b� dual Lorentz

rekti�yan e¼gridir.�

6.2. Dual Lorentz E¼grilerin Rekti�yan S¬n¬�and¬r¬lmas¬

Teorem 6:2:1: b� : I ! D31 dual e¼grili¼gi pozitif bir ¬̧s¬ks¬olmayan dual Lorentz e¼grisi

olsun.

i) b�; uzays¬rekti�yan düzlemde yatan bir rekti�yan dual Lorentz e¼grisi olmas¬için
gerek ve yeter şart b�(t) = �ba secbt� b (t)
olmas¬d¬r. Burada ba = a+ "a� (a > 0) bir dual say¬ve b = b (t) ; S21 pseudo dual küre
içinde birim h¬zl¬uzays¬dual e¼gridir.

ii) a) b�; yer vektörü uzays¬olan ve zamans¬rekti�yan düzlemde yatan bir uzays¬
rekti�yan dual Lorentz e¼grisi olmas¬için gerek ve yeter şart

b�(t) = �ba cos echbt� b (t)
olmas¬d¬r. Burada b = b (t) ; S21 pseudo dual küre içinde birim h¬zl¬ zamans¬ dual

e¼gridir.

b) b�; yer vektörü zamans¬olan ve zamans¬rekti�yan düzlemde yatan bir zamans¬
rekti�yan dual Lorentz e¼grisi olmas¬için gerek ve yeter şart

b�(t) = �ba cos echbt� b (t)
olmas¬d¬r. Burada b = b (t) ; H2

0 pseudo dual hiperbolik uzay¬içinde yatan birim h¬zl¬

uzays¬dual e¼gridir.
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iii) a) b�; yer vektörü zamans¬olan ve zamans¬rekti�yan düzlemde yatan bir uzays¬
rekti�yan dual Lorentz e¼grisi olmas¬için gerek ve yeter şart

b�(t) = �ba secbt� b (t)
olmas¬d¬r. Burada b = b (t) ; H2

0 pseudo dual hiperbolik uzay¬nda birim h¬zl¬uzays¬

dual e¼gridir.

b) b�; yer vektörü uzays¬olan ve zamans¬rekti�yan düzlemde yatan bir zamans¬rekti-
�yan dual Lorentz e¼grisi olmas¬için gerek ve yeter şart

b�(t) = �ba secbt� b (t)
olmas¬d¬r. Burada b = b (t) ; S21 pseudo dual küre içinde birim h¬zl¬ zamans¬ dual

e¼gridir.

·Ispat
�!b� : I ! D31 de yer vektörü uzays¬rekti�yan düzlemde yatan dual birim h¬zl¬

¬̧s¬ks¬olmayan dual Lorentz rekti�yan e¼gri olsun. Yer vektörü uzays¬rekti�yan düzlemde

bulundu¼gundan D��!b�(t);��!b�(t)E > 0 ve DbT ; bTE = D bB; bBE = 1
d¬r. Teorem 6:1:1 e göre dual Lorentz uzakl¬k fonksiyonu b� = ��!b�(s) ve bc1;bc2 dual
sabitleri için b�2 = bs2 + bc1bs+ bc2 dir. Uygun ötelemelerle b�2 = bs2 + bc (bc = c+ "c�; c > 0
dual sabit) olarak yaz¬labilir. bc = c + "c�; c > 0 oldu¼gundan bc = ba2 olacak şekildeba dual say¬s¬vard¬r. Şimdi S21 pseudo dual birim kürede b = b�b� dual Lorentz e¼grisini
tan¬mlayal¬m. Buna göre

b� (s) = b� (s) b (s) = pbs2 + ba2b (s) (6:2:1)

dir. Eşitli¼gin türevini al¬rsak

b�0 (s) = bspbs2 + ba2b (s) +pbs2 + ba2b0 (s) (6:2:2)

elde edilir. I aral¬¼g¬ndaki herbir s için hb (s) ; b (s)i = 1 ve b0 (s) ile b (s) ortogonaldir.
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Buna göre


b�0; b�0� =
bs2bs2 + ba2 hb; bi+ 2bs 
b; b0�+ �bs2 + ba2� 
b0; b0�DbT ; bTE =
bs2bs2 + ba2 + �bs2 + ba2� 
b0; b0�

1 =
bs2bs2 + ba2 + �bs2 + ba2� 
b0; b0�

oldu¼gundan ba2
(bs2 + ba2)2 = 
b0; b0� = b02

dir. Öyleyse b0 = babs2 + ba2
olur. b nin dual Lorentz yay uzunluk fonksiyonu f olmak üzere

f(bs) = bt
=

Z bs
0

badbubu2 + ba2
=

Z bs
0

badbu
ba2 1 + �buba

�2!

=

Z bs
0

dbuba 
1 +

�buba
�2! (

buba = bx olursa )

=

Z bsba
0

dbx
1 + bx2

= arctan (bx) j bsba0
= arctan

�bsba
�

bulunur. Buna göre bs = ba tanbt dir. (6:2:1) eşitli¼ginde bs yerine ba tanbt yazarsak
b�(t) = �ba secbt� b (t)

eşitli¼gini elde ederiz.
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Kaŗs¬t olarak b� : I ! D31 dual Lorentz e¼grisi, ba = a+"a� (a > 0) dual say¬ve b = b (s) ;
S21 pseudo dual küre içinde dual birim h¬zl¬e¼gri için

b� (t) = �ba secbt� b �bt� (6:2:3)

olarak tan¬mlan¬rsa

b�0 (t) =
ba sinbt
cos2 bt b (t) + ba

cos t
b0 (t)

=
ba

cos2 bt �sinbtb (t) + cosbtb0 (t)� (6:2:4)

olur. b (t) ve b0 (t) ortonormal vektörler oldu¼gundan
b�0 (t) ; b�0 (t)� = ba2
cos4 bt �sin2 bt hb (t) ; b (t)i+ cos2 bt 
b0 (t) ; b0 (t)�� = ba2

cos4 bt
ve buradan b�0 (t)2 = ba2

cos4 bt ) b�0 (t) = ba
cos2 bt = ba sec2 bt (6:2:5)

elde edilir. 
b� (t) ; b�0 (t)� =

� ba
cosbtb (t) ; ba

cos2 bt �sin tb (t) + cos tb0 (t)�
�

=
ba2 sinbt
cos3 bt hb (t) ; b (t)i+ ba 
b (t) ; b0 (t)�

=
ba2 sinbt
cos3 bt (6:2:6)

dir. (6:2:4) ; (6:2:5) ve (6:2:6) eşitliklerinden


b�N ; b�N� = b�2 (t)�
D��!b� (t);��!b� (t)0E2�����!b� (t)0���2 = ba2

elde edilir. Bu ise yer vektörünün normal bileşeni b�N nin dual sabit uzunluklu ve b�
dual Lorentz uzakl¬k fonksiyonu b� = ba secbt nin dual sabit olmad¬¼g¬n¬gösterir. Teorem
6:1:1 den b� dual Lorentz rekti�yan e¼gridir.
ii) Kabul edelim ki b�; yer vektörü zamans¬rekti�yan düzlemde yatan uzays¬rekti-

�yan dual Lorentz e¼grisi ve yer vektörü uzays¬olsun. O haldeD��!b�(t);��!b�(t)E > 0 ve "0 = DbT ; bTE = 1 ve "2 = D bB; bBE = �1
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d¬r. Teorem 6:1:1 e göre dual Lorentz uzakl¬k fonksiyonu b� = ��!b�(s) ve bc1;bc2 dual
sabitleri için b�2 = bs2 + bc1bs+ bc2 dir. Uygun ötelemelerle b�2 = bs2 � bc (bc = c+ "c�; c > 0
dual sabit) olarak yaz¬labilir. bc = c + "c�; c > 0 oldu¼gundan bc = ba2 olacak şekildeba dual say¬s¬vard¬r. Şimdi S21 pseudo dual birim kürede b = b�b� dual Lorentz e¼grisini
tan¬mlayal¬m. Buna göre

b� (s) = b� (s) b (s) = pbs2 � ba2b (s) (6:2:6)

d¬r. Eşitli¼gin türevini al¬rsak

b�0 (s) = bspbs2 � ba2b (s) +pbs2 � ba2b0 (s) (6:2:7)

elde edilir. I aral¬¼g¬ndaki herbir s için hb (s) ; b (s)i = 1 ve b0 (s) ile b (s) ortogonaldir.
Buna göre


b�0; b�0� =
bs2bs2 � ba2 hb; bi+ 2bs 
b; b0�+ �bs2 � ba2� 
b0; b0�DbT ; bTE =
bs2bs2 � ba2 + �bs2 � ba2� 
b0; b0�

1 =
bs2bs2 � ba2 + �bs2 � ba2� 
b0; b0�

oldu¼gundan

� ba2
(bs2 � ba2)2 = 
b0; b0� = b02

dir. Öyleyse b zamans¬dual e¼grisi
b0 = babs2 � ba2
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olur. b nin dual Lorentz yay uzunluk fonksiyonu f olmak üzere
f(bs) = bt

=

Z bs
0

badbubu2 � ba2
=

Z bs
0

badbu
ba2 1� �buba

�2!

=

Z bs
0

dbuba 
1�

�buba
�2! (

buba = bx olursa )

=

Z bsba
0

�dbx
1 + bx2

= � arccoth (bx) j bsba0
= arccoth

�bsba
�

bulunur. Buna göre bs = �ba cothbt ifadesi (6:2:6) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa
b�(t) = (ba cos echt) b (t)

eşitli¼gini elde ederiz.

Kaŗs¬t olarak b� : I ! D31 dual Lorentz e¼grisi, b = b (s) ; S21 pseudo dual küre içinde
dual birim h¬zl¬e¼gri için b� (t) = �ba cos echbt� b (t) (6:2:8)

olarak tan¬mlan¬rsa

b�0 (t) = �ba coshbt
sinh2 bt b (t) + ba

sinhbtb0 (t)
=

ba
sinh2 bt �� coshbtb (t) + sinhbtb0 (t)� (6:2:9)
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olur. b (t) ve b0 (t) ortonormal vektörler oldu¼gundan

b�0 (t) ; b�0 (t)� =

ba2
sinh4 bt �sinh2 bt hb (t) ; b (t)i � cosh2 bt 
b0 (t) ; b0 (t)��

=
ba2

sinh4 bt �sinh2 t� cosh2 t�
=

ba2
sinh4 btb�0 (t)2 =
ba2

sinh4 bt ) b�0 (t) = ba
sinh2 bt (6:2:10)

elde edilir. (6:2:8) ; (6:2:9) ve (6:2:10) eşitliklerinden


b�N ; b�N� = b�2 (t)� 
b� (t) ; b�0 (t)�2��b�0 (t)��2 = �ba2
elde edilir. Bu ise yer vektörünün normal bileşeni b�N nin dual sabit uzunluklu ve b� dual
Lorentz uzakl¬k fonksiyonu b� = ba cos echbt nin dual sabit olmad¬¼g¬n¬gösterir. Teorem
6:1:1 den b� dual Lorentz rekti�yan e¼gridir.
iii) ·Ispat i ve ii durumlar¬ndaki gibi benzer biçimde yap¬l¬r.�
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