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1 GIRIS

Kategori teorisi, matematiksel yapilar ve bunlar arasindaki iligkilerle soyut olarak il-
gilenen bir matematik kuramidir. Bir kategori birbirleriyle iligkili matematiksel nes-
neler simifinin (6rnegin gruplarin, topolojik uzaylarin, vektor uzaylarin) dziinii yakala-
maya caligir. Geleneksel olarak yapildigi gibi tekil nesneler iizerine yogunlagmak yerine,
nesneler arasindaki yapit muhafaza edici doniigiimler (yani morfizmler) iizerine yogun-
lagir. Gruplar érneginde bu doniisiimler grup homomorfizmalari, topolojik uzaylarda
siirekli fonksiyonlar, vektor uzaylarinda ise lineer doniisiimlerdir. Bunun yaninda bu
teoride farkli kategorileri funktorlar araciligi ile iligkilendirmek miimkiindiir. Funktor-
lar bir kategorinin her bir nesnesini diger kategorinin bir nesnesiyle ve bir kategorideki
morfizmi digerindeki bir morfizme iligkilendiren fonksiyonlarin bir genellestirmesidir.
Bunun 6tesinde, bu tip yapilar "dogal bir bagintiya" sahiptir ve bir funktoru digerine
iligkilendirme yolu olan dogal transformasyon fikrine olanak tanir.

Kategoriler, funktorlar ve dogal transformasyonlar kavrami Samuel Eilenberg ve
Saunder Maclane tarafindan 1945 yilinda "General Theory of Naturel Equivalences"
adli yayinlarinda ortaya atilmigtir. Basgkalarinin yanmi sira Ulam tarafindan benzer
diisiincelerin 1930 larin sonunda Polonya okulunda ortaya ciktigi iddia edilmigtir.

Kategori teori ¢agdas matematigin, teorik bilgisayar bilimlerinin ve uygulamali fi-
zigin ilgilendigi bir matematik kuramidir. Kategori teorisi hala gelismekte ve iglevleri

buna paralel olarak artmaktadir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Kategoriler

Tamim 2.1.1 C ile gosterecegimiz kategori agsagida verilen ve istenenleri saglayan bir
sistemdir.

(i) Ob(C), elemanlar1 obje olarak isimlendirilen bir simiftir. Bu sinifin elemanlar:
genellikle A, B, C,...., XY, Z, .... ile gosterilecektir.

(ii) A, B objeleri i¢in

Morc(A,B)={f|f:A— B}

bigiminde ifade edilen elemanlar1 morfizm olarak isimlendirilen bir kiimedir(Morfizmler

bazen ok olarak isimlendirilir). Ob(C) deki her A objesi i¢in
IyeMorg(A, A)

morfizmine birim morfizm denir.
(iii) Ob(C) deki her A, B, C objeleri i¢in
kS o+ Morc(A, B) x Morg(B,C) — Morc(A, Q)
(f.9) = KBo(f,9)=gof=gf
bi¢iminde tanimlanan ve kompozisyon olarak isimlendirilen bir iglemdir.

(1),(ii),(iii) sistemde var olmasi gerekenlerdir. Sistemin saglamasi gerekenler yani

istenenler:

(K1)(Assosyatif Ozelligi) Her f ¢ Mor(A, B),g € Mor(B,C) ve h ¢ Mor(C, D) igin

hyf) = (hg)f

olmahdir.

(K2)(Birimlilik) Ob(C) deki her A objesi i¢in

[AZA—>A



bigiminde birim morfizm var olup f € Mor(A, B) igin

Jla=f=1Ipf

olmaldir (Fokkinga 1994).

Ornek 2.1.1 Objeleri tiim kiimeler, morfizmleri kiimeler arasindaki fonksiyonlar ve
kompozisyon iglemi bilegke iglemi olan yapiy1 K ile gosterelim. Bu yap1 K1,K2 kosullarin
sagladigindan dolay1 bir kategoridir. Bu kategoriye Kiimeler kategorisi diyecegiz. Simdi

bu yapinin K1 ve K2 kosullarim sagladigini gosterelim.
K1) A, B,C,D ¢ Ob(K) olmak iizere

feMor(A,B),ge Mor(B,C) ve h e Mor(C, D)

olsun.

Vz e A igin

((hog)o f)(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x)) = hl(gef)(z)) = (ho(gef))(z)

oldugundan

elde edilir.
K2) Ob(K) daki her A objesi igin

[AZA—>A

r — T

bi¢iminde bir fonksiyon her zaman var olup f € Mor(A, B) ve Vx € A igin

(fola)(x) = [fUalx)) = [flx) = Is(f(x)) = (po[f)(x)

oldugundan



fols = f = Ipof

dir.(Barr 1999, Charles 1999)

Ornek 2.1.2 Objeleri tiim gruplar, morfizmleri gruplar arasindaki homomorfizmalar
ve kompozisyon iglemi bilegke iglemi olan yapiy1 G ile gosterelim. Bu yapt K1,K2
kogullarin sagladigindan dolay1 bir kategoridir. Bu kategoriye gruplar kategorisi denir.

Simdi bu yapmin K1 ve K2 kosullarini sagladigimi gosterelim.

K1) G1,Gs, Gs, Gy € Ob(G) olmak iizere
k e Mor(Gy,Gs),l € Mor(Gs,G3) ve m € Mor(Gs, Gy)
olsun. Fonksiyonlarin birlesme 6zelligi oldugundan dolay1
mo(lok) = (mol)ok

dir.
K2) Ob(G) daki her G objesi igin

[GZG1—>G1
r — X

bigiminde bir fonksiyon her zaman var olup k € Mor(Gy,Gs) icin
kofgl = k = [GQO]C

dir.

Ornek 2.1.3 Objeleri tiim abelyan gruplar, morfizmleri abelyan gruplar arasmdaki
homomorfizmalar ve kompozisyon islemi bilegke islemi olan yapiy1 G’ ile gosterelim.
Bu yap1 K1,K2 kosullarini sagladigindan dolay: bir kategoridir. Bu kategoriye abelyan

gruplar kategorisi denir. Simdi bu yapinin K1 ve K2 kogullarini sagladigini gosterelim.

K1) G, GS, Gy, Gy € Ob(G') olmak iizere
ke Mor(Gy,G%),l € Mor(G%, GYy) ve m € Mor(GY, GYy)

olsun. Fonksiyonlarin birlesme 6zelligi oldugundan dolay1

4



mo(lok) = (mol)ok

dir.
K2) Ob(G') daki her G} objesi i¢in

[G/1 : G,l — G,l
r — X

bigiminde bir fonksiyon her zaman var olup k ¢ Mor(G}, GY) igin
kOIG’l = k = ]G/ZOI{Z

dir.

Ornek 2.1.4 Objeleri tiim topolojik uzaylar, morfizmleri topolojik uzaylar arasindaki
siirekli fonksiyonlar ve kompozisyon iglemi bilegke islemi olan yapiy1 T ile gosterelim.
Bu yap1 K1,K2 kosullarini sagladigindan dolay1 bir kategoridir. Bu kategoriye topolojik
uzaylar kategorisi denir. Simdi K1,K2 kosullarinin gosterelim.

K1) 71, 75,75, T, € Ob(K) olmak iizere
ke Mor(Ty,Tz),l € Mor(Tz,Ts) ve m € Mor(T3,T})
olsun. Fonksiyonlarin birlesme 6zelligi oldugundan dolay1
mo(lok) = (mol)ok

dir.
K2) Ob(T) daki her T} objesi igin

It

1

Tl —>T1

r — T

bi¢iminde bir fonksiyon her zaman var olup k ¢ Mor(Gy, Gs) icin

k’O[Tl = k = [TQOk‘



dir.

Ornek 2.1.5 Objeleri tiim vektor uzaylari, morfizmleri bu vektor uzaylar: arasinda
taniml lineer doniigiimler ve kompozisyon iglemi bileske islemi olan yapiy1 V ile gostere-
lim. Bu yap1 K1,K2 kosullarini sagladigindan dolay1 bir kategoridir. Bu kategoriye vek-
tor uzaylar1 kategorisi denir. K1,K2 kogullarinin saglandig: bir 6nceki 6rnekte yapildigi

gibi gosterilebilir.

2.2 Verilen Kategoriden Yeni Kategori Elde Etmek
2.2.1 Altkategoriler

Tanim 2.2.1.1 C bir kategori olsun. 3, asagidaki ozellikleri sagliyor ise 3 ye C nin
alt kategorisi denir.

(1) Ob(B) C Ob(C) veya Ob(B) objelerin smifi Ob(C) nin altsimifidir.

(2)Mor(B) C Mor(C) veya Ob(3) daki her A, B objeleri igin Morg(A, B) C
Morc(A, B) dir.

(3)B8 nin kompozisyon fonksiyonlari, C nin karsi gelen fonksiyonlarinin kisitlan-
miglaridir. Yani 8 deki iki morfizmin kompozisyonu, C deki kompozisyonu ile aynidir.

Ob(B) daki her A, B, C' objeleri i¢in
Mor(A,B) x Mor(B,C)  — Mor(A,QC)
(f,9) = gosf=gocf
dir.

(4)B nin birim morfizmi, C nin birim morfizmidir.

Bununla birlikte 3 daki her A, B objeleri i¢in
Morc(A, B) = Morg(A, B)

veya her B, B’ objesi i¢in B(B,B’) = C(B, B’) ise B ye C nin dolu altkategorisi
denir(Michael 1999, Charles 1999).
Ornek 2.2.1.1 Her kategori, kendisinin bir dolu altkategorisidir.



Ornek 2.2.1.2 Sonlu kiimeler kategorisi K; olmak tizere K; kategorisi kiimeler kate-
gorisinin dolu alt kategorisidir.
(1) Sonlu kiimelerin simfi tiim kiimelerin olugturdugu sinifin bir alt simfidir. Bagka

bir deyisle
Ob(K;) C Ob(K)

dir.
(2) A, B € Ob(K;) olmak iizere f ¢ Morg, (A, B) olsun. Bu durumda f doniigtimii
A dan B ye bir fonksiyondur. A dan B ye tanimlh fonksiyonlarin kiimesi Morg (A, B)

oldugundan f ayni zamanda Morg(A, B) ninde bir elemani olup buradan
Mork, (A, B) C Mork(A, B)

elde edilir.
(3) A, B,C € Ob(K;) olmak iizere, f € Morg, (A, B) ve g € Morg, (B, C) i¢in

f:A—=B,g:B—C

olsun. Bu durumda
Morg, (A, B) X Morg, (B, C) — Morg, (A, C)
(fi9) — gox, f=gok f
dir. Yani K; in morfizmleri K da karsilik gelen morfizmlerin kisitlanmigidir.
(4) Ob(K;) deki her bir A objesi i¢in

I, : A — A

bigimindeki birim morfizmler ayni1 zamanda K kategorisinin de birim morfizmidir.
Sonug 2.2.1.1 K kategorisinde sonlu iki kiime A, B olmak iizere f ¢ Mork(A, B)
alalm. A ve B kiimeleri sonlu kiimeler olduklarinda dolayr f ¢ Morg, (A, B) olur. Bu
durumda

Morg,(A,B) = Morg(A, B)

7



esitligi elde edilir ki bu da K; kategorisinin dolu alt kategori oldugunu gosterir.

Ornek 2.2.1.3 Objeleri kiimeler ve morfizmleri birebir ve érten fonksiyon olan ka-
tegoriyi K ile gosterelim. Ko kategorisi, K kategorisinin altkategorisidir. Fakat dolu
kategorisi degildir. Ciinkii her A, B ¢ Ob(K) i¢in Morg (A, B) kiimesindeki birebir érten

olmayan fonksiyonlar Morg, (A, B) kiimesinde yer almayacak yani
Morg,(A,B) # Mork(A, B)

dir.
Ornek 2.2.1.4 Abelyan gruplar kategorisi G’ olmak iizere G’ kategorisi gruplar ka-
tegorisinin dolu alt kategorisidir.

(1) Abelyan gruplarin simfi tiim gruplarin olugturdugu simifin bir alt simfidir. Bagka

bir deyisle
Ob(G') C Ob(G)

dir.
(2) A, B € Ob(G') olmak tizere f € Morg/(A, B) olsun. Bu durumda f déniigtimii
A dan B ye bir fonksiyondur. A dan B ye tanimh fonksiyonlarin kiimesi Morg(A, B)

oldugundan f aym zamanda Morg(A, B) ninde bir elemani olup buradan
Morg/(A, B) C Morg(A, B)

elde edilir.
(3) A, B,C € Ob(G') olmak iizere,

feMorg/(A,B) ve g e Morg,(B,C)
icin f: A— B,g: B — C olsun. Bu durumda
Morg/ (A, B) x Morg (B, C) — Morg/(A,C)
(f.9) = goa f=gocf

dir. Yani G’ in morfizmleri G de kargilik gelen morfizmlerin kisitlanmigidir.

4) Ob(G') deki her bir A objesi icin
(4) jesi i¢



Iy, : A — A

bi¢cimindeki birim morfizmler ayni zamanda G kategorisinin de birim morfizmidir.
Sonug 2.2.1.2 G kategorisinde abelyan iki grup A, B olmak iizere f ¢ Morg(A, B)
alalim. A ve B gruplar abelyan gruplar olduklarinda dolay1 f € Morg/(A, B) olur. Bu

durumda
Morg(A,B) = Morg(A, B)
esitligi elde edilir ki bu da G’ kategorisinin dolu alt kategori oldugunu gosterir.

2.2.2 Carpim Kategorisi

C ve D iki kategori olsun. Bu boliimde C x D bi¢iminde yeni bir kategori tanimlanacak-
tir. Bu kategoriye C ve D kategorilerinin garpim kategorisi denir.
Objeler: C x D nin objeleri,

Ob(C x D) = 0b(C) x Ob(D)

alinarak olugturulur. Bu smifin elemanlar1 C| D sirasiyla C ve D nin objeleri olmak

{izere

(€, D)

bigimindeki ikililerden olugmaktadir(Bican 2007).
Morfizmler: (C, D) ve (C’,D’); C x D nin objeleri ise,

Morcxpy((C, D), (C",D")) = Morc(C,C") x Morp(D, D’)
= {(f,9|f:C—=Cveg:D— D'}
Kompozisyon:

(fag> OCcxD (flug/) = (flocf7glng)

9



Simdi (K1) ve (K2) aksiyomlarmin saglandigin1 gosterelim.
(K1) Her

(fi,q1)eMor((Ay, Br), (C1, D1)), (fa, ga)eMor(((Ag, Ba), (Cy, D2)) ve
(f3,93)eMor(((As, Bs), (C3, D3))
icin

2

(f1,91) ooxp [(f2,92) occxp (f3,93)] = [(f1,91) ooxp (f2; g2)] ccxp (f3,93)
(f1,91) coxp [(f2,92) coxp (f3,93)] = (f1,91) ccoxp (f3 00 f2,93 0D g2)
(f3 e fz) oc [1, (93 °p 92) °D 91]

[
[f3 oc (f2 00 f1),93°p (92 °p 91)]
= (f2 oc f1,92 °p 91) OCcxD (f3,g3)

= [(f1791) OCxD (fz;gz)] OCxD (f3793)

(K2) Ob(C x D) deki her (A, B) objesi i¢in

(Ia,I1g) = Iap) : (A, B) — (A,B)

bi¢iminde birim morfizm var olup (f,9)eMor((A, B), (C, D)) icin

Ia,B)°cxD (f,g) = (1a,18) ocxp (f, 9)
= (focla,gopIp)
= (f.9)

ve

(f,9) ocxp Liexpy = (f,9) ccxp (IcoIp)
= ([COCfajDODg)
= (f.9)

Sonug olarak

Iiapyo (f,9) = (f,9) = (f,9) oL

oldugundan C x D bir kategoridir( Blyth 1986).
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2.2.3 Boliim Kategorisi

Tanim 2.2.3.1 C herhangi bir kategori ve ~, Mor(C) iizerinde bir denklik bagintisi
olsun.

(i) Her f € Morc(A, B) igin

[flv = H9lf ~ g} € Morc(A, B)
(i) [f]~ =[f]~ velg]l~ =[¢']~ olmak iizere

[fluolgle = [fleoldlue gof~gof

ise ~ ya, C nin bir kongiiransi denir.
Tamim 2.2.3.2 ~, C nin bir kongiiransi olsun. D = C/ ~ ile gosterecegimiz kategoriye
C nin boliim kategorisi denir.
Objeler: Ob(C/ ~) = Ob(C)
Morfizmler: Mor(C/ ~) ={[f]~: f e Mor(C)}
Kompozisyon: [f]. o [g]. = (g f]-
(K1) ve (K2) aksiyomlarimin saglandigini gosterelim.
(K1) Her [f]..[g]...[H]-eMor(C/ ~) icin

o f]. o [h].
go f)l.

>
o
—~

buradan ([f]..o [gl.) o (Al = [/}~ o (lg) o ].) elde edili.
(K2) Ob(C/ ~) daki her A objesi i¢in [, = [I4].: A — A bigiminde birim morfizm
var olup feM orc(A, B) olmak tizere

[f]~eMor(C/ ~) icin
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U]~ ocyn [fle = [f oc La]~

ve

[fl~ocy~ IBln = [Ipog,. flu

olup D = C/ ~ bir kategoridir. D = C/ ~ kategorisine C nin boliim kategorisi
denir(Blyth 1986).

2.2.4 Dual (Opposite) Kategori

C = (0Ob(C), Mor(A, B), o) herhangi bir kategori olsun. C nin dual kategorisi
C? = (0b(C),Mor(B,A),x)

olup * kompozisyonu

fxg = gof

bi¢iminde tanimlanir ve C ile gosterilir.

Bu ifadeden hareketle agagidaki sonuclar1 yazabiliriz:

(1) C° kategorisinin obje ve morfizmleri ile C kategorisinin obje ve morfizmleri
aynidir.

(2) f: A— Bign f e Obc(A,B) ise f : B — A morfizmi Obcer(B, A) nin bir
elemanidir.

(3) h = g o f morfizmi C kategorisinin bir elemam ise h = g o f morfizmi C°
kategorisinin bir elemanidir(Barr 1999, Charles 1999).
Onerme 2.2.4.1 Herhangi bir kategorinin duali yine kategoridir.

ispat:
K1) Her f € Morces(B,A),g € Morce(C,B) ve h € Morce(D,C) igin

12



fx(gxh) = (gxh)o

dir.
K2) Ob(C) deki her A objesi i¢in I4 : A — A bigiminde birim morfizm var olup
f € Morger(B, A) igin

f*xlp = Ipof = f
Iaxf = fola = f

yani

dir.

2.3 Ozel Objeler ve Morfizmler

Tanmim 2.3.1 C bir kategori olsun. C deki bir f : A — B morfizmi sol sadelegebilir

yani

fogi = fog =g =g

ise f ye monomorfizm (veya monik) denir(Oosten 1995).
Ornek 2.3.1 Kiime, Grp ve Top kategorilerinde her bire-bir morfizm bir moniktir.
Gergekten de f, g1, g2 bire-bir fonksiyonlar: ve Vz € A igin

(fog)(z) = (fog)()

olsun. Bu durumda

fli(@)) = f(g2(2))
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egitligi elde edilir. f fonksiyonu bire-bir oldugundan

91(r) = ga(z)

elde edilir.
Tanim 2.3.3 C bir kategori olsun. C deki f : A — B morfizmi sag sadelesebilir, yani

giof = gpof = g =9

ise f ye epimorfizm (veya kisace epik) denir(Oosten 1995).
Tanim 2.3.4 C bir kategori ve f : A — B, C de bir morfizm olsun.

gof = 1Ix

olacak bigimde g : B — A var ise f ye bir kesit(veya seksiyon) denir(Oosten 1995).
Hatirlatma 2.3.2 Her kesit moniktir, fakat tersi dogru degildir.
Ispat: Her kesit moniktir.

f kesit olsun. Yani gf = Ip olcak bi¢giminde g var olsun.

g !
8 — . P T ¢
fa = fo2 = (1 = 92
VaeA i¢in - (fg1)(a) = (f92)(a)
= 9(fg1(a)) = 9(f92)(a)
= (/) g(a)) = (9f)(g2(a))
= Ig(gi(a)) = Ip(g2(a))
= 91(a) = g(a)
= [ = 92
= f moniktir.

Fakat tersi dogru degildir.
Ornegin; Z-Mod da,
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f: Z - Z
n — 2n

tanmimlayalim. f bire-bir oldugundan f moniktir. Fakat f bir kesit degildir. Eger
olsaydi Vn € Z icin

2g(n) = g(2n)

olup 2g(n) olurdu. Ozel olarak 2¢g(1) = 1 dir. fakat bu miimkiin degildir. Ciinkii
2x = ldenkleminin Z de ¢oziimii yoktur. Boylece f bir kesit degildir.
Kesitin dual kavrami retreksiyondur.

Tamim 2.3.5 C bir kategori f: A — B, C de bir morfizm olsun.

olacak bigimde g : B — A var ise f ye bir retreksiyon denir(Oosten 1995).

2.4 Bimorfizm ve izomorfizm

Tanim 2.4.1 Bir morfizm monik ve epik ise bu morfizme bimorfizm denir(Blyth
1986).
Tanim 2.4.2 C kategorisinde A ve B objeleri verilsin. f : A — B morfizmi kesit ve

retraksiyon ise f ye izomorfizm denir. Yani
f:+A— Bizomorfizm <& fog=1Ig ve gof=14

olacak bigimde bir tek g : B — A morfizmi vardir. Bu durumda A objesi B objesine
izomorftur, denir ve A = B ile gosterilir. Buradaki g morfizmine ters morfizm denir.
Simdi ¢ nin tekligini gosterelim. Varsayalim ki ¢’ aym ozellige sahip diger bir morfizm

olsun. Yani f¢' = Ig ve ¢’ f = I4 olsun.
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g = Iag
= (9'f)g
= ¢'(f9)
= ¢'Ip

= g = ¢’ buradan da g tektir(Blyth 1986).
Ornek 2.4.1 Herhangi kategorideki her birim morfizm izomorfizmdir.

Tanim 2.4.3 Bir kategorideki her biomorfizm bir izomorfizm ise bu kategoriye denge-

lenmis (balanced) kategori denir(Blyth 1986).

2.5 11k, Son, Sifir, Carpim ve Toplam Objeler

2.5.1 1lk (initial) Objeler
Tamim 2.5.1.1 C kategorisindeki her X objesi i¢in
CLX)] =1

ise yani Morc(I, X) kiimesinin bir tek elemam varsa I ya C nin ilk objesi denir(Fokkinga
1994).
Ornek 2.5.1.1 Kiime, Grp, Top kategorilerindeki ilk objeler sirasiyla

bos kiime, {e}, bos uzay

dir.

Onerme 2.5.1.1 I; ve I,; C kategorisinin ilk objeleri ise
L = I

dir. Yani ilk obje izomorfizma farkiyla tektir.
Ispat: 1), ilk obje ise Mor(Iy,I,) = {f} ve I, ilk obje ise Mor(I;,I5) = {g} dir.

Teklikten I; — I ve Iy — I; morfizmleri tektir
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Iy

o 1 o Il
(Il‘ufll) = ([1 —>[1) ve ([QJ;)QIQ) = ([2 i>[2)
olup

gof = I, ve fog = I,

elde edilir. O halde I; = I, dir.

2.5.2 Son Objeler

Tanmim 2.5.2.1 Bir C kategorisinde her X objesi i¢in
Mora(X,S)

kiimesi tek morfizmden olugmakta ise C nin S objesine son obje denir(Fokkinga 1994).

Ornek 2.5.2.1 Kiime,Grp, Top kategorilerindeki son objeler sirasiyla;

{z}(veya{o}), {e}, X = {x} topolojik uzay

dir.
Onerme 2.5.2.1 S; ve S5, C kategorisinde son objeler ise 57 = .S, dir.
ispat: S5 son obje ise S ER S, tek morfizm var ve S son obje ise S, 2, S, tek morfizm

vardir. Teklikten;

S LS LS gof = I
Szi’51i>52; ng = ]Sz

olup
S = 5

dir. Yani son obje izomorfizm farkiyla tektir.
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2.5.3 Sifir Objeler

Tanim 2.5.3.1 C kategorisindeki Z objesi hem ilk hem de son obje ise Z ye C nin
sifir objesi denir(Blyth 1986).

Ornek 2.5.3.1 Grp, Modg kategorilerinde {e}, {0} objeleri hem ilk hemde son obje
olup aynmi zamanda sifir objelerdir.

Ornek 2.5.3.2 Kiime, Top, Halka kategorilerinin sifir objeleri yoktur. Ciinkii ilk ve

son objeler birbirinden farkhdir.
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Tanmim 2.5.3.2 C kategorisinin her A, B objeleri i¢in
Mor(A,B) # ¢

ise C ye baglantili kategori denir(Blyth 1986).

2.5.4 Carpim Objeler

Tanim 2.5.4.1 C bir kategori, A , B € Ob( C) ve

m: C — A ve my : C — B
C nin morfizmleri olsun. Bu durumda D bir obje ve

¢ : D — A wve ¢ : D — B

morfizmleri verildiginde

D
H1 i 0z
v
A o C » B
Ty T2
Sekil 2.1
diyagrami degismeli olacak bicimde bir tek
qg : D — C

morfizmi varsa C' ye A ve B nin ¢arpim objesi denir(Oosten 1995).
Ornek 2.5.4.1 K kiimeler kategorisi, A ve B iki kiime olsun. Bu durumda A ve B

objelerinin ¢carpim objesi A x B kartezyen carpim kiimesidir. Ciinkii D bir kiime ve
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¢1 : D — A wve ¢o :' D — B

morfizmleri verildiginde

D
01 i Oz
v
A < C , B
Ty T2
Sekil 2.2

diyagrami degismeli olacak bicimde bir tek

¢ : D — AxB

r = (q(x),q(r))

morfizmi vardir. Gergekten de Vx ¢ D icin

(mog)(z) = ml(z)) = mla(),q(z))
= q(z)

ve

(m20q)(x) = m(q(z)) = m2(q(), q(z))
= q()

oldugundan diyagram degigmelidir. Simdi bir tek oldugunu gosterelim. Varsayalim ki
(miod) = @ ve (mod) = @
olacak bi¢iminde
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g : D - AxB
r = (q(2),¢(x))

doniigiimii var olsun. Bu durumda Vz € D igin

(miod)(z) = m(d(x)) = milq

ve

(moq)(z) = m(d(x) = m(q(z),¢(x))
= (r) = ¢2(2)
oldugundan g = ¢ elde edilir ki bu da ¢ déniisiimiiniin bir tek oldugunu gosterir.
Ornek 2.5.4.2 G gruplar kategorisi, G ve H iki grup olsun. Bu iki grubun carpim

objesi

C = GxH = {(z,y) : xzeG,yeH}
(z,9)(@"y) = (22',99)
dir(G x H, (x,y)(z',y') = (x2',yy’) islemleriyle birlikte bir gruptur). Ciinkii D bir
grup ve

¢ D — G wve ¢ : D — H

grup homomorfizmleri verildiginde

01 4z

Sekil 2.3
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diyagrami degismeli olacak bicimde bir tek

qg : D — Gx H
v — (q(z), q(z))

grup homomorfizmi vardir. O halde G ve H objelerinin ¢arpim objesi G x H dir.

2.5.5 Toplam Objeler

Tanim 2.5.5.1 C bir kategori A,B € Ob(C) ve
i1 : A - A+B we i, : B - A+ B
doniisiimleri C kategorisinin morfizmleri olsun. Bu durumda C bir obje olmak {iizere
f+ A — C wve g : B — C

morfizmleri verildiginde

Sekil 2.4

diyagrami degismeli yani

<f>g>i1 :f ve <fag>i2 = g

olacak biciminde bir tek

<f,g> : A+B — C
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morfizmi varsa A + B objesine A ve B nin toplam(coproduct) objesi denir(Blyth
1986).
Ornek 2.5.5.1 K kiimeler kategorisi, X ve Y iki kiime olsun. Bu durumda X ve Y

nin ayrik birlegim kiimesi X LY, X ve Y nin toplam objesidir. Ciinkii Z bir kiime ve
f: X - Z wve g :Y — Z

morfizmleri verildiginde

<f,g »

-
L4

MUY , ¥
Sekil 2.5
diyagrami degismeli olacak biciminde bir tek
<f,g> : XUY — Z
fonksiyonu vardir. Burada i; ve i, igine fonksiyon ve

her zeX icin < f,g> (xr) = f(x)
her yeY dcin < f,g> (y) = g(y)

dir. Gergekten de Va e X i¢in

(<fig>oi)(x) = <fg>(i(x) = <fig>() = [f(z)
ve Vy € Y igin

(<frg>oix)ly) = <[fg>(ialy)) = <fog>) = g@)
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oldugundan diyagram degigmelidir. $imdi < f,¢g > doniigiimiiniin bir tek oldugunu

gosterelim. Varsayalim ki
<[flg>oin = [ ve <[f.g>0ciy = g
ve

her xeX icin < f',¢ > (z) = f'(x)
g/

(y)

her yeY icin < f'.¢' > (y) =
olacak bicimde < f’, ¢’ > doniisiimii var olsun. Bu durumda Vz ¢ X
(<fhg >on)(z) = <[ >@)x) = <[> = flz) = flz)
ve Vy € Y icin
(<flg >oia)y) = <f.g>() = <f.d>@ = g = g

elde edilir ki bu durumda < f, g > doniigiimiiniin bir tek oldugunu gosterir.

2.6 Funktorlar

Bu boliimde bir kategoriden diger bir kategoriye giden morfizm kavrami tanimlanacak-
tir.

Tanim 2.6.1 C ve D iki kategori olsun.
F : Mor(C) — Mor(D)

fonksiyonu;

(i) (Birimlerin korunmasi) C her A objesi igin
F(IA) = ]F(A) )
(ii) (Kompozisyonlarim korunmasi) f o g, C nin bir kompozisyonu ise

F(fog) = F(f)oF(g);
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ozelliklerini saglaniyor ise F' ye C den D ye bir funktor denir ve (C, F, D) ile gosterilir.
Bu tanmimla birlikte asagidaki sonuclar1 yazabiliriz.
1. A, C kategorisinin herhangi bir objesi olmak iizere F'(A), D kategorisinin bir
objesidir.

2. f: A — B doniisiimii C kategorisinin bir morfizmi olmak {izere
Ff:F(A) — F(B)

doniisiimii D kategorisinin bir morfizmidir.

3. A, B € Ob(C) olmak iizere
F(Morc(A,B)) C Morp(F(A),F(B))

dir(Oosten 1995).
Ornek 2.6.1 C herhangi bir kategori olmak {izere

Io: C — C
Ic(A) =A
Ie(f) =71
bigiminde tanimlanan déniigiim bir funktordur. Bu funktora birim funktor denir.

Ornek 2.6.2 C,D nin bir alt kategorisi olmak iizere

I : C — D

o=

(I : Morc(C) < Mor(D) gomme fonk.) bigiminde tanimlanan déniigiim bir funktor-
dur.

Ornek 2.6.3 C/ ~, C nin boliim kategorisi olmak {izere

Q: Mor(C) — Mor(C/~)
Q) = A

)
Q(f) = /]



bigiminde tanimlanan déniigiim bir funktordur. Bu funktora b6liim funktoru denir.
Ornek 2.6.4 C,D iki kategori ve B, D nin herhangi bir sabit objesi olmak iizere C

nin herhangi bir A objesi i¢in F(A) = B ve f: A} — Ay mofizmi i¢in

F(f) : F(A) — F(Ay)

bigiminde, yani D nin biitiin morfizmleri birim mofizm ise bu durumda

F : C — D

funktoruna sabit funktor denir.
Onerme 2.6.1 F: A — Bve G : B — C iki funktor ise Go F : A — C bir funktordur.
ispat

1. A kategorisinin herhangi bir X objesi i¢in /x birim morfizm olsun. Bu durumda

(GoF)(Ix) = G(F(Ix))
= lawrx))
dir. Sonug olarak G o F' fonksiyonu birimleri koruyor.

2. fog, A nin bir kompozisyonu olmak {iizere

(GoF)(fog) = G(F(foyg))
= G(F(f)o F(9))
= G(F(f)) o G(F(9))
dir. Sonug olarak G o F fonksiyonu kompozisyon iglemini koruyor. O halde G o F

fonksiyonu bir funktordur.

Tanmim 2.6.2 F : C — D bir funktor olsun.

F : C? — D (veya F:C — D)
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bir funktor ise F' ye kontravaryant funktor denir. Bu durumda F' bir kontravaryant

funktor ise
F(fog) = F(9)oF(f) ve F(la) = Ipa)

dir.
Ornek 2.6.8 F : Ab — Kiime bir fonksiyon ve B, Ab nin sabit bir objesi olmak iizere

F(A) = Hom(A,B)

ve

f: A — A, homomorfizmi i¢in

F(f) - F(A) - F(A;)

I I
Hom(As, B) — Hom(A,, B)

Q = F(f)e(@)=Qof

bigiminde tanimlanan F' kontravaryant bir funktordur. Bu tanimdan dolay1

f -
Ay T A

af Q

Sekil 2.6

diyagrami degismelidir. Simdi

F(fog) = F(g)oF(f)
oldugunu gosterelim. @ ¢ Hom(As, B) igin
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F(fog) Q) = Q(fog)

dir. Sonug olarak

dir.

2.7 Dogal Transformasyonlar
Tanim 2.7.1 F': C — D ve G : C — D iki funktor olmak iizere
(i) C nin her A objesi igin
n :F(A) — G(A)

morfizmi Mor(D) kiimesindedir,

(i) Vf: A— B e Mor(C) igin

F(A) G(A)

F(f) Gif)

FE) T am)
Sekil 2.7

diyagrami degismelidir,
sartlar1 saglaniyorsa n : F' — G doniigiimiine F' den G ye bir dogal transformasyon
denir.

Tanim 2.7.2 n: F — G dogal transformasyon olsun. Her A objesi i¢in
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na = F(A) — G(A4)
izomorfizm ise 1 ye dogal izomorfizm denir. Bu durumda
m' oo GA) — F(4)
ters izomorfizmi var olup ! : G — F dogal transformasyonu tanimlanir ve
n : F =2 G

ile gosterilir.

Tanim 2.7.3 C ve D iki kategori ve
G : C - D

bir funktor olsun. Bu durumda

funktoru ve
n : Iy — GF wve ¢ : FG — Ip
dogal izomorfizmleri varsa
G : C —- D

funktoruna kategorilerinin denkligi, C ve D kategorilerine de denk kategoriler

denir.(Blyth 1986)
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2.8 Esitleyiciler
Tanim 2.8.1 C bir kategori, A ve B, C nin objeleri olmak {izere

f:+ A —- B wve g: A — B

(f # ¢g) morfizmleri verilsin. Bu durumda agagidaki kosullar saglaniyor ise (E, j)
ikilisine ya da kisaca j ye (f, g) nin esitleyicisi (equalizer), E ye ise esitleyici obje
denir.
(1) E € Ob(C) ve
j !
F - A = B
g

diyagram icin f o j = g o j dir.

(2) C' € Ob(C) objesi i¢in

h : C — A ve foh = goh

verildiginde

i f
E A > B
A —_—

2
K h
C
Sekil 2.8

diyagrami degismeli yani j o k = h olacak bicimde bir tek
k. C — FE
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morfizmi vardir(Oosten 1995).

Ornek 2.8.1 K, kiimeler kategorisi ve A, B herhangi iki kiime olmak tizere

f i+ A —- Buwveyg: A — B(f#g9)

fonksiyonlar: verilsin.

1. E={aeA: f(a) =g(a)} C A kiimesini tanmimlayalim. Bu durumda
j . F — A
a — jla)=a
fonksiyonu i¢in f o j = g o j dir. Gergektende Vz € F icin
(foi)x) = [fU(x) = flz) =g(x) = g(@) = (g0j)(z)

dir.
2. C € Ob(C) olmak iizere

verildiginde

E > S
. AT B
g
k h
C
Sekil 2.9

diyagrami degismeli olacak biciminde bir tek
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k: C — F
¢ — k(c)=nh(c)

fonksiyonu vardir.

Sonug olarak (FE,j), f ve g morfizmlerinini bir egitleyicisidir.

Genel olarak Kiime, grup ve topoloji kategorileri icin egitleyici obje
{aeA: fla) =g(a)}

dur.

Tanim 2.8.2 C herhangi bir kategori, A ve B, C nin objeleri olmak iizere

f,g:A —* B

morfizmleri verilsin. Bu durumda agagidaki kogullar saglaniyorsa (C, h) ikilisine ya da
kisaca h ye (f, g) nin koesitleyicisi (coequalizer) denir(Oosten 1995).

(1) C € Ob(C) ve

f h
A= B — C
9

diyagrami icin h o f = h o g dir,
(2) D € Ob(C) objesi igin

verildiginde

=

Sekil 2.10
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diyagrami degismeli yani t o h = k olacak biciminde bir tek
t . C — D

morfizmi vardir(Oosten 1995).

2.9 Geri Cekmeler(Pullback) ve ileri itmeler(Pushouts)
2.9.1 Geri Cekmeler(Pullback)

Tamim 2.9.1.1 C bir kategori olsun. A, B, X, C nin objeleri ve
a : A — X ve f: B — X

morfizmleri olsun.

f
i » A
g o
¥ ¥
B B 4
Sekil 2.11

diyagrami degigmeli yani o f = [ o g verildiginde
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Y

Sekil 2.12
o' oe = f ve ' oe = g olacak biciminde
e Z — Y

bir tek morfizmi var ise (o/, ") ne (a, 3) nin geri ¢ekmesi, Y objesine de geri ¢ekme
objesi denir(Blyth 1986).
Ornek 2.9.1.1 K kiimeler kategorisi A, B, C' birer kiime ve

a : A — C ve f: B — C
fonksiyonlar olmak iizere (o, ) nin geri ¢cekmesi (74, 75) geri ¢cekme objesi
D = AxgB = {(z,y):a(x)=py)} € AxB

dir. Ciinkii
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Y
=)

Y

Sekil 2.13
degismeli diyagrami verildiginde
E
f
£
Ty,
2B >
g
Mg
v
A o "
Sekil 2.14

diyagrami degismeli olacak biciminde bir tek

e : FE — AxgB
z = (f(2),9(2))

morfizmi vardir(Aytekin 2010).

2.9.2 [{leri itmeler(Pushouts)

Tanim 2.9.2.1 C bir kategori olsun. A, B,C ¢ Ob(C) ve

35




fi i A —- B we fo : A — C

C de morfizmler olsun. Bu durumda

(i)

A f B
fg 22
¥ v
C * p
21
Sekil 2.15

diyagrami degismeli olacak bicimde
g : C — P ve go : B — P

morfizmleri vardir.

(i) @ objesi ve

A t1 B
fg hE
L J v
C hy T Q

Sekil 2.16

diyagrami degismeli olacak bicimde morfizmleri verildiginde
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fz 22

hs

)
L )
-

1

Sekil 2.17
diyagrami degismeli olacak bicimde bir tek
h : P — Q

morfizmi vardir.

Kosgullar1 saglaniyor ise (P, g1, g2) ye ya da kisaca P ye (f1, f2) nin ileri itmesi denir(Aytekin
2010).
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3 PASCH GEOMETRI

Tanmim 3.1 A bir kiime, e ¢ A ve Ay C A x A X A olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan
(A, e, Ay) iicliisiine A iizerinde bir Pasch Geometri denir.

(1) Ya € A igin (a,b,e) € Ay olacak bigimde bir tek b € A vardir (Genelde b terimi
a” ile gosterilir).

(2) e = e ve Va € Aigin (a¥)# = a dir.

(3) (a,b,c) € Ay ise (b,c,a) € Ay dir.

(4) (a1, a9,a3), (a1, a4,as) € Ay ise Jag € A vardir dyleki
(a67af7a2)7 (aﬁ,a5,a§é) €Ay

dir(Bhattarai 1997).
Onerme 3.1 A bir kiime ve (A,e, Ay) iicliisii A iizerinde bir Pasch Geometri ise

asagidaki 6nermeler dogrudur.
1. (a,b,¢) € Ay ise (¢#,b% a™) e Ay dir.

2. a,b e Aise 3c € A vardir oyle ki (a,b, c) € Ay dir(Harrison 1979).

ispat:
1. (a,b,c) € Ay oldugunu kabul edelim. A bir Pasch geometri oldugundan

(a,a”,e) e Ay
olacak biciminde bir tek a* ¢ A vardir. 4. aksiyom geregince
(a,b,c) € Ag ve (a,a™,e) € Ay ise Jag € A
vardir oyle ki (ag,a,b) € Ay ve (ag,e,c?) e Ay dir. Aym diistince ile
(ag,a,b) € Aq ve (ag,e,c?) € Ay ise Jaz e A

vardir dyle ki (ar,e,a) € Ay ve (ag, ¢, 0%) € Ay dir. (a7,e,a) € Ayise (a,ar7,e) € Ay
olur. (a, a”,e) € Ay olacak biciminde bir tek a” ¢ A olacagindan a; = a# dir. Sonug
olarak (¢ b%, a*) e A, elde edilir.

2. a,b e A olsun. A bir Pasch geometri oldugundan
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(a,a”,e) e Ay ((a7,a,e) € Ag) ve (b,b7 e) € Ay
olacak biciminde bir tek a* ve b# vardir. 3. aksiyom geregince
(e,b,b%) € Ay ve (e,a”,a) e Ay

dir. 4. aksiyom geregince ise Jc € A vardir dyle ki (¢, a,b) € Ay ve (¢,a,b) € Ay olur.
Buradan (a, b, c) € A4 elde edilir.

Ornek 3.1 A = {(2,,2) : 7,9,z € Rve  + y + z = 0} olmak iizere (R,0,A) siral
tigliisti R {izerinde bir Pasch geometridir.

Coziim:

1. R kiimesi toplama iglemine gore bir grup oldugundan dolay1 a+a* +0 = 0 olacak
bicimde bir tek a* vardir ve ¥ = (—a) dir.

2. 0% =0 ve (a¥)# = —(—a) = a dir.

3. (a,b,c¢) € A olsun. Bu durumda a+b+c = 0 dir. R kiimesinde toplama igleminin
degisme 6zelligi oldugundan dolay1 b + ¢ + a = 0 dir. Dolayisiyla (b, c,a) € A dir.

4. (ay,as,as), (a1, aq,as) € A olsun. Bu durumda ay +as+a3 =0 ve a; +as+as =0
elde edilir. Bu iki esitlikten a4y — as = az — a5 elde edilir. ag = a4 — ay = a3z — a;
alalim. buradan ag + (—a4) + a2 = 0 ve ag + a5 + (—a3) = 0 olur. Sonug olarak
(ag, al , az), (ag, a5, al) € A elde edilir.

Ornek 3.2 A = {(2,,2) : =,y,2 € R\{0} ve zyz = 1} olmak tizere (R\{0},1,A)
tigliisit R\{0} tizerinde bir Pasch geometridir.
Coziim:

1. R/{0} kiimesi ¢arpma iglemine gore bir grup oldugundan dolay1 a.a”.1 = 1
olacak biciminde bir tek a* vardir, ve a* = % dir.

2. 1% =1=1ve (a*)# =1 =adu.

3. (a,b,c¢) € A olsun. Bu du:"umda a.b.c = 1dir. R\{0} kiimesinde ¢arpma igleminin
degisme 6zelligi oldugundan dolay1 b.c.a = 1 dir. Dolaywsiyla (b, ¢, a) € A dir.

4. (a1, az,as), (a1, aq,as) € A olsun. Bu durumda a;.az.a3 = 1 ve aj.ag.a5 = 1 elde

edilir. Bu iki esitlikten —— = -1 = % — 35 ogit]igi elde edilir. ag = % = % alalim.
> a2a3 aqas az as > a2 as
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Bu durumda 1 = af,
aq

edilir

1

w = al olmak iizere (ag,al , as), (ag, as,al) € A ifadesi elde

Tanim 3.2 A bir Pasch geometri olmak iizere;
V(a,b,c) e Ay = (b,a,c) e Ay

onermesi dogru ise A geometrisine degigmelidir, denir(Bhattarai 1997).

Tanmim 3.3 A bir Pasch geometri ve
Y(a,b,c),(a,b,d) e Ay = c=d

onermesi dogru ise A geometrisine sharp geometri denir(Bhattarai 1997).

Onerme 3.2 A bir sharp geometri olmak iizere
a,b,c e Aigin (a,b,c) e Ay = ab=c"

onermesi saglandiginda A kiimesi . islemi ile birlikte bir grup yapisi olusturur.

Tersine her bir G' grubu
ry=2z" = (1,9,2) € Ag

onermesi saglandiginda G grubu birim elemamn ile birlikte bir sharp geometri olustu-

rur(Bhattarai 1999).

ispat:

1. (Kapalilik 6zelligi): Va,b € A i¢in a.b = ¢* olsun. Bu durumda (a,b,c) € Aa
dir. ¢ € A oldugundan ¢# ¢ A olacak biciminde bir tek ¢ € A vardir. Sonug olarak a.b
€A elde edilir.

2. (Birlesme 6zelligi): Va, b, c € A igin a.(b.c) = (a.b).c oldugunu gosterelim.
Va,b ¢ A igin (a,b,z) € Ay olacak bigimde 3z ¢ A vardir. Bu durumda a.b = z#
dir((a, b, ) € A4 ise Pasch geometrinin 3. tnermesi geregi (b, z,a) € Ay).

Vb,c e Aicin (b,c,y) € Ay olacak bicimde Jy € A vardir. Bu durumda b.c = y# dir.
Pasch geometri tanimimin 4. 6nermesi geregi (b, ¢,y), (b,x,a) € Ay = Jag € A vardir

oyle ki (ag, 77, ¢), (ag, a,y”) € Ay dir. Bu durumda z%.c = a.y* elde edilir. Oyleyse
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a.(b.c) = (a.b).c

esitligi dogrudur.

3.(Birim eleman): A bir Pasch geometri oldugundan Va € A icin (a,a”,e) € Ay
dir. Pasch geometrinin 3. énermesi geregi (e, a,a”) € Ay dir. Bu durumda e.a = a dir.
Benzer bigimde (a¥, a,e) € A4 olacagindan a.e = a elde edilir. Bu durumda . igleminin
etkisiz elemani var ve e dir.

4.(Ters eleman): Va ¢ A igin (a,a¥,e) ¢ Ay oldugundan a.a¥ = e ve benzer
bicimde (a*,a,e) € Ay olacagindan a*.a = e dir. Bu durumda a~! = a* dir.

Tanim 3.4 (Alt geometri) A bir geometri ve S C A olsun. e € S ve
3 s1,80€S dgin (81,80, 7)eAy = xeS

onermesi dogru oluyor ise S ye A nin altgeometrisi denir. Ag = Ay N (S xS x 9)
alindiginda (5, e, Ag) yapist bir altgeometri olur.

S, A nin altgeometrisi ve
Va,beA wve bazi seS igin (s,a,b)eA = Ts1eS wvardr dyleki (s1,b,a)eA

onermesi dogru ise S ye normal alt geometri denir(Bhattarai 1997).
S, A nin alt geometrisi olmak tizere, A kiimesinin elemanlar1 arasinda agagidaki baginti

tanimlansin.
Va,beAigin  a~b < sy, s0eS ve zedicin  (a, 51, 2%), (2, b7, 89)eA

A kiimesi iizerinde tanimlanan bu baginti bir denklik bagintisidir. Bu denklik bagintisi
A kiimesini denklik simflarina ayirir. a € A i¢in @ min denklik simfi [a] = {z : a ~ x}
bigimindedir. A kiimesinin tiim denklik simiflariin kiimesi ise A//S = {[a] : a € A}
bi¢iminde gosterilir.

Onerme 3.4 S, A nin altgeometrisi olmak iizere

Anys = {(X,)Y;2): XY, ZeA] /S, Jxe X, yeY, zeZ ve (x,y, 2)eAu}
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biciminde bir sirali ticlii kiimesi tanimlansin. Bu durumda (A//S, S, A4//s) yapist bir
Pasch geometridir. Bu geometriye A nin boliim geometrisi denir(Bhattarai 1997).
ispat:
1. X € A//S olmak iizere (X, X#,S) € Ay/s alahm. Bu durumda tammdan dolay:

JreX, yeY, zeS ve (x,y,e)eA 4

dir. A bir geometri oldugundan (z,y, €)eA 4 olacak bigiminde bir tek y = z# €A vardir.
Sonug olarak X#e A//S bir tektir.

2. a € S olsun. S bir geometri oldugundan (a,a”,e) € S olacak bigiminde bir tek
a?eS vardir. A//S kiimesinin elemanlar1 denklik simflar1 olup, denklik siniflar1 kiimesi
ya birbirlerine esittir ya da ayriktir. a*e S oldugundan S N S# £ ) dir. Sonug olarak
S = 5% elde edilir. Aym zamanda (X#)# = X oldugu agiktir.

3. (X,Y,Z) € Ays olsun. Bu durumda

dre X,ye Y, ze Z ve (z,y,2)eA 4

dir. (z,y, z)eA 4 ise Pasch geometrinin 3. aksiyomu geregince (y, z, z)eA 4 dir. Buradan
(Y, Z, X)eA s s elde edilir.
4. (A1, Ay, Ag), (Aq, Ay, As) € Ayy/g oldugunu kabul edelim. Bu durumda

Jaj€Ay, aseAs, azeAs, ase Ay, aseAs ve (aq,as,a3)eAq, (a1, aq, as)eA 4
dir. A bir geometri oldugundan dag € A vardir 6yleki
(ag, al,ay), (ag, a5, al) € Ay
dir. Bu durumda 344 € A//S igin
(A6, AT, As), (A, As, AY) € Ay

elde edilir.

Onerme 3.5 (A,eq, A4) ve (B,ep, Ag) Pasch geometrileri icin
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Auxp = {((a17b1>a (a27b2)7 (a3,b3)) : (@1>a27a3)€AA7 (51752, bS)EAB}

olmak tizere (A X B, (ea, ep), Aaxp) ligliisii bir Pasch geometridir. Bu geometriye A ile

B nin carpim geometrisi denir.

ispat:
1. Y(a,b) € A x B icin a ¢ A oldugundan a? bir tektir. Benzer bigimde b ¢ B icin
b7 bir tektir.

(a,a%,eq) € Aq ve (b, b7, ep) € Ap

oldugundan garpim geometrisi tanimindan dolay1 ((a, b), (a™,b%), (e, ep)) € Aaxp olur.
Dolayisiyla V(a,b) € A x B igin bir tek (a, b)# vardir ve (a,b)* = (a¥,b?) dir.

2. (ea,ea,€e4) € Ay ve (ep,ep,ep) € A oldugundan

((easer), (easep), (ea,er)) € Aaxp

elde edilir. Sonug olarak (e4,ep)? = (ea, ep) dir.

V(a,b) € A x Bicin (a¥,a,e4) € Ag, (b7,b,ep) € Ap oldugundan

((a®,b%), (a,b), (ea,eB)) € Aaxp

elde edilir. Boylece ((a,b)#)# = (a,b) dir.
3. ((a1,b1), (as,bs), (as,b3)) € Aaxp olsun. Bu durumda

(alja2,a3) e Ay ve (51,52753) e Ap

dir. Pasch geometrinin 3. aksiyomu geregince (as, ag,aq1) € Ay ve (be, b3, b1) € Ap olur.

Boylece

((ag,b2), (as, b3), (a1,b1)) € Aaxp

elde edilir.
4. ((a1,b1), (az,be), (a3, b3)), ((a1,b1), (a4, bs), (as,bs)) € Asxp olsun. Bu durumda
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(a1, a2, a3), (a1, a4, a5) € Ay ise Jag € A icin (ag, al | az), (ag, as,al ) € Ay
dir. Benzer bi¢iminde
(b1, b2, b3), (b1, ba, bs) € Ap ise (bs, by, ba), (bs, bs, b)) € Ap
dir. Bu iki ifadeden

((a67 b6)7 (afv bf)v (an b2))’ ((aﬁa b6)7 (CL5, b5)v (a?ﬁf#’ b#)) € AAXB

elde edilir.

Tanim 3.5 A ve B Pasch geometriler olmak iizere f : A — B fonksiyonu igin

flea) =ep wve (z,y,2)eAa = (f(2), [(y), [(2))eAs

onermesi saglaniyorsa f fonksiyonuna A dan B ye tanimli geometrik morfizm denir. f

bir geometrik morfizm olmak iizere
Ky = {a:aeA, f(a) =ep}
kiimesine morfizmin ¢ekirdegi,
Im; = {b:beB,b= f(z) ve zeA}

kiimesine ise f morfizminin goriintii kiimesi denir(Harrison 1979).
Tanim 3.6 f : A — B geometrik morfizmi icin f~! mevcut ve B den A ya bir morfizm
ise bu durumda f fonksiyonuna A dan B ye geometrik izomorfizm denir. f: A — B

bir geometrik izomorfizm ise

(z,9,2)eBa = (f(2), f(y), f(2))eAr

onermesi dogrudur(Harrison 1979).
Tanim 3.7 A ve B Pasch geometriler olmak iizere f : A — B doniigiimii geometrik

morfizm ve

(f(z), f(y),b)eAp = FzeA vardir dyleki b = f(2) ve (z,y, 2)eAa
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onermesi dogru ise f : A — B fonksiyonuna geometrik homomorfizm denir(Harrison
1979).

Onerme 3.6 f : A — B geometrik homomorfizm olmak iizere K 7 kiimesi A geometrisinin
altgeometrisi, Imy kiimesi ise B geometrisinin altgeometrisidir(Bhattarai 1997).
Ispat: f bir homomorfizma oldugundan e ¢ K podir. ki, ko € Ky igin (ky, k2,a) € Ay
olsun. Bu durumda (f(k1), f(k2), f(a)) € Ap olur. ki, ks € Ky oldugundan f(k;) = ep
ve f(ky) = ep olur. Bu durumda (ep,ep, f(a)) € Ag olup (e, f(a),ep) € Ap elde
edilir. f(a) = €%, = ep oldugundan a ¢ K 7 olur. Bu durumda K bir alt geometridir.
Simdi Imf nin B nin alt geometrisi oldugunu gosterelim. f(es) = ep oldugundan ep
€ Imy dir. my,mg € Imy i¢in (mq,ma,a) € Ap oldugunu kabul edelim. Bu durumda
f(k1) = mq, f(ko) = mgy olacak bigiminde Jky, ks € A vardir. Boylece (f(k1), f(k2),a)
¢ Ap yazabiliriz. f doniigiimii bir homomorfizma oldugundan 3z € A vardir dyle ki
f(2) = a ve (ki, kg, 2) € Ay dir. Bu durumda f(z) = a € Imy olur. Sonug olarak Im;
B nin alt geometrisidir.

Onerme 3.7 Geometrik homomorfizmlerin bileskesi de geometrik homomorfizmdir.
Ispat: A, B ve C birer Pasch geometriler olmak iizere f : A — Bve g: B — C
geometrik homomorfizmalar olsun. Oncelikle g o f : A — C doniisiimiiniin geometrik

morfizm oldugunu gosterelim. (x,y,z) € A, ise f doniigtimii morfizm oldugundan

(f (@), f(y), [(2)) € Ap

olur. (f(x), f(y), f(2)) € Ap ise g doniisiimii morfizm oldugundan

(9(f(2)), 9(f(v)),9(f(2))) € Ac

elde edilir. Boylece go f : A — C doniigiimii geometrik morfizm olur. Simdi go f :
A — C doniigiimiiniin geometrik homomorfizma oldugunu gosterelim.

g : B — C bir homomorfizm oldugu i¢in 3b ¢ B vardir 6yleki

g(b) =cve (f(x),f(y),b) € AB

dir. f: A — B doniisiimii de bir homomorfizm oldugundan 3z ¢ A vardir 6yle ki
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f(z)=0bve (x,y,2) € Aa

dir. Bu durumda 3z € A vardir 6yle ki (go f)(z) = ¢ ve (z,y, z) € Ay dir. Sonug olarak
go f: A— C doniigiimii bir homomorfizmdir.
Onerme 3.8 A, B,C ve D Pasch geometriler ve f : A — B,g: B — C,h: C — D

homomorfizmler olmak {izere

ho(gof) = (hog)of

dir.
Ispat: Vz e A icin

((hog)o f)(z) = (hog)(f(z)) = hg(f(x)) = h((gof)(x)) = (ho(gof))(z)

elde edilir.

Onerme 3.9 A ve B birer Sharp geometri olmak tizere f : A — B bir geometrik
homomorfizm olsun. Bu durumda f doniisiimii bir grup homomorfizmidir.

Ispat: A, B Sharp geometrileri Onerme 3.2 den dolay1 birer grup yapisidir.

f: A — B doniigiimii geometrik homomorfizm oldugundan f(e4) = ep dir.

Va,y € A igin A bir Sharp geometri oldugundan (x,y, z) € A4 olacak bigimde bir tek

ze A vardir. A kiimesinde tanimlanan islemden dolay:
oy = 2"
dir. Buradan
flzy) = f(z%)

elde edilir.

A bir Pasch geometri oldugundan

(2,27, e4) € A
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olacak bicimde bir tek z# € A vardir. f bir homomorfizm oldugundan aynm zamanda

(f(2), f(z%), f(ea)) € Ap

dir. B kiimesi bir Pasch geometri oldugundan f(z) € B igin

(f(2), [f ()], flea)) € A

olacak bigimde bir tek [f(2)]” € B vardir. B geometrisi sharp geometri oldugundan

f&*) = [f ()"

elde edilir.

(x,y,2) € Ay ise f bir homomorfizma oldugundan

dir. Boylece

elde edilir. f(z#) = [f(2)]* oldugundan

flry) = f(z).f(y)

olur. Sonug olarak f doniigiimii bir grup homomorfizmidir.
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4 PASCH GEOMETRILERIN KATEGORIKSEL
YAPISI

Simdi Pasch geometrilerin kategorisini olusturalim. Bu kategoride objelerimiz Pasch
geometriler morfizmlerimiz geometrik homomorfizmler ve kompozisyon iglemimiz ise

fonksiyonlardaki bilegke iglemi olacaktir.

Ob(P) = {A: A bir Pasch geometri}
Morp(A,B) = {f:f:A— B,geometrik homomorfizm}

Ob(P) deki her A, B, C objeleri i¢in kompozisyon iglemi

ke + Morp(A,B) x Morp(B,C) — Morp(A,Q)
kic(f.9) = gof=gf

bicimindedir.
Kurdugumuz bu sistem bir kategoridir. Bundan sonra bu kategori P ile gosterilecektir.
Onerme 4.1 Degismeli (Abelyan) geometrilerin kategorisi P; olmak {izere P; kategorisi
P kategorisinin bir alt kategorisidir.
Onerme 4.2 Sharp geometrilerin kategorisi P, olmak iizere P, kategorisi P kate-
gorisinin bir alt kategorisidir.
Onerme 4.3 P kategorisinde ilk(initial) ve son(terminal) objeler mevcuttur. Bu objeler
izomorfizm farkiyla bir tektir.
Ispat: P kategorisinde tek elemanli her bir obje ilk objedir. Ornegin kiimeler kat-
egorisinde X = {x} ve Ay = {(x,z,2)} olmak iizere (X, x, Ax) Pasch geometrisini
alalim. Bu geometriden diger geometrilere tanimlanan homomorfizmler her zaman bir
tektir.
Simdi bu ilk objelerin izomofizm farkiyla bir tek oldugunu gosterelim. X, X5; P kate-

gorisinin ilk objeleri olsun. Bu durumda X, bir ilk obje oldugundan

MOTP(Xl,Xg) = {f}
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olacak biciminde bir tek f morfizmi vardir. Benzer bicimde X5, bir ilk obje oldugundan
Morp(Xy, X1) = {g}
olacak bi¢iminde bir tek g morfizmi vardir.
gof Ixy fog Ix,
(Xl — Xl) = (Xl — X1> ve (X2 — Xg) = (Xg — XQ)
olup kiimeler arasinda tanimlanan morfizmin tek olmasindan
gof = Ix, ve fog = Ix,

elde edilir. Boylece X; = X, dir.Yani ilk objeler izomorfizm farki ile bir tektir.

P kategorisinde tek elemanli her bir obje son objedir. Ornegin kiimeler kategorisinde
X ={z} ve Ax ={(x,z,2)}

olmak iizere (X,z, Ayx) Pasch geometrisini alalim. P deki her bir geometriden X
geometrilerine her zaman bir tek homomorfizma tanimlanir.
Simdi bu son objelerin izomorfizm fark: ile bir tek oldugunu gosterelim. X; ve Xs; P

kategorisinin son objeleri olsun. X, bir son obje oldugundan

f:Xi— X

olacak bi¢iminde bir tek morfizm vardir. Benzer bicimde X; bir son obje oldugundan
g:Xo— Xy

olacak biciminde bir tek morfizm vardir. Kiimeler arasinda tanimlanan morfizm tek

oldugundan

Xlinin cgof = Ix
X5 X, L Xy o fog = Iy,

olup
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X7 = Xo

dir. Yani son obje izomorfizm farkiyla bir tektir.

Sonug 4.1 P kategorisinde X objesi hem ilk obje hem de son obje oldugundan X objesi
ayni zamanda P kategorisinin sifir objesidir.

Onerme 4.4 P, Pasch geometriler kategorisi, A ve B Pasch geometriler olsun. Bu

durumda bu iki geometrinin carpim objesi
AxB = {(z,y)lveA,yeB}

bi¢imindeki ¢arpim geometrisidir.

Ispat: Onerme 3.5 de belirtildigi gibi, A ve B iki geometri olmak iizere (Ax B, (e, €5), AuxB)
yapist bir geometridir ve bu geometriye A ile B nin carpim geometrisi denir. Bu
geometrinin A ile B nin ¢arpim objesi oldugunu gosterelim.

D herhangi bir geometri olmak {iizere
@1 : D — A wve ¢o :' D — B
morfizmlerini ele alalim. Bu durumda

g : D — AxB
r = q(@) = (q(z), g(z))

doniigiimii bir geometrik homomorfizmdir. Gergekten de ep ¢ D olsun. Bu durumda
qa(ep) = (q1(ep), g2(en))

olur. ¢; ve ¢y birer homomorfizm oldugundan
q1(ep) = ea, @2(ep) = ep

elde edilir. Boylece q(ep) = (e4, ep) olur.

(x,y,2) € Ap alalim. Bu durumda ¢; ve ¢y birer homomorfizm oldugundan

(Q1($),Q1(y),q1(2)) € AA ve <q2(x)7Q2(y)7Q2<Z)) € AB

20



elde edilir. Sonug olarak

(@1(7), @2(2)), (1 (y), 2(y), (1(2), @2(2)) € Aaxp

elde edilir. Boylece ¢ doniisiimii bir morfizmdir.

(q(x),q(y),b) € Asxp olsun. Bu durumda ¢ doéniisiimiiniin tanimindan dolayi;

(@1 (%), g2(2)), (1(y), @2(y)), (b1, b2)) € Aaxp

dir.

(@1(7), @2(2)), (1(y), @2(y)), (b1, b2)) € Aaxs
= (Q1($)aQ1(y)7b1)€AA ve (92($>7Q2(y)752>€AB

dir. ¢; doniigiimii homomorfizm oldugundan

by = qi(21) ve (z,y,21) € Ap

olacak bicimde dz; € D vardir. Benzer diisiinceyle g, doniisiimii homomorfizm oldugun-

dan
by = q2(22) ve (2,y, 22) € Ap
olcak bicimde dz; € D vardir. Bu durumda
(q(x),q(y),b) € Aaxp = Tz € D vardir yle ki q(z) = b ve (x,y,2) € Ap
onermesi dogru oldugundan ¢ doniisiimii bir homomorfizmdir.

m : AXB — A we m, : AXxB — B
(z,y) — =z (z,y) — y

olmak iizere

o1



01 Oz

AxB
Ty T2

Sekil 4.1

diyagrami degismelidir. Gergektende Vx ¢ D igin

(moq)(z) = mlqz)) = mla(),q(x))
= q(7)

ve

(moq)(z) = m(q(z)) = m(a(z),q(z))
= q(7)

oldugundan 7y 0q = ¢, my0q = ¢o dir. Simdi bu bi¢imde tanimlanan ¢ homomorfizminin

bir tek oldugunu gosterelim. Asagidaki diyagram degismeli olacak bicimde
g:D—AxB

homomorfizmini ele alalim.

02



01 Oz

AxB
Ty T2

Sekil 4.2
Bu durumda diyagram degismeli oldugundan Vz € D icin
(mod)(z) = alz) ve (mod)(z) = ¢z)

olmalidir. Bu durumda

ve

olup ¢ = ¢ elde edilir. Yani ¢ : D — A x B homomorfizmi bir tektir.

Sonug olarak A, B objelerinin ¢arpim objesi
AxB = {(z,y)|zeA, yeB}

objesidir.
Onerme 4.5 P, kategorisinde ayn1 tanim ve goriintii kiimesine sahip her morfizm ¢ifti
bir esitleyiciye sahiptir.

Ispat: X ve Y, P, kategorisinin iki objesi olmak iizere f, ¢ : X — Y morfizmler olsun.
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E = {z:zeX, f(x)=g(x)} CX

olmak iizere F, X in bir alt geometrisidir. £ C X olup f ve g morfizmler oldugundan
flex) = ey ve glex) = ey dir. Buradan f(ex) = g(ex) elde edilir. Bu durumda ey €

E dir.
Jx1, 29 € Figin (21,29, 7) € Ay
olsun. f, g birer homomorfizm oldugundan

(21,29, 0)eAx = (f(1), [(22), f(2))eAy ve (g(z1), g(22), g(w))eAy

dir. 1, z9¢F igin f(x1) = g(x1), f(x2) = g(z2) dir. X ve Y geometrileri sharp geometri
oldugundan dolay1 f(z) = g(z) olup = € E elde edilir. Oyleyse E bir alt geometridir.
Simdi

1 F— X

r — X

bigiminde bir déniisiim tanimlayalim. Bu doéniisiim bir homomorfizmdir. Ayrica foi =

g o1 dir. Gergekten de VreF igin

(foi)(x) = fliz)) = [flz) = glx) = gli(x)) = (goi)(z)

dir. VzeE igin (f oi)(z) = (g o ¢)(x) oldugundan f oi = g o elde edilir.

Diger taraftan
k:FE — X
bir geometrik homomorfizm ve f ok = go k olsun. Her z ¢ E’ i¢in
(f o k)(z) = f(k(z) = g(k(z) = (g 0 k)(x)
oldugundan k(x) € E elde edilir. Boylece Im(k) C E dir. Bu durumda
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h : E — E
r — h(x)=k(z)

doniisiimiinii tamimlayabiliriz. Bu durumda i o h = k dir. Gergektende VxeFE' igin

(ioh)(x) =i(h(x)) = i(k(r)) = k()

dir. Simdi

k4

Sekil 4.3
diyagrami degismeli olacak bigiminde m,n : £/ — E doniigimleri segelim. Bu durumda
ton=Fk ve iom==Fk

olur. Vo € E' igin k(z) = (i on)(z) = i(n(z)) = n(x) ve k(z) = (iom)(x) = i(m(z)) =
m(x) oldugundan Vz e E’ igin n(x) = m(x) olur. Yani £’ den E ye tamimlanan ve
yukaridaki diyagrami degismeli yapan bir tek homomorfizm vardir. Boylece (E, ) ikilisi
f ve g doniisiimlerinin bir egitleyicisidir.

Onerme 4.6 P, Sharp geometrilerinin kategorisi olmak iizere bu kategoride geri ¢ekim-
ler vardir.

Ispat: 6: A — X ve ¢ : B — X geometrik homomorfizmler ve

Y = {(a,0):0(a) = ¢(b)}
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olsun. Y C A x B olup A x B iizerinde tanimlanan carpim kategorisinin alt geometri-

sidir. Gergekten de Y C A x B ve (eq,ep) € Y dir.
(a1,b1), (az,b2) € Y ve ((ay,b1), (az,be)(z1,x2)) € Aaxp
olsun. Carpim kategorisinin tanimindan
(a1, a9,71) € A ve (b1, by, x2) € B

olur. # ve ¢ birer homomorfizma olduklarindan

(0(a1),0(az),0(z1)) € X ve (¢(b1), ¢(b2), p(22)) € X

elde edilir. (a1,b1), (az,bs) € Y oldugundan 0(a;) = ¢(b1),0(as) = ¢(b2) olup, X sharp
geometri oldugundan 0(x1) = ¢(z2) dir. Buradan (x1,22) € YV elde edilir. Boylece Y
bir altgeometridir.

Simdi

ve

5 : Y — B
(a,b) — b

doniigiimlerini tanimlayalim (bu déniigiimler birer homomorfizmdir). Agikca goriildiigii

gibi
L
¥ > A
B 2]
B , A
¢
Sekil 4.4
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diyagrami degismelidir. Simdi bu diyagramin bir geri cekme diyagrami oldugunu gostere-

lim. f ve g doniigiimleri birer homomorfizm ve Z bir geometri olmak iizere

.I:
z » A

Sekil 4.5

diyagrami degigmeli olsun. Yani 6o f = ¢ o ¢ olsun. Bu durumda her z ¢ Z icin
(0o f)(z)=0(f(z)) = ¢(g(x)) = (dog)(z)

olup (f(z), g(z)) € Y elde edilir.

e : Z — Y
r — (f(z),9(x))

olacak bi¢iminde bir doniigiim tanmimlayalim. Bu durumda

z

>

=+
L 4

Sekil 4.6
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diyagraminda alt ve iist ticgenler degismelidir.Jimdi € : Z7 — Y doniigtimiiniin bir tek

oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki
e Z =Y
z = (f(2).d(2))
doniisiimii i¢cin foe’ = g ve a o0&’ = f olsun. Bu durumda

pe'(x)) = B((f'(x),d'(x)) = g'(x) = g(x)

ve

a(e'(z)) = a((f'(2),g'(x)) = ['(x) = f(x)

oldugundan ¢ = ¢’ elde edilir ki bu durumda ¢ : Z — Y doniisiimii bir tektir.
Onerme 4.7 P, Pasch geometriler kategorisini gostermek iizere, Ob(P) deki her A, B

geometrileri igin f,g € Morp(A, B) olmak iizere
f~g&Vae Aicin f(a) = bg(a)b? olacak bigimde b ¢ B vardar.

bi¢iminde tanimlanan baginti1 bir denklik bagintisi olup ayni zamanda bir kongiiranstir.
Ispat: Once tammlanan bagmtmn bir denklik bagmtis: oldugunu gésterelim.
1 (Yansima ozelligi): f ~ f < Va e A icin f(a) = bf(a)b? olacak bigiminde b ¢ B

vardir. Ya € A i¢in b = f(a) alinirsa

fla) = fla)f(a)[f(a)*

olup f ~ f elde edilir.
2 (Simetri ozelligi): f~g=g¢ & f
f ~ g oldugunda Va € A icin f(a) = bg(a)b? olacak biciminde b ¢ B nin var oldugunu

biliyoruz. Ya € A icin d = b* alalhm. Bu durumda
fa) =bg(a)bp* = b*f(a)b=g(a) = df(a)d* = g(a)
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elde edilir. O halde Va ¢ A i¢in g(a) = df (a)d* olacak bi¢iminde d = b# ¢ B vardir.
Sonug olarak g ~ f dir.
3 (Gegisgkenlik ozelligi): f~gveg~h= f Zh
f ~ gveg~ holdugundan Va € A icin f(a) = big(a)b? ve g(a) = byh(a)bl olacak
bi¢iminde by, by € B vardir.
fla) = bigla)p}

= by(boh(a)b? )b

= biboh(a)b5 b}

= (bib2)h(a)(biba)*
olup f(a) = bh(a)b* olacak bigiminde b = b1by € B vardir. Yani f ~ h dir.
Boylece ~ bagintisi bir denklik bagintisidir. Simdi bu bagintinin bir kongiirans oldugunu

gosterelim.

(i) Ob(P) deki her A, B geometrileri i¢in f € Morp(A, B) olmak iizere
[fl~ = {g:geMorp(A,B), f~g} C Morp(A,B)

dir.

i) [f] = [f'] ve lg] = [g] ise [f]olg] = [f]oly] yani [go f] = [¢" o f] oldugunu

gosterelim.
fifftA—B ve g, : B—C

morfizmler olsun.
f ~ f" oldugundan Va € A i¢in f(a) = by f’ (a)bfﬁ olacak bicimde b, € B vardir. Benzer
sekilde g ~ ¢’ oldugundan Vb € B icin g(b) = c1¢'(b)c} olacak bi¢imde ¢; € C' vardr.

Vae Aigin  (go f)(a) = g
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g(b1)c1 = ¢ olsun. Bu durumda

(g0 f)(a) = ca2g’ o f)(a)ch

elde edilir. Sonug olarak

lgo fl=1g"of]

dir.

(i) ve (ii) kosullar1 saglandigindan dolayr ~ eslenik bagmntisi Mor(P) iizerinde bir
kongiiranstir.

Simdi P nin boliim kategorisini olugturalim.

*Ob(P/ ~) = Ob(P)

* Mor(P/ ~) = {[f]~] ~ eslenik bagintisi1},

*fle={9| f~g&Vae Aicin f(a) = bg(a)b? olacak bigiminde b ¢ B vardir.}
*[f1, lg] € Ob(P/ ~) olmak tizere kompozisyon islemi [f]op /. [g] = [gop f] bicimindedir.

Bu islemin K1,K2 sartlarini sagladigini gosterelim.

2

K1) VfeMor(A,B),ge Mor(B,C)vehe Mor(C, D) igin ([f]o[g])o[h] = [f]o([g]o]h])

([fTelgl) e lhl =

[
[
= [(hog)o f] (P bir kategori oldugundan)
[
[

oldugundan ([f] o [g]) o [h] = [f] o ([g] o [h]) elde edilir.
K2) Ob(P/ ~) deki her A objesi igin 14 : A — A birim morfizmi var olup

feMor(X,Y)
olmak tiizere

[Ix]~opjn [fl~ = [fop1x]
= [fl~
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ve

[fl~op/n [yl = [ly op f]o
- [f]~

= [f]~op~ [1y]~ dir. Boylece P/ ~ bir boliim kategorisidir.
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