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ŞEK·IL D·IZ·IN·I............................................................................................. ix
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1 G·IR·IŞ

Kategori teorisi, matematiksel yap¬lar ve bunlar aras¬ndaki ili̧skilerle soyut olarak il-

gilenen bir matematik kuram¬d¬r. Bir kategori birbirleriyle ili̧skili matematiksel nes-

neler s¬n¬f¬n¬n (örne¼gin gruplar¬n, topolojik uzaylar¬n, vektör uzaylar¬n) özünü yakala-

maya çal¬̧s¬r. Geleneksel olarak yap¬ld¬¼g¬gibi tekil nesneler üzerine yogunlaşmak yerine,

nesneler aras¬ndaki yap¬muhafaza edici dönüşümler (yani mor�zmler) üzerine yo¼gun-

laş¬r. Gruplar örne¼ginde bu dönüşümler grup homomor�zmalar¬, topolojik uzaylarda

sürekli fonksiyonlar, vektör uzaylar¬nda ise lineer dönüşümlerdir. Bunun yan¬nda bu

teoride farkl¬kategorileri funktorlar arac¬l¬¼g¬ile ili̧skilendirmek mümkündür. Funktor-

lar bir kategorinin her bir nesnesini di¼ger kategorinin bir nesnesiyle ve bir kategorideki

mor�zmi di¼gerindeki bir mor�zme ili̧skilendiren fonksiyonlar¬n bir genelleştirmesidir.

Bunun ötesinde, bu tip yap¬lar "do¼gal bir ba¼g¬nt¬ya" sahiptir ve bir funktoru di¼gerine

ili̧skilendirme yolu olan do¼gal transformasyon �krine olanak tan¬r.

Kategoriler, funktorlar ve do¼gal transformasyonlar kavram¬ Samuel Eilenberg ve

Saunder Maclane taraf¬ndan 1945 y¬l¬nda "General Theory of Naturel Equivalences"

adl¬ yay¬nlar¬nda ortaya at¬lm¬̧st¬r. Başkalar¬n¬n yan¬ s¬ra Ulam taraf¬ndan benzer

düşüncelerin 1930 lar¬n sonunda Polonya okulunda ortaya ç¬kt¬¼g¬iddia edilmi̧stir.

Kategori teori ça¼gdaş matemati¼gin, teorik bilgisayar bilimlerinin ve uygulamal¬�-

zi¼gin ilgilendi¼gi bir matematik kuram¬d¬r. Kategori teorisi hala geli̧smekte ve i̧slevleri

buna paralel olarak artmaktad¬r.
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2 TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Kategoriler

Tan¬m 2.1.1 C ile gösterece¼gimiz kategori aşa¼g¬da verilen ve istenenleri sa¼glayan bir

sistemdir.

(i) Ob(C); elemanlar¬obje olarak isimlendirilen bir s¬n¬ft¬r. Bu s¬n¬f¬n elemanlar¬

genellikle A;B;C; ::::; X; Y; Z; :::: ile gösterilecektir.

(ii) A;B objeleri için

MorC(A;B) = ff j f : A! Bg

biçiminde ifade edilen elemanlar¬mor�zm olarak isimlendirilen bir kümedir(Mor�zmler

bazen ok olarak isimlendirilir). Ob(C) deki her A objesi için

IA�MorC(A;A)

mor�zmine birim mor�zm denir.

(iii) Ob(C) deki her A;B;C objeleri için

kBA;C :MorC(A;B)�MorC(B;C)!MorC(A;C)

(f; g)! kBA;C(f; g) = g � f = gf

biçiminde tan¬mlanan ve kompozisyon olarak isimlendirilen bir i̧slemdir.

(i),(ii),(iii) sistemde var olmas¬gerekenlerdir. Sistemin sa¼glamas¬gerekenler yani

istenenler:

(K1)(Assosyatif Özelli¼gi) Her f � Mor(A;B); g � Mor(B;C) ve h � Mor(C;D) için

h(gf) = (hg)f

olmal¬d¬r.

(K2)(Birimlilik) Ob(C) deki her A objesi için

IA : A! A
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biçiminde birim mor�zm var olup f � Mor(A;B) için

fIA = f = IBf

olmal¬d¬r (Fokkinga 1994).

Örnek 2.1.1 Objeleri tüm kümeler, mor�zmleri kümeler aras¬ndaki fonksiyonlar ve

kompozisyon i̧slemi bileşke i̧slemi olan yap¬y¬K ile gösterelim. Bu yap¬K1,K2 koşullar¬n¬

sa¼glad¬¼g¬ndan dolay¬bir kategoridir. Bu kategoriye Kümeler kategorisi diyece¼giz. Şimdi

bu yap¬n¬n K1 ve K2 koşullar¬n¬sa¼glad¬¼g¬n¬gösterelim.

K1) A;B;C;D � Ob(K) olmak üzere

f � Mor(A;B); g � Mor(B;C) ve h � Mor(C;D)

olsun.

8x � A için

((h � g) � f)(x) = (h � g)(f(x)) = h(g(f(x))) = h((g � f)(x)) = (h � (g � f))(x)

oldu¼gundan

h � (g � f) = (h � g) � f

elde edilir.

K2) Ob(K) daki her A objesi için

IA : A ! A

x ! x

biçiminde bir fonksiyon her zaman var olup f � Mor(A;B) ve 8x � A için

(f � IA)(x) = f(IA(x)) = f(x) = IB(f(x)) = (IB � f)(x)

oldu¼gundan
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f � IA = f = IB � f

dir.(Barr 1999, Charles 1999)

Örnek 2.1.2 Objeleri tüm gruplar, mor�zmleri gruplar aras¬ndaki homomor�zmalar

ve kompozisyon i̧slemi bileşke i̧slemi olan yap¬y¬G ile gösterelim. Bu yap¬K1,K2

koşullar¬n¬sa¼glad¬¼g¬ndan dolay¬bir kategoridir. Bu kategoriye gruplar kategorisi denir.

Şimdi bu yap¬n¬n K1 ve K2 koşullar¬n¬sa¼glad¬¼g¬n¬gösterelim.

K1) G1; G2; G3; G4 � Ob(G) olmak üzere

k � Mor(G1; G2); l � Mor(G2; G3) ve m � Mor(G3; G4)

olsun. Fonksiyonlar¬n birleşme özelli¼gi oldu¼gundan dolay¬

m � (l � k) = (m � l) � k

dir.

K2) Ob(G) daki her G1 objesi için

IG : G1 ! G1

x ! x

biçiminde bir fonksiyon her zaman var olup k � Mor(G1; G2) için

k � IG1 = k = IG2 � k

dir.

Örnek 2.1.3 Objeleri tüm abelyan gruplar, mor�zmleri abelyan gruplar aras¬ndaki

homomor�zmalar ve kompozisyon i̧slemi bileşke i̧slemi olan yap¬y¬G0 ile gösterelim.

Bu yap¬K1,K2 koşullar¬n¬sa¼glad¬¼g¬ndan dolay¬bir kategoridir. Bu kategoriye abelyan

gruplar kategorisi denir. Şimdi bu yap¬n¬nK1 ve K2 koşullar¬n¬sa¼glad¬¼g¬n¬gösterelim.

K1) G01; G
0
2; G

0
3; G

0
4 � Ob(G

0) olmak üzere

k � Mor(G01; G
0
2); l � Mor(G

0
2; G

0
3) ve m � Mor(G03; G

0
4)

olsun. Fonksiyonlar¬n birleşme özelli¼gi oldu¼gundan dolay¬
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m � (l � k) = (m � l) � k

dir.

K2) Ob(G0) daki her G01 objesi için

IG01 : G01 ! G01

x ! x

biçiminde bir fonksiyon her zaman var olup k � Mor(G01; G
0
2) için

k � IG01 = k = IG02 � k

dir.

Örnek 2.1.4 Objeleri tüm topolojik uzaylar, mor�zmleri topolojik uzaylar aras¬ndaki

sürekli fonksiyonlar ve kompozisyon i̧slemi bileşke i̧slemi olan yap¬y¬T ile gösterelim.

Bu yap¬K1,K2 koşullar¬n¬sa¼glad¬¼g¬ndan dolay¬bir kategoridir. Bu kategoriye topolojik

uzaylar kategorisi denir. Şimdi K1,K2 koşullar¬n¬n gösterelim.

K1) T1; T2; T3; T4 � Ob(K) olmak üzere

k � Mor(T1; T2); l � Mor(T2; T3) ve m � Mor(T3; T4)

olsun. Fonksiyonlar¬n birleşme özelli¼gi oldu¼gundan dolay¬

m � (l � k) = (m � l) � k

dir.

K2) Ob(T) daki her T1 objesi için

IT1 : T1 ! T1

x ! x

biçiminde bir fonksiyon her zaman var olup k � Mor(G1; G2) için

k � IT1 = k = IT2 � k
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dir.

Örnek 2.1.5 Objeleri tüm vektör uzaylar¬, mor�zmleri bu vektör uzaylar¬ aras¬nda

tan¬ml¬lineer dönüşümler ve kompozisyon i̧slemi bileşke i̧slemi olan yap¬y¬V ile göstere-

lim. Bu yap¬K1,K2 koşullar¬n¬sa¼glad¬¼g¬ndan dolay¬bir kategoridir. Bu kategoriye vek-

tör uzaylar¬kategorisi denir. K1,K2 koşullar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬bir önceki örnekte yap¬ld¬¼g¬

gibi gösterilebilir.

2.2 Verilen Kategoriden Yeni Kategori Elde Etmek

2.2.1 Altkategoriler

Tan¬m 2.2.1.1 C bir kategori olsun. �, aşa¼g¬daki özellikleri sa¼gl¬yor ise � ye C nin

alt kategorisi denir.

(1) Ob(�) � Ob(C) veya Ob(�) objelerin s¬n¬f¬Ob(C) nin alts¬n¬f¬d¬r.

(2)Mor(�) � Mor(C) veya Ob(�) daki her A;B objeleri için Mor�(A;B) �

MorC(A;B) dir.

(3)� nin kompozisyon fonksiyonlar¬, C nin kaŗs¬ gelen fonksiyonlar¬n¬n k¬s¬tlan-

m¬̧slar¬d¬r. Yani � deki iki mor�zmin kompozisyonu, C deki kompozisyonu ile ayn¬d¬r.

Ob(�) daki her A;B;C objeleri için

Mor(A;B)�Mor(B;C) ! Mor(A;C)

(f; g) 7! g �� f = g �C f

dir.

(4)� nin birim mor�zmi, C nin birim mor�zmidir.

Bununla birlikte � daki her A;B objeleri için

MorC(A;B) =Mor�(A;B)

veya her B;B0 objesi için �(B;B0) = C(B;B0) ise � ye C nin dolu altkategorisi

denir(Michael 1999, Charles 1999).

Örnek 2.2.1.1 Her kategori, kendisinin bir dolu altkategorisidir.
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Örnek 2.2.1.2 Sonlu kümeler kategorisi K1 olmak üzere K1 kategorisi kümeler kate-

gorisinin dolu alt kategorisidir.

(1) Sonlu kümelerin s¬n¬f¬tüm kümelerin oluşturdu¼gu s¬n¬f¬n bir alt s¬n¬f¬d¬r. Başka

bir deyi̧sle

Ob(K1) � Ob(K)

d¬r.

(2) A;B � Ob(K1) olmak üzere f � MorK1(A;B) olsun. Bu durumda f dönüşümü

A dan B ye bir fonksiyondur. A dan B ye tan¬ml¬fonksiyonlar¬n kümesi MorK(A;B)

oldu¼gundan f ayn¬zamanda MorK(A;B) ninde bir eleman¬olup buradan

MorK1(A;B) �MorK(A;B)

elde edilir.

(3) A;B;C � Ob(K1) olmak üzere, f � MorK1(A;B) ve g � MorG1(B;C) için

f : A! B; g : B ! C

olsun. Bu durumda

MorK1(A;B)�MorK1(B;C) ! MorK1(A;C)

(f; g) 7! g �K1 f = g �K f

d¬r. Yani K1 in mor�zmleri K da kaŗs¬l¬k gelen mor�zmlerin k¬s¬tlanm¬̧s¬d¬r.

(4) Ob(K1) deki her bir A objesi için

IA : A ! A

biçimindeki birim mor�zmler ayn¬zamanda K kategorisinin de birim mor�zmidir.

Sonuç 2.2.1.1 K kategorisinde sonlu iki küme A;B olmak üzere f � MorK(A;B)

alal¬m. A ve B kümeleri sonlu kümeler olduklar¬nda dolay¬f � MorK1(A;B) olur. Bu

durumda

MorK1(A;B) = MorK(A;B)

7



eşitli¼gi elde edilir ki bu da K1 kategorisinin dolu alt kategori oldu¼gunu gösterir.

Örnek 2.2.1.3 Objeleri kümeler ve mor�zmleri birebir ve örten fonksiyon olan ka-

tegoriyi K2 ile gösterelim. K2 kategorisi, K kategorisinin altkategorisidir. Fakat dolu

kategorisi de¼gildir. Çünkü her A;B � Ob(K) içinMorK(A;B) kümesindeki birebir örten

olmayan fonksiyonlar MorK2(A;B) kümesinde yer almayacak yani

MorK2(A;B) 6= MorK(A;B)

dir.

Örnek 2.2.1.4 Abelyan gruplar kategorisi G0 olmak üzere G0 kategorisi gruplar ka-

tegorisinin dolu alt kategorisidir.

(1) Abelyan gruplar¬n s¬n¬f¬tüm gruplar¬n oluşturdu¼gu s¬n¬f¬n bir alt s¬n¬f¬d¬r. Başka

bir deyi̧sle

Ob(G0) � Ob(G)

dir.

(2) A;B � Ob(G0) olmak üzere f � MorG0(A;B) olsun. Bu durumda f dönüşümü

A dan B ye bir fonksiyondur. A dan B ye tan¬ml¬fonksiyonlar¬n kümesi MorG(A;B)

oldu¼gundan f ayn¬zamanda MorG(A;B) ninde bir eleman¬olup buradan

MorG0(A;B) �MorG(A;B)

elde edilir.

(3) A;B;C � Ob(G0) olmak üzere,

f � MorG0(A;B) ve g � MorG0(B;C)

için f : A! B; g : B ! C olsun. Bu durumda

MorG0(A;B)�MorG0(B;C) ! MorG0(A;C)

(f; g) 7! g �G0 f = g �G f

d¬r. Yani G0 in mor�zmleri G de kaŗs¬l¬k gelen mor�zmlerin k¬s¬tlanm¬̧s¬d¬r.

(4) Ob(G0) deki her bir A objesi için

8



IA : A ! A

biçimindeki birim mor�zmler ayn¬zamanda G kategorisinin de birim mor�zmidir.

Sonuç 2.2.1.2 G kategorisinde abelyan iki grup A;B olmak üzere f � MorG(A;B)

alal¬m. A ve B gruplar¬abelyan gruplar olduklar¬nda dolay¬f � MorG0(A;B) olur. Bu

durumda

MorG0(A;B) = MorG(A;B)

eşitli¼gi elde edilir ki bu da G0 kategorisinin dolu alt kategori oldu¼gunu gösterir.

2.2.2 Çarp¬m Kategorisi

C veD iki kategori olsun. Bu bölümdeC�D biçiminde yeni bir kategori tan¬mlanacak-

t¬r. Bu kategoriye C ve D kategorilerinin çarp¬m kategorisi denir.

Objeler: C�D nin objeleri,

Ob(C�D) = Ob(C)�Ob(D)

al¬narak oluşturulur. Bu s¬n¬f¬n elemanlar¬C;D s¬ras¬yla C ve D nin objeleri olmak

üzere

(C;D)

biçimindeki ikililerden oluşmaktad¬r(Bican 2007).

Mor�zmler: (C;D) ve (C 0; D0);C�D nin objeleri ise,

Mor(C�D)((C;D); (C
0; D0)) = MorC(C;C

0)�MorD(D;D0)

= f(f; g) j f : C ! C 0 ve g : D ! D0g

Kompozisyon:

(f; g) �C�D (f 0; g0) = (f 0 �C f; g0 �D g)

9



Şimdi (K1) ve (K2) aksiyomlar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬gösterelim.

(K1) Her

(f1; g1)�Mor((A1; B1); (C1; D1)); (f2; g2)�Mor(((A2; B2); (C2; D2)) ve

(f3; g3)�Mor(((A3; B3); (C3; D3))

için

(f1; g1) �C�D [(f2; g2) �C�D (f3; g3)]
?
= [(f1; g1) �C�D (f2; g2)] �C�D (f3; g3)

(f1; g1) �C�D [(f2; g2) �C�D (f3; g3)] = (f1; g1) �C�D (f3 �C f2; g3 �D g2)

= [(f3 �C f2) �C f1; (g3 �D g2) �D g1]

= [f3 �C (f2 �C f1); g3 �D (g2 �D g1)]

= (f2 �C f1; g2 �D g1) �C�D (f3; g3)

= [(f1; g1) �C�D (f2; g2)] �C�D (f3; g3)

(K2) Ob(C�D) deki her (A;B) objesi için

(IA; IB) = I(A;B) : (A;B)! (A;B)

biçiminde birim mor�zm var olup (f; g)�Mor((A;B); (C;D)) için

I(A;B) �C�D (f; g) = (IA; IB) �C�D (f; g)

= (f �C IA; g �D IB)

= (f; g)

ve

(f; g) �C�D I(C�D) = (f; g) �C�D (IC � ID)

= (IC �C f; ID �D g)

= (f; g)

Sonuç olarak

I(A;B) � (f; g) = (f; g) = (f; g) � I(C;D)

oldu¼gundan C�D bir kategoridir( Blyth 1986).

10



2.2.3 Bölüm Kategorisi

Tan¬m 2.2.3.1 C herhangi bir kategori ve �; Mor(C) üzerinde bir denklik ba¼g¬nt¬s¬

olsun.

(i) Her f � MorC(A;B) için

[f ]� = fgjf � gg �MorC(A;B)

(ii) [f ]� = [f 0]� ve [g]� = [g0]� olmak üzere

[f ]� � [g]� = [f 0]� � [g0]� , g � f � g0 � f 0

ise � ya, C nin bir kongürans¬denir.

Tan¬m 2.2.3.2 �, C nin bir kongürans¬olsun. D = C= � ile gösterece¼gimiz kategoriye

C nin bölüm kategorisi denir.

Objeler: Ob(C= �) = Ob(C)

Mor�zmler: Mor(C= �) = f[f ]� : f � Mor(C)g

Kompozisyon: [f ]� � [g]� = [g � f ]�
(K1) ve (K2) aksiyomlar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬gösterelim.

(K1) Her [f ]�; [g]�; [h]��Mor(C= �) için

([f ]� � [g]�) � [h]�
?
= [f ]� � ([g]� � [h]�)

([f ]� � [g]�) � [h]� = [g � f ]� � [h]�
= [h � (g � f)]�
= [(h � g) � f ]�
= [f ]� � [h � g]�
= [f ]� � ([g]� � [h]�)

buradan ([f ]� � [g]�) � [h]� = [f ]� � ([g]� � [h]�) elde edilir.

(K2) Ob(C= �) daki her A objesi için IA = [IA]� : A! A biçiminde birim mor�zm

var olup f�MorC(A;B) olmak üzere

[f ]��Mor(C= �) için
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[IA]� �C=� [f ]� = [f �C IA]�
= [f ]�

ve

[f ]� �C=� [IB]� = [IB �C=� f ]�
= [f ]�

olup D = C= � bir kategoridir. D = C= � kategorisine C nin bölüm kategorisi

denir(Blyth 1986).

2.2.4 Dual (Opposite) Kategori

C = (Ob(C);Mor(A;B); �) herhangi bir kategori olsun. C nin dual kategorisi

Cop = (Ob(C);Mor(B;A); �)

olup * kompozisyonu

f � g = g � f

biçiminde tan¬mlan¬r ve Cop ile gösterilir.

Bu ifadeden hareketle aşa¼g¬daki sonuçlar¬yazabiliriz:

(1) Cop kategorisinin obje ve mor�zmleri ile C kategorisinin obje ve mor�zmleri

ayn¬d¬r.

(2) f : A ! B için f � ObC(A;B) ise f : B ! A mor�zmi ObCop(B;A) n¬n bir

eleman¬d¬r.

(3) h = g � f mor�zmi C kategorisinin bir eleman¬ ise h = g � f mor�zmi Cop

kategorisinin bir eleman¬d¬r(Barr 1999, Charles 1999).

Önerme 2.2.4.1 Herhangi bir kategorinin duali yine kategoridir.

·Ispat:

K1) Her f � MorCop(B;A); g � MorCop(C;B) ve h � MorCop(D;C) için
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f � (g � h) = (g � h) � f

= (h � g) � f

= h � (g � f)

= (g � h) � h

= (f � g) � h

dir.

K2) Ob(Cop) deki her A objesi için IA : A ! A biçiminde birim mor�zm var olup

f � MorCop(B;A) için

f � IB = IB � f = f

IA � f = f � IA = f

yani

IA � f = f = f � IA

dir.

2.3 Özel Objeler ve Mor�zmler

Tan¬m 2.3.1 C bir kategori olsun. C deki bir f : A ! B mor�zmi sol sadeleşebilir

yani

f � g1 = f � g2 ) g1 = g2

ise f ye monomor�zm (veya monik) denir(Oosten 1995).

Örnek 2.3.1 Küme, Grp ve Top kategorilerinde her bire-bir mor�zm bir moniktir.

Gerçekten de f; g1; g2 bire-bir fonksiyonlar¬ve 8x � A için

(f � g1)(x) = (f � g2)(x) .

olsun. Bu durumda

f(g1(x)) = f(g2(x))
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eşitli¼gi elde edilir. f fonksiyonu bire-bir oldu¼gundan

g1(x) = g2(x)

elde edilir.

Tan¬m 2.3.3 C bir kategori olsun. C deki f : A! B mor�zmi sa¼g sadeleşebilir, yani

g1 � f = g2 � f ) g1 = g2

ise f ye epimor�zm (veya k¬sace epik) denir(Oosten 1995).

Tan¬m 2:3:4 C bir kategori ve f : A! B; C de bir mor�zm olsun.

g � f = IA

olacak biçimde g : B ! A var ise f ye bir kesit(veya seksiyon) denir(Oosten 1995).

Hat¬rlatma 2.3.2 Her kesit moniktir, fakat tersi do¼gru de¼gildir.

·Ispat: Her kesit moniktir.

f kesit olsun. Yani gf = IB olcak biçiminde g var olsun.

A

g1

g2
B

f

g
C

fg1 = fg2 ) g1
?
= g2

8a�A için (fg1)(a) = (fg2)(a)

) g(fg1(a)) = g(fg2)(a)

) (gf)(g1(a)) = (gf)(g2(a))

) IB(g1(a)) = IB(g2(a))

) g1(a) = g2(a)

) g1 = g2

) f moniktir.

Fakat tersi do¼gru de¼gildir.

Örne¼gin; Z-Mod da,
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f : Z ! Z

n 7�! 2n

tan¬mlayal¬m. f bire-bir oldu¼gundan f moniktir. Fakat f bir kesit de¼gildir. E¼ger

olsayd¬8n � Z için

2g(n) = g(2n)

= g(f(n))

= (g � f)(n)

= Iz(n) = n

olup 2g(n) olurdu. Özel olarak 2g(1) = 1 dir. fakat bu mümkün de¼gildir. Çünkü

2x = 1denkleminin Z de çözümü yoktur. Böylece f bir kesit de¼gildir.

Kesitin dual kavram¬retreksiyondur.

Tan¬m 2.3.5 C bir kategori f : A! B;C de bir mor�zm olsun.

f � g = IB

olacak biçimde g : B ! A var ise f ye bir retreksiyon denir(Oosten 1995).

2.4 Bimor�zm ve ·Izomor�zm

Tan¬m 2.4.1 Bir mor�zm monik ve epik ise bu mor�zme bimor�zm denir(Blyth

1986).

Tan¬m 2.4.2 C kategorisinde A ve B objeleri verilsin. f : A ! B mor�zmi kesit ve

retraksiyon ise f ye izomor�zm denir. Yani

f : A! B izomor�zm , f � g = IB ve g � f = IA

olacak biçimde bir tek g : B ! A mor�zmi vard¬r. Bu durumda A objesi B objesine

izomorftur, denir ve A �= B ile gösterilir. Buradaki g mor�zmine ters mor�zm denir.

Şimdi g nin tekli¼gini gösterelim. Varsayal¬m ki g0 ayn¬özelli¼ge sahip di¼ger bir mor�zm

olsun. Yani fg0 = IB ve g0f = IA olsun.
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g = IAg

= (g0f)g

= g0(fg)

= g0IB

= g0

) g = g0 buradan da g tektir(Blyth 1986).

Örnek 2.4.1 Herhangi kategorideki her birim mor�zm izomor�zmdir.

Tan¬m 2.4.3 Bir kategorideki her biomor�zm bir izomor�zm ise bu kategoriye denge-

lenmi̧s (balanced) kategori denir(Blyth 1986).

2.5 ·Ilk, Son, S¬f¬r, Çarp¬m ve Toplam Objeler

2.5.1 ·Ilk (initial) Objeler

Tan¬m 2.5.1.1 C kategorisindeki her X objesi için

jC(I;X)j = 1

ise yaniMorC(I;X) kümesinin bir tek eleman¬varsa I yaC nin ilk objesi denir(Fokkinga

1994).

Örnek 2.5.1.1 Küme, Grp, Top kategorilerindeki ilk objeler s¬ras¬yla

bos k�ume; feg; bos uzay

d¬r:

Önerme 2.5.1.1 I1 ve I2; C kategorisinin ilk objeleri ise

I1 �= I2

dir. Yani ilk obje izomor�zma fark¬yla tektir.

·Ispat: I1; ilk obje ise Mor(I1; I2) = ffg ve I2; ilk obje ise Mor(I1; I2) = fgg dir.

Teklikten I1 ! I2 ve I2 ! I1 mor�zmleri tektir
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(I1
g�f! I1) = (I1

II1! I1) ve (I2
f�g! I2) = (I2

II1! I2)

olup

g � f = II1 ve f � g = II2

elde edilir. O halde I1 �= I2 dir.

2.5.2 Son Objeler

Tan¬m 2:5:2:1 Bir C kategorisinde her X objesi için

MorC(X;S)

kümesi tek mor�zmden oluşmakta ise C nin S objesine son obje denir(Fokkinga 1994).

Örnek 2.5.2.1 Küme,Grp, Top kategorilerindeki son objeler s¬ras¬yla;

fxg(veyaf�g); feg; X = fxg topolojik uzay

dir.

Önerme 2.5.2.1 S1 ve S2;C kategorisinde son objeler ise S1 �= S2 dir.
·Ispat: S2 son obje ise S1

f! S2 tek mor�zm var ve S1 son obje ise S2
g! S1 tek mor�zm

vard¬r. Teklikten;

S1
f! S2

g! S1; g � f = IS1

S2
g! S1

f! S2; f � g = IS2

olup

S1 �= S2

dir. Yani son obje izomor�zm fark¬yla tektir.

17



2.5.3 S¬f¬r Objeler

Tan¬m 2.5.3.1 C kategorisindeki Z objesi hem ilk hem de son obje ise Z ye C nin

s¬f¬r objesi denir(Blyth 1986).

Örnek 2.5.3.1 Grp, ModR kategorilerinde feg; f0g objeleri hem ilk hemde son obje

olup ayn¬zamanda s¬f¬r objelerdir.

Örnek 2.5.3.2 Küme, Top, Halka kategorilerinin s¬f¬r objeleri yoktur. Çünkü ilk ve

son objeler birbirinden farkl¬d¬r.
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Tan¬m 2.5.3.2 C kategorisinin her A;B objeleri için

Mor(A;B) 6= �

ise C ye ba¼glant¬l¬kategori denir(Blyth 1986).

2.5.4 Çarp¬m Objeler

Tan¬m 2.5.4.1 C bir kategori, A , B � Ob( C) ve

�1 : C ! A ve �2 : C ! B

C nin mor�zmleri olsun. Bu durumda D bir obje ve

q1 : D ! A ve q2 : D ! B

mor�zmleri verildi¼ginde

Şekil 2.1

diyagram¬de¼gi̧smeli olacak biçimde bir tek

q : D ! C

mor�zmi varsa C ye A ve B nin çarp¬m objesi denir(Oosten 1995).

Örnek 2.5.4.1 K kümeler kategorisi, A ve B iki küme olsun. Bu durumda A ve B

objelerinin çarp¬m objesi A�B kartezyen çarp¬m kümesidir. Çünkü D bir küme ve
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q1 : D ! A ve q2 : D ! B

mor�zmleri verildi¼ginde

Şekil 2.2

diyagram¬de¼gi̧smeli olacak biçimde bir tek

q : D ! A�B

x ! (q1(x); q2(x))

mor�zmi vard¬r. Gerçekten de 8x � D için

(�1 � q)(x) = �1(q(x)) = �1(q1(x); q2(x))

= q1(x)

ve

(�2 � q)(x) = �2(q(x)) = �2(q1(x); q2(x))

= q2(x)

oldu¼gundan diyagram de¼gi̧smelidir. Şimdi bir tek oldu¼gunu gösterelim. Varsayal¬m ki

(�1 � q0) = q1 ve (�2 � q0) = q2

olacak biçiminde
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q0 : D ! A�B

x ! (q01(x); q
0
2(x))

dönüşümü var olsun. Bu durumda 8x � D için

(�1 � q0)(x) = �1(q
0(x)) = �1(q

0
1(x); q

0
2(x))

= q01(x) = q1(x)

ve

(�2 � q0)(x) = �2(q
0(x)) = �2(q

0
1(x); q

0
2(x))

= q02(x) = q2(x)

oldu¼gundan q = q0 elde edilir ki bu da q dönüşümünün bir tek oldu¼gunu gösterir.

Örnek 2.5.4.2 G gruplar kategorisi, G ve H iki grup olsun. Bu iki grubun çarp¬m

objesi

C = G�H = f(x; y) : x�G; y�Hg

(x; y)(x0; y0) = (xx0; yy0)

dir(G � H, (x; y)(x0; y0) = (xx0; yy0) i̧slemleriyle birlikte bir gruptur). Çünkü D bir

grup ve

q1 : D ! G ve q2 : D ! H

grup homomor�zmleri verildi¼ginde

Şekil 2.3
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diyagram¬de¼gi̧smeli olacak biçimde bir tek

q : D ! G�H

x ! (q1(x); q2(x))

grup homomor�zmi vard¬r. O halde G ve H objelerinin çarp¬m objesi G�H d¬r.

2.5.5 Toplam Objeler

Tan¬m 2.5.5.1 C bir kategori A,B � Ob(C) ve

i1 : A ! A+B ve i2 : B ! A+B

dönüşümleri C kategorisinin mor�zmleri olsun. Bu durumda C bir obje olmak üzere

f : A ! C ve g : B ! C

mor�zmleri verildi¼ginde

Şekil 2.4

diyagram¬de¼gi̧smeli yani

< f; g > i1 = f ve < f; g > i2 = g

olacak biçiminde bir tek

< f; g > : A+B ! C
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mor�zmi varsa A + B objesine A ve B nin toplam(coproduct) objesi denir(Blyth

1986).

Örnek 2.5.5.1 K kümeler kategorisi, X ve Y iki küme olsun. Bu durumda X ve Y

nin ayr¬k birleşim kümesi X t Y , X ve Y nin toplam objesidir. Çünkü Z bir küme ve

f : X ! Z ve g : Y ! Z

mor�zmleri verildi¼ginde

Şekil 2.5

diyagram¬de¼gi̧smeli olacak biçiminde bir tek

< f; g > : X t Y ! Z

fonksiyonu vard¬r. Burada i1 ve i2 içine fonksiyon ve

her x�X icin < f; g > (x) = f(x)

her y�Y icin < f; g > (y) = g(y)

dir. Gerçekten de 8x � X için

(< f; g > �i1)(x) = < f; g > (i1(x)) = < f; g > (x) = f(x)

ve 8y � Y için

(< f; g > �i2)(y) = < f; g > (i2(y)) = < f; g > (y) = g(y)
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oldu¼gundan diyagram de¼gi̧smelidir. Şimdi < f; g > dönüşümünün bir tek oldu¼gunu

gösterelim. Varsayal¬m ki

< f 0; g0 > �i1 = f ve < f 0; g0 > �i2 = g

ve

her x�X icin < f 0; g0 > (x) = f 0(x)

her y�Y icin < f 0; g0 > (y) = g0(y)

olacak biçimde < f 0; g0 > dönüşümü var olsun. Bu durumda 8x � X

(< f 0; g0 > �i1)(x) = < f 0; g0 > (i1)(x) = < f 0; g0 > (x) = f 0(x) = f(x)

ve 8y � Y için

(< f 0; g
0
> �i2)(y) = < f

0
; g

0
> (i2(y)) = < f

0
; g

0
> (y) = g

0
(y) = g(x)

elde edilir ki bu durumda < f; g > dönüşümünün bir tek oldu¼gunu gösterir.

2.6 Funktorlar

Bu bölümde bir kategoriden di¼ger bir kategoriye giden mor�zm kavram¬tan¬mlanacak-

t¬r.

Tan¬m 2.6.1 C ve D iki kategori olsun.

F : Mor(C) ! Mor(D)

fonksiyonu;

(i)(Birimlerin korunmas¬) C her A objesi için

F (IA) = IF (A) ;

(ii)(Kompozisyonlar¬n korunmas¬) f � g, C nin bir kompozisyonu ise

F (f � g) = F (f) � F (g) ;
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özelliklerini sa¼glan¬yor ise F ye C denD ye bir funktor denir ve (C; F;D) ile gösterilir.

Bu tan¬mla birlikte aşa¼g¬daki sonuçlar¬yazabiliriz.

1. A;C kategorisinin herhangi bir objesi olmak üzere F (A); D kategorisinin bir

objesidir.

2. f : A! B dönüşümü C kategorisinin bir mor�zmi olmak üzere

Ff : F (A)! F (B)

dönüşümü D kategorisinin bir mor�zmidir.

3. A;B � Ob(C) olmak üzere

F (MorC(A;B)) � MorD(F (A); F (B))

dir(Oosten 1995).

Örnek 2.6.1 C herhangi bir kategori olmak üzere

IC : C ! C

IC(A) = A

IC(f) = f

biçiminde tan¬mlanan dönüşüm bir funktordur. Bu funktora birim funktor denir.

Örnek 2.6.2 C;D nin bir alt kategorisi olmak üzere

I : C ! D

I(A) = A

I(f) = f

(I : MorC(C) ,! Mor(D) gömme fonk.) biçiminde tan¬mlanan dönüşüm bir funktor-

dur.

Örnek 2.6.3 C= s;C nin bölüm kategorisi olmak üzere

Q : Mor(C) ! Mor(C= s)

Q(A) = A

Q(f) = [f ]
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biçiminde tan¬mlanan dönüşüm bir funktordur. Bu funktora bölüm funktoru denir.

Örnek 2.6.4 C;D iki kategori ve B;D nin herhangi bir sabit objesi olmak üzere C

nin herhangi bir A objesi için F (A) = B ve f : A1 ! A2 mo�zmi için

F (f) : F (A1) ! F (A2)

k k k

IB : B ! B

biçiminde, yani D nin bütün mor�zmleri birim mo�zm ise bu durumda

F : C ! D

funktoruna sabit funktor denir.

Önerme 2.6.1 F : A! B ve G : B ! C iki funktor ise G�F : A! C bir funktordur.

·Ispat

1. A kategorisinin herhangi bir X objesi için IX birim mor�zm olsun. Bu durumda

(G � F )(IX) = G(F (IX))

= G(IF (X))

= IG(F (X))

dir. Sonuç olarak G � F fonksiyonu birimleri koruyor.

2. f � g, A n¬n bir kompozisyonu olmak üzere

(G � F )(f � g) = G(F (f � g))

= G(F (f) � F (g))

= G(F (f)) �G(F (g))

dir. Sonuç olarak G � F fonksiyonu kompozisyon i̧slemini koruyor. O halde G � F

fonksiyonu bir funktordur.

Tan¬m 2.6.2 F : C! D bir funktor olsun.

F : Cop ! D (veya F : C ! Dop)
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bir funktor ise F ye kontravaryant funktor denir. Bu durumda F bir kontravaryant

funktor ise

F (f � g) = F (g) � F (f) ve F (IA) = IF (A)

d¬r.

Örnek 2.6.8 F : Ab! K�ume bir fonksiyon ve B;Ab nin sabit bir objesi olmak üzere

F (A) = Hom(A;B)

ve

f : A1 ! A2 homomor�zmi için

F (f) : F (A2) ! F (A1)

k k

Hom(A2; B) ! Hom(A1; B)

Q 7! F (f) � (Q) = Q � f

biçiminde tan¬mlanan F kontravaryant bir funktordur. Bu tan¬mdan dolay¬

Şekil 2.6

diyagram¬de¼gi̧smelidir. Şimdi

F (f � g) = F (g) � F (f)

oldu¼gunu gösterelim. Q � Hom(A2; B) için
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F (f � g)(Q) = Q(f � g)

= (Qf) � g

= F (g) � (Qf)

= (F (g) � F (f))(Q)

d¬r. Sonuç olarak

F (f � g) = F (g) � F (f)

dir.

2.7 Do¼gal Transformasyonlar

Tan¬m 2.7.1 F : C! D ve G : C! D iki funktor olmak üzere

(i) C nin her A objesi için

� : F (A) ! G(A)

mor�zmi Mor(D) kümesindedir,

(ii) 8f : A! B � Mor(C) için

F (A)

�A

G(A)

F (B)
�B

G(B)

Şekil 2.7

diyagram¬de¼gi̧smelidir,

şartlar¬sa¼glan¬yorsa � : F ! G dönüşümüne F den G ye bir do¼gal transformasyon

denir.

Tan¬m 2.7.2 � : F ! G do¼gal transformasyon olsun. Her A objesi için
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�A : F (A) ! G(A)

izomor�zm ise � ye do¼gal izomor�zm denir. Bu durumda

��1A : G(A) ! F (A)

ters izomor�zmi var olup ��1 : G! F do¼gal transformasyonu tan¬mlan¬r ve

� : F �= G

ile gösterilir.

Tan¬m 2.7.3 C ve D iki kategori ve

G : C ! D

bir funktor olsun. Bu durumda

F : D ! C

funktoru ve

� : IA ! GF ve " : FG ! IB

do¼gal izomor�zmleri varsa

G : C ! D

funktoruna kategorilerinin denkli¼gi, C ve D kategorilerine de denk kategoriler

denir.(Blyth 1986)
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2.8 Eşitleyiciler

Tan¬m 2.8.1 C bir kategori, A ve B, C nin objeleri olmak üzere

f : A ! B ve g : A ! B

(f 6= g) mor�zmleri verilsin. Bu durumda aşa¼g¬daki koşullar sa¼glan¬yor ise (E; j)

ikilisine ya da k¬saca j ye (f; g) nin eşitleyicisi (equalizer), E ye ise eşitleyici obje

denir.

(1) E � Ob(C) ve

E
j! A

f

�
g

B

diyagram¬için f � j = g � j dir.

(2) C � Ob(C) objesi için

h : C ! A ve f � h = g � h

verildi¼ginde

Şekil 2.8

diyagram¬de¼gi̧smeli yani j � k = h olacak biçimde bir tek

k : C ! E
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mor�zmi vard¬r(Oosten 1995).

Örnek 2.8.1 K, kümeler kategorisi ve A;B herhangi iki küme olmak üzere

f : A ! B ve g : A ! B (f 6= g)

fonksiyonlar¬verilsin.

1. E = fa � A : f(a) = g(a)g � A kümesini tan¬mlayal¬m. Bu durumda

j : E ! A

a ! j(a) = a

fonksiyonu için f � j = g � j dir. Gerçektende 8x � E için

(f � j)(x) = f(j(x)) = f(x) = g(x) = g(j(x)) = (g � j)(x)

dir.

2. C � Ob(C) olmak üzere

h : C ! A ve fh = gh

verildi¼ginde

Şekil 2.9

diyagram¬de¼gi̧smeli olacak biçiminde bir tek
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k : C ! E

c ! k(c) = h(c)

fonksiyonu vard¬r.

Sonuç olarak (E; j), f ve g mor�zmlerinini bir eşitleyicisidir.

Genel olarak Küme, grup ve topoloji kategorileri için eşitleyici obje

fa � A : f(a) = g(a)g

d¬r.

Tan¬m 2.8.2 C herhangi bir kategori, A ve B, C nin objeleri olmak üzere

f; g : A B

mor�zmleri verilsin. Bu durumda aşa¼g¬daki koşullar sa¼glan¬yorsa (C; h) ikilisine ya da

k¬saca h ye (f; g) nin koeşitleyicisi (coequalizer) denir(Oosten 1995).

(1) C � Ob(C) ve

A
f

�
g

B
h! C

diyagram¬için h � f = h � g dir,

(2) D � Ob(C) objesi için

k : B ! D ve kf = kg

verildi¼ginde

Şekil 2.10
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diyagram¬de¼gi̧smeli yani t � h = k olacak biçiminde bir tek

t : C ! D

mor�zmi vard¬r(Oosten 1995).

2.9 Geri Çekmeler(Pullback) ve ·Ileri ·Itmeler(Pushouts)

2.9.1 Geri Çekmeler(Pullback)

Tan¬m 2.9.1.1 C bir kategori olsun. A;B;X;C nin objeleri ve

� : A ! X ve � : B ! X

mor�zmleri olsun.

Şekil 2.11

diyagram¬de¼gi̧smeli yani � � f = � � g verildi¼ginde
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Şekil 2.12

�0 � " = f ve �0 � " = g olacak biçiminde

" : Z ! Y

bir tek mor�zmi var ise (�0; �0) ne (�; �) n¬n geri çekmesi, Y objesine de geri çekme

objesi denir(Blyth 1986).

Örnek 2.9.1.1 K kümeler kategorisi A;B;C birer küme ve

� : A ! C ve � : B ! C

fonksiyonlar olmak üzere (�; �) n¬n geri çekmesi (�A; �B) geri çekme objesi

D = A�K B = f(x; y) : �(x) = �(y)g � A�B

dir. Çünkü
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Şekil 2.13

de¼gi̧smeli diyagram¬verildi¼ginde

Şekil 2.14

diyagram¬de¼gi̧smeli olacak biçiminde bir tek

" : E ! A�K B

z ! (f(z); g(z))

mor�zmi vard¬r(Aytekin 2010).

2.9.2 ·Ileri itmeler(Pushouts)

Tan¬m 2.9.2.1 C bir kategori olsun. A;B;C � Ob(C) ve
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f1 : A ! B ve f2 : A ! C

C de mor�zmler olsun. Bu durumda

(i)

Şekil 2.15

diyagram¬de¼gi̧smeli olacak biçimde

g1 : C ! P ve g2 : B ! P

mor�zmleri vard¬r.

(ii) Q objesi ve

Şekil 2.16

diyagram¬de¼gi̧smeli olacak biçimde mor�zmleri verildi¼ginde
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Şekil 2.17

diyagram¬de¼gi̧smeli olacak biçimde bir tek

h : P ! Q

mor�zmi vard¬r.

Koşullar¬sa¼glan¬yor ise (P; g1; g2) ye ya da k¬saca P ye (f1; f2) nin ileri itmesi denir(Aytekin

2010).
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3 PASCH GEOMETR·I

Tan¬m 3.1 A bir küme, e � A ve �A � A�A�A olsun. Aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan

(A; e;�A) üçlüsüne A üzerinde bir Pasch Geometri denir.

(1) 8a � A için (a; b; e) � �A olacak biçimde bir tek b � A vard¬r (Genelde b terimi

a# ile gösterilir).

(2) e# = e ve 8a � A için (a#)# = a d¬r.

(3) (a; b; c) � �A ise (b; c; a) � �A d¬r.

(4) (a1; a2; a3); (a1; a4; a5) � �A ise 9a6 � A vard¬r öyleki

(a6; a
#
4 ; a2); (a6; a5; a

#
3 ) � �A

d¬r(Bhattarai 1997).

Önerme 3.1 A bir küme ve (A; e;�A) üçlüsü A üzerinde bir Pasch Geometri ise

aşa¼g¬daki önermeler do¼grudur.

1. (a; b; c) � �A ise (c#; b#; a#) � �A d¬r.

2. a; b � A ise 9c � A vard¬r öyle ki (a; b; c) � �A d¬r(Harrison 1979).

·Ispat:

1. (a; b; c) � �A oldu¼gunu kabul edelim. A bir Pasch geometri oldu¼gundan

(a; a#; e) � �A

olacak biçiminde bir tek a# � A vard¬r. 4. aksiyom gere¼gince

(a; b; c) � �A ve (a; a#; e) � �A ise 9a6 � A

vard¬r öyle ki (a6; a; b) � �A ve (a6; e; c#) � �A d¬r. Ayn¬düşünce ile

(a6; a; b) � �A ve (a6; e; c#) � �A ise 9a7 � A

vard¬r öyle ki (a7; e; a) � �A ve (a7; c#; b#) � �A d¬r. (a7; e; a) � �A ise (a; a7; e) � �A

olur. (a; a#; e) � �A olacak biçiminde bir tek a# � A olaca¼g¬ndan a7 = a# d¬r. Sonuç

olarak (c#; b#; a#) � �A elde edilir.

2. a; b � A olsun. A bir Pasch geometri oldu¼gundan
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(a; a#; e) � �A ((a#; a; e) � �A) ve (b; b#; e) � �A

olacak biçiminde bir tek a# ve b# vard¬r. 3. aksiyom gere¼gince

(e; b; b#) � �A ve (e; a#; a) � �A

d¬r. 4. aksiyom gere¼gince ise 9c � A vard¬r öyle ki (c; a; b) � �A ve (c; a; b) � �A olur.

Buradan (a; b; c) � �A elde edilir.

Örnek 3.1 � = f(x; y; z) : x; y; z � R ve x + y + z = 0g olmak üzere (R; 0;�) s¬ral¬

üçlüsü R üzerinde bir Pasch geometridir.

Çözüm:

1. R kümesi toplama i̧slemine göre bir grup oldu¼gundan dolay¬a+a#+0 = 0 olacak

biçimde bir tek a# vard¬r ve a# = (�a) d¬r.

2. 0# = 0 ve (a#)# = �(�a) = a d¬r.

3. (a; b; c) � � olsun. Bu durumda a+b+c = 0 d¬r. R kümesinde toplama i̧sleminin

de¼gi̧sme özelli¼gi oldu¼gundan dolay¬b+ c+ a = 0 d¬r. Dolay¬s¬yla (b; c; a) � � dir.

4. (a1; a2; a3); (a1; a4; a5) � � olsun. Bu durumda a1+a2+a3 = 0 ve a1+a4+a5 = 0

elde edilir. Bu iki eşitlikten a4 � a2 = a3 � a5 elde edilir. a6 = a4 � a2 = a3 � a5
alal¬m. buradan a6 + (�a4) + a2 = 0 ve a6 + a5 + (�a3) = 0 olur. Sonuç olarak

(a6; a
#
4 ; a2); (a6; a5; a

#
3 ) � � elde edilir.

Örnek 3.2 � = f(x; y; z) : x; y; z � Rnf0g ve xyz = 1g olmak üzere (Rnf0g; 1;�)

üçlüsü Rnf0g üzerinde bir Pasch geometridir.

Çözüm:

1. R=f0g kümesi çarpma i̧slemine göre bir grup oldu¼gundan dolay¬ a:a#:1 = 1

olacak biçiminde bir tek a# vard¬r, ve a# = 1
a
d¬r.

2. 1# = 1
1
= 1 ve (a#)# = 1

1
a

= a d¬r.

3. (a; b; c) � � olsun. Bu durumda a:b:c = 1 dir. Rnf0g kümesinde çarpma i̧sleminin

de¼gi̧sme özelli¼gi oldu¼gundan dolay¬b:c:a = 1 dir. Dolay¬s¬yla (b; c; a) � � d¬r.

4. (a1; a2; a3); (a1; a4; a5) � � olsun. Bu durumda a1:a2:a3 = 1 ve a1:a4:a5 = 1 elde

edilir. Bu iki eşitlikten 1
a2a3

= 1
a4a5

) a4
a2
= a3

a5
eşitli¼gi elde edilir. a6 = a4

a2
= a3

a5
alal¬m.
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Bu durumda 1
a4
= a#4 ;

1
a3
= a#3 olmak üzere (a6; a

#
4 ; a2); (a6; a5; a

#
3 ) � � ifadesi elde

edilir

Tan¬m 3.2 A bir Pasch geometri olmak üzere;

8(a; b; c) � �A ) (b; a; c) � �A

önermesi do¼gru ise A geometrisine de¼gi̧smelidir, denir(Bhattarai 1997).

Tan¬m 3.3 A bir Pasch geometri ve

8(a; b; c); (a; b; d) � �A ) c = d

önermesi do¼gru ise A geometrisine sharp geometri denir(Bhattarai 1997).

Önerme 3.2 A bir sharp geometri olmak üzere

a; b; c � A için (a; b; c) � �A ) a:b = c#

önermesi sa¼gland¬¼g¬nda A kümesi . i̧slemi ile birlikte bir grup yap¬s¬oluşturur.

Tersine her bir G grubu

x:y = z# ) (x; y; z) � �G

önermesi sa¼gland¬¼g¬nda G grubu birim eleman¬ile birlikte bir sharp geometri oluştu-

rur(Bhattarai 1999).

·Ispat:

1. (Kapal¬l¬k özelli¼gi): 8a; b � A için a:b = c# olsun. Bu durumda (a; b; c) � �A

d¬r. c � A oldu¼gundan c# � A olacak biçiminde bir tek c# � A vard¬r. Sonuç olarak a:b

�A elde edilir.

2. (Birleşme özelli¼gi): 8a; b; c � A için a:(b:c) = (a:b):c oldu¼gunu gösterelim.

8a; b � A için (a; b; x) � �A olacak biçimde 9x � A vard¬r. Bu durumda a:b = x#

dir((a; b; x) � �A ise Pasch geometrinin 3. önermesi gere¼gi (b; x; a) � �A).

8b; c � A için (b; c; y) � �A olacak biçimde 9y � A vard¬r. Bu durumda b:c = y# dir.

Pasch geometri tan¬m¬n¬n 4. önermesi gere¼gi (b; c; y); (b; x; a) � �A ) 9a6 � A vard¬r

öyle ki (a6; x#; c); (a6; a; y#) � �A d¬r. Bu durumda x#:c = a:y# elde edilir. Öyleyse
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a:(b:c) = (a:b):c

eşitli¼gi do¼grudur.

3.(Birim eleman): A bir Pasch geometri oldu¼gundan 8a � A için (a; a#; e) � �A

d¬r. Pasch geometrinin 3. önermesi gere¼gi (e; a; a#) � �A d¬r. Bu durumda e:a = a d¬r.

Benzer biçimde (a#; a; e) � �A olaca¼g¬ndan a:e = a elde edilir. Bu durumda . i̧sleminin

etkisiz eleman¬var ve e dir.

4.(Ters eleman): 8a � A için (a; a#; e) � �A oldu¼gundan a:a# = e ve benzer

biçimde (a#; a; e) � �A olaca¼g¬ndan a#:a = e dir. Bu durumda a�1 = a# dir.

Tan¬m 3.4 (Alt geometri) A bir geometri ve S � A olsun. e � S ve

9 s1; s2�S için (s1; s2; x)��A ) x�S

önermesi do¼gru oluyor ise S ye A n¬n altgeometrisi denir. �S = �A \ (S � S � S)

al¬nd¬¼g¬nda (S; e;�S) yap¬s¬bir altgeometri olur.

S;A n¬n altgeometrisi ve

8a; b�A ve baz{ s�S için (s; a; b)�� ) 9s1�S vard{r �oyleki (s1; b; a)��

önermesi do¼gru ise S ye normal alt geometri denir(Bhattarai 1997).

S;A n¬n alt geometrisi olmak üzere, A kümesinin elemanlar¬aras¬nda aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬

tan¬mlans¬n.

8a; b�A için a � b , 9s1; s2�S ve x�A için (a; s1; x
#); (x; b#; s2)��

A kümesi üzerinde tan¬mlanan bu ba¼g¬nt¬bir denklik ba¼g¬nt¬s¬d¬r. Bu denklik ba¼g¬nt¬s¬

A kümesini denklik s¬n¬�ar¬na ay¬r¬r. a � A için a n¬n denklik s¬n¬f¬[a] = fx : a � xg

biçimindedir. A kümesinin tüm denklik s¬n¬�ar¬n¬n kümesi ise A==S = f[a] : a � Ag

biçiminde gösterilir.

Önerme 3.4 S;A n¬n altgeometrisi olmak üzere

�A==S = f(X; Y ;Z) : X; Y; Z�A==S; 9x�X; y�Y; z�Z ve (x; y; z)��Ag
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biçiminde bir s¬ral¬üçlü kümesi tan¬mlans¬n. Bu durumda (A==S; S;�A==S) yap¬s¬bir

Pasch geometridir. Bu geometriye A n¬n bölüm geometrisi denir(Bhattarai 1997).

·Ispat:

1. X � A==S olmak üzere (X;X#; S) � �A==S alal¬m. Bu durumda tan¬mdan dolay¬

9x�X; y�Y; z�S ve (x; y; e)��A

d¬r. A bir geometri oldu¼gundan (x; y; e)��A olacak biçiminde bir tek y = x#�A vard¬r.

Sonuç olarak X#� A==S bir tektir.

2. a � S olsun. S bir geometri oldu¼gundan (a; a#; e) � S olacak biçiminde bir tek

a#�S vard¬r. A==S kümesinin elemanlar¬denklik s¬n¬�ar¬olup, denklik s¬n¬�ar¬kümesi

ya birbirlerine eşittir ya da ayr¬kt¬r. a#� S oldu¼gundan S \ S# 6= ; dir. Sonuç olarak

S = S# elde edilir. Ayn¬zamanda (X#)# = X oldu¼gu aç¬kt¬r.

3. (X; Y; Z) � �A==S olsun. Bu durumda

9x� X; y� Y; z� Z ve (x; y; z)��A

d¬r. (x; y; z)��A ise Pasch geometrinin 3. aksiyomu gere¼gince (y; z; x)��A dir. Buradan

(Y; Z;X)��A==S elde edilir.

4. (A1; A2; A3); (A1; A4; A5) � �A==S oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda

9a1�A1; a2�A2; a3�A3; a4�A4; a5�A5 ve (a1; a2; a3)��A; (a1; a4; a5)��A

d¬r. A bir geometri oldu¼gundan 9a6 � A vard¬r öyleki

(a6; a
#
4 ; a2); (a6; a5; a

#
3 ) � �A

d¬r. Bu durumda 9A6 � A==S için

(A6; A
#
4 ; A2); (A6; A5; A

#
3 ) � �A

elde edilir.

Önerme 3.5 (A; eA;�A) ve (B; eB;�B) Pasch geometrileri için
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�A�B = f((a1; b1); (a2; b2); (a3; b3)) : (a1; a2; a3)��A; (b1; b2; b3)��Bg

olmak üzere (A�B; (eA; eB);�A�B) üçlüsü bir Pasch geometridir. Bu geometriye A ile

B nin çarp¬m geometrisi denir.

·Ispat:

1. 8(a; b) � A � B için a � A oldu¼gundan a# bir tektir. Benzer biçimde b � B için

b# bir tektir.

(a; a#; eA) � �A ve (b; b#; eB) � �B

oldu¼gundan çarp¬m geometrisi tan¬m¬ndan dolay¬((a; b); (a#; b#); (eA; eB)) ��A�B olur.

Dolay¬s¬yla 8(a; b) � A�B için bir tek (a; b)# vard¬r ve (a; b)# = (a#; b#) dir.

2. (eA; eA; eA) � �A ve (eB; eB; eB) � �B oldu¼gundan

((eA; eB); (eA; eB); (eA; eB)) � �A�B

elde edilir. Sonuç olarak (eA; eB)# = (eA; eB) dir.

8(a; b) � A�B için (a#; a; eA) � �A; (b
#; b; eB) � �B oldu¼gundan

((a#; b#); (a; b); (eA; eB)) � �A�B

elde edilir. Böylece ((a; b)#)# = (a; b) dir.

3. ((a1; b1); (a2; b2); (a3; b3)) � �A�B olsun. Bu durumda

(a1; a2; a3) � �A ve (b1; b2; b3) � �B

dir. Pasch geometrinin 3. aksiyomu gere¼gince (a2; a3; a1) � �A ve (b2; b3; b1) � �B olur.

Böylece

((a2; b2); (a3; b3); (a1; b1)) � �A�B

elde edilir.

4. ((a1; b1); (a2; b2); (a3; b3)); ((a1; b1); (a4; b4); (a5; b5)) � �A�B olsun. Bu durumda
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(a1; a2; a3); (a1; a4; a5) � �A ise 9a6 � A için (a6; a#4 ; a2); (a6; a5; a
#
3 ) � �A

dir. Benzer biçiminde

(b1; b2; b3); (b1; b4; b5) � �B ise (b6; b
#
4 ; b2); (b6; b5; b

#
3 ) � �B

dir. Bu iki ifadeden

((a6; b6); (a
#
4 ; b

#
4 ); (a2; b2)); ((a6; b6); (a5; b5); (a

#
3 ; b

#
3 )) � �A�B

elde edilir.

Tan¬m 3.5 A ve B Pasch geometriler olmak üzere f : A! B fonksiyonu için

f(eA) = eB ve (x; y; z)��A ) (f(x); f(y); f(z))��B

önermesi sa¼glan¬yorsa f fonksiyonuna A dan B ye tan¬ml¬geometrik mor�zm denir.f

bir geometrik mor�zm olmak üzere

Kf = fa : a�A; f(a) = eBg

kümesine mor�zmin çekirde¼gi,

Imf = fb : b�B; b = f(x) ve x�Ag

kümesine ise f mor�zminin görüntü kümesi denir(Harrison 1979).

Tan¬m 3.6 f : A! B geometrik mor�zmi için f�1 mevcut ve B den A ya bir mor�zm

ise bu durumda f fonksiyonuna A dan B ye geometrik izomor�zm denir. f : A ! B

bir geometrik izomor�zm ise

(x; y; z)��A , (f(x); f(y); f(z))��B

önermesi do¼grudur(Harrison 1979).

Tan¬m 3.7 A ve B Pasch geometriler olmak üzere f : A ! B dönüşümü geometrik

mor�zm ve

(f(x); f(y); b)��B ) 9z�A vard¬r öyleki b = f(z) ve (x; y; z)��A
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önermesi do¼gru ise f : A ! B fonksiyonuna geometrik homomor�zm denir(Harrison

1979).

Önerme 3.6 f : A! B geometrik homomor�zm olmak üzereKf kümesiA geometrisinin

altgeometrisi, Imf kümesi ise B geometrisinin altgeometrisidir(Bhattarai 1997).

·Ispat: f bir homomor�zma oldu¼gundan e � Kf dir. k1; k2 � Kf için (k1; k2; a) � �A

olsun. Bu durumda (f(k1); f(k2); f(a)) � �B olur. k1; k2 � Kf oldu¼gundan f(k1) = eB

ve f(k2) = eB olur. Bu durumda (eB; eB; f(a)) � �B olup (eB; f(a); eB) � �B elde

edilir. f(a) = e#B = eB oldu¼gundan a � Kf olur. Bu durumda Kf bir alt geometridir.

Şimdi Imf nin B nin alt geometrisi oldu¼gunu gösterelim. f(eA) = eB oldu¼gundan eB

� Imf dir. m1;m2 � Imf için (m1;m2; a) � �B oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda

f(k1) = m1; f(k2) = m2 olacak biçiminde 9k1; k2 � A vard¬r. Böylece (f(k1); f(k2); a)

� �B yazabiliriz. f dönüşümü bir homomor�zma oldu¼gundan 9z � A vard¬r öyle ki

f(z) = a ve (k1; k2; z) � �A d¬r. Bu durumda f(z) = a � Imf olur. Sonuç olarak Imf

B nin alt geometrisidir.

Önerme 3.7 Geometrik homomor�zmlerin bileşkesi de geometrik homomor�zmdir.

·Ispat: A;B ve C birer Pasch geometriler olmak üzere f : A ! B ve g : B ! C

geometrik homomor�zmalar olsun. Öncelikle g � f : A ! C dönüşümünün geometrik

mor�zm oldu¼gunu gösterelim. (x; y; z) � �A ise f dönüşümü mor�zm oldu¼gundan

(f(x); f(y); f(z)) � �B

olur. (f(x); f(y); f(z)) � �B ise g dönüşümü mor�zm oldu¼gundan

(g(f(x)); g(f(y)); g(f(z))) � �C

elde edilir. Böylece g � f : A ! C dönüşümü geometrik mor�zm olur. Şimdi g � f :

A! C dönüşümünün geometrik homomor�zma oldu¼gunu gösterelim.

g : B ! C bir homomor�zm oldu¼gu için 9b � B vard¬r öyleki

g(b) = c ve (f(x); f(y); b) � �B

dir. f : A! B dönüşümü de bir homomor�zm oldu¼gundan 9z � A vard¬r öyle ki
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f(z) = b ve (x; y; z) � �A

d¬r. Bu durumda 9z � A vard¬r öyle ki (g � f)(z) = c ve (x; y; z) � �A d¬r. Sonuç olarak

g � f : A! C dönüşümü bir homomor�zmdir.

Önerme 3.8 A;B;C ve D Pasch geometriler ve f : A ! B; g : B ! C; h : C ! D

homomor�zmler olmak üzere

h � (g � f) = (h � g) � f

dir.

·Ispat: 8x � A için

((h � g) � f)(x) = (h � g)(f(x)) = h(g(f(x)) = h((g � f)(x)) = (h � (g � f))(x)

elde edilir.

Önerme 3.9 A ve B birer Sharp geometri olmak üzere f : A ! B bir geometrik

homomor�zm olsun. Bu durumda f dönüşümü bir grup homomor�zmidir.

·Ispat: A;B Sharp geometrileri Önerme 3.2 den dolay¬birer grup yap¬s¬d¬r.

f : A! B dönüşümü geometrik homomor�zm oldu¼gundan f(eA) = eB dir.

8x; y � A için A bir Sharp geometri oldu¼gundan (x; y; z) � �A olacak biçimde bir tek

z� A vard¬r. A kümesinde tan¬mlanan i̧slemden dolay¬

x:y = z#

dir. Buradan

f(x:y) = f(z#)

elde edilir.

A bir Pasch geometri oldu¼gundan

(z; z#; eA) � �A
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olacak biçimde bir tek z# � A vard¬r. f bir homomor�zm oldu¼gundan ayn¬zamanda

(f(z); f(z#); f(eA)) � �B

dir. B kümesi bir Pasch geometri oldu¼gundan f(z) � B için

(f(z); [f(z)]#; f(eA)) � �B

olacak biçimde bir tek [f(z)]# � B vard¬r. B geometrisi sharp geometri oldu¼gundan

f(z#) = [f(z)]#

elde edilir.

(x; y; z) � �A ise f bir homomor�zma oldu¼gundan

(f(x); f(y); f(z)) � �B

dir. Böylece

f(x):f(y) = [f(z)]#

elde edilir. f(z#) = [f(z)]# oldu¼gundan

f(x:y) = f(x):f(y)

olur. Sonuç olarak f dönüşümü bir grup homomor�zmidir.
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4 PASCH GEOMETR·ILER·IN KATEGOR·IKSEL

YAPISI

Şimdi Pasch geometrilerin kategorisini oluştural¬m. Bu kategoride objelerimiz Pasch

geometriler mor�zmlerimiz geometrik homomor�zmler ve kompozisyon i̧slemimiz ise

fonksiyonlardaki bileşke i̧slemi olacakt¬r.

Ob(P ) = fA : A bir Pasch geometrig

MorP (A;B) = f _f : f : A! B; geometrik homomorfizmg

Ob(P ) deki her A;B;C objeleri için kompozisyon i̧slemi

kBA;C : MorP (A;B)�MorP (B;C) ! MorP (A;C)

kBA;C(f; g) = g � f = gf

biçimindedir.

Kurdu¼gumuz bu sistem bir kategoridir. Bundan sonra bu kategori P ile gösterilecektir.

Önerme 4.1 De¼gi̧smeli (Abelyan) geometrilerin kategorisi P1 olmak üzere P1 kategorisi

P kategorisinin bir alt kategorisidir.

Önerme 4.2 Sharp geometrilerin kategorisi P2 olmak üzere P2 kategorisi P kate-

gorisinin bir alt kategorisidir.

Önerme 4.3 P kategorisinde ilk(initial) ve son(terminal) objeler mevcuttur. Bu objeler

izomor�zm fark¬yla bir tektir.

·Ispat: P kategorisinde tek elemanl¬her bir obje ilk objedir. Örne¼gin kümeler kat-

egorisinde X = fxg ve �X = f(x; x; x)g olmak üzere (X; x;�X) Pasch geometrisini

alal¬m. Bu geometriden di¼ger geometrilere tan¬mlanan homomor�zmler her zaman bir

tektir.

Şimdi bu ilk objelerin izomo�zm fark¬yla bir tek oldu¼gunu gösterelim. X1; X2; P kate-

gorisinin ilk objeleri olsun. Bu durumda X1; bir ilk obje oldu¼gundan

MorP (X1; X2) = ffg
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olacak biçiminde bir tek f mor�zmi vard¬r. Benzer biçimde X2; bir ilk obje oldu¼gundan

MorP (X2; X1) = fgg

olacak biçiminde bir tek g mor�zmi vard¬r.

(X1
g�f! X1) = (X1

IX1! X1) ve (X2
f�g! X2) = (X2

IX2! X2)

olup kümeler aras¬nda tan¬mlanan mor�zmin tek olmas¬ndan

g � f = IX1 ve f � g = IX2

elde edilir. Böylece X1
�= X2 dir.Yani ilk objeler izomor�zm fark¬ile bir tektir.

P kategorisinde tek elemanl¬her bir obje son objedir. Örne¼gin kümeler kategorisinde

X = fxg ve �X = f(x; x; x)g

olmak üzere (X; x;�X) Pasch geometrisini alal¬m. P deki her bir geometriden X

geometrilerine her zaman bir tek homomor�zma tan¬mlan¬r.

Şimdi bu son objelerin izomor�zm fark¬ile bir tek oldu¼gunu gösterelim. X1 ve X2;P

kategorisinin son objeleri olsun. X2 bir son obje oldu¼gundan

f : X1 ! X2

olacak biçiminde bir tek mor�zm vard¬r. Benzer biçimde X1 bir son obje oldu¼gundan

g : X2 ! X1

olacak biçiminde bir tek mor�zm vard¬r. Kümeler aras¬nda tan¬mlanan mor�zm tek

oldu¼gundan

X1
f! X2

g! X1 : g � f = IX1

X2
g! X1

f! X2 : f � g = IX2

olup
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X1
�= X2

dir. Yani son obje izomor�zm fark¬yla bir tektir.

Sonuç 4.1 P kategorisindeX objesi hem ilk obje hem de son obje oldu¼gundanX objesi

ayn¬zamanda P kategorisinin s¬f¬r objesidir.

Önerme 4.4 P , Pasch geometriler kategorisi, A ve B Pasch geometriler olsun. Bu

durumda bu iki geometrinin çarp¬m objesi

A�B = f(x; y)jx�A; y�Bg

biçimindeki çarp¬m geometrisidir.

·Ispat: Önerme 3.5 de belirtildi¼gi gibi, A veB iki geometri olmak üzere (A�B; (eA; eB);�A�B)

yap¬s¬ bir geometridir ve bu geometriye A ile B nin çarp¬m geometrisi denir. Bu

geometrinin A ile B nin çarp¬m objesi oldu¼gunu gösterelim.

D herhangi bir geometri olmak üzere

q1 : D ! A ve q2 : D ! B

mor�zmlerini ele alal¬m. Bu durumda

q : D ! A�B

x ! q(x) = (q1(x); q2(x))

dönüşümü bir geometrik homomor�zmdir. Gerçekten de eD � D olsun. Bu durumda

q(eD) = (q1(eD); q2(eD))

olur. q1 ve q2 birer homomor�zm oldu¼gundan

q1(eD) = eA; q2(eD) = eB

elde edilir. Böylece q(eD) = (eA; eB) olur.

(x; y; z) � �D alal¬m. Bu durumda q1 ve q2 birer homomor�zm oldu¼gundan

(q1(x); q1(y); q1(z)) � �A ve (q2(x); q2(y); q2(z)) � �B
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elde edilir. Sonuç olarak

((q1(x); q2(x)); (q1(y); q2(y)); (q1(z); q2(z)) � �A�B

elde edilir. Böylece q dönüşümü bir mor�zmdir.

(q(x); q(y); b) � �A�B olsun. Bu durumda q dönüşümünün tan¬m¬ndan dolay¬;

((q1(x); q2(x)); (q1(y); q2(y)); (b1; b2)) � �A�B

dir.

((q1(x); q2(x)); (q1(y); q2(y)); (b1; b2)) � �A�B

) (q1(x); q1(y); b1)��A ve (q2(x); q2(y); b2)��B

dir. q1 dönüşümü homomor�zm oldu¼gundan

b1 = q1(z1) ve (x; y; z1) � �D

olacak biçimde 9z1 � D vard¬r. Benzer düşünceyle q2 dönüşümü homomor�zm oldu¼gun-

dan

b2 = q2(z2) ve (x; y; z2) � �D

olcak biçimde 9z2 � D vard¬r. Bu durumda

(q(x); q(y); b) � �A�B ) 9z � D vard¬r öyle ki q(z) = b ve (x; y; z) � �D

önermesi do¼gru oldu¼gundan q dönüşümü bir homomor�zmdir.

�1 : A�B ! A ve �2 : A�B ! B

(x; y) ! x (x; y) ! y

olmak üzere
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Şekil 4.1

diyagram¬de¼gi̧smelidir. Gerçektende 8x � D için

(�1 � q)(x) = �1(q(x)) = �1(q1(x); q2(x))

= q1(x)

ve

(�2 � q)(x) = �2(q(x)) = �2(q1(x); q2(x))

= q2(x)

oldu¼gundan �1�q = q1; �2�q = q2 dir. Şimdi bu biçimde tan¬mlanan q homomor�zminin

bir tek oldu¼gunu gösterelim. Aşa¼g¬daki diyagram de¼gi̧smeli olacak biçimde

q0 : D ! A�B

homomor�zmini ele alal¬m.

q0 : D ! A�B

x ! q0(x) = (q01(x); q
0
2(x))
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Şekil 4.2

Bu durumda diyagram de¼gi̧smeli oldu¼gundan 8x � D için

(�1 � q0)(x) = q1(x) ve (�2 � q0)(x) = q2(x)

olmal¬d¬r. Bu durumda

�1(q
0(x)) = �1(q

0
1(x); q

0
2(x))

= q01(x) = q1(x)

ve

�2(q
0(x)) = �2(q

0
1(x); q

0
2(x))

= q02(x) = q2(x)

olup q0 = q elde edilir. Yani q : D ! A�B homomor�zmi bir tektir.

Sonuç olarak A;B objelerinin çarp¬m objesi

A�B = f(x; y)jx�A; y�Bg

objesidir.

Önerme 4.5 P2 kategorisinde ayn¬tan¬m ve görüntü kümesine sahip her mor�zm çifti

bir eşitleyiciye sahiptir.

·Ispat: X ve Y , P2 kategorisinin iki objesi olmak üzere f; g : X ! Y mor�zmler olsun.
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E = fx : x�X; f(x) = g(x)g � X

olmak üzere E, X in bir alt geometrisidir. E � X olup f ve g mor�zmler oldu¼gundan

f(eX) = eY ve g(eX) = eY dir. Buradan f(eX) = g(eX) elde edilir. Bu durumda eX �

E dir.

9 x1; x2 � E için (x1; x2; x) � �X

olsun. f; g birer homomor�zm oldu¼gundan

(x1; x2; x)��X ) (f(x1); f(x2); f(x))��Y ve (g(x1); g(x2); g(x))��Y

dir. x1; x2�E için f(x1) = g(x1), f(x2) = g(x2) dir. X ve Y geometrileri sharp geometri

oldu¼gundan dolay¬f(x) = g(x) olup x � E elde edilir. Öyleyse E bir alt geometridir.

Şimdi

i : E ! X

x! x

biçiminde bir dönüşüm tan¬mlayal¬m. Bu dönüşüm bir homomor�zmdir. Ayr¬ca f � i =

g � i dir. Gerçekten de 8x�E için

(f � i)(x) = f(i(x)) = f(x) = g(x) = g(i(x)) = (g � i)(x)

dir. 8x�E için (f � i)(x) = (g � i)(x) oldu¼gundan f � i = g � i elde edilir.

Di¼ger taraftan

k : E 0 ! X

bir geometrik homomor�zm ve f � k = g � k olsun. Her x � E 0 için

(f � k)(x) = f(k(x) = g(k(x) = (g � k)(x)

oldu¼gundan k(x) � E elde edilir. Böylece Im(k) � E dir. Bu durumda
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h : E 0 ! E

x ! h(x) = k(x)

dönüşümünü tan¬mlayabiliriz. Bu durumda i � h = k d¬r. Gerçektende 8x�E 0 için

(i � h)(x) = i(h(x)) = i(k(x)) = k(x)

dir. Şimdi

Şekil 4.3

diyagram¬de¼gi̧smeli olacak biçiminde m;n : E 0 ! E dönüşümleri seçelim. Bu durumda

i � n = k ve i �m = k

olur. 8x � E 0 için k(x) = (i � n)(x) = i(n(x)) = n(x) ve k(x) = (i �m)(x) = i(m(x)) =

m(x) oldu¼gundan 8x � E 0 için n(x) = m(x) olur. Yani E 0 den E ye tan¬mlanan ve

yukar¬daki diyagram¬de¼gi̧smeli yapan bir tek homomor�zm vard¬r. Böylece (E; i) ikilisi

f ve g dönüşümlerinin bir eşitleyicisidir.

Önerme 4.6 P2 Sharp geometrilerinin kategorisi olmak üzere bu kategoride geri çekim-

ler vard¬r.

·Ispat: � : A! X ve � : B ! X geometrik homomor�zmler ve

Y = f(a; b) : �(a) = �(b)g
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olsun. Y � A�B olup A�B üzerinde tan¬mlanan çarp¬m kategorisinin alt geometri-

sidir. Gerçekten de Y � A�B ve (eA; eB) � Y dir.

(a1; b1); (a2; b2) � Y ve ((a1; b1); (a2; b2)(x1; x2)) � �A�B

olsun. Çarp¬m kategorisinin tan¬m¬ndan

(a1; a2; x1) � A ve (b1; b2; x2) � B

olur. � ve � birer homomor�zma olduklar¬ndan

(�(a1); �(a2); �(x1)) � X ve (�(b1); �(b2); �(x2)) � X

elde edilir. (a1; b1); (a2; b2) � Y oldu¼gundan �(a1) = �(b1); �(a2) = �(b2) olup, X sharp

geometri oldu¼gundan �(x1) = �(x2) dir. Buradan (x1; x2) � Y elde edilir. Böylece Y

bir altgeometridir.

Şimdi

� : Y ! A

(a; b) ! a

ve

� : Y ! B

(a; b) ! b

dönüşümlerini tan¬mlayal¬m (bu dönüşümler birer homomor�zmdir). Aç¬kça görüldü¼gü

gibi

Şekil 4.4
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diyagram¬de¼gi̧smelidir. Şimdi bu diyagram¬n bir geri çekme diyagram¬oldu¼gunu göstere-

lim. f ve g dönüşümleri birer homomor�zm ve Z bir geometri olmak üzere

Şekil 4.5

diyagram¬de¼gi̧smeli olsun. Yani � � f = � � g olsun. Bu durumda her x � Z için

(� � f)(x) = �(f(x)) = �(g(x)) = (� � g)(x)

olup (f(x); g(x)) � Y elde edilir.

" : Z ! Y

x ! (f(x); g(x))

olacak biçiminde bir dönüşüm tan¬mlayal¬m. Bu durumda

Şekil 4.6
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diyagram¬nda alt ve üst üçgenler de¼gi̧smelidir.Şimdi " : Z ! Y dönüşümünün bir tek

oldu¼gunu gösterelim. Kabul edelim ki

"0 : Z ! Y

x ! (f 0(x); g0(x))

dönüşümü için � � "0 = g ve � � "0 = f olsun. Bu durumda

�("0(x)) = �((f 0(x); g0(x)) = g0(x) = g(x)

ve

�("0(x)) = �((f 0(x); g0(x)) = f 0(x) = f(x)

oldu¼gundan " = "0 elde edilir ki bu durumda " : Z ! Y dönüşümü bir tektir.

Önerme 4.7 P , Pasch geometriler kategorisini göstermek üzere, Ob(P) deki her A;B

geometrileri için f; g � MorP (A;B) olmak üzere

f � g , 8a � A için f(a) = bg(a)b# olacak biçimde b � B vard¬r.

biçiminde tan¬mlanan ba¼g¬nt¬bir denklik ba¼g¬nt¬s¬olup ayn¬zamanda bir kongüranst¬r.

·Ispat: Önce tan¬mlanan ba¼g¬nt¬n¬n bir denklik ba¼g¬nt¬s¬oldu¼gunu gösterelim.

1 (Yans¬ma özelli¼gi): f � f , 8a � A için f(a) = bf(a)b# olacak biçiminde b � B

vard¬r. 8a � A için b = f(a) al¬n¬rsa

f(a) = f(a)f(a)[f(a)]#

= f(a)eB

= f(a)

olup f � f elde edilir.

2 (Simetri özelli¼gi): f � g ) g
?� f

f � g oldu¼gunda 8a � A için f(a) = bg(a)b# olacak biçiminde b � B nin var oldu¼gunu

biliyoruz. 8a � A için d = b# alal¬m. Bu durumda

f(a) = bg(a)b# ) b#f(a)b = g(a) ) df(a)d# = g(a)
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elde edilir. O halde 8a � A için g(a) = df(a)d# olacak biçiminde d = b# � B vard¬r.

Sonuç olarak g � f dir.

3 (Geçi̧skenlik özelli¼gi): f � g ve g � h) f
?� h

f � g ve g � h oldu¼gundan 8a � A için f(a) = b1g(a)b
#
1 ve g(a) = b2h(a)b

#
2 olacak

biçiminde b1; b2 � B vard¬r.

f(a) = b1g(a)b
#
1

= b1(b2h(a)b
#
2 )b

#
1

= b1b2h(a)b
#
2 b

#
1

= (b1b2)h(a)(b1b2)
#

olup f(a) = bh(a)b# olacak biçiminde b = b1b2 � B vard¬r. Yani f � h d¬r.

Böylece� ba¼g¬nt¬s¬bir denklik ba¼g¬nt¬s¬d¬r. Şimdi bu ba¼g¬nt¬n¬n bir kongürans oldu¼gunu

gösterelim.

(i) Ob(P) deki her A;B geometrileri için f � MorP (A;B) olmak üzere

[f ]� = fg : g�MorP (A;B); f � gg � MorP (A;B)

dir.

ii) [f ] = [f 0] ve [g] = [g0] ise [f ] � [g] = [f 0] � [g0] yani [g � f ] = [g0 � f 0] oldu¼gunu

gösterelim.

f; f 0 : A! B ve g; g0 : B ! C

mor�zmler olsun.

f � f 0 oldu¼gundan 8a � A için f(a) = b1f 0(a)b#1 olacak biçimde b1 � B vard¬r. Benzer

şekilde g � g0 oldu¼gundan 8b � B için g(b) = c1g0(b)c#1 olacak biçimde c1 � C vard¬r.

8a � A için (g � f)(a) = g(f(a))

= g(b1f
0(a)b#1 )

= g(b1)g(f
0(a))g(b1)

#

= g(b1)c1g
0(f 0(a))c#1 g(b1)

#

= (g(b1)c1)(g
0 � f 0)(a)(g(b1)c1)#
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g(b1)c1 = c2 olsun. Bu durumda

(g � f)(a) = c2(g0 � f 0)(a)c#2

elde edilir. Sonuç olarak

[g � f ] = [g0 � f 0]

dir.

(i) ve (ii) koşullar¬ sa¼gland¬¼g¬ndan dolay¬� eşlenik ba¼g¬nt¬s¬Mor(P) üzerinde bir

kongüranst¬r.

Şimdi P nin bölüm kategorisini oluştural¬m.

* Ob(P= �) = Ob(P)

* Mor(P= �) = f[f ]�j � eşlenik ba¼g¬nt¬s¬g;

*[f ]� = fg j f � g , 8a � A için f(a) = bg(a)b# olacak biçiminde b � B vard¬r.g

* [f ]; [g] � Ob(P= �) olmak üzere kompozisyon i̧slemi [f ]�P=� [g] = [g�P f ] biçimindedir.

Bu i̧slemin K1,K2 şartlar¬n¬sa¼glad¬¼g¬n¬gösterelim.

K1) 8f � Mor(A;B); g � Mor(B;C) ve h � Mor(C;D) için ([f ]�[g])�[h] ?= [f ]�([g]�[h])

([f ] � [g]) � [h] = [g � f ] � [h]

= [h � (g � f)]

= [(h � g) � f ] (P bir kategori oldu¼gundan)

= [f ] � [h � g]

= [f ] � ([g] � [h])

oldu¼gundan ([f ] � [g]) � [h] = [f ] � ([g] � [h]) elde edilir.

K2) Ob(P= �) deki her A objesi için 1A : A! A birim mor�zmi var olup

f � Mor(X; Y )

olmak üzere

[1X ]� �P=� [f ]� = [f �P 1X ]

= [f ]�
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ve

[f ]� �P=� [1Y ]� = [1Y �P f ]�
= [f ]�

yani [1X ]��P=� [f ]� = [f ]� = [f ]��P=� [1Y ]� d¬r. Böylece P= � bir bölüm kategorisidir.

61



KAYNAKLAR

Bican, Z. 2007. ·Ilgili Kategoriler Üzerine, Yüksek lisans tezi. Osmangazi Üniversitesi,

Fen Bilimleri Enstitüsü, 81 s., Eski̧sehir.

Aytekin, A. 2010. Lie-Rinehart Cebirlerin Çaprazlanm¬̧s modülleri, Doktora tezi. Os-

mangazi Üniversitesi, Fen Bilimleri Enstitüsü, 89 s., Eski̧sehir.

Oosten, J. V. 1995. Basic Category Theory, BRICS, Department of Computer Science

University of Aarhus Ny Munkegade DK-8000 Aarhus C, Denmark.

Barr, M., Charles, W. 1999. Category Theory Lecture Notes For ESSLLI, Department

of Mathematics and Statistics McGill Universty, Canada, Deparment of Mathematics

Case Western reserve University, USA.

Blyth, T.S. 1986. Categories, Logman Publishing Group, Harlow/New York.

Fokkinga, M. M. 1992. A Gentle Introduction To Category Theory, University of

Twente, dept. INF PO Box 217, The Netherlands.

Bhattarai, H. N. 1999. Categories Of Projective Geometries With Morphism and Ho-

momorphism, Geometriae Dedicata 78: 111-120

Harrison, D. K. 1979. Double Coset And Orbit Spaces, Paci�c J. Math, Vol. 80, No.2.

Bhattari, H. N. 1993. Orbit Spaces Over Commutative Rings And Projective As Semi-

·Isomorphisms, International Atomic Energy Agency.

62



ÖZGEÇM·IŞ
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