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Figen ÖZPINAR taraf�ndan haz�rlanan

"Baz� K�smi Fark Denklemlerinin Sal�n�ml�l��g� Üzerine"
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ÖZET

BAZI KISM�I FARK DENKLEMLER�IN�IN SALINIMLILI �GI ÜZER�INE

Doktora Tezi

Figen ÖZPINAR

Afyon Kocatepe Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal�

Dan�şman : Prof.Dr. Zeynep Fidan KOÇAK

Bu çal�şma beş bölümden oluşmaktad�r. �Ilk bölümde k�smi fark denklemlerinin

sal�n�ml�l��g� ile ilgili yap�lm�ş baz� çal�şmalar hakk�nda bilgi verilmiştir.
�Ikinci bölümde fark denklemleri ve k�smi fark denklemlerinin sal�n�ml�l��g� ile ilgili

temel bilgiler verilmiş olup, bunlara ilişkin baz� teorem ve lemmalar hat�rlat�lm�şt�r.

Üçüncü bölümde

1rm1
h
n ym;n C .�1/

rChC1 pym�� ;n�� D 0

yüksek mertebeden sabit katsay�l� lineer k�smi fark denklemlerinin sal�n�ml�l��g� için

gerek ve yeter koşullar elde edilmiştir. Burada m; n; � ; � 2 N; r; h 2 N1 ve p

negatif olmayan bir reel say�d�r. 1m ve 1n bilindi�gi gibi tan�ml� k�smi fark ope-

ratörleridir.

Dördüncü bölümde

1rm1
h
n ym;n C pm;n f .ym�� ;n�� / D qm;n

yüksek mertebeden lineer olmayan ikinci yanl� k�smi fark denklemlerinin sal�n�m-

l�l��g� için baz� kriterler elde edilmiştir. Burada pm;n ve qm;n; N2 üzerinde tan�ml�

reel say�lar�n iki de�gişkenli dizileri, m; n; � ; � 2 N; r; h 2 N1; � > 0 olmak üzere

f .x/ D jx j� sgnx özel durumunu içeren f fonksiyonu, x 6D 0 için x f .x/ > 0

koşulunu sa�glar. 1m ve 1n bilindi�gi gibi tan�ml� k�smi fark operatörleridir.

ii



Son bölümde

12n ym;n C pn1n ym;n C qn f
�
ym;n��

�
� rnLym;n D 0; 8 .m; n/ 2 �� Nn0

ve

12n ym;n C pn1n ym;nC1 C qn f
�
ym;n��

�
� rnLym;n D 0; 8 .m; n/ 2 �� Nn0

lineer olmayan gecikmeli ayr�k dalga denklemlerinin sal�n�ml�l��g� ile bunlar�n in-

dirgenmiş lineer limit denklemlerinin sal�n�ml�l��g� aras�ndaki ilişkiler araşt�r�lm�şt�r.

Burada M 2 Nn0; � D f1; 2; : : : ;Mg ; � 2 N; fpng ; fqng ve frng reel say� dizileri,

f sürekli fonksiyonu konveks ve x 6D 0 için x f .x/ > 0 ve Lym;n , ayr�k Laplace

operatörüdür.

2009, 71 sayfa

Anahtar Kelimeler: K�smi Fark Denklemi, Sal�n�ml�l�k,

Lineer Sal�n�ml�l�k, Dalga Denklemi,

Yüksek Mertebeden K�smi Fark Denklemi.
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ABSTRACT

ON THE OSCILLATION OF SOME PARTIAL DIFFERENCE

EQUATIONS

Ph. D. Thesis

Figen ÖZPINAR

Afyon Kocatepe University

Institute for the Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Prof. Dr. Zeynep Fidan KOÇAK

In this study, consist of �ve chapter. In the �rst chapter, information about

oscillation of partial difference equations some studied before is given.

In the second chapter, some main topics of oscillation of difference equations and

partial difference equations are given and some theorems and lemmas concerning

these concepts also are reminded.

In the third chapter, necessary and suf�cient conditions for the oscillation of the

higher order linear partial difference equation with constant coef�cient

1rm1
h
n ym;n C .�1/

rChC1 pym�� ;n�� D 0

are obtained, where m; n; � ; � 2 N; r; h 2 N1, p is a nonnegative real number. The

forward partial differences 1m and 1n are de�ned as usual, i.e.

1m Am;n D AmC1;n � Am;n and 1nAm;n D Am;nC1 � Am;n .

In the fourth chapter some oscillation criteria for the forced oscillation of a class of

high order nonlinear partial difference equation

1rm1
h
n ym;n C pm;n f .ym�� ;n�� / D qm;n
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are established, where m; n; � ; � 2 N; r; h 2 N1; pm;n and qm;n are double real

sequences de�ned on N2; x f .x/ > 0 for x 6D 0, which includes the special case

f .x/ D jx j� sgnx for � > 0. The forward partial differences 1m and 1n are

de�ned as usual.

In the last chapter relations between the oscillation discrete nonlinear delay wave

equations of the form

12n ym;n C pn1n ym;n C qn f
�
ym;n��

�
� rnLym;n D 0; 8 .m; n/ 2 �� Nn0

and

12n ym;n C pn1n ym;nC1 C qn f
�
ym;n��

�
� rnLym;n D 0; 8 .m; n/ 2 �� Nn0

and the oscillation of their linear limiting equations are investigated, where M 2

Nn0; � D f1; 2; : : : ;Mg ; � 2 N; fpng ; fqng ; frng are sequences of real numbers, f

is continuous and convex, u f .u/ > 0 for u 6D 0 and Lym;n is the discrete Laplacian

operator.

2009, 71 pages

Keywords and Phrases: Partial Difference Equation, Oscillation,

Linear Oscillation, Wave Equation,

Higher Order Partial Difference Equation.
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yönlendiren sayg�de�ger dan�şman hocam Prof.Dr. Zeynep Fidan KOÇAK'a sonsuz
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EKLER x

vii
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�
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�
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�
1h�1n

�
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N f0; 1; 2; :::g

Na fa; a C 1; a C 2; :::g

Z Tamsay�lar

ZC Pozitif tamsay�lar

R Reel say�lar

RC Pozitif reel say�lar

C Karmaş�k say�lar

Z z-dönüşümü operatörü
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1. G�IR�IŞ

Son y�llarda yo�gun ilgi gören k�smi fark denklemleri, k�smi türevli denklemlerden önce
ortaya ç�km�ş olmas�na ra�gmen k�smi türevli denklemlere gösterildi�gi kadar fazla ilgi
gösterilmemiştir. Bununla birlikte matematikçiler, �zikçiler, mühendisler ve bilgisayar
bilimciler aras�nda son yirmi y�lda yo�gun bir ilgi olmuştur. Bu aktif ilgi şüphesiz modern
bilgisayar donan�mlar�n�n gelişimine neden oldu�gu kadar bu denklemlerle kompleks di-
namik sistemlerin modellemesini de kolaylaşt�rm�şt�r.
K�smi fark denklemlerindeki bilinmeyen fonksiyonlar ayr�k (discrete) ba�g�ms�z de�gişken-
lere sahiptir ve böylece bilgisayar simulasyonunun kolayca yap�lmas� sa�glan�r. Böyle
simulasyonlar bu denklemlerle temsil edilen sistemlerin kompleks davran�şlar�n� anla-
mam�za da yard�mc� olabilecek bilgileri aç��ga ç�kar�r.
K�smi fark denklemleri sonlu fark metotlar� ile k�smi türevli denklemlerin çözümlerinin
yaklaş�m�nda, rasgele yürüyüş problemlerinde, moleküler yörünge çal�şmalar�nda, toplu
göçlü nüfus hareketlerinde, kimyasal reaksiyonlarda ve matematik �zi�gin problemleri gibi
sonlu fark şemalar� içeren uygulamalarda ortaya ç�km�şt�r.
Modeli k�smi fark denklemi olan problemlere üç çarp�c� örnek aşa�g�daki gibidir.
K�smi fark denklemlerinin basit bir örne�gi

Cnk D C
n�1
k�1 C C

n�1
k ; 1 � k � n

biçimindeki fark denklemidir. Binom katsay� fonksiyonu

Cnk D
n!

k! .n � k/!
; k; n D 0; 1; 2; :::

bu denklemin bir çözümüdür.

K�smi fark denklemlerinin bir �zik problemine uygulanmas�na yönelik bir örnek olarak
�çok uzun� bir çubu�gun s�cakl�k da�g�l�m�n� gözönüne alal�m. Farzedelim ki çubuk o kadar
uzun olsun ki Z tamsay�lar kümesinin yerine geçebilsin. um;n , çubu�gun n zaman�ndaki
ve m konumundaki s�cakl��g� olsun. n zaman�nda um�1;n s�cakl��g� um;n`den yüksekse
�s� , m � 1 noktas�ndan m'ye akacakt�r. Art�ş miktar� um;nC1 � um;n 'dir ve bu art�ş
um�1;n � um;n fark� ile orant�l�d�r. Pozitif sabit olan r "yay�l�m oran�" olmak üzere bu

um;nC1 � um;n D r
�
um�1;n � um;n

�
; r > 0

demektir. Benzer şekilde umC1;n > um;n ise o zaman �s� m C 1 noktas�ndan m'ye akar.
Böylece sonuç olarak

um;nC1 � um;n D r
�
um�1;n � um;n

�
C r

�
umC1;n � um;n

�
; m 2 Z; n 2 N

1



olur. Bu ifade "Newton So�guma Kanunu" nun ayr�k (discrete) hali olarak görülebilir.

um�1;n C umC1;n C um;n�1 C um;nC1 � 4um;n D 0

k�smi fark denklemi, Laplace Denkleminin ayr�k(discrete) halidir.
K�smi fark denklemlerinin çözümlerini elde etmek, ço�gu zaman uzun u�graşlar gerek-
tirir. Bu nedenle bu problemlerin çözümlerinin kalitatif davran�ş� hakk�nda bilgiler veren
çal�şmalar yap�lm�şt�r. Bu tezde de k�smi fark denklemlerinin çözümlerini elde etmeden,
çözümlerin davran�ş� hakk�nda kalitatif inceleme yap�lm�şt�r.
Son y�llarda k�smi fark denklemlerinin çözümlerinin davran�ş� ve özellikle sal�n�ml�l��g�
ile ilgili bir çok çal�şma yap�lm�şt�r.
K�smi fark denklemlerinin sal�n�ml�l��g� ile ilgili literatürde bulabildi�gimiz ilk çal�şmalar-
dan birisi B. G. Zhang ve S. T. Liu'nun 1995 y�l�nda yapt�klar� çal�şmad�r. Bu çal�şmada

q1AmC1;n C q2Am;nC1 � pAm;n C
uP
iD1
pi Am�ki ;n�li D 0; m; n D 0; 1; 2::: (1.1)

q1; q2; p; pi 2 R; ki ,li 2 N; i D 1; 2; :::; u 2 ZC olmak üzere, sabit katsay�l� lineer
gecikmeli k�smi fark denkleminin bütün has çözümlerinin sal�n�ml� olmas� için
(1.1) denkleminin

8.�;�/ D q1�C q2�� p C
uP
iD1
pi��ki��li D 0

karakteristik denkleminin pozitif köke sahip olmamas� gerek ve yeter koşulu elde
edilmiştir. Bunun sonucu olarak q1; q2; p ve pi ; i D 1; 2; :::; u; pozitif olmak üzere
(1.1) denkleminin her has çözümünün sal�n�ml� olmas� için

uP
iD1
pi
.ki C li C 1/kiCliC1 qki1 q

li
2

pkiCliC1kkii l
li
i

> 1 (1.2)

yeter koşulunu elde etmişlerdir. u D 1 olmas� durumunda (1.2)'nin sadece yeter koşul
de�gil ayn� zamanda gerek koşul oldu�gunu da göstermişlerdir.
Yine B. G. Zhang ve S. T. Liu 1998 y�l�nda yukar�daki sonuçlar�

Am;n D
uP
iD1
pi Am�ki ;n�li C

�P
jD1
q j AmC� j ;nC� j ; m; n D 0; 1; 2; :::; (1.3)

pi ve q j 'ler r � r tipinde birer matris, Am;n D
�
a1m;n; a2m;n; :::; arm;n

�T
; ki ; li ; � j ; � j 2

N; i D 1; 2; :::; u; j D 1; 2; :::; v; u ve v 2 ZC olmak üzere, gecikmeli lineer k�smi
fark denklem sistemine genişletmişlerdir. (1.3) sisteminin her fAm:ng has çözümünün
bileşenlerine göre sal�n�ml� olmas� için gerek ve yeter koşulun (1.3) sisteminin

det

 
uP
iD1
pi��ki��li � I C

vP
jD1
q j�� j�� j

!
D 0

2



karakteristik denkleminin pozitif köke sahip olmamas� sonucuna ulaşm�şlard�r. Ayr�ca
yine ayn� çal�şmada

am;n D
uP
iD1
piam�ki ;n�li C

�P
jD1
q jamC� j ;nC� j (1.4)

skaler lineer fark denkleminin her has çözümünün sal�n�ml� olmas� için (1.4) denkleminin

1 D
uP
iD1
pi��ki��li C

vP
jD1
q j�� j�� j

karakteristik denkleminin pozitif köke sahip olmamas� gerek ve yeter koşulunu elde et-
mişlerdir.
Benzer sonuçlar 1999 y�l�nda B. G. Zhang ve B. M. Liu taraf�ndan

A .x C 1; y/C A .x; y C 1/� pA .x; y/C
uP
iD1
pi A .x � � i ; y � � i / D 0; (1.5)

� i ; � i 2 RC; p; pi 2 R; i D 1; 2; :::; n; olmak üzere, sürekli de�gişkenli k�smi fark
denklemi için elde edilmiştir. (1.5) denkleminin her has A .x; y/ çözümünün sal�n�ml�
olmas� için gerek ve yeter koşulun (1.5) denkleminin

8.�;�/ D �C �� p C
nP
iD1
pi��� i��� i D 0

karakteristik denkleminin pozitif köke sahip olmamas� gerek ve yeter koşulu elde et-
mişlerdir. Buradan p; pi > 0; i D 1; 2; :::; n; olmak üzere (1.5) denkleminin her has
çözümünün sal�n�ml� olmas� için

nP
iD1
pi
.� i C � i C 1/� iC� iC1

�
� i
i �

� i
i p� iC� iC1

> 1 (1.6)

yeter koşulunu elde etmişlerdir. n D 1 için (1.6)'n�n sadece yeter koşul de�gil ayn� za-
manda gerek koşul oldu�gunu da göstermişlerdir.
2006 y�l�nda J. Cheng ve Y. Chu yapm�ş olduklar� çal�şmada

T i
�
xm;n C axm�k1;n�l1 � bxmCk2;nCl2

�
D c

�
qxm�� 1;n�� 1 C bxmC� 2;nC� 2

�
; (1.7)

c D �1; i 2 N; a; b; p ve q negatif olmayan reel say�lar, k j ; l j ; � j ; � j ; j D 1; 2; negatif
olmayan tam say�lar olmak üzere, yüksek mertebe k�smi fark denklemi için baz� sal�n�m-
l�l�k kriterleri elde etmişlerdir. Burada T operatörü, T xm;n D .1m C1n C I / xm;n ile
tan�ml�d�r.
N2 üzerinde Pm;m > 0 ve k; l 2 N olmak üzere

AmC1;n C Am;nC1 � Am;n C Pm;nAm�k;n�l D 0 (1.8)

3



de�gişken katsay�l� lineer k�smi fark denklemi literatürde birçok defa ele al�nm�ş ve Pm;m
katsay�s�na ba�gl� çeşitli sal�n�ml�l�k kriterleri elde edilmiştir. �Ilk olarak B. G. Zhang ve S.
T. Liu 1997 y�l�nda (1.8) denkleminin sal�n�ml� olmas� için

lim inf
m;n!1

(
1
kl

m�1P
iDm�k

n�1P
jDn�l

Pi; j

)
>

��

.� C 1/�C1
; � D max fk; lg

yeter koşulunu elde etmişlerdir. Bu şart daha sonraki çal�şmalarda geliştirilmiştir. 1997
y�l�nda yine B. G. Zhang ve S. T. Liu (1.8) denkleminin sal�n�ml� olmas� için

lim inf
m;n!1

(
1
kl

m�1P
iDm�k

n�1P
jDn�l

Pi; j

)
>

��

.�C 1/�C1
; � D

2kl
k C l

yeter koşulunu ve

lim inf
m;n!1

Pm;n >
.k C l/kCl

.k C l C 1/kClC1

yeter koşulunu elde etmişlerdir. Daha sonra bu koşullar 1999 y�l�nda C. J. Tian ve B. G.
Zhang taraf�ndan

lim inf
m;n!1

(
1
kl

m�1P
iDm�k

n�1P
jDn�l

Pi; j

)
>

��

2� .�C 1/�C1
; � D

2kl
k C l

ve
lim inf
m;n!1

Pm;n >
1

.k C l C 1/
q
C2kC2l2l

; Cnk D
n!

k! .n � k/!

biçiminde genişletilmiştir. C. J. Tian ve S. Xie taraf�ndan 2004 y�l�nda yeniden ele al�nan
(1.8) denkleminin tüm çözümlerinin

lim inf
m;n!1

(
1
kl

m�1P
iDm�k

n�1P
jDn�l

Pi; j

)
� q > 0

q
�
1C

klq
1� klq

��k2Cl2�=.kCl/
> ! D

��

2� .�C 1/�C1
; � D

2kl
k C l

olmas� halinde sal�n�ml� olaca�g� elde edilmiştir.
Lineer olmayan k�smi fark denklemlerinin sal�n�ml�klar� üzerine de çeşitli çal�şmalar
yap�lm�şt�r. 1997'de B. G. Zhang ve S. T. Liu yapm�ş olduklar� çal�şmada

AmC1;n C Am;nC1 � Am;n C
uP
iD1
Pi .m; n/ fi

�
Am�ki ;n�li

�
D 0; (1.9)

her i D 1; 2; :::; u için N2 üzerinde Pi .m; n/ > 0I ki ; li 2 N; ve fi ; x 6D 0 için
x fi .x/ > 0 şart�n� sa�glayan reel de�gerli, sürekli bir fonksiyon olmak üzere, lineer ol-
mayan gecikmeli k�smi fark denkleminin sal�n�ml�l�k davran�ş�n� incelemişler ve aşa�g�-
daki koşullar sa�gland��g� sürece (1.9) denkleminin her çözümünün sal�n�ml� oldu�gu sonu-
cunu elde etmişlerdir.

4



.A1/ 1 � i � u için fi azalmayan ve

lim inf
x!0

fi .x/
x

D Si 2 .0;1/ ;

.A2/ 1 � i � u için
lim inf
m;n!1

Pi .m; n/ D pi > 0;

.A3/ 1 � i � u için

uP
iD1
2�i Si pi

�
�i C 1

��iC1
�
�i
i

> 1; �i D min fki ; li g :

Yine ayn� çal�şmada .A1/ koşuluyla birlikte
.A4/ 1 � i � u için k0 D min fk1; k2; :::; kug ve l0 D min fl1; l2; :::; lug olmak üzere

lim sup
m;n!1

uP
tD1
St
mCk0P
iDm

nCloP
jDn

Pt .i; j/ > 1

koşulu sa�gland��g� sürece (1.9) denkleminin her çözümünün sal�n�ml� oldu�gu sonucu elde
edilmiştir.
B. G. Zhang ve J. S. Yu 1998 y�l�nda yapm�ş olduklar� çal�şmada

AmC1;n C Am;nC1 � Am;n C Pm;n f
�
Am�k;n�l

�
D 0; m; n D 0; 1; 2; :::; (1.10)

f sürekli bir fonksiyon, N2 üzerinde Pm;n � 0 ve k; l 2 N1 olmak üzere, lineer olmayan
gecikmeli k�smi fark denkleminin çözümleri için lineerleştirilmiş sal�n�ml�l�k kriterleri
elde etmişlerdir. Yapt�klar� çal�şmada (1.10) denklemi ile

AmC1;n C Am;nC1 � Am;n C pAm�k;n�l D 0; (1.11)

k; l 2 ZC ve p > 0 olmak üzere,lineer denklemini birlikte gözönüne alarak aşa�g�daki
koşullar�n sa�gland��g� kabul edilmiştir.
.B1/ lim infm;n!1 Pm;n D p > 0;
.B2/ x 6D 0 için f .x/

x > 0 ve limx!0 f .x/x D 1:
Bu koşullar alt�nda (1.11) lineer denkleminin her çözümün sal�n�ml�l��g�n�n (1.10) li-
neer olmayan denklemin her çözümünün sal�n�ml�l��g� anlam�na gelmiş oldu�gu sonucuna
ulaş�ld�.
2003 y�l�nda I. Kubiaczyk ve S. H. Saker yapm�ş olduklar� çal�şmada

1n.an1n.ym;n//C pn1n ym;n C qn f
�
ym;n��

�
� rnLym;n D 0 (1.12)
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lineer olmayan gecikmeli(delay) ayr�k dalga denklemi için sal�n�ml�l�k kriterleri elde et-
mişlerdir.
Bu çal�şmalar �ş��g�nda üçüncü bölümde yüksek mertebeden sabit katsay�l� lineer k�smi
fark denklemlerinin sal�n�ml�l��g� için gerek ve yeter koşullar elde edilmiştir. Bu bölümde
yap�lan çal�şmalar Prof.Dr. Ömer Ak�n ve Yrd.Doç.Dr. Yaşar Bolat ile beraber
yürütülmüştür.
Tezin dördüncü bölümünde fark denklemlerinde önemli bir yer tutan yüksek mertebe-
den lineer olmayan ikinci yanl�(forced) k�smi fark denklemlerinin sal�n�ml�l��g� üzerine
bir çal�şma yap�lm�şt�r.
Beşinci bölümde ise lineer olmayan ayr�k(discrete) dalga denklemi için indirgenmiş lineer
limit denklemi tan�mlanm�ş ve bu iki denklemin sal�n�ml�l��g� aras�ndaki ilişkiler ortaya
konmuştur.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde çal�şmam�z için gerekli olacak bilinen baz� tan�m, teorem ve lem-
malar� verece�giz.
n 2 N olmak üzere tek de�gişkenli xn fonksiyonu için öteleme(shift) operatörü

Exn D xnC1

ve ileri fark operatörü
1xn D xnC1 � xn

ile tan�mlan�r[Mickens R. E. 1990] :

Ekxn D xnCk

olarak kolayca hesaplan�r. Ayr�ca I özdeşlik(birim) operatörü olmak üzere1 D E � I ve
E D 1C I oldu�gu aç�kça görülür. Buna göre,

1kxn D .E � I /k xn

D
kP
iD0
.�1/i

�
k
i

�
Ek�i xn

D
kP
iD0
.�1/i

�
k
i

�
xnCk�i

ve benzer yolla

Ekxn D
kP
iD0

�
k
i

�
1k�i xn

bulunur.

Tan�m 2.1. n 2 N ba�g�ms�z de�gişken ve xn , N üzerinde tan�ml� reel(veya
kompleks) de�gerli bir fonksiyon olsun. xn; xnC1; :::; xnCk terimleri aras�nda verilen bir
fonksiyonel ba�g�nt�ya k: mertebeden bir fark denklemi denir

�
Agarwal R. P. 2000

�
:

Tan�m 2.2. Bir fark denkleminin mertebesi, denklemdeki en büyük indis ile en
küçük indis aras�ndaki farkt�r

�
Agarwal R. P. 2000

�
:

Bir fark denklemini, k; � 2 N1 olmak üzere,

F .n; xn; xnC1; :::; xnCk; xn�1; :::; xn�� / D qn

biçiminde ifade edebiliriz.
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Teorem 2.1. 1 ve E operatörleri lineerdir. Yani a; b 2 R olmak üzere
.i/ 1

�
axn C byn

�
D a1xn C b1yn

.ii/ E
�
axn C byn

�
D aExn C bEyn

�
Elaydi S.1999

�
:

Lemma 2.1. .i/
n�1P
kDn0

1xk D xn � xn0

.ii/ 1

 
n�1P
kDn0

xk

!
D xn

�
Elaydi S.1999

�
:

Lemma 2.2 (Çarp�m ve bölüm kural�). .i/ 1
�
xn:yn

�
D Exn:1yn C yn:1xn

.ii/ 1
h
xn
yn

i
D yn :1xn�xn :1yn

yn :Eyn [Mickens R. E. 1990] :

Tan�m 2.3. x 2 R ve k 2 ZC olmak üzere

x .k/ D x .x � 1/ ::: .x � k C 1/

polinomuna "faktöriyel polinomu" denir
�
Elaydi S.1999

�
:

x D n 2 ZC ve n � k ise

n.k/ D
n!

.n � k/!
ve n.n/ D n! olur.

Ayr�ca
1x .k/ D .x C 1/.k/ � x .k/ , Ex .k/ D .x C 1/.k/ .

Lemma 2.3. x 2 R ve k 2 ZC bir sabit olmak üzere
.i/ 1x .k/ D kx .k�1/

.ii/ 1nx .k/ D k .k � 1/ ::: .k � n C 1/ x .k�n/

.ii/ 1kx .k/ D x .k/ D k!
�
Elaydi S.1999

�
:

Tan�m 2.4. En az iki ayr�k de�gişkenin bilinmeyen fonksiyonunu içeren fark
denklemine k�smi fark denklemi denir

�
Zhang B. G. ve Zhou Y. 2007

�
:

Bu tarz fonksiyonlar ym;n veya y .m; n/ ile gösterilir. m; n 2 N olmak üzere ym;n fonksi-
yonu için s�ras�yla birinci ve ikinci de�gişkene göre öteleme operatörü,

Em ym;n D ymC1;n , En ym;n D ym;nC1

ve s�ras�yla birinci ve ikinci de�gişkene göre ileri fark operatörü,

1m ym;n D ymC1;n � ym;n , 1n ym;n D ym;nC1 � ym;n
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ile tan�mlan�r[Mickens R. E. 1990] :
1m D Em � I ve 1n D En � I oldu�gu aç�kt�r.

EmEn ym;n D EnEm ym;n D ymC1;nC1

ve sonuç olarak
ErmE

h
n ym;n D ymCr;nCh

oldu�gu kolayca görülür. Buna göre

1rm1
h
n ym;n D .Em � I /r .En � I /h ym;n

D
rP
iD0
.�1/i

�
r
i

�
Er�im

hP
jD0

.�1/ j
�
h
j

�
Eh� jn ym;n

D
rP
iD0

hP
jD0

.�1/iC j
�
r
i

��
h
j

�
ymCr�i;nCh� j

bulunur.

Tan�m 2.5. K�smi fark denklemleri, ym;n , ymC1;n; ym;nC1; ymC1;nC1; ymC2;n; ym;nC2 vb.
terimleri aras�nda bir fonksiyonel ba�g�nt� olarak tan�mlan�r[Mickens R. E. 1990] :
K�smi fark denklemini, k; l; � ; � 2 N1 olmak üzere,

F
�
m; n; ym;n; ymC1;n; ym;nC1; :::; ymCr;nCh; ym�1;n; :::; ym�� ;n��

�
D qm;n; (2.1)

biçiminde ifade edebiliriz. E�ger qm;n özdeş olarak s�f�ra eşitse (2.1) denklemine "ho-
mogen k�smi fark denklemi", aksi halde "homogen olmayan k�smi fark denklemi" denir.

Örnek 2.1. K�smi fark denklemine örnekler:

ymC1;n � ym;nC1 D 0 (2.2)

ymC2;n C 2ymC1;nC1 C ym;n D 0 (2.3)

ymC1;nC1 C 3
�
ym;n

�2
D 0 (2.4)

ymC3;nC1 D ym;n � 5ymC2;nC1ym;nC1 (2.5)

(2.2) ve (2.3) lineer denklemlerken, (2.4) ve (2.5) lineer olmayan k�smi fark denklem-
leridir.

Tan�m 2.6. E�ger k�smi fark denklemi ym;n terimini içeriyorsa ve m ve n indisle-
rine göre en büyük indis de�gerleri m C k ve n C l ise o zaman k�smi fark denkleminin

9



mertebesi birinci de�gişkene göre k: mertebe, ikinci de�gişkene göre l: mertebe olarak
adland�r�l�r[Mickens R. E. 1990] :
Örne�gin (2.2) denklemi yeniden

ymC1;n C ym;n D ym;nC1 C ym;n

biçiminde yaz�labilir ve sonuç olarak hem m'ye hem de n'ye göre birinci mertebedendir.
Ayn� şekilde (2.3) denklemim'ye göre ikinci, n'ye göre birinci mertebe; (2.4) denklemim
ve n'ye göre birinci ve (2.5) denklemi m'ye göre üçüncü n'ye göre birinci mertebedendir.

Tan�m 2.7. (2.1) k�smi fark denklemi

ym;n D
uP
iD1
pi ym�� i ;n�� i C

vP
jD1
q j ymCk j ;nCl j (2.6)

biçiminde verilirse (2.6) k�smi fark denklemine homogen, lineer k�smi fark denklemi
denir.

Tan�m 2.8. i D 1; 2; :::; u için � D max � i ; � D max � i ve M0 � m0; N0 � n0
negatif olmayan tamsay�lar olmak üzere � D Nm0�� � Nn0�� n Nm0 � Nn0 kümesi
başlang�ç bölgesi olarak adland�r�l�r

�
Zhang B. G. ve Zhou Y. 2007

�
:

Tan�m 2.9. � başlang�ç bölgesi üzerinde tan�ml� bir 'i; j fonksiyonuna başlang�ç
fonksiyonu denir

�
Zhang B. G. ve Zhou Y. 2007

�
:

Tan�m 2.10.
yi; j D 'i; j ; .i; j/ 2 � (2.7)

başlang�ç şart�yla verilen (2.6) denklemi başlang�ç de�ger problemi olarak
adland�r�l�r

�
Zhang B. G. ve Zhou Y. 2007

�
:

Ard�ş�k iterasyonla (2.6)-(2.7) başlang�ç de�ger probleminin tek
�
ym;n

	
çözümü oldu�gunu

görmek kolayd�r. (2.6) denklemini j D 1; 2; :::; v için k D max k j ; l D max l j olmak
üzere

ymCk;nCl D f
�
ymCk�1;nCl; ymCk;nCl�1; :::; ym;n

�
�

uP
iD1
pi ym�� i ;n�� i (2.8)

biçiminde yazabilir ve bunu kullanarak yk;l; ykC1;l; yk;lC1; ::: terimleri kolayl�kla hesap-
lan�r. Böylece

�
ym;n

	
reel de�gerli, iki de�gişkenli(double) dizisi tektir ve (2.6)-(2.7)

başlang�ç de�ger probleminin çözümü olarak adland�r�l�r.
Di�ger bir deyişle (2.6) denkleminin bir çözümü Nm0�� � Nn0�� üzerinde tan�ml� ve
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Nm0 � Nn0 üzerinde (2.6) denklemini sa�glayan aşikar olmayan iki de�gişkenli
�
ym;n

	
dizisidir[Zhou Y. 2007] :

Tan�m 2.11. Her m � m1, n � n1 için ym;n > 0 (er geç pozitif dizi)(eventually
positive) veya ym;n < 0 (er geç negatif dizi) olacak şekilde m1; n1 pozitif tam say�lar�
varsa bir y D

�
ym;n

	1 1
mDm0;nDn0

dizisine (0 etraf�nda) sal�n�ml� olmayand�r denir. Aksi
halde y dizisi sal�n�ml� olarak adland�r�l�r

�
Agarwal R. P. ve Popenda J. 1999

�
:

Tan�m 2.12. Yeterince büyük her m ve n için��ym;n�� � M�m�n
olacak şekilde pozitif M; � ve � say�lar� varsa (2.6) denkleminin bir

�
ym;n

	
çözümüne

"has(proper) çözüm" denir
�
Zhang B. G. ve Zhou Y. 2007

�
:

Tan�m 2.13 (Landau Sembolleri). n, sonsuza giden bir tamsay� de�gişkeni ve x;
bir limit de�gerine giden sürekli bir de�gişken olsun. � .n/ veya � .x/ bir pozitif fonksiyon
ve f .n/ veya f .x/ bir key� fonksiyon olsun. O .x/(büyük-o) ve o .x/(küçük-o)
sembolleri Landau sembolleri olarak bilinir ve aşa�g�daki gibi tan�mlan�rlar:
.i/ f D O .�/ ifadesinin anlam� en az bir A sabiti ve n ve x'in her de�geri için j f j < A�
demektir.
.ii/ f D o .�/ ifadesinin anlam� f=�! 0 demektir

�
Hardy ve Wright 1979

�
.

Teorem 2.2 (Fabry Teoremi).
�
am;n

	
iki de�gişkenli dizisi, z1; z2 2 C ve jz1j < �1;

jz2j < �2 olmak üzere F .z1; z2/ fonksiyonu,

F .z1; z2/ D
1P
mD0

1P
nD0
am;nz�m1 z�n2

ile tan�mlans�n. am;n D 1C o .1=M/, M D max.m; n/ oldu�gunu kabul edelim. O zaman
F.z1; z2/; z1 D 1 ve z2 D 10de singulerdir

�
Zhang B. G. ve Zhou Y. 2007

�
:

Tan�m 2.14 (z-dönüşümü). jz1j > r1; jz2j > r2, r1 � 0 ve r2 � 0 için

F .z1; z2/ D
1P
mD0

1P
nD0

ym;nz�m1 z�n2

serileri yak�nsak ise .m; n/ 2 N2 olmak üzere
�
ym;n

	
iki de�gişkenli dizisinin z-dönüşümü

Z
�
ym;n

�
D F .z1; z2/ D

1P
mD0

1P
nD0

ym;nz�m1 z�n2 (2.9)
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ile tan�mlan�r. Burada Z , z-dönüşümü uygulamas�n�n operatörünü gösterir. z1 ve z2
kompleks düzlemde key� de�gerler alabilen kompleks de�gişkenlerdir. (2.9) denklemi
jz1j > r1 ve jz2j > r2 bölgesinde z1 ve z2 de�gişkenlerinin bir kompleks analitik fonksi-
yonudur.
Bundan sonra

1P
mDp

1P
nDq

ym;nz�m1 z�n2 .

serilerinde m < 0 ve n < 0 için ym;n D 0 kabul edece�giz
�
Zhang B. G. ve Zhou Y. 2007

�
.

Lemma 2.4.
��ym;n�� � M1rm1 r

n
2 , m � M , n � N olacak şekilde M1, M , ve N

pozitif sabitlerinin var oldu�gunu kabul edelim. O zaman fym;ng'nin z-dönüşümü
jz1j > r1 ve jz2j > r2 bölgesinde vard�r

�
Zhang B. G. ve Zhou Y. 2007

�
:

Şimdi z-dönüşümünün baz� özelliklerini verece�giz.

Lemma 2.5. .i/
Z.ym�k;n�l/ D z�k1 z

�l
2 F.z1; z2/,

.ii/ F.k C i; z2/ D
1P
nD0

ykCi;nz�n2 olmak üzere,

1P
iD0
F.k C i; z2/z�i1 D zk1

�
F.z1; z2/�

k�1P
mD0

F.m; z2/z�m1

�
,

.iii/

1P
iD0

l�1P
nD0

ykCi;nz�i1 z
�n
2 D zk1

�
1P
mD0

l�1P
nD0

ym;nz�m1 z�n2 �
k�1P
mD0

l�1P
nD0

ym;nz�m1 z�n2

�
,

.iv/ F.z1; n/ D
1P
mD0

Am;nz�m1 olmak üzere

1P
mD0

l�1P
nD0

ym;nz�m1 z�n2 D
l�1P
iD0
F.z1; i/z�i2 ,

.v/

Z.ymCk;nCl/ D zk1z
l
2

�
F.z1; z2/�

k�1P
mD0

F.m; z2/z�m1 �
l�1P
nD0

F.z1; n/z�n2 ,

C
k�1P
mD0

l�1P
nD0

ym;nz�m1 z�n2

�
.

�
Zhang B. G. ve Zhou Y. 2007

�
:
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Lemma 2.6. x > 0 için F.x/ D ax � bx� olsun. a � 0, b > 0 ve � > 1 ise
F .x/,

Fmax D .�� 1/ ��=.1��/a�=.��1/b1=.1��/

maksimum de�gerine ulaş�r. a > 0, b � 0 and 0 < � < 1 ise F .x/ ;

Fmin D .�� 1/ ��=.1��/a�=.��1/b1=.1��/

minimum de�gerine ulaş�r
�
Hardy G. H., Littlewood J. E. ve Polya G. 1952

�
:

Teorem 2.3 (Lebesgue Monoton Yak�nsakl�k Teoremi). 0 � f1 � f2 � :::

fonksiyonlar�n�n ölçülebilir oldu�gunu kabul edelim. lim j!1 f j .x/ D f .x/ olsun. O
zaman

lim
j!1

R
f j .x/dx D

R
f .x/dx

olur.

Lemma 2.7. u .k/, Na üzerinde tan�ml� bir dizi olsun. O zaman
.i/ lim infk!11nu .k/ > 0 ise 0 � i � n � 1 için limk!11iu .k/ D 1
.ii/ lim supk!11nu .k/ < 0 ise 0 � i � n � 1 için limk!11iu .k/ D �1

dur
�
Agarwal R. P. 2000

�
.

Teorem 2.4 (Ayr�k Kneser Teoremi). 1nu .k/ fark� Na üzerinde sabit işaretli ve
özdeş olarak s�f�r olmamak üzere u .k/ dizisi Na 'da tan�ml� ve u .k/ > 0 olsun. O
zaman 1nu .k/ � 0 için n C m tek veya 1nu .k/ � 0 için n C m çift say� olacak şekilde
0 � m � n; bir m tamsay�s� vard�r. Ayr�ca
.i/ m � n � 1 ise her k 2 Na ve m � i � n � 1 için .�1/mCi 1iu .k/ > 0
.ii/ m � 1 ise yeterince büyük her k 2 Na ve 1 � i � m � 1 için 1iu .k/ > 0
şartlar� sa�glan�r( m C n tek oldu�gunda n tek ise m çift ve n çift ise m tek , m C n çift
oldu�gunda n tek ise m tek ve n çift ise m çifttir )

�
Agarwal R. P. 2000

�
.

Örnek 2.2. .i/ u .k/ > 0 ve 15u .k/ � 0 ise yeterince büyük her k için aşa�g�daki
durumlar olas�d�r.
.m D 0/ u .k/ > 0, 1u .k/ < 0; 12u .k/ > 0; 13u .k/ < 0; 14u .k/ > 0; 15u .k/ � 0
.m D 2/ u .k/ > 0, 1u .k/ > 0; 12u .k/ > 0; 13u .k/ < 0; 14u .k/ > 0; 15u .k/ � 0
.m D 4/ u .k/ > 0, 1u .k/ > 0; 12u .k/ > 0; 13u .k/ > 0; 14u .k/ > 0; 15u .k/ � 0
.ii/ u .k/ > 0 ve 16u .k/ � 0 ise yeterince büyük her k için aşa�g�daki durumlar olas�d�r.
.m D 1/ u .k/ > 0, 1u .k/ > 0; 12u .k/ < 0; 13u .k/ > 0; 14u .k/ < 0; 15u .k/ > 0,
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16u .k/ � 0
.m D 3/ u .k/ > 0, 1u .k/ > 0; 12u .k/ > 0; 13u .k/ > 0; 14u .k/ < 0; 15u .k/ > 0,
16u .k/ � 0
.m D 5/ u .k/ > 0, 1u .k/ > 0; 12u .k/ > 0; 13u .k/ > 0; 14u .k/ > 0; 15u .k/ > 0,
16u .k/ � 0.
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3. YÜKSEK MERTEBEDEN SAB�IT KATSAYILI L�INEER KISM�I FARK
DENKLEMLER�IN�IN SALINIMLILI �GI �IÇ�IN GEREK VE YETER KOŞULLAR

Bu bölümde
1rm1

h
n ym;n C .�1/

rChC1 pym�� ;n�� D 0 (3.1)

biçimindeki yüksek mertebeden sabit katsay�l� lineer k�smi fark denklemini gözönüne
alaca�g�z. Burada m; n; � ; � 2 N; r; h 2 N1 ve p negatif olmayan bir reel say�d�r.
1m ve 1n ileri farklar� bilindi�gi gibi tan�ml�d�r, yani 1m ym;n D ymC1 � ym ve
1n ym;n D ynC1 � yn: r ve h key� pozitif tamsay�lar� için yüksek mertebe k�smi
farklar 1rm ym;n D 1m

�
1r�1m ym;n

�
; 10m ym;n D ym;n; 1hn ym;n D 1n

�
1h�1n ym;n

�
;

10n ym;n D ym;n olarak tan�mlan�r.
Yüksek mertebe k�smi fark denklemlerinin kalitatif teorisi hakk�nda çeşitli çal�şmalar
vard�r.
1997 y�l�nda B. G. Zhang ve S. T. Liu

xmCk;nCl C
s1P
iD1

s2P
jD1
qi; j xmCk�i;nCl� j D 0

biçimindeki k�smi fark denkleminin çözümlerinin sal�n�ml�l�k davran�ş�n� incelemişlerdir.
Burada k,l 2 N ve qi; j 2 R'dir.
1998 y�l�nda yine B. G. Zhang ve S. T. Liu

Am;n D
uP
iD1
pi Am�ki ;n�li C

�P
jD1
q j AmC� j ;nC� j

biçimindeki gecikmeli lineer k�smi fark denklem sisteminin çözümlerinin sal�n�ml�l��g�n�
çal�şm�şlard�r. Burada i D 1; 2; :::; u ve j D 1; 2; :::; v olmak üzere pi ve q j r � r
tipinde matrislerdir, Am;n D

�
a1m;n; a2m;n; :::; arm;n

�T
; ki ; li ; � j ; � j 2 N; u; v 2 N1 olarak

tan�ml�d�r.
2006 y�l�nda J. Cheng ve Y. Chu

T i
�
xm;n C axm�k1;n�l1 � bxmCk2;nCl2

�
D c

�
qxm�� 1;n�� 1 C bxmC� 2;nC� 2

�
biçimindeki yüksek mertebe k�smi fark denkleminin sal�n�ml�l�k koşullar�n� araşt�r-
m�şlard�r. Burada c D �1; i 2 N; a; b; p ve q negatif olmayan reel say�lar, j D 1; 2
olmak üzere k j ; l j ; � j ; � j negatif olmayan tamsay�lard�r ve T operatörü,

T xm;n D .1m C1n C I / xm;n

ile tan�ml�d�r.
Bunun yan�nda 2003 y�l�nda B. G. Zhang, Y. Zhou ve Y. Q. Huang

1hn1
r
m.xm;n � cxm�k;n�l/C .�1/

hCrC1 pm;n f .xm�� ;n�� / D 0
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lineer olmayan yüksek mertebe nötral k�smi fark denklemi için pozitif çözümlerin var-
l��g�n� araşt�rm�şlard�r. Bu çal�şmay� yaparken aşa�g�daki koşullar�n var oldu�gunu kabul
etmişlerdir.
.i/ c 2 R; h; r; k; l 2 N1, � ; � 2 N;

�
pm;n

	1;1
mDm0;nDn0

reel say�lar�n iki de�gişkenli dizi-
sidir.
.ii/ f; sürekli fonksiyonu azalmayand�r, key� x 6D 0 için x f .x/ � 0 ve jx j � jyj iken
j f .x/j � j f .y/j0 dir:
2007'de C.F. Li ve Y. Zhou

�
pm;n

	1;1
mDm0;nDn0

;
�
qm;n

	1;1
mDm0;nDn0

reel say�lar�n iki
de�gişkenli dizileri, h; r; k; l 2 N1; � i ; �i 2 N; i D 1; 2; pm;n � 0, qm;n � 0; m � m0;
n � n0; olmak üzere

1hn1
r
m.xm;n C cm;nxm�k;n�l/C pm;nxm�� 1;n��1 � qm;nxm�� 2;n��2 D 0

ve
n
p.s/m;n

o1;1
mDm0;nDn0

reel say�lar�n iki de�gişkenli dizileri, h; r; k; l; d; u 2 N1; � s; �s 2 N;

p.s/m;n � 0, s D 1; 2; :::; u olmak üzere

1hn1
r
m.xm;n C cm;nxm�k;n�l/C

dP
sD1

p.s/m;nxm�� s ;n��s �
uP

sDdC1
q.s/m;nxm�� s ;n��s D 0

yüksek mertebe nötral k�smi fark denklemlerinin s�n�rl� ve s�n�rs�z sal�n�ml� olmayan
çözümlerinin varl��g�n� araşt�rm�şlard�r.
K�smi fark denklemlerinin yan�nda adi fark denklemlerinin de kalitatif teorisi üzerine
çal�şmalar yap�lm�şt�r. 1990 y�l�nda CH. G. Philos ve Y.G. S�cas,

.�1/mC11m An C
1P
kD0

pk An�lk D 0

yüksek mertebe fark denkleminin pozitif çözümlerini araşt�rm�şlard�r. Burada m 2 N1,
.pk/k�0 pozitif reel say�lar�n bir dizisi ve 0 � l0 < l1 < l2::: olmak üzere .lk/k�0 tam-
say�lar�n bir dizisidir.
(3.1) denkleminin bir çözümü ile demek istedi�gimiz, m � �� ve n � �� için tan�ml�
ve m � 0 , n � 0 için (3.1) denklemini sa�glayan aşikar olmayan iki de�gişkenli(double)�
ym;n

	
dizisidir. (3.1) denkleminin bir

�
ym;n

	
çözümü yeterince büyük her m ve n için

ym;n > 0 ( veya ym;n < 0 ) oluyorsa er geç(eventually) pozitif (veya er geç negatif) çözüm
olarak adland�r�l�r. Ne er geç pozitif ne de er geç negatif çözüm de�gilse sal�n�ml�d�r denir.
�;� 2 C olmak üzere

ym;n D �m�n (3.2)

biçimindeki çözümleri gözönüne alaca�g�z (3.2)'yi (3.1)'de yerine yazarak (3.1) k�smi fark
denkleminin

8.�;�/ D .�� 1/r .�� 1/h C .�1/rChC1 p������ D 0 (3.3)
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veya

8.�;�/ D
rP
iD0

hP
jD0

.�1/iC j
�r
i
��h
j
�
�r�i�h� j C .�1/rChC1 p������ D 0

karakteristik denklemini elde ederiz.
.�; �/ ; (3.3) denklemini sa�gl�yorsa ve ayr�ca � > 0 ve � > 0 oluyorsa (3.3) denkleminin
pozitif kökleri olarak adland�r�l�r.
� D Nm0�� � Nn0��=Nm0 � Nn0 başlang�ç bölgesi üzerinde tan�ml� �i; j fonksiyonu,
bir başlang�ç fonksiyonu olmak üzere � üzerinde �i; j 'ye eşit, Nm0 � Nn0 üzerinde (3.1)
denklemini sa�glayan

�
yi; j
	
dizisini kurmak kolayd�r.

Lemma 3.1. Bir başlang�ç fonksiyonu �i; j ; baz� pozitif M1, � ve � say�lar� için���m;n�� � M1�m�n , .m; n/ 2 � (3.4)

koşulunu sa�gl�yorsa (3.1) denkleminin buna karş�l�k gelen çözümü has çözümdür.

�Ispat. � başlang�ç bölgesinde tan�ml� �i; j başlang�ç fonksiyonu, baz� pozitif M1,
� ve � say�lar� için (3.4) koşulunu sa�glas�n. O zaman��ym;n�� � M1�m�n ; .m; n/ 2 �

olur. Buradan

�M1�m�n � ym;n � M1�m�n

ve

M1�m�n � �ym;n � �M1�m�n .

oldu�gu aç�kt�r. (3.1) denklemini yeniden

rP
iD0

hP
jD0

.�1/iC j
�r
i
��h
j
�
ymCr�i;nCh� j C .�1/rChC1 pym�� ;n�� D 0:

biçiminde yazabiliriz. Burada en büyük indisli ym;n terimini çekerek denklemi düzenleriz.
Şimdi bu işlemi r D 1; h D 1 olmak üzere (3.1) denkleminin özel hali için yapaca�g�z.
r D 1; h D 1 için (3.1) denklemi

17



ymC1;nC1 � ymC1;n � ym;nC1 C ym;n � pym�� ;n�� D 0. (3.5)

biçiminde olur ve bu denklem için başlang�ç bölgesi� D N���N��=N1�N1 olur. (3.5)
denklemini

ymC1;nC1 D ymC1;n C ym;nC1 � ym;n C pym�� ;n��

biçiminde yazabilir ve y1;1; y1;2; y2;1; y2;2; ::: terimlerini kolayl�kla hesaplayabiliriz.
Örne�gin

y1;1 D y1;0 C y0;1 � y0;0 C py�� ;��
� M1� C M1� C M1 C pM1������

� M��

ve

y1;1 D y1;0 C y0;1 � y0;0 C py�� ;��
� �M1� � M1� � M1 � pM1������

� �M��

olacak şekilde M > 0 say�s� vard�r. O zaman

��y1;1�� � M��
sonucunu elde ederiz. Benzer biçimde

��ym;n�� � M�m�n
olacak şekilde M; � ve � pozitif say�lar�n�n var oldu�gunu görürüz. Bu da

�
ym;n

	
çözümünün has çözüm oldu�gunu gösterir.
Benzer sonuçlar� r ve h mertebelerinin di�ger de�gerleri için de elde edebiliriz. Böylece
ispat tamamlanm�ş olur.

Teorem 3.1. (3.1) denkleminin her has çözümünün sal�n�ml� olmas� için gerek ve
yeter koşul (3.3) karakteristik denkleminin pozitif köke sahip olmamas�d�r.

�Ispat. Gereklik. Aksini kabul edelim. Yani
�
�0; �0

�
(3.3)'ün bir pozitif kökü ol-
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sun. O zaman ym;n D �m0 �
n
0 olmak üzere

�
ym;n

	
; (3.1)'in bir pozitif çözümüdür. Bu da

bir çelişkidir.
Yeterlik. (3.3)'ün bir pozitif köke sahip olmad��g�n� farz edelim.

�
ym;n

	
; (3.1) denkle-

minin
���m;n�� < c olacak şekilde �m;n başlang�ç koşullu bir pozitif has çözümü olsun. O

zaman
ym;n D �m;n; .m; n/ 2 �

oldu�gu için

��ym;n�� < c , .m; n/ 2 �:

olur. ym;n D �m�n biçiminde oldu�gunu gözönüne alarak��y0;0�� D 1 < c H) ��y1;0�� D j�j < j�j :c
elde ederiz. O zaman ��ym;0�� D ���m�� < ���m�� :cm < b1:cm
olacak şekilde bir b1 > 0 say�s� vard�r.
Benzer şekilde ��y0;0�� D 1 < c H) ��y0;1�� D j�j < j�j :c
ve ��y0;n�� D ���n�� < ���n�� :cn < b2:cn
olacak şekilde b2 > 0 say�s� vard�r. Buradan��ym;n�� D ���m�n�� < b1cm :b2cn
ve sonuç olarak ��ym;n�� < bcmCn; .m; n/ 2 N2 (3.6)

olacak şekilde b > 0 say�s� vard�r. Lemma 2.4'den jzi j > c; i D 1; 2, için
�
ym;n

	0nin
z-dönüşümü

Z
�
ym;n

�
D

1P
mD0

1P
nD0

ym;nz�m1 z�n2 D F .z1; z2/ (3.7)

vard�r. (3.1)'in her iki taraf�n�n z-dönüşümünü alal�m:

Z
�
1rm1

h
n ym;n C .�1/

rChC1 pym�� ;n��
�
D Z .0/

19



Lemma 2.5'teki z-dönüşümünün özelliklerini kullanarak

Z
�
1rm1

h
n ym;n

�
D Z

 
rP
iD0

hP
jD0

.�1/iC j
�r
i
��h
j
�
ymCr�i;nCh� j

!

D
rP
iD0

hP
jD0

.�1/iC j
�r
i
��h
j
�
zr�i1 zh� j2 �

�
Z
�
ym;n

�
�

1P
nD0

r�i�1P
mD0

ym;nz�m1 z�n2

�
1P
mD0

h� j�1P
nD0

ym;nz�m1 z�n2 C
r�i�1P
mD0

h� j�1P
nD0

ym;nz�m1 z�n2

)
;

Z
�
.�1/rChC1 pym�� ;n��

�
D .�1/rChC1 pz��1 z

��
2 Z

�
ym;n

�
;

Z .0/ D 0

elde ederiz. Buradan

rP
iD0

hP
jD0

.�1/iC j
�r
i
��h
j
�
zr�i1 zh� j2 F

�
z1;z2

�
C .�1/rChC1 pz��1 z

��
2 F

�
z1;z2

�
D

rP
iD0

hP
jD0

.�1/iC j
�r
i
��h
j
�
zr�i1 zh� j2 �

�
1P
nD0

r�i�1P
mD0

ym;nz�m1 z�n2

C
1P
mD0

h� j�1P
nD0

ym;nz�m1 z�n2 �
r�i�1P
mD0

h� j�1P
nD0

ym;nz�m1 z�n2

)

elde edilir. Sonuç olarak

8.z1; z2/ D
rP
iD0

hP
jD0

.�1/iC j
�r
i
��h
j
�
zr�i1 zh� j2 C .�1/rChC1 pz��1 z

��
2

ve

9 .z1; z2/ D
rP
iD0

hP
jD0

.�1/iC j
�r
i
��h
j
�
zr�i1 zh� j2 �

�
1P
nD0

r�i�1P
mD0

ym;nz�m1 z�n2

C
1P
mD0

h� j�1P
nD0

ym;nz�m1 z�n2 �
r�i�1P
mD0

h� j�1P
nD0

ym;nz�m1 z�n2

)

olmak üzere

8.z1; z2/ F
�
z1;z2

�
D 9 .z1; z2/ ; jzi j > c; i D 1; 2 (3.8)

elde ederiz. (3.8) 'i yeniden

8

�
1
z1
;
1
z2

�
F
�
1
z1
;
1
z2

�
D 9

�
1
z1
;
1
z2

�
(3.9)
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biçiminde yazabiliriz.

! .z1; z2/ D F
�
1
z1
;
1
z2

�
D

1P
mD0

1P
nD0

ym;nzm1 z
n
2 (3.10)

olsun. (3.10), ri 'de; i D 1; 2; yak�nsakl�k yar�çap�na sahiptir. Yani (3.9) jzi j < ri ;
i D 1; 2 için sa�glan�r. Benzer şekilde (3.8) jzi j > 1=ri ; i D 1; 2;için sa�glan�r. Fabry
Teoremine göre ri ; i D 1; 2 yak�nsakl�k yar�çap�na sahip pozitif katsay�l� bir kuvvet serisi
zi D ri 'de; i D 1; 2; de singulariteye sahiptir. .z1; z2/ 2 .0;1/�.0;1/ için (3.3) pozitif
köke sahip olmad��g�ndan 8.z1; z2/ 6D 0 olur. Böylece 8.1=r1; 1=r2/ 6D 0; ve buradan,

! .z1; z2/ D
9 .1=z1; 1=z2/
8 .1=z1; 1=z2/

jz1 � r1j < �1 ve jz2 � r2j < �2 bölgesinde analitiktir. Bu da ! .z1; z2/ 'nin zi D ri 'de;
i D 1; 2 , singuler olmas�yla çelişir. Buradan ri D 1; i D 1; 2; almal�y�z. Yani, (3.8)
jzi j > 0; i D 1; 2; için sa�glan�r. Yeterince büyük her m ve n için ym;n D 0 sonucu ç�kar.
Aksi halde (3.8)'in sol taraf� sa�g taraf�na eşit olmaz. Bu çelişki Teorem 3.1'i ispatlar.

Teorem 3.1'den (3.1)'in her has çözümünün sal�n�ml� olmas� için belirgin bir koşul
türetebiliriz.

Teorem 3.2. p > 0 olsun. O zaman (3.1)'in her has çözümünün sal�n�ml� olmas�
için gerek ve yeter koşul

p
.� C r/�Cr .� C h/�Ch

� �� � rrhh
> 1 (3.11)

olmas�d�r.

�Ispat. Gereklik. (3.11) koşulu sa�glanmazsa (3.1)'in bir pozitif has çözüme sahip

oldu�gunu götermek yeterlidir.
1. Durum. r C h tek olsun. (3.11) sa�glanmazsa (3.3)'ten

8

�
1;

�

� C h

�
D .1� 1/r

�
�

� C h
� 1

�h
C p

.� C h/�

� �
> 0

ve

8

�
�

� C r
;

�

� C h

�
D

�
�

r
� C r

�r �
�

h
� C h

�h
C p

.� C r/� .� C h/�

� �� �

D
.�1/rCh rrhh

.� C r/r .� C h/h
C p

.� C r/� .� C h/�

� �� �
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buradan

8

�
�

� C r
;

�

� C h

�
D

rrhh

.� C r/r .� C h/h

"
�1C p

.� C r/�Cr .� C h/�Ch

� �� � rrhh

#
� 0

elde ederiz.
2. Durum. r C h çift olsun. (3.11) sa�glanmazsa

8

�
1;

�

� C h

�
D .1� 1/r

�
�

h
� C h

�h
� p

.� C h/�

� �
< 0

ve

8

�
�

� C r
;

�

� C h

�
D

�
�

r
� C r

�r �
�

h
� C h

�h
� p

.� C r/� .� C h/�

� �� �

D
.�1/rCh rrhh

.� C r/r .� C h/h
� p

.� C r/� .� C h/�

� �� �

buradan

8

�
�

� C r
;

�

� C h

�
D

rrhh

.� C r/r .� C h/h

"
1� p

.� C r/�Cr .� C h/�Ch

� �� � rrhh

#
� 0

elde ederiz.
8.�;�/ sürekli oldu�gundan 8

�
�0; �0

�
D 0 olacak şekilde �0 2

�
�

� C r
; 1
�
ve

�0 D
�

� C h
vard�r. Teorem 3.1'den, (3.1) pozitif çözüme sahiptir. Bu da çelişkidir.

Yeterlik. (3.11) koşulu alt�nda (3.3) karakteristik denkleminin pozitif köke sahip ol-
mad��g�n� gösterece�giz.
1. Durum. r C h tek olsun. Bu durumda (3.3) karakteristik denklemi

8.�;�/ D .�� 1/r .�� 1/h C p������ D 0

olur. .�� 1/r .�� 1/h � 0 için 8.�;�/0nin pozitif köke sahip olmad��g� aç�kt�r.
.�� 1/r .�� 1/h < 0 için 8.�;�/'yi

8.�;�/ D � .�� 1/r .�� 1/h
�
�1C

p
����� .�� 1/r .�� 1/h

�
biçiminde yazal�m.

f .�; �/ D ����� .�� 1/r .�� 1/h

olsun. @ f@� D 0;
@ f
@� D 0 denklemlerini çözerek

�0 D
�

� C r
; �0 D

�

� C h
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elde ederiz. f .�; �/ fonksiyonu
�
�0; �0

�
noktas�nda maksimum de�gere ulaş�r. Yani

max
�;�2.0;1/

f .�; �/ D f
�
�0; �0

�
D

� �� � rrhh

.� C r/�Cr .� C h/�Ch

Buradan �;� 2 .0; 1/ için

8.�;�/ � � .�� 1/r .�� 1/h
"
�1C p

.� C r/�Cr .� C h/�Ch

� �� � rrhh

#
> 0

olur. Bu da 8.�;�/'nin pozitif köke sahip olmamas� demektir.
2. Durum. r C h çift olsun. Bu durumda (3.3) karakteristik denklemi

8.�;�/ D .�� 1/r .�� 1/h � p������ D 0

olur. .�� 1/r .�� 1/h � 0 için 8.�;�/ pozitif köke sahip de�gildir.
.�� 1/r .�� 1/h > 0 için 8.�;�/'yi

8.�;�/ D .�� 1/r .�� 1/h
�
1�

p
���� .�� 1/r .�� 1/h

�
biçiminde yazal�m.

f .�; �/ D ���� .�� 1/r .�� 1/h

olsun. @ f@� D 0;
@ f
@� D 0 denklemlerini çözerek

�0 D
�

� C r
; �0 D

�

� C h

elde ederiz. f .�; �/ fonksiyonu
�
�0; �0

�
noktas�nda maksimum de�gere ulaş�r. Yani

max
�;�2.0;1/ veya �;�>1

f .�; �/ D f
�
�0; �0

�
D

� �� � rrhh

.� C r/�Cr .� C h/�Ch
:

Böylece �;� 2 .0; 1/ veya �;� > 1; için

8.�;�/ � .�� 1/r .�� 1/h
"
1� p

.� C r/�Cr .� C h/�Ch

� �� � rrhh

#
< 0

olur. Bu da 8.�;�/'nin pozitif köke sahip olmamas� anlam�na gelir. Teorem 3.1'e göre
(3.1)'in her has çözümü sal�n�ml�d�r.
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Örnek 3.1.
12m1

3
n ym;n C .0; 0037/ ym�3;n�1 D 0 (3.12)

sabit katsay�l� yüksek mertebe lineer k�smi fark denklemini gözönüne alal�m. Burada
r D 2; h D 3; � D 3; � D 1 ve p D 0:0037'dir. (3.11) koşulu

p
.� C r/�Cr .� C h/�Ch

� �� � rrhh
D .0; 0037/

5544

33112233
' 1; 015 > 1

sa�gland��g�ndan Teorem 3.2'ye göre (3.12) denkleminin her has çözümü sal�n�ml�d�r.
Teoremimizi ayd�nlatacak olan aşa�g�daki Şekil 3.1 ve Şekil 3.2, (3.12) denkleminin
çözümünün gra��gini göstermektedir.

Şekil 3.1. (3.12)'nin çözüm gra��ginin yandan görünüşü
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Şekil 3.2.(3.12)'nin çözüm gra��ginin üstten görünüşü
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4. YÜKSEKMERTEBEDEN L�INEER OLMAYAN �IK�INC�I YANLI(FORCED)
KISM�I FARK DENKLEMLER�IN�IN SALINIMLILI �GI

Çal�şman�n bu bölümünde

1rm1
h
n ym;n C pm;n f .ym�� ;n�� / D qm;n (4.1)

biçimindeki yüksek mertebeden lineer olmayan ikinci yanl�(forced) k�smi fark denklemi
için sal�n�ml�l�k koşullar�n� araşt�raca�g�z. Burada pm;n ve qm;n; N2 üzerinde tan�ml� reel
say�lar�n iki de�gişkenli dizileri, m; n; � ; � 2 N; r; h 2 N1; � > 0 için f .x/ D jx j� sgnx
özel durumunu içeren f fonksiyonu x 6D 0 için x f .x/ > 0 şart�n� sa�glar. 1m ve 1n
bilindi�gi gibi tan�ml� k�smi fark operatörleridir.
�Ikinci yanl� k�smi fark denklemlerinin sal�n�ml�l��g� ile ilglili oldukça az say�da çal�şma
vard�r. 1995 y�l�nda S. S. Cheng, S. L. Xie ve B. G. Zhang

12num;n�1 �1
2
mum�1;n C q

�
m; n; um;n

�
D fm;n; 1 � m � M; n � 1

biçimindeki hiperbolik tipten lineer olmayan ikinci yanl� k�smi fark denkleminin sal�n�m-
l�l�k davran�ş�n� incelemişlerdir. Burada fm;n; 1 � m � M ve n � 0 için tan�ml� iki
de�gişkenli reel bir dizi, q .m; n; u/ ; f1; 2; :::;Mg � N � R üzerinde tan�ml� reel de�gerli
bir fonksiyondur.
Ayr�ca ayn� çal�şmada

12nmum;n C c
�
m; n; um;n

�
D fm;n; m; n D 0; 1; 2; :::

biçimindeki hiperbolik tipten ikinci yanl� k�smi fark denkleminin sal�n�ml�l��g�n� araşt�r-
m�şlard�r. Burada fm;n; m; n � 1 için tan�ml� iki de�gişkenli reel bir dizi, c .m; n; u/ ;
N1 � N1 � R üzerinde tan�ml� reel de�gerli bir fonksiyon ve

12nmum;n D umC1;nC1 � umC1;n � um;nC1 C um;n

olarak tan�mlanm�şt�r.
Ve yine ayn� çal�şmada

1num;n D an12mum�1;n � pnum;n�� C fm;n; 1 � m � M; n � 0

biçimindeki homogen olmayan parabolik tipten ikinci yanl� k�smi fark denkleminin
sal�n�ml�l��g�n� araşt�rm�şlard�r. Burada � gecikmesi negatif olmayan bir tamsay�d�r, n � 0
için an; pn > 0 ve fm;n; 1 � m � M; n � 0 için tan�ml� iki de�gişkenli reel bir dizidir.
�Ikinci yanl� k�smi fark denklemlerinin yan�s�ra ikinci yanl� adi fark denklemlerinin
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sal�n�ml�l��g� üzerine de çeşitli çal�şmalar yap�lm�şt�r. Y. G. Sun ve S. H. Saker 2007
y�l�nda

1mxn C qn f .xn�� / D en

biçimindeki m: mertebe lineer olmayan ikinci yanl� fark denkleminin çözümlerinin
sal�n�ml�l��g�n� araşt�rm�şlard�r. Burada m � 1 ve � � 0 tamsay�lard�r, 1;
1xn D xnC1�xn ile tan�ml� ileri fark operatörüdür, 2 � i � m için1i xn D 1

�
1i�1xn

�
;

� > 0 için f .x/ D jx j� sgnx özel durumunu içeren f fonksiyonu x 6D 0 için x f .x/ > 0
şart�n� sa�glar, qn ve en N üzerinde tan�ml� reel dizilerdir.
Bu bölümde yap�lan çal�şma yukar�daki fark denklemi için yap�lan çal�şman�n iki boyutlu
bir genelleştirmesidir.
Şimdi ana sonuçlar� elde ederken kullanaca�g�m�z � .m; s/ ve � .n; t/ iki faktoriyel
fonksiyonunu aşa�g�daki gibi tan�ml�yal�m:

� .m; s/ D �0 .m; s/ D .m � s/.k/ D .m � s/ .m � s C 1/ ::: .m � s C k � 1/ ; k � r
(4.2)

ve

�i .m; s/ D .�1/i 1is� .m; s/ D
�k
i
�
.m � s/.k�i/ ; i D 0; 1; : : : ; r: (4.3)

Buradan 8>>><>>>:
� .m; s/ D 0; m � s � m C r � 1

�i .m C i C 1;m C r/ D 0; i D 0; 1; : : : ; r � 1

�r .m; s/ � 0; 0 � s � m � 1

(4.4)

ve en az bir m0 � 0 and i D 1; 2; : : : ; r için

lim
m!1

�i .m C i C 1;m0/
� .m C 1;m0/

D 0 (4.5)

elde ederiz.
Benzer şekilde;

� .n; t/ D �0 .n; t/ D .n � t/.l/ D .n � t/ .n � t C 1/ : : : .n � t C l � 1/ ; l � h
(4.6)

ve
� j .n; t/ D .�1/ j 1

j
t � .n; t/ D

� l
j
�
.n � t/.l� j/ ; j D 0; 1; : : : ; h (4.7)

olsun. O zaman 8>>><>>>:
� .n; t/ D 0; n � t � n C h � 1

� j .n C j C 1; n C h/ D 0; j D 0; 1; : : : ; h � 1

�h .n; t/ � 0; 0 � t � n � 1

(4.8)
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ve en az bir n0 � 0 ve j D 1; 2; : : : ; h için

lim
n!1

� j .n C j C 1; n0/
� .n C 1; n0/

D 0 (4.9)

elde ederiz.

Teorem 4.1. m; n � 0 için pm;n � 0 olsun.

lim sup
m;n!1

1
� .m C 1;m0/ � .n C 1; n0/

mCr�1X
sDm0

nCh�1X
tDn0

� .m; s/ �.n; t/qs;t D 1 (4.10)

ve

lim inf
m;n!1

1
� .m C 1;m0/ � .n C 1; n0/

mCr�1X
sDm0

nCh�1X
tDn0

� .m; s/ �.n; t/qs;t D �1 (4.11)

ise (4.1)'in
lim sup
m;n!1

��ym;n�� <1 (4.12)

koşulunu sa�glayan her çözümü sal�n�ml�d�r.

�Ispat. ym;n; (4.1)'in (4.12)'yi sa�glayan sal�n�ml� olmayan çözümü olsun. Genel-
li�gi bozmadan m � m0 � 0, n � n0 � 0 için ym;n > 0; ym�� ;n�� > 0 kabul edelim.
Önce (4.1)'i � .m; s/ ve � .n; t/ ile çarp�p daha sonra bunu m0'dan mC r � 10e ve n0'dan
n C h � 1'e çift toplamla

mCr�1X
sDm0

nCh�1X
tDn0

� .m; s/ �.n; t/1rs1
h
t ys;t C

mCr�1X
sDm0

nCh�1X
tDn0

� .m; s/ �.n; t/ps;t f
�
ys�� ;t��

�
D

mCr�1X
sDm0

nCh�1X
tDn0

� .m; s/ �.n; t/qs;t (4.13)

elde ederiz. Lemma 2.2'de verilen fark operatörünün çarpma kural�na göre

1s
�
� .m; s � 1/ ys;t

�
D � .m; s/1s ys;t C ys;t1s� .m; s � 1/

� .m; s/1s ys;t D 1s
�
� .m; s � 1/ ys;t

�
� ys;t1s� .m; s � 1/

elde ederiz.

� .m C 1; s C 1/ D .m C 1� s � 1/.k/ D .m � s/.k/ D � .m; s/ ; k � r

oldu�gundan
� .m; s � 1/ D � .m C 1; s/
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yazabiliriz. (4.3)'te i D 1 için

�1 .m; s/ D �1s� .m; s/

oldu�gu aç�kt�r. Buna göre

� .m; s/1s ys;t D 1s
�
� .m C 1; s/ ys;t

�
C �1 .m C 1; s/ ys;t

ve benzer yolla

� .n; t/1t ys;t D 1t
�
� .n C 1; t/ ys;t

�
C �1 .n C 1; t/ ys;t ;

oldu�gundan (4.2)-(4.4) ve (4.6)-(4.8)'i kullanarak

mCr�1X
sDm0

nCh�1X
tDn0

� .m; s/ �.n; t/1rs1
h
t ys;t D

mCr�1X
sDm0

� .m; s/1rs

(
nCh�1X
tDn0

�.n; t/1ht ys;t

)

D
mCr�1X
sDm0

� .m; s/1rs

(
nCh�1X
tDn0

1t

h
�.n C 1; t/1h�1t ys;t

i
C
nCh�1X
tDn0

�1.n C 1; t/1h�1t ys;t

)

D
mCr�1X
sDm0

� .m; s/1rs

(
�.n C 1; n C h/1h�1t ys;nCh � �.n C 1; n0/1h�1t ys;n0 C

nCh�1X
tDn0

�1.n C 1; t/1h�1t ys;t

)

D
mCr�1X
sDm0

� .m; s/1rs

(
��.n C 1; n0/1h�1t ys;n0 C

nCh�1X
tDn0

�1.n C 1; t/1h�1t ys;t

)

D
mCr�1X
sDm0

� .m; s/1rs

(
��.n C 1; n0/1h�1t ys;n0 C

nCh�1X
tDn0

1t

h
�1.n C 2; t/1h�2t ys;t

i
C
nCh�1X
tDn0

�2.n C 2; t/1h�2t ys;t

)

D
mCr�1X
sDm0

� .m; s/1rs
n
��.n C 1; n0/1h�1t ys;n0 � �1.n C 2; n0/1

h�2
t ys;n0

C
nCh�1X
tDn0

�2.n C 2; t/1h�2t ys;t

)

D : : : D
mCr�1X
sDm0

� .m; s/1rs

(
�
h�1X
jD0

� j .n C j C 1; n0/1
h� j�1
t ys;n0 C

nCh�1X
tDn0

�h.n C h; t/ys;t

)

D �
h�1X
jD0

� j .n C j C 1; n0/1
h� j�1
t

mCr�1X
sDm0

� .m; s/1rs ys;n0 C
nCh�1X
tDn0

�h.n C h; t/
mCr�1X
sDm0

� .m; s/1rs ys;t

D �
h�1X
jD0

� j .n C j C 1; n0/1
h� j�1
t

(
�
r�1X
iD0

�i .m C i C 1;m0/1r�i�1s ym0;n0 C
mCr�1X
sDm0

�r .m C r; s/ ys;n0

)
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C
nCh�1X
tDn0

�h.n C h; t/

(
�
r�1X
iD0

�i .m C i C 1;m0/1r�i�1s ym0;t C
mCr�1X
sDm0

�r .m C r; s/ ys;t

)

D
r�1X
iD0

h�1X
jD0

�i .m C i C 1;m0/ � j .n C j C 1; n0/1r�i�1s 1
h� j�1
t ym0;n0

�
mCr�1X
sDm0

h�1X
jD0

�r .m C r; s/ � j .n C j C 1; n0/1
h� j�1
t ys;n0

�
r�1X
iD0

nCh�1X
tDn0

�i .m C i C 1;m0/ �h.n C h; t/1r�i�1s ym0;t

C
mCr�1X
sDm0

nCh�1X
tDn0

�r .m C r; s/ �h.n C h; t/ys;t (4.14)

elde edilir. (4.14)'ü (4.13)'te yerine yazal�m.
mCr�1X
sDm0

nCh�1X
tDn0

� .m; s/ �.n; t/qs;t D
r�1X
iD0

h�1X
jD0

�i .m C i C 1;m0/ � j .n C j C 1; n0/1r�i�1s 1
h� j�1
t ym0;n0

�
mCr�1X
sDm0

h�1X
jD0

�r .m C r; s/ � j .n C j C 1; n0/1
h� j�1
t ys;n0

�
r�1X
iD0

nCh�1X
tDn0

�i .m C i C 1;m0/ �h.n C h; t/1r�i�1s ym0;t

C
mCr�1X
sDm0

nCh�1X
tDn0

�r .m C r; s/ �h.n C h; t/ys;t

C
mCr�1X
sDm0

nCh�1X
tDn0

� .m; s/ �.n; t/ps;t f
�
ys�� ;t��

�
: (4.15)

m0 � s � m C r � 1 için � .m; s/ � 0 ve n0 � t � n C h � 1 için � .n; t/ � 0 oldu�guna
dikkat edelim. ys�� ;t�� > 0 iken f

�
ys�� ;t��

�
> 0 ve ps;t � 0 oldu�gunu gözönüne

alarak (4.15)'i � .m C 1;m0/ � .n C 1; n0/ ile bölersek

1
� .m C 1;m0/ � .n C 1; n0/

mCr�1X
sDm0

nCh�1X
tDn0

� .m; s/ �.n; t/qs;t

�
r�1X
iD0

h�1X
jD0

�i .m C i C 1;m0/
� .m C 1;m0/

� j .n C j C 1; n0/
� .n C 1; n0/

1r�i�1s 1
h� j�1
t ym0;n0

�
1

� .m C 1;m0/

mCr�1X
sDm0

h�1X
jD0

�r .m C r; s/
� j .n C j C 1; n0/
� .n C 1; n0/

1
h� j�1
t ys;n0

�
1

� .n C 1; n0/

r�1X
iD0

nCh�1X
tDn0

�i .m C i C 1;m0/
� .m C 1;m0/

�h.n C h; t/1r�i�1s ym0;t (4.16)
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elde ederiz. Bu da (4.5) ve (4.9) uygulanm�ş (4.11) ile çelişir.

Örnek 4.1. � > 0 olmak üzere

13m1n ym;n C
n

.m C 1/3
��ym�1;n�2��� sgn �ym�1;n�2� D m3n2 cosm sin n (4.17)

ikinci yanl� k�smi fark denklemini gözönüne alal�m. Teorem 4.1'e göre (4.17) denklemi-
nin (4.12) koşulunu sa�glayan her çözümü sal�n�ml�d�r.
Şekil 4.1 ve Şekil 4.2'de (4.17) zorunlu k�smi fark denkleminin � D 0; 2 için özel durumu
olan

13m1n ym;n C
n

.m C 1/3
��ym�1;n�2��0;2 sgn �ym�1;n�2� D m3n2 cosm sin n (4.18)

k�smi fark denkleminin çözümünün gra��gi görülmektedir.

Şekil 4.1. (4.18)'in çözüm gra��ginin yandan görünüşü
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Şekil 4.2. (4.18)'in çözüm gra��ginin üstten görünüşü

Şekil 4.3 ve Şekil 4.4'de de (4.16) denkleminin � D 2 için özel durumu olan

13m1n ym;n C
n

.m C 1/3
��ym�1;n�2��2 sgn �ym�1;n�2� D m3n2 cosm sin n (4.19)

k�smi fark denkleminin çözümünün gra��gi görülmektedir.

Şekil 4.3. (4.19)'un çözüm gra��ginin yandan görünüşü
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Şekil 4.4. (4.19)'in çözüm gra��ginin üstten görünüşü

Teorem 4.2. m; n � 0 için pm;n < 0 ve j f .x/j � c jx j� olacak şekilde c > 0 ve
� > 1 say�lar�n�n var oldu�gunu kabul edelim. E�ger en az bir m0; n0 > 0 için

lim sup
m;n!1

1
� .m C 1;m0/ � .n C 1; n0/

"
mCr�1X
sDm0

nCh�1X
tDn0

� .m; s/ �.n; t/qs;t �
m�1X
sDm0

n�1X
tDn0

81 .m; n; s; t/

#
D 1

(4.20)

lim inf
m;n!1

1
� .m C 1;m0/ � .n C 1; n0/

"
mCr�1X
sDm0

nCh�1X
tDn0

� .m; s/ �.n; t/qs;t �
m�1X
sDm0

n�1X
tDn0

81 .m; n; s; t/

#
D �1

(4.21)
ise (4.1) denkleminin � D � D 0 olmak üzere

lim sup
m;n!1

��ym;n��
� .m C 1;m0/ � .n C 1; n0/

<1 (4.22)

koşulunu sa�glayan her çözümü sal�n�ml�d�r. Burada

81 .m; n; s; t/ D .�� 1/ ��=.1��/
�
�r .m C r; s/ �h.n C h; t/

��=.��1/ �c� .m; s/ �.n; t/ ��ps;t ���1=.1��/
olarak tan�ml�d�r.

�Ispat. ym;n; � D � D 0 olmak üzere, (4.1) denkleminin (4.22) şart�n� sa�glayan
sal�n�ml� olmayan bir çözümü olsun. Genelli�gi bozmadan k > 0 bir sabit olmak üzere
m � m0 � 0, n � n0 � 0 için ym;n > 0 ve ym;n � k� .m C 1;m0/ � .n C 1; n0/
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oldu�gunu kabul edelim. (4.1) denklemini � .m; s/ ve � .n; t/ ile çarp�pm0'danmCr�1'e
ve n0'dan n C h � 1'e toplayal�m. Teorem 4.1'deki ifadeye benzer

1
� .m C 1;m0/ � .n C 1; n0/

mCr�1X
sDm0

nCh�1X
tDn0

� .m; s/ �.n; t/qs;t

D
r�1X
iD0

h�1X
jD0

�i .m C i C 1;m0/
� .m C 1;m0/

� j .n C j C 1; n0/
� .n C 1; n0/

1r�i�1s 1
h� j�1
t ym0;n0

�
1

� .m C 1;m0/

mCr�1X
sDm0

h�1X
jD0

�r .m C r; s/
� j .n C j C 1; n0/
� .n C 1; n0/

1
h� j�1
t ys;n0

�
1

� .n C 1; n0/

r�1X
iD0

nCh�1X
tDn0

�i .m C i C 1;m0/
� .m C 1;m0/

�h.n C h; t/1r�i�1s ym0;t

C
1

� .m C 1;m0/ � .n C 1; n0/

mCr�1X
sDm0

nCh�1X
tDn0

�
�r .m C r; s/ �h.n C h; t/ys;t

�� .m; s/ �.n; t/
��ps;t �� f �ys;t�� :

elde ederiz. Bu eşitli�gi düzenleyelim.

1
� .m C 1;m0/ � .n C 1; n0/

mCr�1X
sDm0

nCh�1X
tDn0

� .m; s/ �.n; t/qs;t

D
r�1X
iD0

h�1X
jD0

�i .m C i C 1;m0/
� .m C 1;m0/

� j .n C j C 1; n0/
� .n C 1; n0/

1r�i�1s 1
h� j�1
t ym0;n0

�
1

� .m C 1;m0/

mCr�1X
sDm0

h�1X
jD0

�r .m C r; s/
� j .n C j C 1; n0/
� .n C 1; n0/

1
h� j�1
t ys;n0

�
1

� .n C 1; n0/

r�1X
iD0

nCh�1X
tDn0

�i .m C i C 1;m0/
� .m C 1;m0/

�h.n C h; t/1r�i�1s ym0;t

C
1

� .m C 1;m0/ � .n C 1; n0/

(
mCr�1X
sDm

nCh�1X
tDn

�
�r .m C r; s/ �h.n C h; t/ys;t

�� .m; s/ �.n; t/
��ps;t �� f �ys;t��

C
mCr�1X
sDm

n�1X
tDn0

�
�r .m C r; s/ �h.n C h; t/ys;t � � .m; s/ �.n; t/

��ps;t �� f �ys;t��
C
m�1X
sDm0

nCh�1X
tDn

�
�r .m C r; s/ �h.n C h; t/ys;t � � .m; s/ �.n; t/

��ps;t �� f �ys;t��
C
m�1X
sDm0

n�1X
tDn0

�
�r .m C r; s/ �h.n C h; t/ys;t � � .m; s/ �.n; t/

��ps;t �� f �ys;t��) :
s D m;m C 1; : : : ;m C r � 1 için � .m; s/ D 0 ve t D n; n C 1; : : : ; n C h � 1 için
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� .n; t/ D 0 oldu�guna dikkat ederek;

1
� .m C 1;m0/ � .n C 1; n0/

mCr�1X
sDm0

nCh�1X
tDn0

� .m; s/ �.n; t/qs;t

D
r�1X
iD0

h�1X
jD0

�i .m C i C 1;m0/
� .m C 1;m0/

� j .n C j C 1; n0/
� .n C 1; n0/

1r�i�1s 1
h� j�1
t ym0;n0

�
1

� .m C 1;m0/

mCr�1X
sDm0

h�1X
jD0

�r .m C r; s/
� j .n C j C 1; n0/
� .n C 1; n0/

1
h� j�1
t ys;n0

�
1

� .n C 1; n0/

r�1X
iD0

nCh�1X
tDn0

�i .m C i C 1;m0/
� .m C 1;m0/

�h.n C h; t/1r�i�1s ym0;t

C
1

� .m C 1;m0/ � .n C 1; n0/

(
mCr�1X
sDm

nCh�1X
tDn

�
�r .m C r; s/ �h.n C h; t/ys;t

�
C
mCr�1X
sDm

n�1X
tDn0

�
�r .m C r; s/ �h.n C h; t/ys;t

�
C
m�1X
sDm0

nCh�1X
tDn

�
�r .m C r; s/ �h.n C h; t/ys;t

�)

C
1

� .m C 1;m0/ � .n C 1; n0/

m�1X
sDm0

n�1X
tDn0

�
�r .m C r; s/ �h.n C h; t/ys;t

�� .m; s/ �.n; t/
��ps;t �� f �ys;t��

ve buradan

1
� .m C 1;m0/ � .n C 1; n0/

mCr�1X
sDm0

nCh�1X
tDn0

� .m; s/ �.n; t/qs;t

D
r�1X
iD0

h�1X
jD0

�i .m C i C 1;m0/
� .m C 1;m0/

� j .n C j C 1; n0/
� .n C 1; n0/

1r�i�1s 1
h� j�1
t ym0;n0

�
1

� .m C 1;m0/

mCr�1X
sDm0

h�1X
jD0

�r .m C r; s/
� j .n C j C 1; n0/
� .n C 1; n0/

1
h� j�1
t ys;n0

�
1

� .n C 1; n0/

r�1X
iD0

nCh�1X
tDn0

�i .m C i C 1;m0/
� .m C 1;m0/

�h.n C h; t/1r�i�1s ym0;t

C
1

� .m C 1;m0/ � .n C 1; n0/

(
r�1X
sD0

h�1X
tD0

�r .r; s/ �h.h; t/ysCm;tCn

C
r�1X
sD0

n�1X
tDn0

�r .r; s/ �h.n C h; t/ysCm;t C
m�1X
sDm0

h�1X
tD0

�r .m C r; s/ �h.h; t/ys;tCn

)

C
1

� .m C 1;m0/ � .n C 1; n0/

m�1X
sDm0

n�1X
tDn0

�
�r .m C r; s/ �h.n C h; t/ys;t

�� .m; s/ �.n; t/
��ps;t �� f �ys;t��
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elde ederiz. (4.22)'den d > 0 olmak üzere��ym;n��
� .m C 1;m0/ � .n C 1; n0/

< d

ve
ym;n < d� .m C 1;m0/ � .n C 1; n0/

oldu�gunu dikkate al�p f fonksiyonu üzerindeki kabulü kullanarak

1
� .m C 1;m0/ � .n C 1; n0/

mCr�1X
sDm0

nCh�1X
tDn0

� .m; s/ � .n; t/ qs;t

� M C
1

� .m C 1;m0/ � .n C 1; n0/

m�1X
sDm0

n�1X
tDn0

�
�r .m C r; s/ �h .n C h; t/ ys;t

�c� .m; s/ � .n; t/
��ps;t �� y�s;t� (4.23)

olacak şekilde bir M > 0 sabiti vard�r. Öte yandan a D �r .m C r; s/ �h.n C h; t/ ve
b D c� .m; s/ �.n; t/

��ps;t �� olsun. Lemma 2.6'ya göre
�r .m C r; s/ �h.n C h; t/ys;t � c� .m; s/ �.n; t/

��ps;t �� y�s;t
� .�� 1/ ��=.1��/

�
�r .m C r; s/ �h.n C h; t/

��=.��1/ �c� .m; s/ �.n; t/ ��ps;t ���1=.1��/ D 81 .m; n; s; t/
elde ederiz. Böylece (4.23)'ten

1
� .m C 1;m0/ � .n C 1; n0/

"
mCr�1X
sDm0

nCh�1X
tDn0

� .m; s/ �.n; t/qs;t �
m�1X
sDm0

n�1X
tDn0

81 .m; n; s; t/

#
� M

elde ederiz. Bu da (4.20) ile çelişir.

Teorem 4.3. j f .x/j � c jx j� olacak şekilde c > 0 and 0 < � < 1 iki pozitif
sabitin varl��g�n� kabul edelim. E�ger en az bir m0; n0 > 0 için

lim sup
m;n!1

1
� .m C 1;m0/ � .n C 1; n0/

mCr�1X
sDm0

nCh�1X
tDn0

�
� .m; s/ �.n; t/qs;t �82 .m; n; s; t/

�
D 1

(4.24)

lim inf
m;n!1

1
� .m C 1;m0/ � .n C 1; n0/

mCr�1X
sDm0

nCh�1X
tDn0

�
� .m; s/ �.n; t/qs;t �82 .m; n; s; t/

�
D �1

(4.25)
oluyorsa � D � D 0 için (4.1) denkleminin (4.12) koşulunu sa�glayan her çözümü sal�n�m-
l�d�r. Burada

82 .m; n; s; t/ D .�� 1/ ��=.1��/
�
�r .m C r; s/ �h.n C h; t/

��=.��1/ �c� .m; s/ �.n; t/ps;t�1=.1��/ ;
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ve ps;t D max
�
�ps;t ; 0

	
olarak tan�ml�d�r.

�Ispat. ym;n; � D � D 0 olmak üzere, (4.1) denkleminin (4.12) koşulunu sa�glayan
sal�n�ml� olmayan bir çözümü olsun. Genelli�gi bozmadan m � m0 � 0, n � n0 � 0 için
ym;n > 0 ve oldu�gunu kabul edelim. Teorem4.2'nin ispat�na benzer

1
� .m C 1;m0/ � .n C 1; n0/

mCr�1X
sDm0

nCh�1X
tDn0

� .m; s/ �.n; t/qs;t

�
r�1X
iD0

h�1X
jD0

�i .m C i C 1;m0/
� .m C 1;m0/

� j .n C j C 1; n0/
� .n C 1; n0/

1r�i�1s 1
h� j�1
t ym0;n0

�
1

� .m C 1;m0/

mCr�1X
sDm0

h�1X
jD0

�r .m C r; s/
� j .n C j C 1; n0/
� .n C 1; n0/

1
h� j�1
t ys;n0

�
1

� .n C 1; n0/

r�1X
iD0

nCh�1X
tDn0

�i .m C i C 1;m0/
� .m C 1;m0/

�h.n C h; t/1r�i�1s ym0;t (4.26)

C
1

� .m C 1;m0/ � .n C 1; n0/

mCr�1X
sDm0

nCh�1X
tDn0

�
�r .m C r; s/ �h.n C h; t/ys;t

�c� .m; s/ �.n; t/ps;t y�s;t
�

elde ederiz. a D �r .m C r; s/ �h.n C h; t/ ve b D c� .m; s/ �.n; t/ps;t olsun.
Lemma 2.6'dan

�r .m C r; s/ �h.n C h; t/ys;t � c� .m; s/ �.n; t/ps;t y�s;t
� .�� 1/ ��=.1��/

�
�r .m C r; s/ �h.n C h; t/

��=.��1/ �c� .m; s/ �.n; t/ps;t�1=.1��/
D 82 .m; n; s; t/

elde ederiz. O zaman (4.26)'y� kullanarak

1
� .m C 1;m0/ � .n C 1; n0/

mCr�1X
sDm0

nCh�1X
tDn0

�
� .m; s/ �.n; t/qs;t �82 .m; n; s; t/

�
�

r�1X
iD0

h�1X
jD0

�i .m C i C 1;m0/
� .m C 1;m0/

� j .n C j C 1; n0/
� .n C 1; n0/

1r�i�1s 1
h� j�1
t ym0;n0

�
1

� .m C 1;m0/

mCr�1X
sDm0

h�1X
jD0

�r .m C r; s/
� j .n C j C 1; n0/
� .n C 1; n0/

1
h� j�1
t ys;n0

�
1

� .n C 1; n0/

r�1X
iD0

nCh�1X
tDn0

�i .m C i C 1;m0/
� .m C 1;m0/

�h.n C h; t/1r�i�1s ym0;t

elde ederiz. Bu da (4.5) ve (4.9) uygulanm�ş (4.25) ile çelişir.
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5. L�INEER OLMAYAN GEC�IKMEL�I(DELAY) AYRIK(DISCRETE)

DALGA DENKLEMLER�IN�IN SALINIMLILI �GI

Bu bölümde lineer olmayan gecikmeli(delay) ayr�k(discrete) dalga denklemlerinin
sal�n�ml�l��g� ile bunlar�n indirgenmiş lineer limit denklemlerinin sal�n�ml�l��g� aras�ndaki
ilişkileri araşt�raca�g�z.
Ayr�k dalga denkleminin sal�n�ml�l�k davran�ş� üzerine 2003 y�l�nda I. Kubiaczyk ve S.
H. Saker taraf�ndan yap�lan çal�şmada;

8n 2 S için y0;n D yMC1;n D 0

s�n�r şart� ile

1n.an1n.ym;n//C pn1n ym;n C qn f
�
ym;n��

�
� rnLym;n D 0

lineer olmayan gecikmeli dalga denkleminin çözümlerinin sal�n�ml�l�k davran�ş�n� in-
celemişlerdir. Burada M 2 Nn0; � D f1; 2; : : : ;Mg ; S D f0; 1; 2; : : :g ve Lym;n ayr�k
Laplace operatörüdür. an; rn; pn; qn 2 Nn0 ! RC; � 2 N; f sürekli fonksiyonu konveks
ve u 6D 0 için u f .u/ > 0; f .u/=u � k > 0:
Lineer limit denklemlerinin sal�n�ml�l��g� ile ilgili 2001 y�l�nda Z. Zhang ve B. Ping taraf�n-
dan adi fark denklemlerinde çal�şma yap�lm�şt�r. Bu çal�şmada

12xn C an1xn C bn f .xn�� / D 0;

ve
12xn C an1xnC1 C bn f .xn�� / D 0

biçimindeki ikinci mertebe lineer olmayan sönümlü(damped) terimli fark denklemlerinin
sal�n�ml�l��g� ile bunlar�n lineer limit denklemlerinin sal�n�ml�l��g� aras�ndaki ilişkiler in-
celenmiştir. Burada � pozitif bir tamsay�, fang ve fbng s�ras�yla limn!1 an D a ve
limn!1 bn D b 2 .0;1/ limitlerine sahip reel say�lar�n birer dizisi, f sürekli bir
fonksiyondur.
Bu bölümde

12n ym;n C pn1n ym;n C qn f
�
ym;n��

�
� rnLym;n D 0; 8 .m; n/ 2 �� Nn0 (5.1)

ve

12n ym;n C pn1n ym;nC1 C qn f
�
ym;n��

�
� rnLym;n D 0; 8 .m; n/ 2 �� Nn0 (5.2)

lineer olmayan gecikmeli k�smi fark denklemlerini

y0;n D yMC1;n D 0; 8n 2 N (5.3)
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s�n�r şart�yla birlikte gözönüne alaca�g�z. Burada M 2 Nn0; � D f1; 2; : : : ;Mg ; � 2 N;
fpng ; fqng ve frng reel say� dizileri, f sürekli fonksiyonu konveks ve u 6D 0 için
u f .u/ > 0 ve 12m ym;n D 1m

�
1m ym;n

�
olmak üzere Lym;n ,

Lym;n D 12m ym�1;n; (5.4)

ile tan�ml� ayr�k Laplace operatörüdür.

ym;s D �m;s; n0 � � � s � n0; m 2 �: (5.5)

başlang�ç şart�n� gözönüne alal�m.
(5.1)(veya (5.2)),(5.3) ve (5.5) Başlang�ç S�n�r De�ger Problemi(BSDP)'nin bir çözümü
ile demek istenilen; .m; n/ 2 � � Nn0 için (5.1)(veya (5.2)'yi), .m; n/ 2 @� � Nn0 için
(5.3)'ü ve .m; n/ 2 � � fn0 � � ; : : : ; n0g için (5.5)'i sa�glayan bir

�
ym;n

	
dizisidir.Bir�

ym;n
	
çözümü yeterince büyük her m ve n için ym;n > 0 (veya ym;n < 0) oluyorsa

er geç pozitif(veya er geç negatif) olarak adland�r�l�r. E�ger bir çözüm ne er geç pozitif
ne de er geç negatif de�gilse sal�n�ml�d�r denir. Aksi halde sal�n�ml� de�gildir denir. Bir
denklemin tüm çözümleri sal�n�ml� ise o denkleme sal�n�ml�d�r denir.
Ana sonuçlar�m�z� elde etmek için aşa�g�daki Lemmalar� kulland�k.

Lemma 5.1.

L m C � m D 0; m 2 �

 0 D  MC1 D 0
(ODP)

özde�ger problemini(ODP) gözönüne alal�m. Burada L (5.4)'te tan�mland��g� gibidir. �0
ODP'nin en küçük özde�geri ve �m buna karş�l�k gelen özfonksiyon olsun. O zaman
m 2 � olmak üzere �0 > 0 ve �m > 0 olur[Fu S. C. ve Tsai L. Y. 1998] :

Lemma 5.2 (Ayr�k Green Formülü). ym; zm iki dizi olsun. O zaman

MP
mD1

zmLym �
MP
mD1

ymLzm D
�
zm1m ym � ym1mzm

�M
mD0

olur. Burada L (5.4)'te tan�mland��g� gibidir
�
Agarwal R. P., Grace S. R. ve O'Regan D. 2000

�
:

Lemma 5.3 (Ayr�k Jansen Eşitsizli�gi). f; pozitif ve RC 'de konveks bir fonksiyon
olsun. O zaman m 2 � olmak üzere ym > 0 ve �m > 0 için

P
m2�

f .ym/�m �
P
m2�

�m f

0B@ 1P
m2�

�m

P
m2�

ym�m

1CA
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olur[Li X. P. 1982] :

Baz� kabuller alt�nda aşa�g�daki denklemler s�ras�yla (5.1) ve (5.2) denklemlerinin
indirgenmiş lineer limit denklemleridir:

12xn C p1xn C qxn�� C �0r xn D 0; (5.6)

ve
12xn C p1xnC1 C qxn�� C �0r xn D 0 (5.7)

Burada limn!1 pn D p; limn!1 qn D q; limn!1 rn D r , ve �0; q; r > 0.

Lemma 5.4. (5.6) ve (5.7) denklemlerinin her çözümün sal�n�ml� olmas� için gerek ve
yeter koşul bu denklemlerin s�ras�yla

F.�/ D .�� 1/2 C p .�� 1/C q��� C �0r D 0 (5.8)

ve
G.�/ D .�� 1/2 C p� .�� 1/C q��� C �0r D 0 (5.9)

karakteristik denklemlerinin pozitif köke sahip olmamalar�d�r[Ladas G., Philos Ch. C.
ve S�cas Y. G. 1989] :

Lemma 5.5. p < 0 ve (5.6) denkleminin her çözümünün sal�n�ml� oldu�gunu
kabul edelim. O zaman

12zn C .p � "/1zn C .q � "/zn�� C �0.r � "/zn D 0 (5.10)

denkleminin de her çözümü sal�n�ml� olacak şekilde bir " 2 .0; t/ ; t D min fq; rg, vard�r.

�Ispat. (5.6) denkleminin her çözümünün sal�n�ml� olmas� demek (5.8) karakteris-
tik denkleminin pozitif kökünün olmamas� demektir. (5.10) denkleminin karakteristik
denklemi

8.�/ D .�� 1/2 C .p � "/ .�� 1/C .q � "/��� C �0.r � "/ D 0

olur. � � 1 ise 8.�/0 n�n pozitif köke sahip olmad��g� aç�kt�r.
� > 1 durumu için F.1/ D q C �0r > 0 ve F.1/ D 1 olur. Böylece
k D min fF.�/ : � > 0g > 0 elde ederiz. Buradan � � 1 için

F.�/ D .�� 1/2 C p .�� 1/C q��� C �0r � k
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oldu�gu aç�kt�r. Benzer şekilde � �!1 iken

9.�/ D .�� 1/2 C .p �
t
2
/ .�� 1/C .q �

t
2
/��� C �0.r �

t
2
/ �!1

oldu�gu görülür. Bunun anlam� � > 1 için

9.�/ D .�� 1/2 C .p �
t
2
/ .�� 1/C .q �

t
2
/��� C �0.r �

t
2
/ �

k
2

olacak şekilde �0 > 0 vard�r.

a D
�
�0 � 1C ���0 C �0

	
; " D min

� t
2 ;

k
2a
	

olsun. O zaman � > �0 için

.�� 1/2 C .p � "/ .�� 1/C .q � "/��� C �0.r � "/ �

.�� 1/2 C .p �
t
2
/ .�� 1/C .q �

t
2
/��� C �0.r �

t
2
/ �

k
2

ve 1 < � � �0 için

.�� 1/2 C .p � "/ .�� 1/C .q � "/��� C �0.r � "/ D F.�/� "
�
�� 1C ��� C �0

�
� F.�/� a"

� k �
k
2
D
k
2

buluruz. Buradan 8.�/ pozitif köke sahip de�gildir. Bunun anlam� (5.10) denklemi de
sal�n�ml�d�r.

Lemma 5.6. 0 � p < 1 ve (5.6) denkleminin her çözümü sal�n�ml� olsun. O
zaman

12zn C .p C "/1zn C .q � "/zn�� C �0.r � "/zn D 0 (5.11)

denkleminin de her çözümü sal�n�ml� olacak şekilde bir " 2 .0; t/ vard�r.

Lemma 5.7. p � 1 ve (5.7) denkleminin her çözümünün sal�n�ml� oldu�gunu
kabul edelim. O zaman

12zn C .p C "/1znC1 C .q � "/zn�� C �0.r � "/zn D 0 (5.12)

denkleminin de her çözümü sal�n�ml� olacak şekilde bir " 2 .0; t/ vard�r.

Lemma 5.6 ve Lemma 5.7'nin ispatlar� Lemma 5.5 ile benzerdir.
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Lemma 5.8. p < 1 ve f 'nin azalmayan oldu�gunu kabul edelim.

xn �
n�1P
sDN

1P
iDs

�
qi f .xi�� /C �0ri xi

� iQ
jDs

1
1� p j

(5.13)

fark eşitsizli�gi bir pozitif xn çözümüne sahip ise buna karş�l�k gelen

zn D
n�1P
sDN

1P
iDs

�
qi f .zi�� /C �0ri zi

� iQ
jDs

1
1� p j

(5.14)

fark denklemi bir pozitif zn çözümüne sahiptir ve ergeç 0 < zn � xn sa�glan�r.

�Ispat. xn'nin (5.13)'ün bir pozitif çözümü oldu�gunu kabul edelim. k 2 N olmak
üzere

�
un;k

	
fonksiyon dizisi aşa�g�daki gibi tan�mlans�n:

un;0 D1;

un;1 D

8><>:
1
xn

n�1P
sDN

1P
iDs

�
qi f

�
xi��ui�� ;0

�
C �0ri xiui;0

� iQ
jDs

1
1�p j ; n > N ;

n
N uNC1;1 C

�
1� n

N
�
; N � � � n � N ;

un;k D

8><>:
1
xn

n�1P
sDN

1P
iDs

�
qi f

�
xi��ui�� ;k�1

�
C �0ri xiui;k�1

� iQ
jDs

1
1�p j ; n > N ;

n
N uNC1;k C

�
1� n

N
�
; N � � � n � N :

(5.13) eşitsizli�gini xn ile bölerek

un;0 D 1

�
1
xn

n�1P
sDN

1P
iDs

�
qi f .xi�� :1/C �0ri xi :1

� iQ
jDs

1
1� p j

D
1
xn

n�1P
sDN

1P
iDs

�
qi f

�
xi��ui�� ;0

�
C �0ri xiui;0

� iQ
jDs

1
1� p j

D un;1

elde ederiz. f azalmayan oldu�gundan x1 < x2 için f .x1/ � f .x2/'dir. Böylece

un;2 D
1
xn

n�1P
sDN

1P
iDs

�
qi f

�
xi��ui�� ;1

�
C �0ri xiui;1

� iQ
jDs

1
1� p j

�
1
xn

n�1P
sDN

1P
iDs

�
qi f

�
xi��ui�� ;0

�
C �0ri xiui;0

� iQ
jDs

1
1� p j

D un;1
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ve buradan

un;k D
1
xn

n�1P
sDN

1P
iDs

�
qi f

�
xi��ui�� ;k�1

�
C �0ri xiui;k�1

� iQ
jDs

1
1� p j

�
1
xn

n�1P
sDN

1P
iDs

�
qi f

�
xi��ui�� ;k�2

�
C �0ri xiui;k�2

� iQ
jDs

1
1� p j

D un;k�1

ve sonuç olarak 0 < un;k � un;k�1 � � � � � un;0 D 1 elde ederiz. Böylece
un D limk!1 un;k vard�r ve n � N � � için 0 < un � 1 sa�glan�r. Lebesgue monoton
yak�nsakl�k teoremi ile

un D

8><>:
1
xn

n�1P
sDN

1P
iDs

�
qi f .xi��ui�� /C �0ri xiui

� iQ
jDs

1
1�p j ; n > N ;

n
N uNC1 C

�
1� n

N
�
; N � � � n � N :

elde ederiz. Buradan fung ; n � N � � için 0 < un � 1 şart�n� sa�glar. zn D xnun olsun.
O zaman zn (5.14)'ün bir pozitif çözümü olur. 0 < un � 1 eşitsizli�gini xn ile çarparsak
0 < zn � xn elde etmiş oluruz.

Lemma 5.9. p � 1 ve f 'nin azalmayan oldu�gunu kabul edelim.

xn �
n�1P
sDN

1P
iDs

�
qi f .xi�� /C �0ri xi

� iQ
jDs

�
1C p j

�
(5.15)

fark eşitsizli�gi bir pozitif xn çözümüne sahip ise buna karş�l�k gelen

zn D
n�1P
sDN

1P
iDs

�
qi f .zi�� /C �0ri zi

� iQ
jDs

�
1C p j

�
(5.16)

fark denklemi bir pozitif zn çözümüne sahiptir ve ergeç 0 < zn � xn sa�glan�r.

Lemma 5.9'un ispat� Lemma 5.8'in ispat� ile benzerdir.

Teorem 5.1. p < 0 ve

lim
u!1

f .u/
u

D 1 (5.17)

oldu�gunu kabul edelim. (5.6)'n�n her çözümünün sal�n�ml� oldu�gunu da kabul edelim. O
zaman��Nn0 bölgesinde (5.1),(5.3) ve (5.5) Başlang�ç S�n�r De�ger Probleminin(BSDP)
her çözümü sal�n�ml�d�r.

�Ispat. Aksine
�
ym;n

	
'nin (5.1),(5.3) ve (5.5) BSDP'nin � � Nn0 bölgesinde sal�n�ml�
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olmayan bir çözümü oldu�gunu kabul edelim. Genelli�gi bozmadan her n � n1 için
ym;n�� > 0 olacak şekilde bir n1 2 Nn0 say�s�n�n varl��g�n� kabul edebiliriz.
(5.1) denklemini �m özfonksiyonu ile çarp�p vem üzerinden toplayarak .m; n/ 2 ��Nn1
için

12n

� P
m2�

�m ym;n
�
Cpn1n

� P
m2�

�m ym;n
�
Cqn

P
m2�

�m f
�
ym;n��

�
�rn

P
m2�

�mLym;n D 0

(5.18)
elde ederiz. Lemma 5.2 ve (5.3)'tenP

m2�
�mLym;n �

P
m2�

ym;nL�m D
�
�m1m ym;n � ym;n1m�m

�M
mD0 D 0 (5.19)

bulunur. Sonuç olarak Lemma 5.1'den (5.19) ba�g�nt�s�P
m2�

�mLym;n D
P
m2�

ym;nL�m D ��0
P
m2�

ym;n�m (5.20)

haline indirgenir. Böylece Lemma 5.3, (5.18) ve (5.20)'den

12n

� P
m2�

�m ym;n
�
C pn1n

� P
m2�

�m ym;n
�
C qn

P
m2�

�m f

0@ 1P
m2�

�m

P
m2�

�m ym;n��

1A
C�0rn

P
m2�

�m ym;n � 0

(5.21)
eşitsizli�gine ulaş�r�z. Bu eşitsizli�gi

P
m2�

�m ile bölelim:

12n

0@ 1P
m2�

�m

P
m2�

�m ym;n

1AC pn1n
0@ 1P
m2�

�m

P
m2�

�m ym;n

1A
Cqn f

0@ 1P
m2�

�m

P
m2�

�m ym;n��

1AC �0rn 1P
m2�

�m

P
m2�

�m ym;n � 0

xn D 1P
m2�

�m

P
m2�

�m ym;n olsun. Buradan fxng ;

12xn C pn1xn C qn f .xn�� /C �0rnxn � 0 (5.22)

gecikmeli fark eşitsizli�ginin bir pozitif çözümüdür. Burada 1 adi fark operatörüdür.
limn!1 pn D p < 0; limn!1 qn D q > 0, and limn!1 rn D r > 0 oldu�gundan j > n2
için p j < 0; q j ; r j > 0 olacak şekilde bir n2 > n1 vard�r.

!n D
n�1Q
jDn2

1
1� p j

1xn
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olsun. O zaman

1!n D
nQ
jDn2

1
1� p j

1xnC1 �
n�1Q
jDn2

1
1� p j

1xn

D
nQ
jDn2

1
1� p j

.xnC2 � xnC1/�
n�1Q
jDn2

1
1� p j

1xn

D
nQ
jDn2

1
1� p j

.xnC2 � 2xnC1 C xn C xnC1 � xn/�
n�1Q
jDn2

1
1� p j

1xn

D
nQ
jDn2

1
1� p j

12xn C
nQ
jDn2

1
1� p j

1xn �
n�1Q
jDn2

1
1� p j

1xn

D
nQ
jDn2

1
1� p j

12xn C
n�1Q
jDn2

1
1� p j

�
1

1� pn
� 1

�
1xn

D
nQ
jDn2

1
1� p j

12xn C
n�1Q
jDn2

1
1� p j

�
pn

1� pn

�
1xn

ve sonuç olarak (5.22)'den

1!n D
nQ
jDn2

1
1� p j

12xn C
nQ
jDn2

1
1� p j

pn1xn

� �
nQ
jDn2

qn
1� p j

f .xn�� /�
nQ
jDn2

1
1� p j

�0rnxn < 0 (5.23)

elde edilir. !n için iki durum vard�r:
.i/ n > n3 > n2 için !n < 0 veya,
.ii/ n > n4 > n3 için !n > 0 :
.i/ n > n3 için 1xn < 0 d�r. j > n2 için p j < 0 oldu�gundan (5.23)'ten

nQ
jDn2

1
1� p j

12xn D 1!n �
nQ
jDn2

1
1� p j

pn1xn < 0

elde ederiz. Buradan n > n3 için 12xn < 0 'd�r. Bunun anlam� n > n3 için

1xnC1 �1xn < 0

1xnC1 < 1xn

ve bu da 1xn azalan demektir. 1xn azalan ve 1xn < 0 oldu�gundan n > n3 için
1xn < �c olacak şekilde pozitif bir c say�s� vard�r. Bu da n ! 1 iken xn ! �1

demektir ve bu imkans�zd�r.
.ii/ n > n4 için 1xn > 0 olmas� xn'nin artan olmas� anlam�na gelir. xn > 0 ve xn artan
olmas� limn!1 xn D c D 1 oldu�gunu gösterir.
c <1 ise

lim
n!1

�
qn f .xn�� /C �0rnxn

�
D q f .c/C �0rc > 0
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olur. Bu n > n5 için qn f .xn�� / > q f .c/ =2, �0rnxn > �0rc=2 ve pn > p � 1 olacak
şekilde bir n5 > n4 say�s�n�n anlam�na gelir. Buradan

12xn C .p � 1/1xn C
q
2
f .c/C �0

r
2
c � 0

ve böylece
12xn C .p � 1/1xn � �

q
2
f .c/� �0

r
2
c

olur. Eşitsizli�gin her iki taraf�n� toplayarak

n�1P
iDn5

1.1xi C .p � 1/ xi / �
n�1P
iDn5

�
�
q
2
f .c/� �0

r
2
c
�

ve böylece

1xn C .p � 1/ xn �1xn5 � .p � 1/ xn5 �
�
�
q
2
f .c/� �0

r
2
c
�
.n � n5/

elde ederiz. Bu eşitsizlikte n ! 1 iken limite geçti�gimizde 1xn C .p � 1/xn ! �1

buluruz. Bu limn!1 xn D c < 1 oldu�gundan limn!11xn D �1 anlam�na gelir. Bu
da Lemma 2.7'den limn!1 xn D �1 demektir. Bu bir çelişkidir. Böylece

lim
n!1

xn D 1 (5.24)

elde ederiz.
(5.17) ve (5.24)'ten n > n6 için qn . f .xn�� / =xn�� / > q � " ve rn > r � "; pn > p� "
olacak şekilde bir n6 > n5 say�s� vard�r. (5.22)'de yerine yazarak n � n6 için

12xn C .p � "/1xn C .q � "/xn�� C �0.r � "/xn � 0

elde ederiz. Bu eşitsizli�gi .1= .1� p C "//n�n6C1 ile çarparak�
1

1� p C "

�n�n6C1 h
12xn C .p � "/1xn C .q � "/xn�� C �0.r � "/xn

i
� 0

�
1

1�pC"

�n�n6C1
12xn C

�
1

1�pC"

�n�n6 p�"
1�pC"1xn

C
�

1
1�pC"

�n�n6C1
.q � "/xn�� C

�
1

1�pC"

�n�n6C1
�0.r � "/xn � 0�

1
1�pC"

�n�n6C1
12xn C

��
1

1�pC"

�n�n6C1
�
�

1
1�pC"

�n�n6�
1xn

C
�

1
1�pC"

�n�n6C1
.q � "/xn�� C

�
1

1�pC"

�n�n6C1
�0.r � "/xn � 0�

1
1�pC"

�n�n6C1
12xn C1

�
1

1�pC"

�n�n6
1xn

� �
�

1
1�pC"

�n�n6C1 �
.q � "/xn�� C �0.r � "/xn

�
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1

"�
1

1� p C "

�n�n6
1xn

#
� �

�
1

1� p C "

�n�n6C1 �
.q � "/xn�� C �0.r � "/xn

�
elde ederiz. Eşitsizli�gin her iki taraf�n� toplayarak

nP
iDs
1

"�
1

1� p C "

�i�n6
1xi

#
� �

nP
iDs

�
1

1� p C "

�i�n6C1 �
.q � "/xi�� C �0.r � "/xi

�
�

1
1�pC"

�nC1�n6
1xnC1 �

�
1

1�pC"

�s�n6
1xs

� �
nP
iDs

�
1

1�pC"

�i�n6C1 �
.q � "/ xi�� C �0.r � "/xi

�
buluruz. n!1 ve böylece

1xs �
1P
iDs

�
1

1� p C "

�i�sC1 �
.q � "/ xi�� C �0.r � "/xi

�
elde ederiz. Yine eşitsizli�gin her iki taraf�n� toplayal�m:

n�1P
sDn6

1xs �
n�1P
sDn6

1P
iDs

�
1

1� p C "

�i�sC1 �
.q � "/ xi�� C �0.r � "/xi

�
O zaman

xn �
n�1P
sDn6

1P
iDs

�
1

1� p C "

�i�sC1 �
.q � "/ xi�� C �0.r � "/xi

�
sonucuna var�r�z. Lemma 5.8'den

zn D
n�1P
sDn6

1P
iDs

�
1

1� p C "

�i�sC1 �
.q � "/ zi�� C �0.r � "/zi

�
denklemi bir zn pozitif çözümüne sahiptir ve 0 < zn � xn sa�glan�r. zn'nin (5.10) denk-
leminin bir pozitif çözümü oldu�gunu görmek kolayd�r. Bunun için zn'nin (5.10) denk-
lemini sa�glad��g�n� göstermek yeterlidir.

1zn D
1P
iDn

�
1

1� p C "

�i�nC1 �
.q � "/ zi�� C �0.r � "/zi

�

.p � "/1zn D
1P
iDn

�
1

1� p C "

�i�n p � "
1� p C "

�
.q � "/ zi�� C �0.r � "/zi

�
D

1P
iDn

�
1

1� p C "

�i�nC1 �
.q � "/ zi�� C �0.r � "/zi

�
�

1P
iDn

�
1

1� p C "

�i�n �
.q � "/ zi�� C �0.r � "/zi

�
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12zn D
1P

iDnC1

�
1

1� p C "

�i�n �
.q � "/ zi�� C �0.r � "/zi

�
�

1P
iDn

�
1

1� p C "

�i�nC1 �
.q � "/ zi�� C �0.r � "/zi

�
Bu de�gerleri (5.10) denkleminde yerine yazarak zn'nin denklemi sa�glad��g� görülür.
Teorem 5.1'in kabulü ve Lemma 5.5'ten (5.10) sal�n�ml� olacak şekilde bir " 2 .0; t/
vard�r. Bu çelişki Teorem 5.1'i ispatlar.

Örnek 5.1.

12n ym;n�
�
3C

1
3n

�
1n ym;nC

�
5C

1
3n

�" �
ym;n�2

�3�
ym;n�2

�2
C 1

#
�

�
2C

p
2C

1
3n

�
Lym;n D 0;

(5.25)
y0;n D y4;n D 0; (5.26)

ym;n D .�1/mCn ; �2 � n � 1; m 2 f1; 2; 3g (5.27)

BSDP'ni gözönüne alal�m.8<:L m C � m D 0; m 2 f1; 2; 3g

 0 D  4 D 0:
(5.28)

Özde�ger probleminin özde�gerleri
n
2�

p
2; 2; 2C

p
2
o
dir. Böylece en küçük özde�ger

�0 D 2�
p
2 dir.

O zaman (5.25),(5.26) ve(5.27) BSDP'nin indirgenmiş lineer limit denklemi

12xn � 31xn C 5xn�2 C
�
2�

p
2
� �
2C

p
2
�
xn D 0 (5.29)

biçimindedir. Lineer limit denkleminin karakteristik denklemi

.�� 1/2 � 3 .�� 1/C 5��2 C 2 D 0 (5.30)

veya
�2 � 5�C 6C 5��2 D 0

biçimindedir.
' .�/ D �2 � 5�C 6; 
 .�/ D 5��2

fonksiyonlar�n� dikkate alal�m. 2 < � < 3 ise ' .�/ < 0;
min f' .�/ : 2 < � < 3g D �1=4 ve 
 .�/ D 5��2 > 5=9'dur. O zaman

' .�/C 
 .�/ > 0; 2 < � < 3:
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0 < � � 2 veya � � 3 ise ' .�/ � 0 ve 
 .�/ > 0: Böylece � > 0 için

.�� 1/2 � 3 .�� 1/C 5��2 C 2 D ' .�/C 
 .�/ > 0

olur. (5.30) denklemi pozitif köke sahip de�gildir. Lemma 5.4'e göre (5.29) denkleminin
her çözümü Şekil 5.1'de de görüldü�gü gibi sal�n�ml�d�r.

Şekil 5.1. (5.29) sönümlü fark denkleminin çözüm gra��gi

Teorem 5.1'e göre (5.25),(5.26) ve(5.27) BSDP'nin de her çözümü Şekil 5.2 ve
Şekil 5.3'te görüldü�gü gibi sal�n�ml�d�r.
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Şekil 5.2. BSDP'nin çözüm gra��ginin yandan görünüşü

Şekil 5.3. BSDP'nin çözüm gra��ginin üstten görünüşü
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Teorem 5.2. 0 < p < 1;
lim
u!1

f .u/ D 1 (5.31)

ve
lim
juj!0

f .u/
u

D 1 (5.32)

oldu�gunu kabul edelim. Ayr�ca (5.6)'n�n her çözümünün sal�n�ml� oldu�gunu da kabul
edelim. O zaman � � Nn0 bölgesinde (5.1),(5.3) ve (5.5) Başlang�ç S�n�r De�ger Proble-
minin(BSDP) de her çözümü sal�n�ml�d�r.

�Ispat. Teorem 5.1'in ispat�na benzer olarak

xn D
1P

m2�
�m

P
m2�

�m ym;n

dönüşümü ile
12xn C pn1xn C qn f .xn�� /C �0rnxn � 0

eşitsizli�gini elde edebiliriz. 0 < p < 1 ise

!n D
n�1Q
jDn2

1
1� p j

1xn

biçiminde tan�mlayabiliriz o zaman

1!n D
nQ
jDn2

1
1� p j

12xn C
nQ
jDn2

1
1� p j

pn1xn

� �
nQ
jDn2

qn
1� p j

f .xn�� /�
nQ
jDn2

1
1� p j

�0rnxn < 0

olur. !n için iki durum söz konusudur:
.i/ n > n3 > n2 için !n > 0; veya
.ii/ n > n4 > n3 için !n < 0.
.i/ n > n3 için1xn > 0'd�r. Yeterince büyük her n için12xn < 0 ve pn > 0 oldu�gundan
limn!11xn D l � 0: E�ger l > 0 ise limn!1 xn D 1: (5.31)'den limn!1 f .xn/ D 1:
(5.22)'de n ! 1 iken limite geçti�gimizde limn!112xn D �1 elde ederiz. Böylece
n > n5 için

12xn < �k (5.33)

olacak şekilde k > 0 ve n5 > n4 say�lar� vard�r. (5.33)'ün her iki taraf�n� iki defa topla-
yarak

n�1P
iDn5

12xi < �
n�1P
iDn5

k
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1xn �1xn5 < �k .n � n5/
n�1P
sDn5

1xs < �
n�1P
sDn5

�
k .n � n5/C1xn5

�
xn � xn5 < �

�
k .n � n5/C1xn5

�
.n � n5/

lim
n!1

xn D �1

elde ederiz ki bu imkans�zd�r. Buradan l D 0 olur. O zaman limn!1 xn D c > 0:
Teorem 5.1'de .ii/'nin ispat�ndan bunun imkans�z oldu�gu görülür.
.ii/ n > n4 için 1xn < 0. O zaman limn!1 xn D c > 0 veya limn!1 xn D 0 d�r.
Yukar�daki işlemlerden biliyoruz ki limn!1 xn D c imkans�zd�r. O zaman
limn!1 xn D 0 al�r�z. (5.32)'den qn f .xn�� / > .q � "/xn�� d�r. Ayr�ca pn < p C ";
rn > r � "'dur. (5.22)'de yerine yazarsak n � n6 için

12xn C .p C "/1xn C .q � "/xn�� C �0.r � "/xn � 0

elde ederiz. Teorem 5.1'in ispat�na benzer yolla�
1

1� p � "

�n�n6C1 h
12xn C .p C "/1xn C .q � "/xn�� C �0.r � "/xn

i
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1�p�"
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1

1�p�"
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1xn

� �
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#
� �
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1� p � "

�i�n6
1xi

#
� �

n�1P
iDN
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1

1� p � "

�i�n6C1 �
.q � "/xi�� C �0.r � "/xi
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1xn � �

n�1P
iDN

�
1

1� p � "

�i�nC1 �
.q � "/xi�� C �0.r � "/xi

�
kP
sDn

1xs � �
kP
sDn

n�1P
iDN

�
1

1� p � "

�i�sC1 �
.q � "/xi�� C �0.r � "/xi

�
xkC1 � xn � �

kP
sDn

n�1P
iDN

�
1

1� p � "

�i�sC1 �
.q � "/xi�� C �0.r � "/xi

�
elde ederiz. k !1 iken limite geçersek limk!1 xk D 0 oldu�gundan

xn �
1P
sDn

s�1P
iDN

�
1

1� p � "

�i�sC1 �
.q � "/ xi�� C �0.r � "/xi

�
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Lemma 5.8'den
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sDn

s�1P
iDN

�
1

1� p � "

�i�sC1 �
.q � "/ zi�� C �0.r � "/zi

�
denklemi bir pozitif zn çözümüne sahiptir ve 0 < zn � xn koşulu sa�glan�r.
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iDN
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�
1

1� p � "
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�
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iDN

�
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.q � "/ zi�� C �0.r � "/zi
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.p C "/1zn D �
n�1P
iDN

�
1

1� p � "

�i�nC1 �
.q � "/ zi�� C �0.r � "/zi

�
C
n�1P
iDN

�
1

1� p � "

�i�n �
.q � "/ zi�� C �0.r � "/zi

�

12zn D �
nP
iDN

�
1

1� p � "

�i�n �
.q � "/ zi�� C �0.r � "/zi

�
�
n�1P
iDN

�
1

1� p � "

�i�nC1 �
.q � "/ zi�� C �0.r � "/zi

�
de�gerlerini (5.11) denkleminde yerine yazarak zn'nin (5.11)'in bir pozitif çözümü oldu�gu
görülür. Teorem 5.2'nin kabulünden ve Lemma 5.6'dan (5.11) denklemi sal�n�ml� olacak
şekilde bir " 2 .0; t/ say�s� vard�r. Bu çelişki ispat� tamamlar.

Sonuç 5.1. p D 0 ve (5.31),(5.32) şartlar� sa�glan�rsa � � Nn0 bölgesinde (5.1),(5.3) ve
(5.5) BSDP'nin her çözümü sal�n�ml�d�r.

�Ispat.
�
ym;n

	
'nin (5.1),(5.3) ve (5.5) BSDP'nin � � Nn0 bölgesinde bir ergeç

pozitif çözümü oldu�gunu kabul edelim. O zaman 12zn < 0'd�r. Kneser Teoreminden
yeterince büyük her n için 1zn > 0 olur. Buradan limn!1 xn D c > 0: f 'nin sürekli-
li�ginden yeterince büyük her n için qn f .xn�� / > K1; �0rnxn > K2 ve K1 C K2 D K
olacak şekilde K1; K2; K > 0 say�lar� vard�r. (5.22)'den 12xn C K1 C K2 � 0 elde
ederiz. Bu da12xn � �K anlam�na gelir. �Iki defa toplayarak x .n/ �! �1: Bu çelişki
ispat� tamamlar.
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Teorem 5.3. p > 1 ve (5.32)'nin sa�gland��g�n� kabul edelim. Ayr�ca (5.7)'nin her
çözümünün sal�n�ml� oldu�gunu da kabul edelim. O zaman��Nn0 bölgesinde (5.2),(5.3)
ve (5.5) Başlang�ç S�n�r De�ger Probleminin(BSDP) her çözümü sal�n�ml�d�r.

�Ispat. Aksine
�
ym;n

	
'nin (5.2),(5.3) ve (5.5) BSDP'nin � � Nn0 bölgesinde sal�n�ml�

olmayan bir çözümü oldu�gunu kabul edelim. Genelli�gi bozmadan her n � n1 için
ym;n�� > 0 olacak şekilde bir n1 2 Nn0 say�s�n�n varl��g�n� kabul edebiliriz.
Teorem 5.1'in ispat�na benzer yolla xn D 1P

m2�
�m

P
m2�

�m ym;n olmak üzere

12xn C pn1xnC1 C qn f .xn�� /C �0rnxn � 0

elde ederiz. limn!1 pn D p > 1; limn!1 qn D q > 0, ve limn!1 rn D r > 0;
oldu�gundan j > n2 için p j ; q j ; r j > 0 olacak şekilde bir n2 > n1 say�s� vard�r.

!n D
n�1Q
jDn2

�
1C p j

�
1xn

olsun. O zaman

1!n D
nQ
jDn2

�
1C p j

�
1xnC1 �

n�1Q
jDn2

�
1C p j

�
1xn

D
n�1Q
jDn2

�
1C p j

� �
.1C pn/1xnC1 �1xn

�
D

n�1Q
jDn2

�
1C p j

� h
12xn C1xn C pn1xnC1 �1xn

i
D

n�1Q
jDn2

�
1C p j

�
12xn C

n�1Q
jDn2

�
1C p j

�
pn1xnC1

ve (5.22)'den

1!n � �
n�1Q
jDn2

�
1C p j

�
qn f .xn�� /�

n�1Q
jDn2

�
1C p j

�
�0rnxn < 0

elde ederiz.
!n için iki durum söz konusudur:
.i/ n > n3 > n2 için !n > 0 veya
.ii/ n > n4 > n3 için !n < 0:
.i/ n > n3 için1xn > 0 olur. Yeterince büyük her n için12xn < 0 ve pn > 0 oldu�gundan
limn!11xn D l � 0: E�ger l > 0 ise limn!1 xn D 1 ve limn!112xn D 0 olur.
limn!1 pn1xnC1 D pl > l; limn!1 qn f .xn/ > 0 ve limn!1 �0rnxn > 0 olur. Bu da
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(5.22) eşitsizli�gi ile çelişir. Böylece l D 0 ise limn!1 xn D c > 0: Teorem 5.1'deki
.ii/ 'nin ispat�ndan bunun imkans�z oldu�gu görülür.
.ii/ 1xn < 0 d�r. O zaman limn!1 xn D c > 0 veya limn!1 xn D 0 d�r. Yukar�daki
ispattan limn!1 xn D c durumu imkans�zd�r. Böylece limn!1 xn D 0 alabiliriz.
Teorem 5.1'in ispat�na benzer yolla n � n6 için

12xn C .p C "/1xnC1 C .q � "/xn�� C �0.r � "/xn � 0

eşitsizli�gini elde ederiz. Teorem 5.1'in ispat�na benzer yöntem ile
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�
elde ederiz. k !1 iken limite geçti�gimizde limk!1 xk D 0 oldu�gundan

xn �
1P
sDn

s�1P
iDN

.1C p C "/i�s
�
.q � "/ xi�� C �0.r � "/xi

�
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ve Lemma 5.9'dan
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�
denklemi bir pozitif zn çözümüne sahiptir ve 0 < zn � xn sa�glan�r.
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�
de�gerlerini (5.12)'de yerine yazarak zn'nin (5.12)'in bir pozitif çözümü oldu�gu görülür.
Teorem 5.3'ün kabulü ve Lemma 5.7'dan (5.12) denklemi sal�n�ml� olacak şekilde bir
" 2 .0; t/ say�s� vard�r. Bu çelişki ispat� tamamlar.
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SONUÇ VE ÖNER�ILER

Bu çal�şmada,
1rm1

h
n ym;n C .�1/

rChC1 pym�� ;n�� D 0

yüksek mertebeden sabit katsay�l� lineer k�smi fark denklemlerinin çözümlerinin sal�n�m-
l�l��g� incelenmiştir. Buna ba�gl� olarak bu tip denklemlerde birden fazla gecikme terimi
olmas� halinde sal�n�ml�l�k kriterleri araşt�r�labilir.
Bunun yan�s�ra bu çal�şmada,

1rm1
h
n ym;n C pm;n f .ym�� ;n�� / D qm;n

yüksek mertebeden lineer olmayan ikinci yanl� k�smi fark denklemlerinin çözümlerinin
sal�n�ml�l��g� incelenmiştir. Ayn� şekilde gecikme teriminin birden fazla fonksiyonunu
içeren yeni denklemler tan�mlanabilir ve bu çal�şma yard�m�yla bu denklemlerin çözüm-
leri üzerine incelemeler yap�labilir.
Bunlara ilaveten,

12n ym;n C pn1n ym;n C qn f
�
ym;n��

�
� rnLym;n D 0

ve
12n ym;n C pn1n ym;nC1 C qn f

�
ym;n��

�
� rnLym;n D 0

lineer olmayan gecikmeli ayr�k dalga denklemlerinin indirgenmiş lineer limit denklemleri
tan�mlan�p, bunlar�n sal�n�ml�l�klar� aras�ndaki ilişkiler araşt�r�lm�şt�r. Burada kullan�lan
teknik yard�m�yla ayr�k laplace denklemi ve ayr�k �s� denklemi gibi çok bilinen k�smi fark
denklemlerinin çözümlerinin sal�n�ml�l��g� üzerine çal�şmalar yap�labilir.
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EKLER

1. Bu çal�şman�n üçüncü bölümünde ele al�nan

1rm1
h
n ym;n C .�1/

rChC1 pym�� ;n�� D 0

yüksek mertebeden sabit katsay�l� lineer k�smi fark denkleminin sal�n�ml�l��g�n� araşt�rd��g�m�z

"Necessary and suf�cient conditions for oscillation of certain higher order partial

difference equations" adl� çal�şma "International Journal of Difference Equations

(IJDE)" adl� dergiye yay�nlanmas� için gönderilmiş ve yay�na kabul edilmiştir.

2. Dördüncü bölümde ele al�nan

1rm1
h
n ym;n C pm;n f .ym�� ;n�� / D qm;n

yüksek mertebeden lineer olmayan k�smi fark denkleminin zorlamal� sal�n�ml�l��g�n�

araşt�rd��g�m�z "Forced oscillation of a class of high order nonlinear partial differ-

ence equations" adl� çal�şma yay�n için gönderilmiştir.

3. Beşinci bölümde

12n ym;n C pn1n ym;n C qn f
�
ym;n��

�
� rnLym;n D 0; 8 .m; n/ 2 �� Nn0

ve

12n ym;n C pn1n ym;nC1 C qn f
�
ym;n��

�
� rnLym;n D 0; 8 .m; n/ 2 �� Nn0

lineer olmayan gecikmeli ayr�k dalga denklemlerinin sal�n�ml�l��g� ile bunlar�n in-

dirgenmiş lineer limit denklemlerinin sal�n�ml�l��g� aras�ndaki ilişkileri araşt�rd��g�m�z

"Linear oscillation of discrete nonlinear delay wave equations" adl� çal�şma yay�n

için gönderilmiştir.
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