AFYON KOCATEPE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

DOKTORA TEZi

BAZI KISMI FARK DENKLEMLERININ SALINIMLILIGI UZERINE

Figen OZPINAR

DANISMAN
Prof.Dr. Zeynep Fidan KOCAK

MATEMATIK ANABILIM DALI

EKIM 2009



ONAY SAYFASI

Prof.Dr. Zeynep Fidan KOCAK danismanliginda
Figen OZPINAR tarafindan hazirlanan
"Bazi Kismi Fark Denklemlerinin Salimmhhg Uzerine"
baslikl1 bu ¢alisma, lisansiistii(doktora) egitim ve dgretim yonetmeliginin ilgili
maddeleri uyarinca
12. 10. 2009
tarihinde agagidaki jiiri tarafindan
Matematik Anabilim Dalinda

Doktora Tezi olarak oy birligi ile kabul edilmistir.

Unvani, Adi, SOYADI Imza
Bagkan Prof.Dr. Zeynep Fidan KOCAK
Uye Prof.Dr. Mehmet SEZER
Uye Dog.Dr. Emine MISIRLI
Uye Dogc.Dr. Hiiseyin YILDIRIM
Uye Dog.Dr. Ozkan OCALAN
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulu’nun
...... [eceecid....... tarih ve

...... /....... say1lt karartyla onaylanmistir.

Dog. Dr. Ridvan UNAL

Enstitii Midiiri



OZET
BAZI KISMI FARK DENKLEMLERININ SALINIMLILIGI UZERINE

Doktora Tezi

Figen OZPINAR

Afyon Kocatepe Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiist
Matematik Anabilim Dali

Danigman : Prof.Dr. Zeynep Fidan KOCAK

Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir. {1k boliimde kismi fark denklemlerinin
salimimliligt ile ilgili yapilmig bazi ¢alismalar hakkinda bilgi verilmistir.
Ikinci boliimde fark denklemleri ve kismi fark denklemlerinin salmimlilig: ile ilgili
temel bilgiler verilmis olup, bunlara iligkin bazi teorem ve lemmalar hatirlatilmistir.

Uciincii boliimde
A’;n Aflzym,n + (_1)r+h+1 PYm—t,n—c = 0

yiiksek mertebeden sabit katsayili lineer kismi fark denklemlerinin salinimliligi igin
gerek ve yeter kosullar elde edilmistir. Burada m,n, 7,0 € N, r,h € Ny ve p
negatif olmayan bir reel sayidir. A,, ve A, bilindigi gibi taniml1 kismi fark ope-
ratorleridir.

Dordiinct bolumde

A;Aﬁym,n + pm,nf(ym—r,n—a) =dqm,n

yliksek mertebeden lineer olmayan ikinci yanl kismi fark denklemlerinin salinim-
lilig1 i¢in bazi kriterler elde edilmistir. Burada p,, , ve gm n, N? iizerinde tanimlt
reel sayilarin iki degiskenli dizileri, m,n, 7,0 € N, r, h € Ny, 1 > 0 olmak iizere
f(x) = |x|*sgnx 6zel durumunu iceren f fonksiyonu, x # 0 i¢in x/(x) > 0

kosulunu saglar. A,, ve A, bilindigi gibi tanimli kismi fark operatorleridir.
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Son boliimde

Aiym,n + pn Anym,n + an (ym,n—a) - VnLym,n =0, V(ma I’l) e Qx Nno

%~

Aiym,n + pn Anym,n+1 +qnf (ym,n—a) - rnLym,n =0, v (m, n) € Q x Nno

lineer olmayan gecikmeli ayrik dalga denklemlerinin salinimliligi ile bunlarin in-
dirgenmis lineer limit denklemlerinin salinimlilig1 arasindaki iligkiler aragtirilmistir.
Burada M e N,,;, Q ={1,2,..., M}, 0 € N, {p,}, {gn} ve {r,} reel say1 dizileri,
f siirekli fonksiyonu konveks ve x # 0icin xf(x) > 0 ve Ly, , , ayrik Laplace

operatoriidiir.

2009, 71 sayfa
Anahtar Kelimeler: Kismi Fark Denklemi, Salinimlilik,
Lineer Salinimlilik, Dalga Denklemi,

Yiiksek Mertebeden Kismi Fark Denklemi.
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ABSTRACT

ON THE OSCILLATION OF SOME PARTIAL DIFFERENCE
EQUATIONS

Ph. D. Thesis

Figen OZPINAR

Afyon Kocatepe University

Institute for the Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor : Prof. Dr. Zeynep Fidan KOCAK

In this study, consist of five chapter. In the first chapter, information about
oscillation of partial difference equations some studied before is given.
In the second chapter, some main topics of oscillation of difference equations and
partial difference equations are given and some theorems and lemmas concerning
these concepts also are reminded.
In the third chapter, necessary and sufficient conditions for the oscillation of the

higher order linear partial difference equation with constant coefficient
A’;}’l AZJ/m,n + (_l)r+h+1 DPVYm—t.n—c = 0

are obtained, where m,n, v, 0 € N, r, h € Ny, p is a nonnegative real number. The
forward partial differences A, and A, are defined as usual, i.e.

AmAmpn = Amsin — Ampand Ay Ay = Amnr1 — Amon-

In the fourth chapter some oscillation criteria for the forced oscillation of a class of

high order nonlinear partial difference equation

A;Azym,n + pm,nf(ym—r,n—o') =dm,n

v



are established, where m,n, 7,0 € N, r,h € Ny, p, , and g, , are double real
sequences defined on N2, xf(x) > 0 for x # 0, which includes the special case
f(x) = |x|*sgnx for A > 0. The forward partial differences A,, and A, are
defined as usual.

In the last chapter relations between the oscillation discrete nonlinear delay wave

equations of the form

Aiym,n + PnDuYmn +qn f (ym,n—a) — 7 Llymn =0, V(m,n)eQxNy,

and

A%ym,n + pn Anym,n—H + an (ym,n—a) - rnLym,n =0, V(m, l’l) € Qx Nno

and the oscillation of their linear limiting equations are investigated, where M €
Np, Q={1,2,...,M},0 € N,{pn},{q.}, {rn} are sequences of real numbers,
is continuous and convex, uf (1) > 0 for u # 0 and Ly, , is the discrete Laplacian

operator.

2009, 71 pages
Keywords and Phrases: Partial Difference Equation, Oscillation,
Linear Oscillation, Wave Equation,

Higher Order Partial Difference Equation.
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1. GIRIS

Son yillarda yogun ilgi géren kismi fark denklemleri, kismi tiirevli denklemlerden 6nce
ortaya ¢ikmis olmasina ragmen kismi tiirevli denklemlere gosterildigi kadar fazla ilgi
gosterilmemistir. Bununla birlikte matematikgiler, fizikgiler, miihendisler ve bilgisayar
bilimciler arasinda son yirmi yilda yogun bir ilgi olmustur. Bu aktif ilgi sliphesiz modern
bilgisayar donanimlarinin gelisimine neden oldugu kadar bu denklemlerle kompleks di-
namik sistemlerin modellemesini de kolaylastirmistir.

Kismi fark denklemlerindeki bilinmeyen fonksiyonlar ayrik (discrete) bagimsiz degisken-
lere sahiptir ve bdylece bilgisayar simulasyonunun kolayca yapilmasi saglanir. Bdyle
simulasyonlar bu denklemlerle temsil edilen sistemlerin kompleks davraniglarini anla-
mamiza da yardimci olabilecek bilgileri agiga ¢ikarir.

Kismi fark denklemleri sonlu fark metotlar: ile kismi tiirevli denklemlerin ¢oziimlerinin
yaklagiminda, rasgele yiiriiyiis problemlerinde, molekiiler yoriinge ¢alismalarinda, toplu
goclii niifus hareketlerinde, kimyasal reaksiyonlarda ve matematik fizigin problemleri gibi
sonlu fark semalar1 igeren uygulamalarda ortaya ¢ikmustir.

Modeli kismi fark denklemi olan problemlere ii¢ carpict 6rnek asagidaki gibidir.

Kismi fark denklemlerinin basit bir 6rnegi
Ccp=cp-l + it 1<k<n

bicimindeki fark denklemidir. Binom katsay1 fonksiyonu

n!
cr=—" __ gn=0,1,2,..
K i =) "

bu denklemin bir ¢ozlimiidiir.

Kismi fark denklemlerinin bir fizik problemine uygulanmasina yonelik bir 6rnek olarak
“cok uzun” bir ¢cubugun sicaklik dagilimini g6zoniine alalim. Farzedelim ki ¢ubuk o kadar
uzun olsun ki Z tamsayilar kiimesinin yerine gecebilsin. u,, ,, gubugun » zamanindaki
ve m konumundaki sicakligi olsun. » zamaninda u,_ , sicakligt u,, ,‘den yliksekse
1s1 , m — 1 noktasindan m’ye akacaktir. Artis miktart u,, 41 — Up,, 'dir ve bu artis

Um—1,n — Um,n farki ile orantihidir. Pozitif sabit olan r "yayilim oran1" olmak iizere bu
Umn+1l — Umpn =T (um—l,n - um,n) > r>0

demektir. Benzer sekilde u,,41,, > u;,, 1se 0 zaman 1s1 m + 1 noktasindan m’ye akar.

Boylece sonug olarak
Umn+1 — Umn =T (um—l,n - um,n) +r (um+1,n - um,n) > meZ,neN

1



olur. Bu ifade "Newton Soguma Kanunu" nun ayrik (discrete) hali olarak goriilebilir.

Up—1,n + Unmt+1,n + Umpn—1 + U pt+1 — 4”m,n =0

kismi fark denklemi, Laplace Denkleminin ayrik(discrete) halidir.

Kismi fark denklemlerinin ¢oziimlerini elde etmek, ¢ogu zaman uzun ugraslar gerek-
tirir. Bu nedenle bu problemlerin ¢oziimlerinin kalitatif davranisi hakkinda bilgiler veren
caligmalar yapilmistir. Bu tezde de kismi fark denklemlerinin ¢6ziimlerini elde etmeden,
coziimlerin davranis1 hakkinda kalitatif inceleme yapilmistir.

Son yillarda kismi fark denklemlerinin ¢éziimlerinin davranisi ve 6zellikle salinimliligi
ile ilgili bir ¢ok caligma yapilmistir.

Kismi fark denklemlerinin salinimlilig ile ilgili literatiirde bulabildigimiz ilk ¢aligmalar-

dan birisi B. G. Zhang ve S. T. Liu’nun 1995 yilinda yaptiklar1 ¢alismadir. Bu ¢calismada

u

q1Am+1,n +q2Am,n+1 - pAm,n + z piAm—ki,n—li =0, m,n=20,1,2... (11)

i=1
91,92, p,pi € R, kil e N, i =1,2,..., u € Z* olmak iizere, sabit katsayili lineer
gecikmeli kismi fark denkleminin biitlin has ¢oziimlerinin salinimli olmasi i¢in
(1.1) denkleminin

u

O, W) =qii+qu—p+ Y pit i =0
i=1

karakteristik denkleminin pozitif koke sahip olmamasi gerek ve yeter kosulu elde

edilmistir. Bunun sonucu olarak g1, g2, p ve p; , i = 1,2, ..., u, pozitif olmak iizere

(1.1) denkleminin her has ¢oziimiiniin salinimli olmasi i¢in
g it D
ST phlrghgh

> 1 (1.2)

yeter kosulunu elde etmislerdir. # = 1 olmas1 durumunda (1.2)’nin sadece yeter kosul
degil ayn1 zamanda gerek kosul oldugunu da gostermislerdir.

Yine B. G. Zhang ve S. T. Liu 1998 yilinda yukaridaki sonuglar1

u Vv

Am,n = ZpiAm—ki,n—li + Z qum-‘rTj,n-i-O'js m,n :09 1921--'3 (13)

i=1 j=l1

1 2 r \T
m,n,am’n, ...,am’n) , k,’,ll', Tj,0; S

N,i=12,..,u,j =12 ..,0,uvev € Z1 olmak iizere, gecikmeli lineer kismi

pi ve g;’ler r x r tipinde birer matris, 4, , = (a

fark denklem sistemine genisletmislerdir. (1.3) sisteminin her {4,, ,} has ¢6ziimiiniin

bilesenlerine gore salinimli olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun (1.3) sisteminin

u 1
det(Z pid Ml -1+ Y q]'i’-’ﬂ"-") =0
P =1



karakteristik denkleminin pozitif koke sahip olmamasi sonucuna ulasmiglardir. Ayrica
yine ayn1 ¢aligmada

u v

Am,n = z PiGm—k;,n—1; + z q4;9m+z;,n+o; (1.4)

skaler lineer fark denkleminin her has ¢6ziimiiniin salinimli olmasi i¢in (1.4) denkleminin

u 0
L= pid ™+ 3 g7 p
i=1 j=1
karakteristik denkleminin pozitif koke sahip olmamas1 gerek ve yeter kosulunu elde et-

mislerdir.

Benzer sonuglar 1999 yilinda B. G. Zhang ve B. M. Liu tarafindan

u
Ax+1,)+ 40, y+ 1) —pd(x,y)+ 2 pidx—oi,y—7) =0, (15

i=1

ci,7; € RT, p,p; € R, i = 1,2,...,n, olmak iizere, siirekli degiskenli kismi fark
denklemi i¢in elde edilmistir. (1.5) denkleminin her has 4 (x, y) ¢6ziimiiniin salinimli

olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun (1.5) denkleminin

n
QA p)=A+p—p+ 2 pir uT =0

i=1
karakteristik denkleminin pozitif koke sahip olmamasi gerek ve yeter kosulu elde et-
mislerdir. Buradan p, p; > 0,i = 1,2, ..., n, olmak {izere (1.5) denkleminin her has
¢Ozlimiiniin salinimli olmasi i¢in
(0; 47+ D70t

n
i§ pi o'(.jif?ipffi-l—frl-l > 1 (16)
= it

yeter kosulunu elde etmislerdir. » = 1 i¢in (1.6)’nin sadece yeter kosul degil ayni za-
manda gerek kosul oldugunu da gostermislerdir.

2006 yilinda J. Cheng ve Y. Chu yapmis olduklar1 ¢alismada

T (xm,n + axXm—ky,n—1; — bxm+k2,n+lg) =c (qu—al,n—rl + bxm+az,n+12) s (1.7)

c==1,i €N, a, b, p ve q negatif olmayan reel sayilar, k;,[;,t;,0;, j = 1, 2, negatif
olmayan tam sayilar olmak iizere, yliksek mertebe kismi fark denklemi i¢in bazi salinim-
lilik kriterleri elde etmislerdir. Burada T" operatorii, T'x,, , = (A, + Ay + 1) xp,, ile
tanimlidur.

N2 {izerinde Pyu.m > 0vek,! € Nolmak lizere
Am+1,n + Am,n+1 - Am,n + Pm,nAm—k,n—l =0 (18)
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degisken katsayil1 lineer kismi fark denklemi literatiirde bir¢cok defa ele alinmis ve Py, »,
katsayisina bagli gesitli saliimlilik kriterleri elde edilmistir. Tlk olarak B. G. Zhang ve S.
T. Liu 1997 yilinda (1.8) denkleminin salinimli olmasi igin

aa

o = max {k, [}

lim inf [ Z Z ] (

—3
m,n—00 i=m—k j=n—I o+ l)a_H

yeter kosulunu elde etmislerdir. Bu sart daha sonraki calismalarda gelistirilmistir. 1997

yilinda yine B. G. Zhang ve S. T. Liu (1.8) denkleminin salinimli olmasi i¢in

A 2
hmmf{k Z Z }> il

. ="
m,n—>00 i=m—k j=n—I (/1"‘1)/“_1 k+l

yeter kosulunu ve

(k+l)k+l
rlnlri?—lgég P n = (k+l+ 1)k+l+1

yeter kosulunu elde etmislerdir. Daha sonra bu kosullar 1999 yilinda C. J. Tian ve B. G.
Zhang tarafindan

e 2kl
lim inf Z Z > =
m,n— 00 kl i=m—k j=n—I Zi(i-l-l)ﬁ_ k+1
Y~ 1 |
n'
S inf P > S e Y ey
(k+1+1),/cH : :

bi¢iminde genisletilmistir. C. J. Tian ve S. Xie tarafindan 2004 yilinda yeniden ele alinan

(1.8) denkleminin tiim ¢oziimlerinin

hmmfIk z Z P,J}2q>0

m,n— 00 i=m—k j=n—I

kig \ W)/ D pL 2k
1 =—— i=—
q( +1—qu) 24 (A 4+ D! k+1
olmasi halinde salinimli olacagi elde edilmistir.
Lineer olmayan kismi fark denklemlerinin salinimliklar1 iizerine de cesitli caligmalar

yapilmistir. 1997°de B. G. Zhang ve S. T. Liu yapmis olduklar1 ¢alismada
u
Am+1,n + Am,n—H - Am,n + Z P; (m, n) fz (Am—k,-,n—li) =0, (1.9)

heri = 1,2, ...,u icin N? iizerinde P, (m,n) > 0; kj,l; € N, ve f;, x # 0 igin
xfi (x) > 0 sartim1 saglayan reel degerli, siirekli bir fonksiyon olmak {izere, lineer ol-
mayan gecikmeli kismi fark denkleminin salinimlilik davranisini incelemisler ve asagi-
daki kosullar saglandigi siirece (1.9) denkleminin her ¢6ziimiiniin salinimli oldugu sonu-

cunu elde etmislerdir.



(A1) 1 <i <uigin f; azalmayan ve

liminf 2% — 5. € (0. 0).
x—0 X

(A2) 1 <i <uigin

liminf P; (m,n) = p; > 0,
m,n—> 00
(A3) 1 <i <wuigin

u 11 n;i+1
22”"51'}71'% > 1, n, =min{k;,[;}.
i=1

i
Yine ayni ¢alismada (A ) kosuluyla birlikte

(Ag) 1 <i <uiginkg = min{ky, ky, ..., k,} ve lp = min{ly, I, ..., [,} olmak lizere

u m+ko n+l,
limsup >° S, > > P (i,j) > 1
m,n—0o0 =1 i=m j:n

kosulu saglandig siirece (1.9) denkleminin her ¢6ziimiiniin saliniml1 oldugu sonucu elde
edilmistir.
B. G. Zhang ve J. S. Yu 1998 yilinda yapmis olduklar1 ¢aligmada

Am+1,n + Am,n+1 - Am,n + Pm,nf (Am—k,n—l) =0, m,n=20,1,2,..., (1.10)

f stirekli bir fonksiyon, N? {izerinde Pu.n > 0ve k,l € Ny olmak lizere, lineer olmayan
gecikmeli kismi fark denkleminin ¢oziimleri i¢in lineerlestirilmis salinimlilik kriterleri

elde etmislerdir. Yaptiklari ¢alismada (1.10) denklemi ile
Am+1,n + Am,n—H - Am,n + pAm—k,n—l = 0> (111)

k,l1 € Z* ve p > 0 olmak iizere,lineer denklemini birlikte gozoniine alarak asagidaki
kosullarin saglandigi kabul edilmistir.

(By) liminf, ;500 Pnn =p > 0,

(B2) x # 0igin @ > 0 ve lim,_y¢ @ =1.

Bu kosullar altinda (1.11) lineer denkleminin her ¢éziimiin salinimliliginin (1.10) li-
neer olmayan denklemin her ¢ézliimiiniin salinimlilig1 anlamina gelmis oldugu sonucuna
ulasildi.

2003 yilinda I. Kubiaczyk ve S. H. Saker yapmis olduklar1 caligmada

An(an An()"m,n)) + pn Anym,n + an (ym,n—a) - ’”nLym,n =0 (112)



lineer olmayan gecikmeli(delay) ayrik dalga denklemi i¢in salinimlilik kriterleri elde et-
mislerdir.

Bu caligmalar 151ginda {i¢iincii boliimde yiliksek mertebeden sabit katsayili lineer kismi
fark denklemlerinin salinimlilig1 i¢in gerek ve yeter kosullar elde edilmistir. Bu bdliimde
yapilan calismalar Prof.Dr. Omer Akin ve Yrd.Dog¢.Dr. Yasar Bolat ile beraber
ylirlitilmustiir.

Tezin dordiincii boliimiinde fark denklemlerinde 6nemli bir yer tutan yiiksek mertebe-
den lineer olmayan ikinci yanli(forced) kismi fark denklemlerinin salinimlilig1 {izerine
bir ¢calisma yapilmistir.

Besinci boliimde ise lineer olmayan ayrik(discrete) dalga denklemi i¢in indirgenmis lineer
limit denklemi tanimlanmis ve bu iki denklemin saliimlilig1 arasindaki iligkiler ortaya

konmustur.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde calismamiz igin gerekli olacak bilinen bazi tanim, teorem ve lem-
malar1 verecegiz.

n € N olmak iizere tek degiskenli x,, fonksiyonu i¢in 6teleme(shift) operatorii
Exy = Xp41

ve ileri fark operatdrii

AXp = Xp41 — Xp

ile tanimlanir[Mickens R. E. 1990] .
E kxn = Xn+k

olarak kolayca hesaplanir. Ayrica / 6zdeslik(birim) operatorii olmak iizere A = E — I ve

E = A + I oldugu agikga goriliir. Buna gore,
Afx, = (E—-DFx,
k [k ‘
= 2D (.)E"—’xn
i=0 I
k Ak
= 2 (= (.)Xn+k—i
i=0 l
ve benzer yolla
k [k ,
Efx, = > (_)Ak_’x,,
i=0 \!

bulunur.

Tanim 2.1. n € N bagimsiz degisken ve x,, N iizerinde taniml reel(veya
kompleks) degerli bir fonksiyon olsun. x,, x,41, ..., X,+k terimleri arasinda verilen bir
fonksiyonel bagintiya k. mertebeden bir fark denklemi denir[Agarwal R. P. 2000] .

Tanmim 2.2. Bir fark denkleminin mertebesi, denklemdeki en biiyiik indis ile en
kiigtik indis arasindaki farktlr[Agarwal R.P. 2000] .

Bir fark denklemini, £, 0 € N; olmak tizere,

F (noxnaxn-l—l’ --~9xn+kaxn—1> -~~>xn—a) = Qn

bigiminde ifade edebiliriz.



Teorem 2.1. A ve E operatorleri lineerdir. Yani a, b € R olmak iizere
(i A [axn + byn] =alAx, +bAy,
(ii) E [ax, + by, | = aEx, + bEy, [Elaydi S.1999] .

n—1
Lemma 2.1. (i) > Axp = x, — Xy,
k=ny
n—1
(i) Al > xi )= x, [Elaydi S.1999].
k=ny

Lemma 2.2 (Carpim ve béliim kurali). (i) A [x,.y,] = Exy. Ay, + yu.Ax,

(ii) A [y_} = At A [\fickens R. E. 1990] .

Tanim 2.3. x € R ve k € ZT olmak iizere
x® =x(x = D.(x—k+1)

polinomuna "faktériyel polinomu" denir[Elaydi S.1999] .

x=neZven >k ise

'
n® = (n—k)' ve n™ =n! olur
n—k)!

Ayrica
AxP =+ 1)® —x® 1 Ex® = x4 )P,

Lemma 2.3. x € R ve k € Z* bir sabit olmak iizere
(i) Ax® = fx*=D

(i) A’x® =k (k—1)...(k —n + 1)x&™

(ii) A*x® = x® = k! [Elaydi S.1999] .

Tamim 2.4. En az iki ayrik degiskenin bilinmeyen fonksiyonunu i¢eren fark
denklemine kismi fark denklemi denir[Zhang B. G. ve Zhou Y. 2007] .
Bu tarz fonksiyonlar y,, , veya y (m, n) ile gosterilir. m, n € N olmak tizere y,, , fonksi-

yonu i¢in sirastyla birinci ve ikinci degiskene gore 6teleme operatorii,

Emym,n = Vm+1,n 5 Enym,n = Ym,n+1

ve strastyla birinci ve ikinci degiskene gore ileri fark operatorti,

Amym,n = VYVm+1,n — Vm,n 5 Anym,n = Ym,n+1 — Vm,n



ile tanirmlanir[Mickens R. E. 1990] .
Ap =E, —1ve A, = E, — I oldugu agiktir.

EmEnym,n = EnEm,Vm,n = Vm+1,n+1

ve sonug olarak

h
E; E,Ymn = Ym+r.n+h

oldugu kolayca goriiliir. Buna gore
Ay Apymn = (Em =1 (Eyx =Dy

4 i (T prei < AP\ -
! j=0 J

i=0

r A\ (h
= > (=)' (l.)(j)ym+r—i,n+h—j
i=0 /=0

bulunur.

Tanm 2.5. Kismi fark denklemleri, Yy n, Yim+1.15 Ymont1s Ym+1.n+1s Ym+2.n5 Ymn+2 Vb.
terimleri arasinda bir fonksiyonel bagint1 olarak tanimlanirfMickens R. E. 1990] .

Kismi fark denklemini, &, [, 7, 0 € Ny olmak iizere,

F (m, Ny, Vm,ns Ym+1,ns Vm,n+1s «+os Ym4rn+hs Ym—1,ns «+» ym—r,n—o) =dqm,n» (21)

bi¢iminde ifade edebiliriz. Eger g, , 0zdes olarak sifira esitse (2.1) denklemine "ho-

mogen kismi fark denklemi", aksi halde "homogen olmayan kismi fark denklemi" denir.

Ornek 2.1. Kismi fark denklemine 6rnekler:

Ym+1n — Ymant+1 =0 (2.2)
Ym+2,n + 2ym—|—1,n+1 + Ymn = 0 (23)
2
Ym+1n+1 + 3 [ym,n] =0 (24)
Ym+3,n+1 = Ym,n — Sym+2,n+1ym,n+1 (25)

(2.2) ve (2.3) lineer denklemlerken, (2.4) ve (2.5) lineer olmayan kismi fark denklem-

leridir.

Tanmm 2.6. Eger kismi fark denklemi y,, , terimini igeriyorsa ve m ve n indisle-

rine gore en biiyiik indis degerleri m + k ve n 4 / ise o zaman kismi fark denkleminin



mertebesi birinci degiskene gore k. mertebe, ikinci degiskene gore /. mertebe olarak
adlandirilirfMickens R. E. 1990].
Ornegin (2.2) denklemi yeniden

Ym+l,n + Ymn = Ymn+1 + Ymn

bi¢iminde yazilabilir ve sonug olarak hem m’ye hem de n’ye gore birinci mertebedendir.
Aymni sekilde (2.3) denklemi m’ye gore ikinci, n’ye gore birinci mertebe; (2.4) denklemi m

ve n’ye gore birinci ve (2.5) denklemi m’ye gore ligiincii n’ye gore birinci mertebedendir.
Tanim 2.7. (2.1) kismi fark denklemi

u [

Ym,n = Z DiVm—zt;n—oc; T Z q;jYVm+kj,n+l; (2.6)
i=1 j=1

bi¢iminde verilirse (2.6) kismi fark denklemine homogen, lineer kismi fark denklemi

denir.

Tanmm 2.8. i = 1,2,...,u i¢in 7 = maxt;, ¢ = maxag; ve My > mgy, N9 > nog
negatif olmayan tamsayilar olmak ilizere Q = N, _; X Ny,_s \ Ny, x N, kiimesi
baslangic bolgesi olarak adlandlrlhr[Zhang B. G.ve Zhou Y. 2007] .

Tamm 2.9. Q baslangic bolgesi iizerinde tanimli bir ¢; ; fonksiyonuna baslangig
fonksiyonu denir[Zhang B. G. ve Zhou Y. 2007] .

Tanim 2.10.

Yi,j = Pi,j» (i,]) e Q (2.7)
baslangi¢ sartiyla verilen (2.6) denklemi baslangi¢ deger problemi olarak
adlandlrlhr[Zhang B. G. ve Zhou Y. 2007] .

Ardigik iterasyonla (2.6)-(2.7) baslangi¢ deger probleminin tek {y,,} ¢oziimii oldugunu
gormek kolaydir. (2.6) denklemini j = 1,2, ...,v i¢gin k = maxk;, /| = max/; olmak

lizere
u
Ym+k,n+l = f (Ym+k—1,n+la Ym+kn+i—15 -5 ym,n) - Z DPiVm—rt;,n—0o; (2.8)
i=1

bi¢iminde yazabilir ve bunu kullanarak yx s, yk+1.1, Yk.i+1, ... terimleri kolaylikla hesap-
lanir. Boylece {ym,n} reel degerli, iki degiskenli(double) dizisi tektir ve (2.6)-(2.7)
baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii olarak adlandirilir.

Diger bir deyisle (2.6) denkleminin bir ¢oziimii Ny, ,—, x N,,_, lizerinde tanimli ve
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Ny, x N, tizerinde (2.6) denklemini saglayan asikar olmayan iki degiskenli {ymn}
dizisidir[Zhou Y. 2007] .

Tanmm 2.11. Her m > my, n > ny i¢in y, , > 0 (er gec pozitif dizi)(eventually
positive) veya y,., < 0 (er ge¢ negatif dizi) olacak sekilde m, n pozitif tam sayilari
varsa bir y = {ymun}

halde y dizisi saliniml1 olarak adlandlrlhr[Agarwal R. P. ve Popenda J. 1999] .

> % dizisine (0 etrafinda) salinimli olmayandir denir. Aksi
m=mgqy,n=no

Tamim 2.12. Yeterince biiyiik her m ve n igin
|Yma| < Ma™ "

olacak sekilde pozitif M, a ve 8 sayilari varsa (2.6) denkleminin bir {y,, »} ¢oziimiine
"has(proper) ¢dziim" denir[Zhang B. G. ve Zhou Y. 2007] .

Tamim 2.13 (Landau Sembolleri). 7, sonsuza giden bir tamsay1 degiskeni ve x,
bir limit degerine giden siirekli bir degisken olsun. ¢ (n) veya ¢ (x) bir pozitif fonksiyon
ve f(n) veya f (x) bir keyfi fonksiyon olsun. O (x)(biiyiikk-0) ve o (x)(kiiglik-0)
sembolleri Landau sembolleri olarak bilinir ve agsagidaki gibi tanimlanirlar:

(i) f = O (¢) ifadesinin anlami en az bir 4 sabiti ve n ve x’in her degeri i¢in | | < A¢
demektir.

(ii) /' = o (¢) ifadesinin anlami f/¢ — 0 demektir[Hardy ve Wright 1979].

Teorem 2.2 (Fabry Teoremi). {a, .} iki degiskenli dizisi, z1,z2 € C ve |z1| < aj,

|z2| < as olmak iizere F (z1, z2) fonksiyonu,

o0 o0 _ _
F(z1,22) = 2 D amuz{ "z5"

m=0n=0

ile tanimlansin. a,, , = 1 + 0 (1/M), M = max(m, n) oldugunu kabul edelim. O zaman
F(z1,23),z1 = 1vez; = 'de singulerdir[Zhang B. G.ve Zhou Y. 2007] )

Tanim 2.14 (z-doniisiimii). |z;| > 71, |z2] > 72,71 > 0very > 0 igin

o0 o0 _ _
F(z1,22) = 2. 2 Ymanz, 25"

m=0n=0

serileri yakisak ise (m, n) € N? olmak iizere { ym,n} iki degiskenli dizisinin z-dontigiimii

00 00
zZ (Ym,n) =F(z1,22) = Z Z J’m,nzl_mzz_n (2.9)

m=0n=0
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ile tanimlanir. Burada Z, z-doniistimii uygulamasinin operatoriinii gosterir. z; ve z»
kompleks diizlemde keyfi degerler alabilen kompleks degiskenlerdir. (2.9) denklemi
|z1] > r1 ve |za| > rp bolgesinde z; ve z; degiskenlerinin bir kompleks analitik fonksi-
yonudur.
Bundan sonra
0.9] (0.9] _ _
D D Ymuzy oz
m=p n=q

serilerinde m < 0 ve n < 0 igin y,,, = 0 kabul edecegiz[Zhang B. G. ve Zhou Y. 2007].

Lemma 2.4. |ym,,,| < Myr{'ry, m > M, n > N olacak sekilde M;, M, ve N
pozitif sabitlerinin var oldugunu kabul edelim. O zaman {y, ,} nin z-donisiimi
|z1| > r1 ve |z2| > r; bolgesinde vardir[Zhang B. G. ve Zhou Y. 2007] .

Simdi z-doniisiimiiniin baz1 6zelliklerini verecegiz.

Lemma 2.5. (i)
Z(m—kn-1) = 7123 F (21, 22),

o0
(i) F(k+1i,22) = D Vi+inz, olmak iizere,
n=0

00 k—1
> F(k+1, zz)z1 = 2] (F(Zl, ) — > F(m,zz)zl_m) ,

i=0 m=0

(iii)

oo [—1 L oo [—1 k—11-1
;) zoyk—l—i,nzl lzzn = ( Z Z Ym nzl Zz - Z Z Ym nzl Zz ) 5
i=0n=

m=0n= m=0n=

o0
(iv) F(z1,n) = D Amnpz," olmak lizere

m=0

oo [—1 o — —i

Z Ym,nZy mzzn: ZF(Zlai)Zz 5

m=0n=0 i=0

(v)
k—1 _ -1 _
ZWmskntt) = 24zh (F(Zl,Zz) D> F(m,z)z{" = > F(z1,m)zy",

m=0 n=0

k—1 [—1
£ 5 s )

m=0n=

[Zhang B. G. ve Zhou Y. 2007] .
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Lemma 2.6. x > 0igin F(x) = ax — bx* olsun. @ > 0,5 > Ove 1 > 1 ise
F(x),
Foax = (A — 1) JA(A=2) 2/ G=1) 1/ (1=1)

maksimum degerine ulasir. @ > 0,6 > 0and 0 < 4 < 1ise F (x),

Fmin — (/1 _ 1) /1/1/(1—/l)a)»/(l—l)bl/(l—l)
minimum degerine ulaslr[Hardy G. H., Littlewood J. E. ve Polya G. 1952] .

Teorem 2.3 (Lebesgue Monoton Yakinsakhik Teoremi). 0 < f] < f» <
fonksiyonlarmin 6lgiilebilir oldugunu kabul edelim. lim; o f; (x) = f(x) olsun. O

zaman
lim [ fj(x)dx = [ f(x)dx
j—o00

olur.

Lemma 2.7. u (k), N, tizerinde tanimli bir dizi olsun. O zaman

(i) liminfy_5 00 A"u (k) > 0ise 0 < i < n — 1 i¢in limg_, Alu (k) = 0

(i) limsup,_, o A"u(k) < 0ise 0 < i < n — 1 igin limg_eo A'u (k) = —o0
dur[Agarwal R.P. 2000].

Teorem 2.4 (Ayrik Kneser Teoremi). A”"u (k) farki N, {izerinde sabit isaretli ve
0zdes olarak sifir olmamak {izere u (k) dizisi N, ’da tanimli ve u (k) > 0 olsun. O
zaman A"u (k) < 0ig¢in n + m tek veya Au (k) > 0 i¢in n + m ¢ift say1 olacak sekilde
0 < m < n, bir m tamsayi1s1 vardir. Ayrica

(@)m<n—1liseherkeN,vem <i <n—1igin (=1)"™ Aly (k) > 0

(ii) m > 1 ise yeterince biiyiik herk e N, ve 1 <i <m — 1 icin Alu (k) > 0

sartlart saglanir( m + n tek oldugunda n tek ise m ¢ift ve n ¢ift ise m tek , m + n cift
oldugunda n tek ise m tek ve n ¢ift ise m cifttir ) [Agarwal R.P. 2000].

Ornek 2.2. (i) u (k) > 0 ve A’u (k) < 0 ise yeterince biiyiik her k i¢in asagidaki
durumlar olasidir.

(m=0)u(k)>0,Au) <0, A%u (k) > 0, Au (k) <0, Au k) >0, Auk) <0

(m=2)uk)>0,Au) >0, Auk) >0, Auk) <0, Auk) >0, Auk) <0

(m=4) uk)>0,Au) >0, Auk) >0, Auk) >0, Auk) >0, Auk) <0

(ii) u (k) > 0 ve ASu (k) < 0 ise yeterince biiyiik her & igin asagidaki durumlar olasidur.
m=1u)>0, Auk) >0, A2uk) <0, Adu(k) >0, A*u (k) <0, Au (k) > 0,
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Abu (k) <0

m=3)uk)>0,Au(k) >0, A2u(k) >0, Adu(k) >0, A*u (k) <0, Au (k) > 0,
Abu (k) <0

(m =5 uk)>0, Au(k)> 0, A2u(k) >0, Auk) > 0, A*u (k) > 0, Au (k) > 0,
Ay (k) < 0.
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3. YUKSEK MERTEBEDEN SABIT KATSAYILI LINEER KISMi FARK
DENKLEMLERININ SALINIMLILIGI ICiN GEREK VE YETER KOSULLAR

Bu boliimde

A Ay + (=1 Dy =0 3.1)
bicimindeki yiiksek mertebeden sabit katsayili lineer kismi fark denklemini gézoniine
alacagiz. Burada m,n,t,0 € N, r,h € Nj ve p negatif olmayan bir reel sayidir.
A, ve A, ileri farklarn bilindigi gibi tanimhdir, yani Ay, = Vm+l — Vm VE
ApYman = Yug1 — yYn. ¥ ve h keyfi pozitif tamsayilar i¢in yliksek mertebe kismi
farklar A}, ym,n = Am (Arm_lym,n)s A?nyrn,n = Ym,n» Azym,n = Ay (Aﬁ_lJ’mJl)’
Ag Ym,n = Ym,n olarak tanimlanir.
Yiiksek mertebe kismi fark denklemlerinin kalitatif teorisi hakkinda gesitli ¢aligmalar

vardir.
1997 yilinda B. G. Zhang ve S. T. Liu

ST 8

Xm+k,n+l + Z Z qi,jXm+k—in+i—j = 0
i=1j=1

bicimindeki kismi fark denkleminin ¢éziimlerinin salinimlilik davranisini incelemislerdir.
Burada £,/ € Nve g; ; € R’dir.
1998 yilinda yine B. G. Zhang ve S. T. Liu

u v
Am,n = Z piAm—ki,n—li + Z QjAm—Hj,n—l—aj
i=1 =

bigimindeki gecikmeli lineer kismi fark denklem sisteminin ¢éziimlerinin salinimliligin

calismiglardir. Buradai = 1,2,...,u ve j = 1,2,...,0 olmak lizere p; ve q; r X r
2

. ) ) T
tipinde matrislerdir, 4,, , = (al A s oo Ay n) s kisli,tj,0; € N,u,v € Ny olarak

tanimlidir.
2006 yilinda J. Cheng ve Y. Chu

T' (xm,n + axXm—ic; n—1; — bxm+k2,n+lz) =c (qu—o'l,n—rl + bxm+az,n+12)

bicimindeki yiiksek mertebe kismi fark denkleminin salinimlilik kosullarini arastir-
muslardir. Burada ¢ = 1, i € N, a, b, p ve g negatif olmayan reel sayilar, j = 1,2

olmak tlizere k;, [, 7 ;, o ; negatif olmayan tamsayilardir ve T operatdrt,
Txm,n = (Am + A, + I)xm,n

ile tanimlidir.
Bunun yaninda 2003 yilinda B. G. Zhang, Y. Zhou ve Y. Q. Huang

Az A:n(xm,n - cxm—k,n—l) + (_1)h+r+1pm,nf(xm—r,n—a) =0
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lineer olmayan yiiksek mertebe nétral kismi fark denklemi igin pozitif ¢oziimlerin var-

ligin1 arastirmislardir. Bu calismay1 yaparken asagidaki kosullarin var oldugunu kabul

etmislerdir.
i)ceR, hr,k,l e N, 7,0 € N, {pm’”};O:r:o,nﬂo reel sayilarin iki degiskenli dizi-
sidir.

(ii) f, siirekli fonksiyonu azalmayandir, keyfi x # 0 icin xf (x) > 0 ve |x| < |y| iken

Lf @)l < |f O dir.
2007°de C.F. Li ve Y. Zhou {pmn}o " {gmn o reel sayilann iki

m=mq,n=ng >

degiskenli dizileri, A, 7, k,l e Ny, 0;,p;, e N, i = 1,2, ppn >0, gm.n > 0, m > my,

n > ng, olmak iizere
har
An Am(xm,n + Cm,nxm—k,n—l) + PmanXm—ci,n—p, — Am,nXm—cr,n—p, = 0

00,00
ve {p,(;f)n} reel sayilarin iki degiskenli dizileri, 4, 7, k, I, d, u € Ny, 05, p; € N,

m=mgq,n=no
(s) .
mon > 0,8 = 1,2, ..., u olmak iizere

d u
h
An Arm(xman + cm’nxm_k’n_l) + Z pr(}:lg,)n’xm_o's,n_ﬂx - Z qig/f,)nxm_o's,n_ps = 0
s=1 s=d+1

yuksek mertebe notral kismi fark denklemlerinin simirli ve sinirsiz salinimli olmayan
coziimlerinin varligini arastirmislardir.
Kismi fark denklemlerinin yaninda adi fark denklemlerinin de kalitatif teorisi iizerine
caligmalar yapilmistir. 1990 yilinda CH. G. Philos ve Y.G. Sficas,

(0]

(=D"* A" Ay + 3 prdn—y, =0

k=0
yiiksek mertebe fark denkleminin pozitif ¢ézlimlerini arastirmiglardir. Burada m € Ny,
(Pr)g>o pozitif reel sayilarm bir dizisi ve 0 < Iy < /1 < [5... olmak tizere (/x);>o tam-
sayilarin bir dizisidir.
(3.1) denkleminin bir ¢6zlimii ile demek istedigimiz, m > —t ve n > —o i¢in tanimh
vem > 0,n > 0igin (3.1) denklemini saglayan asikar olmayan iki degiskenli(double)
{ ym,n} dizisidir. (3.1) denkleminin bir { ym,n} ¢cozlimil yeterince biiyiik her m ve n igin
Ymn > 0(veyay, , < 0)oluyorsa er geg(eventually) pozitif (veya er ge¢ negatif) ¢6ziim
olarak adlandirilir. Ne er geg pozitif ne de er ge¢ negatif ¢oziim degilse salinimlidir denir.

A, u € C olmak tlizere
Vo = A" " (3.2)
bi¢imindeki ¢oziimleri gozoniine alacagiz (3.2)’yi (3.1)’de yerine yazarak (3.1) kismi fark

denkleminin
D, 1) == 1" (u— D"+ (=1 pi=Tu= =0 (3.3)
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veya

r h o ) .
O p) =2 3 D (O W T+ ) T =0
i=0 j=0 ‘

karakteristik denklemini elde ederiz.

(4, u), (3.3) denklemini sagliyorsa ve ayrica A > 0 ve 4 > 0 oluyorsa (3.3) denkleminin
pozitif kokleri olarak adlandirilir.

Q = Npyg—r X Nyy—s /Ny x Ny, baslangi¢ bolgesi lizerinde tammli ¢; j fonksiyonu,
bir baslangi¢ fonksiyonu olmak tizere Q tizerinde ¢; ;’ye esit, Ny, X Ny, lizerinde (3.1)

denklemini saglayan { Vi, j} dizisini kurmak kolaydir.

Lemma 3.1. Bir baglangi¢ fonksiyonu ¢; ;, bazi pozitif Mi, a ve § sayilar1 i¢in
|| < M1 B",  (m,n) € Q (3.4)

kosulunu sagliyorsa (3.1) denkleminin buna karsilik gelen ¢6ziimii has ¢oziimdiir.

ispat. Q baslangic bolgesinde tanimli ¢, ; baslangic fonksiyonu, bazi pozitif Mj,
i,J P

o. ve [ sayilari i¢in (3.4) kosulunu saglasin. O zaman
|ym,n| < Mya"p"  ,(m,n)eQ

olur. Buradan

—Ma"B" < ymn < Mia™p"

ve

Mlamﬂn 2 —Vmun = _Mlamﬂn

oldugu agiktir. (3.1) denklemini yeniden

r h L
> 2 D) ) ymtr—imin—j + U pyp ey = 0.
1=V Jj=

bi¢iminde yazabiliriz. Burada en biiyiik indisli y,, , terimini ¢ekerek denklemi diizenleriz.
Simdi bu islemi » = 1, & = 1 olmak iizere (3.1) denkleminin 6zel hali i¢in yapacagiz.
r =1, h = 11¢in (3.1) denklemi

17



Ym+1,n41 — Ym+1,n — Ymn+1 + Ymn — PVYm—1t,n—0 = 0. (35)

bi¢iminde olur ve bu denklem i¢in baslangi¢ bolgesi Q = N_; x N_; /N; x Ny olur. (3.5)

denklemini

Ym+1,n41 = Ym+1,n + Ym,n+1 — Ymon + PYm—v.n—0c

bi¢iminde yazabilir ve yi.1,y1,2,)2.1,)2,2, ... terimlerini kolaylikla hesaplayabiliriz.

Ornegin
Y1I,1 = Y1,0+Y0,1—)0,0+ PV—r,—0c
< Mo+ Mlﬁ + M, —|—pM10C_T,B_U
< Map
ve
Yi,1 = Y1,0+Y0,1—)0,0+ PV—1,—5
> —Mya — M| — M —pMio~"p~°
> —Moap

olacak sekilde M > 0 sayisi vardir. O zaman

y11| < Map

sonucunu clde ederiz. Benzer bicimde

|ym,n| < Ma" "

olacak sekilde M, a ve p pozitif sayilarinin var oldugunu goriiriiz. Bu da {ymn}
¢Oziimiiniin has ¢6ziim oldugunu gosterir.
Benzer sonuglar1 » ve 4 mertebelerinin diger degerleri icin de elde edebiliriz. Boylece

ispat tamamlanmis olur. m

Teorem 3.1. (3.1) denkleminin her has ¢dzlimiiniin salinimli olmast i¢in gerek ve

yeter kosul (3.3) karakteristik denkleminin pozitif koke sahip olmamasidir.

Ispat. Gereklik. Aksini kabul edelim. Yani (io, ,uo) (3.3)’lin bir pozitif koki ol-
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sun. O zaman yy, , = A% uf olmak iizere {y, »}, (3.1)’in bir pozitif ¢dziimiidiir. Bu da
bir ¢eliskidir.

Yeterlik. (3.3)’iin bir pozitif koke sahip olmadigini farz edelim. { ym,n} , (3.1) denkle-
minin ‘qu n| < c olacak sekilde ¢, , baslangi¢ kosullu bir pozitif has ¢6ziimii olsun. O
zaman

Ym,n = ¢m,n9 (m, n) € Q

oldugu i¢in
‘ym,n} <c, (m,n)eQ.
olur. y,, , = A" u” bigiminde oldugunu gézoniine alarak
vool =1 <= |y =121 <1Al.c

elde ederiz. O zaman
lymo| = |A"| < [A"] . < bi.c”

Q

olacak sekilde bir b1 > 0 sayis1 vardir.
Benzer sekilde

vo0] =1 <c= |yo1| = lul < lul.c

veE

lvo| = |u"| < |u"] " < bar.c”

olacak sekilde b, > 0 sayis1 vardir. Buradan
|ym,n| = Mmﬂn‘ < blcm.bzc”

ve sonug olarak

[Vmn| < be™*, (m,n) e N? (3.6)
olacak sekilde b > 0 sayist vardir. Lemma 2.4°den |z;| > ¢, i = 1,2, i¢in {ym,n}’nin
z-doniisimii

o0 o
7z (ym,,) = > D Ymnz{ z," = F(z1,22) (3.7)

m=0n=0

vardir. (3.1)’in her iki tarafinin z-doniigiimiinii alalim:

Z (85 Ay + (1 P+ py ) = Z0)
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Lemma 2.5’teki z-doniisiimiiniin 6zelliklerini kullanarak

r h
Z (8 Alyms) = Z(Zo > 0 () () smr, )

i=0 j=

rod i+j(r\ (h\ . r—i h—j X risl —m,
SN AIH [zun)—z 5 n

i=0 ;=0 n=0 m=0

oo h—j—1 r—i—1h—
- Z Z mnzl Zz + Z Z yngl Zz

m=0 n=0 m=0 n=0

Z ((_l)r+h+1pym—r,n—a) = (_1)r+h+1p21_TZZ_UZ (ym,n) >
Z(0) =0

elde ederiz. Buradan

S5 0 (O @m) + (I e 5 (2 2)

i=0 ;=0
roh N h - oo r—i—l1
= 22 (=D (z)( )7z 2. 2L Ymanz iz
i=0j=0 n=0 m=0
oo h—j—1 r—i—1h—j—1
+ 2 2 Ymazi iz = 2 2 ym,nzl_mzz_n}
m=0 n=0 m=0 n=0

elde edilir. Sonug olarak

O (z1,22) = Z%) Z (=1 (; )( )zh izg—j 4 (=1 e
=0 j=

Ve

r h o . . -
YLz = X X D () ()T {z
h

i=0j=0 n=0 m=0
oo h—j—1 3 r—i—1h—j—1 B
+2 2 ym,nZ1m22n_ > > Ym,nZy Zzn
m=0 n=0 m=0 n=0
olmak tizere
D(z1,20) F (21’22) =Y (z1,22), lzi| > c,i=1,2 (3.8)

elde ederiz. (3.8) ’i yeniden
1 1 1 1 1 1
O — —)F|——)=Y|—,— (3.9
Z1 Zp zZ1 Zp Z1 22
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bi¢iminde yazabiliriz.

w(zi,z2)=F ( ! ) z Z Ym.nZy 25 (3.10)

21 ZZ m=0n=
olsun. (3.10), r;’de, i = 1,2, yakinsaklik yaricapina sahiptir. Yani (3.9) |z;| < 7,
= 1,2 i¢in saglanir. Benzer sekilde (3.8) |z;| > 1/r;, i = 1, 2,i¢in saglanir. Fabry
Teoremine gore r;, i = 1, 2 yakinsaklik yarigapina sahip pozitif katsayili bir kuvvet serisi
z; =r;’de, i = 1, 2, de singulariteye sahiptir. (z1, z2) € (0, 00) x (0, 00) i¢in (3.3) pozitif
koke sahip olmadigindan ® (zy, zp) # 0 olur. Boylece @ (1/r1, 1/r2) # 0, ve buradan,

Y (1/z1,1/z2)
O (1/z1,1/2)

|zy —r1| < p; ve |z —ra| < p, bolgesinde analitiktir. Bu da @ (z1, z2) 'nin z; = r;’de,

CO(Zl,Zz) =

i = 1,2, singuler olmasiyla gelisir. Buradan »; = oo, i = 1, 2, almaliyiz. Yani, (3.8)
|z;| > 0,i = 1,2, i¢gin saglanir. Yeterince biiyiik her m ve n i¢in y,, , = 0 sonucu ¢ikar.
Aksi halde (3.8)’in sol tarafi sag tarafina esit olmaz. Bu ¢eliski Teorem 3.1°1 ispatlar. m

Teorem 3.1°den (3.1)’in her has ¢6zlimiiniin salinimli olmas1 i¢in belirgin bir kosul

turetebiliriz.

Teorem 3.2. p > 0 olsun. O zaman (3.1)’in her has ¢0zlimiiniin salinimli olmasi

icin gerek ve yeter kosul

(T-i—l")H_r (O.+h)a+h
o hh

> 1 (3.11)

olmasidir.

ispat. Gereklik. (3.11) kosulu saglanmazsa (3.1)’in bir pozitif has ¢oziime sahip

oldugunu goétermek yeterlidir.

1. Durum. » 4 A tek olsun. (3.11) saglanmazsa (3.3)’ten

h
o o (o +h)’
D1 =1=-1)'{—-1 —F—>0
(’0‘+h) ( )(J—i—h )-I—p g’ g

r o r Y B\ (@+r) (@ +h)°
()] , = - - +p
T+r o+h T+r oc+h Tl0°

(=) thprph N (t +7r) (6 +h)°
(t+7r) (o +h) 700

\
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buradan

r1h T+r o+h
(D( T a) " h |:_1+p(r—|-r) (0 + h) }50

t+r o +h) T Gty @+ T

elde ederiz.

2. Durum.  + A ¢ift olsun. (3.11) saglanmazsa

o h\" (c+h)°
oll, —)=0-1y(-——) —p———L <0
(’J—i—h) ( )(O'-l-h) P =

ve
® T o B r )r( h )h (t+r) (o +h)°
t+r'o+h) T+r oc+h P 700

B (_1)r+h rrhh (T +I”)T (O‘ + h)a
(41 (6 +h) P (Ao

buradan

rph T+r o+h
(D( T ’ o ): r"h l_p(r—i—r) (c +h) = 0
T+r o+h (t+7r) (o +h) tToor hh

elde ederiz.
® (4, w) siirekli oldugundan © (AO, ,uo) = 0 olacak sekilde A¢ € [%, 1) ve
T r

Lo = n vardir. Teorem 3.1°den, (3.1) pozitif ¢dziime sahiptir. Bu da ¢eliskidir.

o
Yeterlik. (3.11) kosulu altinda (3.3) karakteristik denkleminin pozitif kdke sahip ol-
madigini gosterecegiz.

1. Durum. » + A tek olsun. Bu durumda (3.3) karakteristik denklemi
(o)== (u=1)"+p2 T p7" =0

olur. (A—1) (u—=1)" > 0 igin ® (4, u)'nin pozitif koke sahip olmadig: agiktur.
(2= 1" (u— D" < 0igin @ (4, u)’yi

O, pu)=—2—1) —1”[—1+ : ]
(huw)y=—GA=1 " (u—1) —Te (= 1) (i — 1)

biciminde yazalim.

FQO ) == Q=1 (u—1)

olsun. g—{ =0, % = 0 denklemlerini ¢6zerek

T o

i = N =
0 T+r Fo oc+h
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elde ederiz. f (4, u) fonksiyonu (2o, 1) noktasinda maksimum degere ulasr. Yani

to.arrhh
, max A, 1) = f (Ao, =
(0 l)f( :u) f( 0 /uO) (‘L’ +}’)T+r (O' + h)0-+h

Buradan 4, x4 € (0, 1) igin

T+r o+h
(D(ﬂ,lu)z—(i_l)”(lu_l)h[_l (T+7")+(0'-|;Zh)+i|>0
tfo%r’'h

olur. Buda ® (4, ¢) nin pozitif koke sahip olmamas1 demektir.
2. Durum.  + £ ¢ift olsun. Bu durumda (3.3) karakteristik denklemi

DW= (u—D"=plu =0

olur. A=1"(u=1D" < 0 igin ®(L, u) pozitif koke sahip degildir.
(2=1D" (u— D" > 0igin @ (4, u)’yi

OO u)=(—1y —1h[1— P ]
(4, 1) = ( ) (w—=1) T =1 (1)

bi¢ciminde yazalim.
SOy =2 A= 1) (u =1
olsun. 6f =0, af = 0 denklemlerini ¢6zerek

i . T . o
0_T+7", luO_O"f‘h

elde ederiz. f (4, u) fonksiyonu (2o, s¢) noktasinda maksimum degere ulasir. Yani

T r hh

(T + r)r+r (0_ + h)ﬂ-f-h'

max 21) = £ (2o, _
l,,ue(O,l)veyaA,,u>1f( 'u) f( 0 /10)

Boylece A, u € (0, 1) veya 4, 1 > 1, igin

T+7r O'h
(D(/l,/u)g(,l_l)r(lu_l)h[l_ (t+r)t (a-i;lh) + j| o
tTo%r'h

olur. Bu da @ (4, u)’nin pozitif koke sahip olmamasi anlamina gelir. Teorem 3.1’e gore

(3.1)’in her has ¢6ziimii salinimlhidir. =
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Ornek 3.1.
A2 A3 Y + (0,0037) Y3 n—1 = 0 (3.12)

sabit katsayili yiiksek mertebe lineer kismi fark denklemini gézoniine alalim. Burada
r=2,h=3,71=3,0 =1ve p=0.0037dir. (3.11) kosulu

(t _|_r)r+r (o +h)o+h 5544
p

‘[To'gr”hh = (0, 0037) m =~ 1,015 > 1

saglandigindan Teorem 3.2’ye gore (3.12) denkleminin her has ¢oziimii salinimlidir.
Teoremimizi aydinlatacak olan asagidaki Sekil 3.1 ve Sekil 3.2, (3.12) denkleminin

¢Oziimiiniin grafigini géstermektedir.

Sekil 3.1. (3.12)’nin ¢dziim grafiginin yandan goriiniisii
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4. YUKSEK MERTEBEDEN LINEER OLMAYAN iKiNCi YANLI(FORCED)
KISMi FARK DENKLEMLERININ SALINIMLILIGI

Calismanin bu boliimiinde

Arm Azym,n + pm,nf(Ym—r,n—a) =Y4m,n (4-1)

bi¢imindeki yliksek mertebeden lineer olmayan ikinci yanli(forced) kismi fark denklemi
icin salinimlilik kosullarini arastiracagiz. Burada p,, , ve gm.n, N? iizerinde taniml1 reel
sayilarin iki degiskenli dizileri, m,n, 7,0 € N, r,h e N;, 1 > 0 igin f(x) = Ix|* Sgnx
0zel durumunu igeren f fonksiyonu x # 0 i¢in xf(x) > 0 sartin1 saglar. A, ve A,
bilindigi gibi tanimli kismi fark operatdrleridir.

Tkinci yanli kismi fark denklemlerinin salmimlilig1 ile ilglili olduk¢a az sayida ¢alisma
vardir. 1995 yilinda S. S. Cheng, S. L. Xie ve B. G. Zhang

2 2
An”m,n—l - Amum—l,n +gq (ma n, um,n) = fm,n: l<m< M, n>1

bi¢imindeki hiperbolik tipten lineer olmayan ikinci yanl kismi fark denkleminin salinim-
lilik davranisini incelemislerdir. Burada f,, ,, 1 < m < M ve n > 0 i¢in tamiml 1iki
degiskenli reel bir dizi, ¢ (m,n, u), {1,2, ..., M} x N x R {izerinde tanimli reel degerli
bir fonksiyondur.

Ayrica ayni ¢calismada
Aimum,n‘i'c(manaum,n) :fm,na m,nZO, 152"-'

bicimindeki hiperbolik tipten ikinci yanlt kismi fark denkleminin salinimliligini aragtir-
muslardir. Burada f,, ,, m,n > 1 i¢in taniml iki degiskenli reel bir dizi, ¢ (m, n, u),

Nj x Nj x R iizerinde tanimli reel degerli bir fonksiyon ve

2
Anm“m,n = Uptln+l — Umtln — Umptl + Unn

olarak tanimlanmustur.

Ve yine ayni ¢alismada
Anum,n = anA%ﬂ/lm—l,n — Pnllmn—c + fm,na l<m<M, n>0

bigimindeki homogen olmayan parabolik tipten ikinci yanli kismi fark denkleminin
saliimliligini aragtirmislardir. Burada o gecikmesi negatif olmayan bir tamsayidir, n > 0
icin a,, pp > 0ve fin, 1 <m < M, n > 0icin taniml iki degiskenli reel bir dizidir.

Ikinci yanli kismi fark denklemlerinin yanisira ikinci yanli adi fark denklemlerinin
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salinimlilig1 lizerine de ¢esitli calismalar yapilmistir. Y. G. Sun ve S. H. Saker 2007
yilinda

A"xp 4+ qn f(xXn—z) = en
bicimindeki m. mertebe lineer olmayan ikinci yanl fark denkleminin g¢oziimlerinin
salinimliligini arastirmiglardir. Burada m > 1 ve 7 > 0 tamsayilardir, A,
AX, = Xp41—X, ile tanimli ileri fark operatoriidiir, 2 < i < m i¢in A’x, = A (Ai_lxn) ,
A > 0igin f(x) = |x|* sgnx 6zel durumunu igeren f fonksiyonu x # 0 igin xf(x) > 0
sartin1 saglar, g,, ve e, N lizerinde tanimli reel dizilerdir.
Bu béliimde yapilan ¢alisma yukaridaki fark denklemi i¢in yapilan ¢aligmanin iki boyutlu
bir genellestirmesidir.
Simdi ana sonuglar1 elde ederken kullanacagimiz a (m,s) ve f (n,t) iki faktoriyel

fonksiyonunu agagidaki gibi tanimliyalim:

am,s)=aom,s)=m—=5)P =m—=s)ym—=s+1)...(m—s+k—=1), k>r

4.2)
ve
a;i(m,s) = (—l)i Aéa (m,s) = (1;) (m —S)(k_i), i=0,1,...,r (4.3)
Buradan
o(m,s) =0, m<s<m-4r—1
aim+i+1l,m+r)=0, i=0,1,...,r—1 4.4)
o, (m,s) >0, 0<s<m-—1
veenazbirmog>0andi =1,2,...,7i¢in

T (m+i+ ,mo):0 .5)
m—oo o (m + 1, mg)
elde ederiz.

Benzer sekilde;

B,)=pon,)=m—0)D =mn—-0)(n—t+1)...(n—t+1-1), [>h
(4.6)
Ve

B, t)=(=1)) A]p(n, 1) = (j.) =0, j=0,1,...,h (4.7)

olsun. O zaman

p(n,t) =0, n<t<n+h-1
Bin+j+1Ln+h)=0, j=0,1,...,h—1 (4.8)
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veenazbirng >0vej=1,2,...,hicin

A G+ 1) 4.9)
elde ederiz.
Teorem 4.1. m,n > 0 i¢in p,, , > 0 olsun.
. 1 m+r—1n+h—1
S e+ Lmo) B (n + L) Zm: Z #m,5) B, oy =00 (4:10)
ve
1 m+r—1nth—1
o+ Lomo) f (1 + L.mo) s:zm:o t:zno @ (m.s) Bn, )¢50 = =00 (4.11)
ise (4.1)’in
lim sup |ymn‘ < 00 (4.12)

m,n— 0o

kosulunu saglayan her ¢6ziimii salinimlidir.

Ispat. Ymn, (4.1)’1n (4.12)’yi saglayan salinimli olmayan ¢oziimii olsun. Genel-
ligi bozmadan m > mo > 0,n > no > 0i¢in Yy, , > 0, Y—7r.n—s > 0 kabul edelim.
Once (4.1)’ia (m, s) ve B (n, t) ile carpip daha sonra bunu mq’dan m +r — 1’e ve ny’dan
n + h — 1’e ¢ift toplamla

m+r—1n+h—1 m+r—1n+h—1
DD am ) B A Ay + D D a(m,s) B, ) psif (Verimo)
s=mqo t=ny s=mqg t=ny
m+r—1n+h—1
= D D alms)pni)gs. (4.13)

s=mqo t=ny

elde ederiz. Lemma 2.2’de verilen fark operatoriiniin ¢arpma kuralina gore
Asla(m,s = 1) ys ] =a(m,s) Agys; + ys i Aga (m,s — 1)

a(m,s) Asyss = Ag [a (m,s — l)ys,,] — Vs Asa (m,s — 1)

elde ederiz.
a(m—i—l,s—i—l):(m—i-l—s—1)(k)=(m—s)(k):a(m,s), k>r

oldugundan
am,s—1)=a(m+1,s)
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yazabiliriz. (4.3)’tei = 1 igin
ap(m,s) =—Aso (m,s)
oldugu agiktir. Buna gore
a(m,s) Asys = As[o(m +1,8) ys. ] +ar (m+1,5) ys
ve benzer yolla
Bn,t) Aysy = A [B(n+1,0)ys ]+ B (n+1,0) yor

oldugundan (4.2)-(4.4) ve (4.6)-(4.8)’1 kullanarak

m4r—1n+h—1 m+r—1 n+h—1
> Z a(m,s) B, DA ALy = D a(m,s) A:[ > /f(n,rm?ys,t}

S=my =n S=my t=ng

m+r 1 +h— n+h—1
= > am, S)A’i z ﬁ(n—i—l A~ lys,]—i— > B+ 1,0A0" lyst}
s=my t=n t=ng
m4r—1 n+h—1
= D am) A B+ 1L, n+WA v — B+ Lng) AT yeu+ D B+ 1L,OA
s=m t=ng
m+r 1 n+h—1
= D ams) A =B+ LA v+ D B+ LAy,
s=m t=no
m4r—1 n+h—1
= > amys) A;I—/s(n+1,n0)A?—‘ys,no+ > A [ﬁl(n+2,t)Af-2ys,t]
s=m t=ng
n+h—1
+ 2 B+ 2081 Py
t=ny
m+r—1
= > alms) A =0+ Lm0 AT iy — 11+ 2, m) A R
s=my
n+h—1
+ D Kn+2, r)Af‘zys,t]
t=ny
m+r—1 h—1 b i n+h—1
= ...= Z a (m,s) A} —Zﬂj(n—i-j—i—l,no)At_J_ Vs.ng + z Brn+h,t)ys,
s=m j=0 t=ny
h—1 e 1m+r 1 n+h—1 m+r—1
= —Z,Bj(n—l—j—i-l,no)At_J_ Z a (m,s) ALy n, + Z Br(n+h,t) Z a (m,s) ALy,
j=0 s=m S=m

h—1 r—1 m+r—1

. h—j—1

= —Z,Bj(n+]+1,n0)At / [ ZOC (m4+i+1, I’H())Ar - lym0n0+ Z ar(m+rs)yvn0]
Jj=0 i=0 §=my
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n+h—1 r—1 m+r—1
+ > ﬁh(n+h,t)[ DaimAi+1Lme) ATy 4+ D> ar(m+rs)yst]

t=ny i=0 S=m

r—1h—1
. . —i—1 A h—j—
= Z a;j(m+i+1,mo)B;(n+j+1,n0)A™" AV 1J’mo,no
i=0 j=0
m+r—1h—1 B i1
= > Darm+rs) i+ j+1Ln0) AT e,
s=mo j=0
r—1n+h—1 )
=D > aim+i+1,mo) B+ h ATy,
i=0 t=no
m+r—1n+h—1
+ 2 2w ) fynt by (414
s=mo no

elde edilir. (4.14)’i (4.13)’te yerine yazalim.

m4r—1n+h—1 r—1h-—1 ‘ )
Z Z a(m,s)pn,t)gs: = ZZai (m+i+1,mo)B; (n+j+1,n0) Ag_l_lAf_]_lymo,no
s=mqy t=n i=0 j=0
m4r—1h—1 )
= > > armrs) B+ j+ 1ng) AT g
s=mo j=0
r—1 n+h—1
—Z z o (m4i41,mo)fy(n+h, )7y,
i=0 t=no
m4r—1n+h—1

+ Z Z ar(m4r,s)Bp(mn+h,t)ys,

s=mqo t=ny
m+r—1n+h—1

+ Z Z 05(m,S)ﬁ(l’l,t)ps’tf(ys_r,,_g), (4.15)

s=mqo t=ny
mog<s<m+r—1licina(m,s) >0venyg <t <n+h—1icin S (n,t) > 0olduguna
dikkat edelim. ys—;;—, > 0 iken f (ys—r,—s) > 0 ve ps; > 0 oldugunu gdzoniine
alarak (4.15)’ia (m 4+ 1, mg) B (n + 1, ng) ile bolersek

1 m+r—1n+h—1

m+1,mo) p (n+ 1, ngp) Z Z a (m,s) p(n, 1)qgs.s

0(( s=mqgy t=ny
G U la m+i+1,my)Bjn+j+1,n0) ,_._ 1 A==
S a i Lmg) ft g ot mem
1 mir il Bin+j+1,n0) ,_;_y
- o, (m+r,s) 2 ATy,
a (m+ 1, mg) sZm:o]Z: " B (n+1,np) t e
r—1n+h-1 .
a;i (m+1i+41,mop) i1
h,t)A.™" 4.16
ﬁ(n—i—lno)z Z o (m+ 1, mo) Puln B DA Imo.s (4-16)

=no
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elde ederiz. Bu da (4.5) ve (4.9) uygulanmis (4.11) ile ¢elisir. m

Ornek 4.1. 1 > 0 olmak iizere

n A .
A3 Ay + ETE Vm—1.1—2|" sgn (Ym—1,4—2) = m>n* cosm sinn 4.17)

ikinci yanli kismi fark denklemini gézoniine alalim. Teorem 4.1°e gore (4.17) denklemi-
nin (4.12) kosulunu saglayan her ¢6ziimii salinimlidir.
Sekil 4.1 ve Sekil 4.2°de (4.17) zorunlu kismi fark denkleminin 4 = 0, 2 i¢in 6zel durumu

olan

3

0,2 .
Aannym,,, + }ym_l,n_z‘ sgn (ym_lj,,_z) = m>n? cosm sinn (4.18)

n
(m + 1)

kismi fark denkleminin ¢6ziimiiniin grafigi gériilmektedir.

+  Baslangic Degerleri
y=0
+ oy

Sekil 4.1. (4.18)’in ¢ozlim grafiginin yandan goriliniisi
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tten goriiniisi
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|Vm.n]
(m + 1, mo) B (n + 1, no)

mo
mo
uzere

Z Z a(m,s)pn,t)qs: — Z Zd)l(m,n,s,t) = 00
Z Z a(m,s) p(n,t)gs, — z Z(Dl (m,n,s, t) | = —o0

n > 0veyy, < ka(m+1,mp)p (n+1,n)

fi

S
N
0 olmak iizere, (4.1) denklem

m+r—1n+h—1
m+r—1n+h—1

10

n < 0vel|f(x) > clx|* olacak sekilde ¢ > 0 ve

linimlidir. Burada

icin y,

1n ¢oZum gra

1610 Py,

= ¢ = 0 olmak

ozumu Sa

#  Baslangic Degerleri
lim sup
m,n—o00 O

o
ir ¢ozimi

a0

40 -

30+
= 20

-10

m,n > 0
inin 7
>0,n>n9 >0

(m+1,mp) f(n+1,np)

Sekil 4.4. (4.19)’

VYmns T
salinimli olmayan b

0

inf
mnﬁnéo a(m+1,my)p (n+1,np)

(4.1) denklem

1m

1 (m,n,5,0) = (2= 1) 20D oy (m +1,5) By o+ 1, 0] 47D [ea (m, ) B, 1) [por ]

A > 1 sayilarinin var oldugunu kabul edelim. Eger en az bir mq, ng > 0

kosulunu saglayan her ¢

olarak tanimlidir.

Teorem 4.2.
lim sup
m,n—o00 O

|

i1se

Ispat.

m > m



oldugunu kabul edelim. (4.1) denklemini a (m, s) ve f (n, t) ile carpip mo’dan m—+r —1’¢
ve ng’dan n + h — 1’e toplayalim. Teorem 4.1°deki ifadeye benzer

1 m+r—1n+h—1

T T F e T Ty 2 2 ) B 0gs

Ss=mqg t=ny

3 ihzlaf(m-i-i—i-l,mo)ﬂj(n—i-]—l—l,no)Ar_l,_lAh_j_ly
- mo,n
=0 1= a(m+1,mg) B (n+1,ng) s t 010
! " Bin+j+1,n0) ,_;iy
- - . A==
a(m—l—l mo) Szmo ]ZOC (m +r,s) B (n+ 1, no) t Vs,ng
r—1 n+h—1 .
ai(m+1i+1,mop) it
h,t)A" ™"
ﬂ(n+1 no)Z —Zno o (m + 1, m) Bun I AT Yo
1 m+r—1n+h—1
h,t
o+ Lmo) B+ Lmo) SZm:O ; [ar (m +7,8) By(n + h, D)ys.s

—a (m)s)ﬂ(l’l, t) |ps,t‘ f (ys,t)] :

elde ederiz. Bu esitligi diizenleyelim.

1 m+r—1n+h—1

a(m+1,my)p (n+1,no) Z Z a (m,s) p(n,1)qs,;
r—I1

s=mqy t=ny

_ 2hzlaz(m+l+l mo)ﬁj(n+]+1 I’lo)Ar i lAh i1
i=0 j=0

N aGntLm)  BOi+lng Yoo
1 m+r—1h—1 ﬁj(n+j+1,no) i
- - A==
oc(m—|-1 mo) Szm Zar (m—l—r ) ,B(l’l+1,l’l()) t Vs.ng
0o j=0
r—lnth—1

a;(m+1i+1,mp)

r—i—1
(”l+1 no)z Zn;) o (m+1,mg) B+ h AT Y.
1 m+r—1n+h—1

Tamt Lm) Bt 1, no)[ Z ; [ (m +1,5) Br(n + b, O)yss
—a (m,s) f(n,1) |ps,t‘ f (ys,l)]

m+r—1 n—1
+ Z Z [ar (m +7,5) Br(n+h,0)ys; —a (m,s) B(n, 1) }ps,t| f (rs.0)]

m_l n+;01
+ Z Z ar (m+r,8) frn+h, )ys — o (m,s) fn, 1) |ps,t|f(ys,t)]

m—1 n—1
+ Z Z [ar (m +7,5) Br(n+h, 0)ys; — o (m,s) B(n, 1) }ps,t| f(ys,t)]] _

S=mq t=ny

s=mm+1,.... m+r—1ligna(m,s) =0vet =n,n+1,...,n+h —1igin
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S (n,t) = 0 olduguna dikkat ederek;

1 m+r—1n+h—1
a(m,s n,t
Py R Y s ij Zj (m,s) B(n, 1)qs.
X Vi m i+ 1,mo) B (n 4 j + 1, n0) ri=1 phmi=l,
S4e am+lm) B+l T TH TN
1 mirsli] Bin+j+1,n0) 5
- - AT
o L 2 20 ) T A
r—1 n+h—1 .
o;i(m+1i+1,mp) —i
n+h,t)A" !
,B(n—i—l no)z Z) am+ Lmgy P VAT Imo
1 m+r—1n+h—1
+ Otr m+7",s n+h,t h
a(m—l—l,mo)ﬁ(n—l—l,no){ ; [ ( ) Bl )yg’t]
m+r—1 n—1 —1 n+h—
SIS IR 5 z ar<m+r,s>ﬁh<n+h,z>ys,t]}
s=m t=n S=my I=n
1 m—1 n—1
+ or (m+r,s)By(n+h,t)ys,
a(m—i—l,mo)ﬂ(n—i—l,no)S;Ot:Zno[ ' ! >

—a (m,s) B(n, 1) | ps.c| f (vs.1)]

ve buradan

1 m+r—1n+h—1

a (m+1,mo) p(n+1,no) 2 Z a (m,s) f(n, 1)qs,

s=mo t=ng

r—1nh

_ Za (m+l+1mo)ﬂj(n+J+1n0)Arl1Ah]1y
a(m+1,mg)  Bm+1,n) ° -

i=0 j=0

1 m+r—1h—1 ﬂj(n+j+1,l’l0) P
_ o, (m—+r,s AT
" a(m+ 1, mg) Szm;o JZ:; r ¢ ) Bt Lng 0 P

r—1n+h—1

ﬂ(n—!—l no)Z Z

=ng

ai(m+i+15m0)
o (m+1,mop)

Bu(n+h, A"y

1 r—1 h—1
+a (m+1,mp) p(n+1,np) {ZZO‘F (r,s) Br(h, ) Ystm,t4n

s=0 ¢t
r—1 n—1 m—1 h—1
+ DD ar (8 B + b DYsimi + D Zar (m +r,5) B (h, 0)ys, t+n}
s=0 t=no S=my t=
1 m—1 n—1
+ ar(m~+r,s)f,(n+h,t)ys
a(m+1,MO)ﬁ(n+1,no)S:Z,n:0th;][ ' Vo W

—a (m: S)ﬂ(l’l, t) ‘Ps,z‘ f (ys,t)]
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elde ederiz. (4.22)’den d > 0 olmak lizere

|V, 3
o (m+1,mo) B (n+1,n0)

Ve
ym,n < da (m + lamO)ﬂ(n + 19”0)

oldugunu dikkate alip f fonksiyonu iizerindeki kabulii kullanarak

1 m+r—1 n+h—1

o (m+1,mo) B (n+1,np) z Z o (m,s) B (n, 1) qs,

s=mqg t=ny

1 m—1 n—1
< M+ o (n + Tomo) B (n + 1.mg) S:Zm:()gnlo [or (m +7,5) By (n + 1, 1) yss
—ca (m,s) B (. 1) | ps.c| 1] (4.23)

olacak sekilde bir M > 0 sabiti vardir. Ote yandan a = a, (m +r,s) B,(n + h, t) ve
b=ca(m,s)pn,t) }ps,t| olsun. Lemma 2.6’ya gore

ar (m+1,5) By(n + h, O)ys, — ca (m,s) B(n, 1) | ps.d] ¥,
< =02 oy 4 r,5) B+ 0] [ea (m.5) i, 1) | pss|] T = @1 (mn.s 1)

elde ederiz. Boylece (4.23)’ten

1 m+r—1n+h—1 m—1 n—1
a(m+1,mo) p(n+1,no) [ Z z o (m, 5) Bn, 5.0 = Z Zd>1(m,n,s,t):| <M

s=mqgy t=ny Ss=mq t=ny

elde ederiz. Bu da (4.20) ile celisir. m

Teorem 4.3. |f (x)] < c|x|* olacak sekilde ¢ > 0 and 0 < 4 < 1 iki pozitif

sabitin varligini kabul edelim. Eger en az bir mg, ng > 0 i¢in

1 m+r—1n+h—1
lim su o(m,s)p(n,t — @y (m,n,s, t)] =00
m,n—)olg a (m + 1, mO),B (n + ]’ nO) s:zm:() t:ZnO [ ( )ﬁ( )q_v,t 2( )]
(4.24)
1 m+r—1n+h—1
lim inf o(m,s)p(n,t — Dy (m,n,s, )] =—o0
m,n—o00 a (m + 1, mg) f (n + 1, nop) S=Zm:0 tzzn;) [ (m,s) (n,1)qs,; 2 ( )]
(4.25)

oluyorsa t = ¢ = 0igin (4.1) denkleminin (4.12) kosulunu saglayan her ¢6ziimii salinim-
lidir. Burada

3 (m, n,5,0) = (2= 1) 240D o, (41, 5) By o+ 1, 0] 147 [ea (m, ) Bn, 07, ]
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Ve Py, = max {— Ds.t» O} olarak tanimlidur.

Ispat. Ymn, T = o = 0 olmak ilizere, (4.1) denkleminin (4.12) kosulunu saglayan
salinimli olmayan bir ¢6ziimii olsun. Genelligi bozmadan m > mg > 0, n > ng > 0 igin

Ym,n > 0 ve oldugunu kabul edelim. Teorem4.2’nin ispatina benzer

1 m+r—1n+h—1
a(m+1,mo) f (n+ 1, no) Szzmlo Zn;) a (m,s)pn, 1)qs.i

Y

iz(x (I’I’l+l+1 mO)ﬂ](n+]+1 nO) r—i— lAh Jj—1

i=0 j=0 o (m+ 1, mo) S (n+1,np) $ Ymo,ng

e ar (m+r,s) J AT Vs,
a (m +1,mo) ZO jz Bn+1,n0) ' o

r—1n+h-—1

a; (m+1i+1,mp)
(n+1 no)z Z

= a(m+1,m)
1 m4r—1n+h—1

S [ar m4r5) Byl + by D)y

s=mqo t=ny

Brn+h, ) AT Ty, (4.26)

a(m+1 mo) f(n+ 1, ng)
—ca (l’l’l, S) ﬁ(l’l, t)ﬁs,tys,t]
elde ederiz. a = a, (m +r,s) f,(n + h,t) ve b = ca (m, s) B(n, t)p, , olsun.

Lemma 2.6’dan

ar (m+r,5) By(n+h,0)ys; — ca(m,s) Bn, )P, ,vi,
(= 1) 24D [a (m +7,5) B+ 1,077 [ea (m,5) pn. 0B, ]
= Oy(m,n,s,t)

Y

elde ederiz. O zaman (4.26)’y1 kullanarak

1 m+r—1 n+h—1

a(m+1,mo) B (n+1,ng) z Z [o (m, 5) B(n, 1)gss — @2 (m,n,5,1)]

S=my no

§ izai (m~+i+1,mo)f;n+j+ lsHO)Ar_i_lAh—j—l
S5 am+lmg)  Bo+ln)

_— ar(m4+r,s AT
a(m—i—l mo) ;0 jz ( ) B (n+1,np) ! s.no

r—1n+h—1

ﬁ(n+1 no)Z Z

=ng

Ymg,ng

oc,-(m—i-i—l-l,mo)

h,t Ar—i—l
a(m+1’m0) ﬁh(n—i_ ) S ymO:t

elde ederiz. Bu da (4.5) ve (4.9) uygulanmis (4.25) ile celisir. m
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5. LINEER OLMAYAN GECiKMELI(DELAY) AYRIK(DISCRETE)
DALGA DENKLEMLERININ SALINIMLILIGI

Bu boliimde lineer olmayan gecikmeli(delay) ayrik(discrete) dalga denklemlerinin
salinimliligr ile bunlarin indirgenmis lineer limit denklemlerinin salinimlilig1 arasindaki
iligkileri aragtiracagiz.

Ayrik dalga denkleminin salinimlilik davranisi iizerine 2003 yilinda I. Kubiaczyk ve S.
H. Saker tarafindan yapilan ¢alismada,;

Vn e Si¢in yo., = ym+1,0 =0

sinir sarti ile

An(an An()’m,n)) + Pn Anym,n + qyzf (ym,n—a) - rnLym,n =0

lineer olmayan gecikmeli dalga denkleminin ¢dziimlerinin salinimlilik davranigini in-
celemislerdir. Burada M e N,,,, Q = {1,2,..., M}, § =1{0,1,2,...} ve Ly, , ayrik
Laplace operatoridir. a,, 7y, pn, gn € Nyy = RT, 0 € N, f siirekli fonksiyonu konveks
veu # 0i¢in uf(u) >0, f(u)/u >k > 0.

Lineer limit denklemlerinin salinimliligi ile ilgili 2001 yilinda Z. Zhang ve B. Ping tarafin-

dan adi fark denklemlerinde ¢alisma yapilmistir. Bu ¢calismada
Azxn +a,Ax, + by f (xp—;) =0,

ve
A2xn +anAxpp1 + by f (Xp—) =0

bi¢imindeki ikinci mertebe lineer olmayan soniimlii(damped) terimli fark denklemlerinin

salinimliligr ile bunlarin lineer limit denklemlerinin salinimlilig1 arasindaki iliskiler in-

celenmistir. Burada t pozitif bir tamsayi, {a,} ve {b,} sirasiyla lim,_,a, = a ve
lim, b, = b € (0,00) limitlerine sahip reel sayilarin birer dizisi, f siirekli bir
fonksiyondur.

Bu boliimde

Aiym,n + Pn Anym,n + an (ym,n—a) - VnLym,n =0, ‘v’(m, n) € Q x Nno (51)

veE

Aiym,n + Pn Anym,n—l—l + an (ym,n—a) - rnLym,n =0, V(ma l’l) e Qx Nno (52)

lineer olmayan gecikmeli kismi fark denklemlerini
Yoon = YM+1,2 =0, VneN (5.3)
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sinir sartiyla birlikte gézoniine alacagiz. Burada M e N,,,, Q = {1,2,..., M}, 0 € N,
{pn}, {gn} ve {r,} reel say1 dizileri, f siirekli fonksiyonu konveks ve u # 0 i¢in

uf(u) > 0ve A;ymyn = A, (Amym,n) olmak tizere Ly, , ,
Lymn = Mgy Ym—1.n» (5.4)
ile taniml1 ayrik Laplace operatoriidiir.
Ymys = Hmss No—0 <5 < ng, me L. (5.5)

baslangi¢ sartin1 gozoniine alalim.

(5.1)(veya (5.2)),(5.3) ve (5.5) Baslangi¢c Sinir Deger Problemi(BSDP)’nin bir ¢éziimii
ile demek istenilen; (m,n) € Q x N, i¢in (5.1)(veya (5.2)’yi), (m, n) € 0Q x N, i¢in
(5.3)ive (m,n) € Q x {ng—o,...,no} i¢in (5.5)’1 saglayan bir {y,, ,} dizisidir.Bir
{ym,n} ¢Ozlimii yeterince biiyiik her m ve n i¢in y, , > 0 (veya y,., < 0) oluyorsa
er ge¢ pozitif(veya er ge¢ negatif) olarak adlandirilir. Eger bir ¢6ziim ne er ge¢ pozitif
ne de er ge¢ negatif degilse salinimlidir denir. Aksi halde salinimli degildir denir. Bir
denklemin tiim ¢6ziimleri salinimli ise o denkleme salinimlidir denir.

Ana sonuglarimizi elde etmek i¢in asagidaki Lemmalar1 kullandik.

Lemma 5.1.

L +a =0, meQ
Ym Ym (ODP)

Wo=V¥pys =0
0zdeger problemini(ODP) g6zoniine alalim. Burada L (5.4)’te tanimlandig1 gibidir. a

ODP’nin en kiigiik 6zdegeri ve ¢,, buna karsilik gelen 6zfonksiyon olsun. O zaman
m € Q olmak iizere a9 > 0 ve ¢,, > 0 olur[Fu S. C. ve Tsai L. Y. 1998].

Lemma 5.2 (Ayrik Green Formiilii). y,,, z,, iki dizi olsun. O zaman

M M v
Z ZmLym — Z YmLlzm = [Zm AmYm — Ym Amzm]m:O

olur. Burada L (5.4)’te tanimlandig1 gibidir[Agarwal R. P, Grace S. R. ve O’Regan D. 2000] .

Lemma 5.3 (Ayrik Jansen Esitsizligi). f, pozitif ve R ’de konveks bir fonksiyon

olsun. O zaman m € Q olmak iizere y,, > 0 ve ¢,, > 0 i¢in

1

med

2 SO = Zg%f

med
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olur[Li X. P. 1982].

Baz1 kabuller altinda asagidaki denklemler sirasiyla (5.1) ve (5.2) denklemlerinin

indirgenmis lineer limit denklemleridir:
Azxn + pAx, + gxp—6 + aorx, =0, (5.6)

ve
AZxn + pAXp11 +qxXp—g +aorx, =0 (5.7)

Burada lim,— o0 pr = p, limy 00 g9y = ¢, lim,_cr, =7, ve ag,q,r > 0.

Lemma 5.4. (5.6) ve (5.7) denklemlerinin her ¢6ziimiin salinimli olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul bu denklemlerin sirastyla
F)=0GQ—-1D24+p(A—1)4g2 " 4agr=0 (5.8)

ve
G =LA =124+ pl(h—1)+gi" +apr =0 (5.9)

karakteristik denklemlerinin pozitif koke sahip olmamalaridir[Ladas G., Philos Ch. C.
ve Sficas Y. G. 1989].

Lemma 55. p < 0 ve (5.6) denkleminin her ¢dzliimiiniin salinimli oldugunu

kabul edelim. O zaman
Az, 4+ (p— ) Azp + (g — €)zn—o + a0(r — &)z, =0 (5.10)

denkleminin de her ¢6ziimii salinimli olacak sekilde bir ¢ € (0, ¢) , # = min {g, r}, vardir.

Ispat. (5.6) denkleminin her ¢oziimiiniin salinimli olmasi demek (5.8) karakteris-
tik denkleminin pozitif kokiiniin olmamasi demektir. (5.10) denkleminin karakteristik
denklemi

PN =Q=1D)2+(p-e)(—-D)+(@G@—-—e)r""+aor—e) =0

olur. 1 < 1ise @(4) nin pozitif koke sahip olmadigi agiktir.
A > 1 durumu igin F (1) = g + aor > 0 ve F(0c0) = oo olur. Boylece
k =min{F(4) : 1 > 0} > 0 elde ederiz. Buradan A > 1 igin

FO=0GQ=-1D24+pL—=1)4qg2 " faor >k
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oldugu agiktir. Benzer sekilde A —> oo iken
t t t
\P(/l): (}“_ 1)2—|-(p—§)(ﬂ— 1)+(C]—§)i_0 +OC()(}”—§) —> 0

oldugu goriiliir. Bunun anlami 4 > 1 igin

YO == 14 (0= D) =D+ = D =) 2 5
olacak sekilde Ao > 0 vardir.
a={l—1+2,7 +ao}, ¢ :min{%,%}
olsun. O zaman A > A i¢in
A=+ (p-(@-D+ (@G-8 +aotr—¢) >
G- 4 (=D G-DH+G =i =) = 3

vel < A < 4pigin

=1 +@-e)=D+@—e)A +aolr—e) = FQ)—e(A—1+217" +ag)

> F(1) —ae
> k_l_czlf
- 2 2

buluruz. Buradan ®(A) pozitif koke sahip degildir. Bunun anlami (5.10) denklemi de

salimmmlidir. =

Lemma 5.6. 0 < p < 1 ve (5.6) denkleminin her ¢6ziimii salinimli olsun. O
zaman
N’zp 4+ (p+8)Azy + (g = €)2n—5 + a0(r —£)z, = 0 (5.11)

denkleminin de her ¢6ziimii salinimli olacak sekilde bir & € (0, #) vardir.

Lemma 5.7. p > 1 ve (5.7) denkleminin her ¢6ziimiiniin salimimli oldugunu

kabul edelim. O zaman
Az + (p+e)Azpi1 + (@ — €)zn—g + ao(r — )z, =0 (5.12)

denkleminin de her ¢oziimii salinimli olacak sekilde bir & € (0, ) vardir.

Lemma 5.6 ve Lemma 5.7 nin ispatlar1 Lemma 5.5 ile benzerdir.
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Lemma 5.8. p < 1 ve f’nin azalmayan oldugunu kabul edelim.

n—1 oo i
n > 25 > [90f imo) +aorii] 11 (5.13)
s=N i=s j=s 1 T Pj
fark esitsizligi bir pozitif x,, ¢oziimiine sahip ise buna karsilik gelen
n—1 oo i
=2 X [aif Gizo) +aorizi] T1 (5.14)
s=Ni=s j=s 1 — pj

fark denklemi bir pozitif z,, ¢6zlimiine sahiptir ve erge¢ 0 < z, < x, saglanir.

Ispat. x,’nin (5.13)%in bir pozitif ¢oziimii oldugunu kabul edelim. k& € N olmak

iizere {unk} fonksiyon dizisi agagidaki gibi tanimlansin:

un,O :19
[ | n—1 oo i 1
Xn > [%f(xl clUi—c O) + aorixiu; 0] I1 —p n>N,
Up,1 = s=Ni=s j=s
| wuveni+ (1= %) N—o <n<N,
[ n—1 oo

Un,0 = 1
1 n—=1 o© i
z Z[ S Xi—g.1) + aorix; ]H
Xn s=Ni=s - —PpPj
1 n—1 o0 i
= - 2. [qlf(xi—aui—a,o) +aoi’ixiui,o] I1
Xn s=Ni=s j=s 1 — Pj
= Up,l

elde ederiz. f azalmayan oldugundan x; < x; i¢in f (x1) < f (xp)’dir. Boylece

1 n—=1 o i

Upy = — > gif (Xi—ottimg 1) + aorixiuii] 1
Xn s=N i=s j=s 1 - pj

1 n—1 oo i

= — 2. [Clzf(xz cUi—g o) +aoi’ixiui,o] I1
Xn s=Ni=s j=s 1 — Pj
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ve buradan

1 n=1 o0 i 1
Unke = — 2. [%f(xz cUi—cg k*l) +aOVixiui,k*l] I1

xn s=Ni=s j:S 1 _p]
1 n—1 oo i 1

< =22 [Qif(xi—o—ui—a,k—z) +0€01”ixiui,k—2] I1
Xn s=N i=s j=s 1 - pj

= Up,k-1

ve sonug olarak 0 < w,x < wupp—1 < -+ < uyo = 1 elde ederiz. Boylece

up = limg_yo0 4y vardirven > N — o i¢in 0 < u,, < 1 saglanir. Lebesgue monoton

yakinsaklik teoremi ile

n>N,

LE

NUN+1+(1—N), N—-—0o<n<N.

||M8

i
[ S Xi—gui—g) + aorixiu ]H 1_1
j=s

Uy, =

elde ederiz. Buradan {u,},n > N — o i¢in 0 < u, < 1 sartin1 saglar. z, = x,u, olsun.
O zaman z, (5.14)’ln bir pozitif ¢céziimii olur. 0 < u, < 1 esitsizligini x,, ile carparsak

0 <z, < x, elde etmis oluruz. m

Lemma 5.9. p > 1 ve f’nin azalmayan oldugunu kabul edelim.

i[ (xl a)+0507”le] lL[ (1+pj) (5.15)

j=s

Xp 2

”MT

fark esitsizligi bir pozitif x, ¢dzlimiine sahip ise buna karsilik gelen

n—1 oo i
zn= > >[4 f Gizo) +aorizi] T] (1+ pj) (5.16)
s=Ni=s j=s
fark denklemi bir pozitif z,, ¢6ziimiine sahiptir ve erge¢ 0 < z, < x, saglanir.

Lemma 5.9’un ispat1 Lemma 5.8’in ispat1 ile benzerdir.

Teorem 5.1. p < 0 ve

o L@
m

u—oco Y

—1 (5.17)

oldugunu kabul edelim. (5.6)’nin her ¢6zlimiiniin salinimli oldugunu da kabul edelim. O
zaman Q x N,,, bolgesinde (5.1),(5.3) ve (5.5) Baslangi¢ Sinir Deger Probleminin(BSDP)

her ¢6ziimii salinimlidir.

Ispat. Aksine {yn .} nin (5.1),(5.3) ve (5.5) BSDP’nin Q x N,,, bdlgesinde salmimli
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olmayan bir ¢éziimii oldugunu kabul edelim. Genelligi bozmadan her » > n; i¢in
Ym.n—o > 0 olacak sekilde bir n; € N,;; sayisinin varligini kabul edebiliriz.
(5.1) denklemini ¢, 6zfonksiyonu ile ¢arpip ve m lizerinden toplayarak (m, n) € QxN,,

i¢in

(Z GmIm, n)+pn (Z GmIm, n)+‘]n Z S (ym,n—a)_’”n > Pulymn =0

megd meQd megd
(5.18)

elde ederiz. Lemma 5.2 ve (5.3)’ten

M
2 PwLlymn— 22 Ymaloy = [¢m AmYmon — Ym,nAm¢m]m=0 =0 (5.19)
meld meld
bulunur. Sonug olarak Lemma 5.1°den (5.19) bagintis1
> Pmlymn = 2 YmnLldy = —00 2 YmnPm (5.20)

meQ meQ meQ

haline indirgenir. Boylece Lemma 5.3, (5.18) ve (5.20)’den

A% (Z ¢mJ’m,n) + pnlAn ( > ¢mym,n) +qn D buf qum > GmYmn—c

meQ meQ meQ meQ

+a0r}’l Z ¢mym,n S O

meQ
(5.21)
esitsizligine ulasiriz. Bu esitsizligi >_ ¢, ile bolelim:
meQ)
A2 Al L
n Z 6 m%ﬁ PmYmn | + Pnln n; . m%ﬁ GmYm,n
1
0Oy ~—— <0
+qn f %¢m mzelg¢mym n—c | + 00 n”;)qu m%ggbmym,n =
> @nVm.n olsun. Buradan {x,},
%}45’” meQ
AZxn + Pn Ax, + an(xn—a) + aorpx, <0 (5.22)

gecikmeli fark esitsizliginin bir pozitif ¢6ziimiidiir. Burada A adi fark operatoriidiir.
lim, 500 pr = p <0, lim,,009, =¢q > 0, and lim,,_, o, 7, =7 > 0 oldugundan j > n;

icin p; <0, g;,r; > 0 olacak sekilde bir ny > n; vardur.

n—1 1

o, = []

j=ny L= Dj

Ax,
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olsun. O zaman

n 1 n—1 1
Aw, = H —Axp41 — H — Ax,
j=ny L = Pj j=my 1 — D)
n n—1
= I 1 (cng2 —xnt1) — |1 Ax,
j=ny L T Pj j=ny L = DPj
n 1 n—-1 1
= H 1 (Xn42 = 2Xp41 + X5 + Xpg1 — Xp) — H
j=ny * p] Jj=n 1 —
n n 1 n—1 1
= I A xp+ [] ——Ax,— [] ——Ax,
Jj=na 1 - Pj Jj=n2 1 —Pj j=ny L T Pj
s (]
= A“x, + ( — 1) Ax,,
e L—pi T L 1= pi \1 = p,
n n—1 1 DPn
= ] A, + ] ( ) Ax
j:nzl_pj " ]:nzl_p] l_pl’l "
ve sonug olarak (5.22)’den
1 . —
Aw, = Ax, + —pulAxy,
Jj=n2 1 —DPj j=n2 1 - pPj
" dn n 1
< - H f (xn—a) - H aorpx, <0
j=m L= D) j=m 1 = Dj

elde edilir. w, i¢in iki durum vardir:

(i) n > n3 > ny igin w, < 0 veya,

(iiyn > ng > n3igcinw, > 0.

(i) n > n3i¢in Ax, < 0dir. j > nji¢in p; < 0 oldugundan (5.23)’ten

n n 1
I1 A*x, = Ao, — ]
]=n21_pJ ]=n21_pj

PnlAx, <0

elde ederiz. Buradan n > n3 icin A%x, < 0 ’dir. Bunun anlami n > n3 i¢in

Axn+1 - Axn < 0

Axpy1 < Axy

Ax,
J

(5.23)

ve bu da Ax, azalan demektir. Ax, azalan ve Ax, < 0 oldugundan n > n3 igin

Ax, < —c olacak sekilde pozitif bir ¢ sayist vardir. Budan — oo iken x, > —o0

demektir ve bu imkansizdir.

(ii) n > n4 i¢in Ax, > 0 olmasi x,, nin artan olmasi anlamina gelir. x,, > 0 ve x, artan

olmasi lim,_, o0 X, = ¢ = 00 oldugunu gosterir.

c < o0 ise

lim [an(xn—a) + aOrnxn] =qf (c)+aprc>0
n— 00
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olur. Bun > nsigin g, f (x,—s) > qf (¢) /2, aoryx, > agrc/2 ve p, > p — 1 olacak

sekilde bir ns > n4 sayisinin anlamina gelir. Buradan

r
A%, + (p = DAx, +2f (¢) +ao5e < 0

ve boylece

r
A%, + (p = DA%, < =3 (@) — ao5e

olur. Esitsizligin her iki tarafin1 toplayarak

S A (Axi 4+ (p - D) < z( 7@ —ao5e)

i=ns 1=ns 2

ve boylece

Axy +(p = D%y = &gy = (p = Dxgs < (=3 £ (©) = aw5c) (0 = n3)

elde ederiz. Bu esitsizlikte n — oo iken limite gegtigimizde Ax, + (p — 1)x, > —o0

buluruz. Bu lim, s x, = ¢ < 0o oldugundan lim,_,, Ax, = —oo anlamia gelir. Bu
da Lemma 2.7’den lim,,_, o X, = —o0 demektir. Bu bir ¢eligkidir. Boylece
lim x, = o0 (5.24)
n— oo

elde ederiz.
(5.17)ve (5.24)tenn > ngiging, (f (Xn—s) /Xn—g) > q —EV€Fry, >¥F —&, Py > p—¢€

olacak sekilde bir ng > ns sayisi vardir. (5.22)’de yerine yazarak n > ng i¢in
A%y + (p = &) Axn + (g = &)Xn—g +00(r = &)xy <0

elde ederiz. Bu esitsizligi (1/ (1 — p + ¢))"~"6*! ile carparak

1 n—neg+1
(—) [A%5 4 (p = £) A%, + (g = &)xug + a0l = &), | <0

l—p+e¢
1 n—n6+1 ne e Ax
1—p+e 1- +8 l—p+e n

1 n—ng+1 n—neg+1
+(bs) @ =, + (1 W) ao(r = &)x, < 0
( ! )n—n6+1 Az |:( )n ne+1 ( )n—n6:| Ax
1—p+e 1—p+e 1—p+e n
1 n—ng+1 | n—ng+1
+(h) @+ (b)) a0l —e)x <0

| n—ng+1 n—ng
(m) A%y + A (1 p+€) Axy

n—ng+1
<= (ﬁ) " [(q - g)xn—a + 0(0(1" - 8)xn]
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1 n—ng 1 n—neg+1
A[Gt;:z) ZUJS_(?SEE) (@ = e)vr-c ol =)z

elde ederiz. Esitsizligin her iki tarafin1 toplayarak

n 1 i—ng 1 i—ne+1
3 A [(—) Ax,-:| <= (—) [(q — &)xi—g + a0(r — &)x;]

l—p+e l—p+e

=S

1 n+1l—ng 1 S—Hng
(m) S (m) Axs

<- i ( 1 )i_néﬂ [(q — &) xi—s + a0(r — &)x;]

=S

1—p+e

=S

buluruz. n — oo ve boylece

0o 1 i—s+1
Axs > D (m) [(q — &) xi—s + a0(r — &)x;]

i=s
elde ederiz. Yine esitsizligin her iki tarafin1 toplayalim:
n—1 n—1 oo 1 i=s+l
ToanzE S (m)  [a-one tae—ox]
O zaman
n—1 1 i—s+1
Xy > > (m) [(q — &) xi—s + a0(r — &)x;]
sonucuna variriz. Lemma 5.8’den
-1 oo 1 i—s+1
Zp = :Z: Z‘ (m) [(CI —&)Zi—g +ao(r — 8)Zi]
s=ng i=s

denklemi bir z, pozitif ¢6ziimiine sahiptir ve 0 < z, < x, saglanir. z, ’nin (5.10) denk-
leminin bir pozitif ¢oziimii oldugunu gérmek kolaydir. Bunun i¢in z,,’nin (5.10) denk-

lemini sagladigin1 gostermek yeterlidir.

o0

pa =3

i=n

1

i—n+1
m) [(¢ — &) zi—s + a0(r — €)z]

00 1 i=n —
(p—¢)dzy = z( ) T [ =9z ool = o]
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Az, = (m) [(q —&)zi—g +ao(r — E)Zi]
i=n+1 -

—ign (m) [(q —&)zji—g +ao(r —S)Zz‘]
Bu degerleri (5.10) denkleminde yerine yazarak z,’nin denklemi sagladigi goriiliir.
Teorem 5.1°in kabulii ve Lemma 5.5’ten (5.10) salinimli olacak sekilde bir ¢ € (0, ?)

vardir. Bu ¢eliski Teorem 5.1°1 ispatlar. m

Ornek 5.1.
2 1 1 (ym,n—2)3 1
Anym,n_ 3+_n Anym,n"‘ 5+_n - 2 |~ 2+ﬁ+_n Lym,nzo
3 3 (ym,n—2) +1 3
(5.25)
Yoon = YV4a,n — 05 (526)
Ymon = (—1)’”+” , —2<n<l1, me{l,2,3} (5.27)
BSDP’ni gézoniine alalim.
L + a =0, me{l,2,3
W T oy, { } (5.28)

wo= w4 =0.

Ozdeger probleminin 6zdegerleri {2 —V2,2,24+2 }dir. Boylece en kiigiik 6zdeger
ag =2 — /2 dir.
O zaman (5.25),(5.26) ve(5.27) BSDP’nin indirgenmis lineer limit denklemi

A%, — 3Ax, + Sxn_2 + (2 - «/E) (2 + ﬁ) X =0 (5.29)
bi¢gimindedir. Lineer limit denkleminin karakteristik denklemi
A=1?=3U-1D)4+51"242=0 (5.30)

veya
22 —5.464+5."2=0
bigimindedir.
o (W) =1*=51+6, y (M) =572
fonksiyonlarini dikkate alalim. 2 < 1 <3 ise ¢ (1) <0,
min{p (1) :2 <A <3} =—1/4vey (1) =51"2 > 5/9°dur. O zaman
p(L)+y () >0, 2 <A <3
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0<A<2veyal>3isep (1) >0vey (1) > 0. Boylece 4 > 0igin
A= =3A—-D+52242=pAD)+y 1) >0

olur. (5.30) denklemi pozitif koke sahip degildir. Lemma 5.4’e gore (5.29) denkleminin

her ¢oziimii Sekil 5.1°de de goriildiigi gibi salinimlidir.

+  Baslangic Degerleri
® oyl
+  x<0

Sekil 5.1. (5.29) soniimlii fark denkleminin ¢6ziim grafigi

Teorem 5.1°e gore (5.25),(5.26) ve(5.27) BSDP’nin de her ¢oziimii Sekil 5.2 ve
Sekil 5.3’te goriildiigii gibi salinimlidir.
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Sekil 5.2. BSDP’nin ¢6ziim grafiginin yandan goriinlisii

400

Sekil 5.3. BSDP’nin ¢6zlim grafiginin iistten goriiniisii

Sinir Degerleri
Baslangic Degerleri
y=0

y<

500

304---
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Sinir Degerleri
Baslangic Degerleri
y=0

y<0
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Teorem 5.2. 0 < p < 1,

ullrrgof(u) = 00 (5.31)
AYS]

lim £ _ (5.32)

lul-0 u

oldugunu kabul edelim. Ayrica (5.6)’nin her ¢oziimiiniin salinimli oldugunu da kabul
edelim. O zaman Q x N,,; bolgesinde (5.1),(5.3) ve (5.5) Baslangi¢ Sinir Deger Proble-

minin(BSDP) de her ¢oziimii salinimlidir.

Ispat. Teorem 5.1’in ispatina benzer olarak

1
a Z ¢m m§Q¢mmel

megd

Xn

doniisiimii ile
Aan + pnAx, + an (xn—a) + aorpx, <0

esitsizligini elde edebiliriz. 0 < p < 1 ise

o, = [] Ax,
Jj=n2 J
bi¢iminde tanimlayabiliriz o zaman
n ) n 1
Aw, = ]] Axp+ [ ——pnAxy
Jj=n2 1 —p;j Jj=na 1 —p;j
n qn n
< - H ] f(xn—a) - H 1 aorpxy, <0

j=ny L T Pj j=ny L = Pj

olur. w,, i¢in iki durum séz konusudur:
(i) n > n3 > ny i¢in w, > 0, veya
(ii) n > ng > n3 ig¢in w, < 0.
(i) n > n3igin Ax, > 0’dir. Yeterince biiyiik her 7 i¢in A%x, < 0ve p, > 0 oldugundan
lim, o0 Ax, =1 > 0.Eger/ > 0ise lim,_ x, = 00.(5.31)’den lim,,_, » f (x,) = c0.
(5.22)’de n — oo iken limite gegtigimizde lim,_ o A%x, = —oo elde ederiz. Boylece
n > ns igin

A’x, < —k (5.33)

olacak sekilde k£ > 0 ve n5 > n4 sayilar1 vardir. (5.33)’ilin her iki tarafini iki defa topla-

yarak
n—1 n—1
Z Azx,- < — Z k

i=ns i=ns
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Ax, — Axpg < —k (n — ns)

n—1 n—1

> Axg < — D [k(n—n5)+Axn5]

s=ns s=ns
Xp — Xps < — [k (n —ns)+ Axns] (n — ns)

lim x, = —oc0
n—oo

elde ederiz ki bu imkansizdir. Buradan / = 0 olur. O zaman lim,,_, X, = ¢ > 0.
Teorem 5.1°de (ii) 'nin ispatindan bunun imkansiz oldugu goriiliir.

(ii) n > ng icin Ax, < 0. O zaman lim,_,x, = ¢ > 0 veya lim,_,xx, = 0 dir.
Yukaridaki islemlerden biliyoruz ki lim,,_, o X, = ¢ imkansizdir. O zaman

lim,_, o x, = 0 alinz. (5.32)’den g, f (x,—s) > (¢ — €)xy—; dir. Ayrica p, < p + ¢,

rp > r — g’dur. (5.22)’de yerine yazarsak n > ng igin
A%, + (p+e)Axp + (g — €)xp_g + ao(r — &)x, <0

elde ederiz. Teorem 5.1’in ispatina benzer yolla

1 n—ng+1
(1 —p— 8) [Azxn + (p+&)Axn + (9 — €)Xp—6 + ao(r — 8)xn} <0

1 n—ng+1 ) | n—ng
(1_p_g) A2x, + A (1_p_a) Axy
1

[(q = &)xn—s + a0(r — &)xu]

1 n—ne 1 n—ne+1
’ [( —=) Ax”} (=) 0 ome v -on)

)n—n6+1

IA
|

I¥
M=~ L

k - ! i—s+1
Z Ax; (——s) [(q — &)xi—s + a0(r — &)x;]

k n—1 1 i—s+1
i £ 8 () e s

s=ni=n \l—p—¢

elde ederiz. £ — oo iken limite gecersek lim_, o Xy = 0 oldugundan

0o s—1 1 i—s+1
Xn > D (m) [(q — &) xi—s + ao(r — &)xi].
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Lemma 5.8°den
00 S—l 1 i—S+1
Zn= 2, 2 (1—) [(q — &) zi—s + ao(r — &)z;]
s=ni=N ) 2

denklemi bir pozitif z,, ¢éziimiine sahiptir ve 0 < z, < x, kosulu saglanir.

1

i—s+1
m) [(q — &) zi—s + ao(r — &)z]

- 55

s=n+1i=N

oo s—1 1 i—s+1
-2 2 (—) [(q — &) zi—o + ao(r — )zi]

s=ni=y \1—p—c¢
= -2 (—) [(¢ — &) zis + a0(r — €)z]
i=Nn\l—p—c¢
(p+e)hzy, = — (—) [(CI —&)zi—g +ao(r — S)Zi]
i=n\l—p—c¢
n—1 1 i—n
+ (—) [(q — &) zi—s + ao(r — &)z]

i=n\1—-p—c¢

—_8) [(q — &) zi—s + ao(r — &)z;]

n— i—n+1
S (0=)  le-ome e - o]

degerlerini (5.11) denkleminde yerine yazarak z, ’nin (5.11)’in bir pozitif ¢6ziimii oldugu
goriliir. Teorem 5.2 nin kabuliinden ve Lemma 5.6’dan (5.11) denklemi salinimli olacak

sekilde bir ¢ € (0, ¢) sayis1 vardir. Bu geligki ispati tamamlar. =

Sonug 5.1. p = 0 ve (5.31),(5.32) sartlar1 saglanirsa Q x N,,, bolgesinde (5.1),(5.3) ve
(5.5) BSDP’nin her ¢oziimii salinimlidir.

Ispat. {ym,n}’nin (5.1),(5.3) ve (5.5) BSDP’nin Q x N,,, bolgesinde bir ergec
pozitif ¢oziimii oldugunu kabul edelim. O zaman A%z, < 0’dir. Kneser Teoreminden
yeterince biiyiik her n i¢in Az, > 0 olur. Buradan lim, ., x, = ¢ > 0. f’nin siirekli-
liginden yeterince biiylk her n i¢in g, f (x,—5) > K1, aorpx, > Ky ve K1+ K = K
olacak sekilde K1, K>, K > 0 sayilar1 vardir. (5.22)’den A%x, + K; + K> < 0 elde
ederiz. Buda A”x, < —K anlamina gelir. iki defa toplayarak x (n) —> —oo. Bu geliski

ispat1 tamamlar. m
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Teorem 5.3. p > 1 ve (5.32)’nin saglandigin1 kabul edelim. Ayrica (5.7)’nin her
¢Oziimiiniin salinimli oldugunu da kabul edelim. O zaman Q x N,,; bolgesinde (5.2),(5.3)

ve (5.5) Baslangi¢ Sinir Deger Probleminin(BSDP) her ¢oziimii salinimlidir.

Ispat. Aksine {ym,n}’nin (5.2),(5.3) ve (5.5) BSDP’nin Q x N, bolgesinde salimnimli
olmayan bir ¢éziimii oldugunu kabul edelim. Genelligi bozmadan her » > n; i¢in
Ym.n—o > 0 olacak sekilde bir n € N,,, sayisinin varligini kabul edebiliriz.

Teorem 5.1’1n ispatina benzer yolla x,, = — > dmYm.n olmak tizere

m mel)
me

A2Xn + pnAxpq1 + an (xn—a) + aorpx, <0

elde ederiz. lim,00py, = p > 1, limy 5509, = g > 0, ve lim,,oor, =7 > 0,
oldugundan j > nji¢in p;, q;,r; > 0 olacak sekilde bir n > ny sayis1 vardir.

n—1

o, = [] (l-l—pj) Ax,

J=n2

olsun. O zaman

n n—1
Ao, = ] (1 +Pj) Axps1— [] (1 +pj) Ax,,
Jj=n2 j=ns
n—1
= 1 (1+pj) [(1 + pn) Axpy1 = Axy]
Jj=n2
n—1 5
= [I (1+p)) [A Xp + Axy + ppAx,y — Axn]
Jj=n3
n—1 ) n—1
= [I (t+p;) A%+ [T (1+p)) pndxnr
Jj=n2 j=n»
ve (5.22)’den
n—1 n—1
Aw, < — H (1 +pj) gnf (Xn—g) — H (1 +pj) oorpx, <0
Jj=n2 Jj=n3

elde ederiz.

wy, i¢in iki durum s6z konusudur:

(i) n > n3 > ny igin w, > 0 veya

(ii) n > nq4 > n3 igin w, < 0.

(i) n > n3igin Ax, > 0 olur. Yeterince biiyiik her n i¢in A%x, < 0ve p, > 0 oldugundan
lim, 00 Ax, =/ > 0. Eger/ > 0 ise lim, 5, x, = 00 ve lim,_, s A%x, = 0 olur.

lim,— o0 prAxy+1 = pl > 1, im0 qn f (x,) > 0 ve lim, o agry,x, > 0 olur. Buda
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(5.22) esitsizligi ile gelisir. Boylece / = 0 ise lim,— o0 X, = ¢ > 0. Teorem 5.1°deki

(ii) 'nin ispatindan bunun imkansiz oldugu goriiliir.

(ii) Ax, < 0 dir. O zaman lim,_, x, = ¢ > 0 veya lim,_,» x, = 0 dir. Yukaridaki
ispattan lim,_, o, X, = ¢ durumu imkansizdir. Béylece lim,_, o, x, = 0 alabiliriz.

Teorem 5.1’in ispatina benzer yolla n > ng igin
A%xp + (p 4 &) Axupt + (g — &)Xn—g + a0(r — &)x, <0
esitsizligini elde ederiz. Teorem 5.1’in ispatina benzer yontem ile
(14 p+2)" ™" | A% + (p + ) At + (¢ = £)%a—s + c0(r = ), | <0
(1+p+&)"7" [Axpsr — Axp |+ [(L+ p+ )" — (14 p + )" "] Axpps
+(L+p+e)"7[(g = &)xn—0 + a0(r — &)x,] <0

I+ p+e)" " Axyp — (1+ p+e)"™" Ax, <
—(+p+e)e [(‘] — &)Xp—g +ao(r — g)xn]
A[Q+p+e)"™ Axy] <=0+ p+8)"7"[(q — &)xn-0 + a0(r — &)x,]

n—1

n—1
All4+p+e)"™ Ax,| <=3 1+ p+e)" " [(g — &)xp—o + ao(r — &)x,]
i=N

i=N

|
—_

n
Axy <=3 (I+p+e)" " [(qg — &)xn—o + ao(r — &)x,]

i
1

(I+p+e)"""[(qg — &)xn—0 + aolr —&)x,]
N

3
|

M- LI

k
Z Axg

IA
I
)

i

Il
=~ 3

Xkpl —Xp < — D Z (I+p+e)"” S[(q—g)xn g+ao(r—8)xn]
s=ni=N

elde ederiz. k — oo iken limite gectigimizde limg_, o Xz = 0 oldugundan

|
—_

N

M8

(1+p+5)l S[(q_g)xl U+a0(r_5)x1]-
N

Xn 2
s

ve Lemma 5.9’dan

Il
3

i

“M8

§<1+p+erﬂhq—snﬁa+adr—wa]

denklemi bir poz1t1f z, ¢Oziimiine sahiptir ve 0 < z, < x,, saglanir.

oo s—1 .
Az, = X > (A+p+e)~[(g—¢)ziee +aolr —&)zi]
s=n+1i=N
oo s—1 .
—Z X U4p+a) 7 (@ =)z + a0l - )z
n—1 .
= — X (tpte™ [(@ — &) zime + ao(r — &)zi]
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n .
Azzn = - Z (1 +p + g)z—n—l [(C] - 8) Zi—¢ + a()(l/' - E)Zi]
i=N
n—1

-2 (4p+ &) 7" [(g = &) zi—g + a0(r — £)zi]

n .
Azpry=— > (I+p+ g) 1 [(q —&)zi—g +aolr — s)z,-]
=N

1=

Pt e) Bzt = =3 (U4 p+e)™[(q — &) zieg + a0l — £)z]
=N

i=

+ _iv A+p+8)"""[(g -8 zis + a0l —&)z]

degerlerini (5.12)’de yerine yazarak z,’nin (5.12)’in bir pozitif ¢6ziimii oldugu goriiliir.
Teorem 5.3’iin kabulii ve Lemma 5.7°dan (5.12) denklemi salinimli olacak sekilde bir

¢ € (0, t) sayis1 vardir. Bu geliski ispati tamamlar. =
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SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada,
A’;n AZYm,n + (_1)r+h+l PYm—t,n—c = 0

yuksek mertebeden sabit katsayili lineer kismi fark denklemlerinin ¢éziimlerinin salinim-
l1ilig1 incelenmistir. Buna bagh olarak bu tip denklemlerde birden fazla gecikme terimi
olmasi halinde salinimlilik kriterleri arastirilabilir.

Bunun yanisira bu ¢alismada,

A;Azym,n + pm,nf(ym—r,n—a) =4m,n

yiliksek mertebeden lineer olmayan ikinci yanl kismi fark denklemlerinin ¢éziimlerinin
saliimlilig1 incelenmistir. Ayni sekilde gecikme teriminin birden fazla fonksiyonunu
iceren yeni denklemler tanimlanabilir ve bu ¢aligma yardimiyla bu denklemlerin ¢6ziim-
leri lizerine incelemeler yapilabilir.

Bunlara ilaveten,

Aﬁym,n + Pn Anym,n +4qnf (ym,n—n) —ruLlymn = 0

ve

Aﬁym,n + Pn Anym,n—{—l +qnf (ym,n—a) - rnLym,n =0
lineer olmayan gecikmeli ayrik dalga denklemlerinin indirgenmis lineer limit denklemleri
tanimlanip, bunlarin salinimliliklar1 arasindaki iliskiler aragtirilmigtir. Burada kullanilan

teknik yardimiyla ayrik laplace denklemi ve ayrik 1s1 denklemi gibi ¢ok bilinen kismi fark

denklemlerinin ¢éziimlerinin salinimlilig tizerine ¢aligmalar yapilabilir.
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EKLER
1. Bu ¢alismanin ti¢iincii boliimiinde ele alinan
A; AZym,n + (_1)r+h+1 PVYm—t.n—c = 0

yiksek mertebeden sabit katsayili lineer kismi fark denkleminin salinimliligini arastirdigimiz
"Necessary and sufficient conditions for oscillation of certain higher order partial
difference equations" adli ¢alisma "International Journal of Difference Equations

(IJDE)" adl1 dergiye yayinlanmasi i¢in génderilmis ve yayina kabul edilmistir.

2. Dordiincu bolimde ele alinan

A}r’nAZym,n + pm,nf(ym—r,n—a) =ddm,n

yliksek mertebeden lineer olmayan kismi fark denkleminin zorlamali salinimliligini
aragtirdigimiz "Forced oscillation of a class of high order nonlinear partial differ-
ence equations" adli caligsma yayin i¢in gonderilmistir.

3. Besinci boliimde

Aiym,n + pn Anym,n + an (ym,n—a) - rnLym,n =0, V(m, I’l) e Qx Nno

ve

Aflym,n + px Anym,n—i—l + (]nf (ym,n—a) - rnLym,n =0, v(ma n) € Q x Nno

lineer olmayan gecikmeli ayrik dalga denklemlerinin salinimlilig1 ile bunlarin in-
dirgenmis lineer limit denklemlerinin salinimlilig1 arasindaki iligkileri arastirdigimiz
"Linear oscillation of discrete nonlinear delay wave equations" adli ¢alisma yayin

icin gonderilmistir.





