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1. G·IR·IŞ

Key� mertebeli diferensiyel ve integrasyon kavramlar¬, tamsay¬mertebeli türev ve n-

katl¬integralleri birleştiren ve genelleştiren kavramlard¬r. Bu kavramlar, 17. yüzy¬ldan

itibaren Leibniz, Euler, Lagrange, Abel, Liouville ve di¼ger bir çok matematikçinin, ke-

sirli mertebe için diferensiyel ve integrasyonun genelleştirilmesine dayanan öncü çal¬̧s-

malar¬yla geli̧smeye başlam¬̧st¬r.

Kesirli diferensiyel teorisi çeşitli madde ve i̧slemlerin kal¬tsal özelliklerinin tan¬mlan-

mas¬nda kullan¬labilecek çok iyi bir araçt¬r. Bu ise, tamsay¬mertebeli türevlerle kaŗs¬laş-

t¬r¬ld¬¼g¬zaman, kesirli türevler için önemli bir avantajd¬r. Kesirli türevlerin bu avantaj¬

nesnelerin mekanik ve elektriksel özelliklerinin matematiksel modellemelerinde, ak¬̧skan-

lar teorisinde, elektrik devrelerinde, elektro-analitik kimyada oldu¼gu gibi di¼ger bir çok

alanda kullan¬lmaktad¬r.

Burada ele alaca¼g¬m¬z kesirli integraller, 0 < � < 1 olmak üzere,

f(x) =
1

� (�)

xZ
0

'(t)dt

(x� t)1�� ; x > 0

şeklinde ifade edilen Abel integral denklemine dayanmaktad¬r [Samko 1993].

Kesirli integraller,

xZ
a

dx

xZ
a

dx:::

xZ
a

' (x) dx =
1

(n� 1)!

bZ
a

(x� t)n�1' (t) dt

şeklindeki n�katl¬integraller yard¬m¬yla ifade edilmektedir. Bu eşitlik yard¬m¬yla elde

edilecek olan,

(Ia+') (x) :=
1

� (�)

xZ
a

'(t)

(x� t)1��dt; x > a (1.1)

(Ib�') (x) :=
1

� (�)

bZ
x

'(t)

(t� x)1��dt; x < b (1.2)

ifadelerine �: mertebeden kesirli integraller denir. Bu integraller bazen s¬ras¬yla sa¼g ve
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sol tara�¬kesirli integraller olarak da adland¬r¬l¬rlar. Bu integraller için bir adland¬rma

da Riemann-Liouville kesirli integraller şeklindedir [Samko 1993].

Buradaki (1:1) ifadesi 0 < � < 1 için bir Abel integral denklemidir. Bu integral

denklemi yard¬m¬yla, [a; b] aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬f(x) fonksiyonu için,

�
D�
a+f
�
(x) =

1

� (1� �)
d

dx

xZ
a

f(t)dt

(x� t)� ; (1.3)

�
D�
b�f
�
(x) = � 1

� (1� �)
d

dx

bZ
x

f(t)dt

(t� x)� ; (1.4)

şeklinde ifade edilen eşitliklere, f fonksiyonunun �: mertebeden s¬ras¬yla sa¼g ve sol

kesirli türevleri denir [Samko 1993].

Di¼ger yandan, Riesz potansiyeli ad¬alt¬nda tan¬mlanm¬̧s olan

I�(f) =
1

�(�)

Z
Rn

f(x+ y)

jyjn��
dy; 0 < � < n

�(�) = �
n
2 2�

�(
�

2
)

�(
n� �
2

)

(1.5)

integral, ilk olarak 1949 y¬l¬nda Riesz taraf¬ndan incelenmi̧stir [Riesz 1949]. (1:5) in-

tegrali,

I�(f) =
1

�(�)

Z
Rn

f(y)

jx� yjn��
dy; 0 < � < n (1.6)

şeklinde de yaz¬labilir. Riesz potansiyelinin bu yaz¬l¬̧s¬n¬n, f fonksiyonu ile jxj��n çekir-

de¼ginin konvolüsyonu oldu¼gunu görmek kolayd¬r. Bir f fonksiyonunun bir K çekirde¼gi

ile konvolüsyonu f � K şeklinde gösterilir ve konvolüsyon tan¬m¬na göre (1:6) ifadesi

daha genel olarak,

(f �K)(x) =
Z
Rn

f(y)K(x� y)dy (1.7)

dir [Stein 1970]. Yani Riesz potansiyeli (1:7) ile gösterilen operatörler s¬n¬f¬n¬n bir özel

halidir. Bu operatörler s¬n¬f¬na singüler integraller de dahildir. Görüldü¼gü gibi Riesz
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potansiyelinin çekirde¼gi olan K(x) = jxj��n fonksiyonunun koordinat başlang¬c¬nda za-

y¬f tekilli¼gi mevcuttur. K(x) = jxj�n çekirdekli konvolüsyonlara singüler integraller

denir. Yani singüler integraller potansiyellerden farkl¬olarak tekillik noktalar¬nda in-

tegrallenemezler. Tüm bunlar (1:7) konvolüsyon operatörünün çekirde¼ginin integral-

lenemeyen tekilli¼gi olunca buna singüler integral, zay¬f (integrallenebilen) tekilli¼gi o-

lunca da potansiyel denilebilece¼gini gösteriyor [Landko¤ 1972, Stein 1970]. Bu tan¬m-

dan, çekirde¼gi log jxj olan konvolüsyonlar¬n da potansiyel s¬n¬f¬na dahil olaca¼g¬aç¬kca

görülmektedir [Mizuta 1987].

Singüler integraller ve potansiyeller teorisinde en çok kullan¬lanlardan biri Fourier dönü-

şümüdür. L1(Rn) uzay¬nda bir f fonksiyonunun Fourier dönüşümü f̂ veya Ff şeklinde

gösterilir ve

Ff(x) =

Z
Rn

e�2�i(x:y)f(y)dy

olarak tan¬mlan¬r [Strein 1970]. Burada (x:y) n-boyutlu x = (x1; :::; xn), y = (y1; :::; yn)

vektörlerinin iç çarp¬m¬d¬r. f fonksiyonunun ters Fourier dönüşümü F�1f ile gösterilir

ve

F�1f(x) =
1

(2�)n

Z
Rn

e2�i(x:y)f̂(y)dy

şeklinde tan¬mlan¬r.

Genelleştirilmi̧s fonksiyonlar (Distribution=Da¼g¬l¬m) teorisi yard¬m¬yla Fourier dönüşümü

ve onun tersi daha geni̧s fonksiyon s¬n¬�ar¬için de kullan¬labilir. (1:7) tipinde verilen

konvolüsyon operatörüne Fourier dönüşümü uygulan¬rsa

F (f �K)(x) = Ff:FK

eşitli¼gi elde edilir.

Di¼ger taraftan Fourier dönüşümünün özelli¼gine göre key� bir P polinomu için,

P (D)(Ff)(x) = (FP (�2�iy)f(y))(x) (1.8)

vard¬r [Stein 1970]. Buradaki P polinomu (x1; ::; xn) de¼gi̧skenlerine ba¼gl¬bir polinom-

dur. Yani, P (x) =
P
�

c�x
� , � = (�1; :::; �n) katl¬(multi) indis, burada c� lar negatif
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olmayan tam say¬lar, x� = x�1 ; ; ; x
�
n şeklindedir. D diferensiyel operatörü için , P (D)

ifadesi, P polinomunda x� n¬n yerine D� =
@�1+:::+�n

@x�11 :::@x
�n
n

yaz¬larak elde edilir. Bu

durumda P (D) operatörüne, P (x) polinomu ile oluşturulmuş diferensiyel polinom (o-

peratörler polinomu) denir. Özel halde P (D) Laplace operatörü,

P (D)(f) = �f =
@2f

@x21
+ :::+

@2f

@x2n

oldu¼gundan, (1:8) eşitli¼gi gere¼gince,

F�f(x) = �4�2 jxj2 Ff(x)

elde edilir. Buradan,

F (��f)(x) = 4�2 jxj2 Ff(x)

yazabiliriz. Bu eşitli¼gin, Laplace operatörünün key� kuvvetleri (fractional kuvvetleri)

için de var oldu¼gu gösterilmi̧stir [Stein 1970]. Yani,

F (��)
�
2 f(x) = (2� jxj)�Ff(x) (1.9)

dir. Ayn¬çal¬̧smada, �n < � < 0 durumunda Laplace operatörünün kesirli kuvvetleri

(1:9) formülü ile tan¬mlanm¬̧s Riesz çekirde¼ginin kuvvetleri ile ayn¬d¬r. ((1:9) formülü

� = � _� için yaz¬lm¬̧st¬r).

Riesz potansiyellerinin Fourier dönüşümü ile Laplace operatörü aras¬ndaki ili̧skileri, bu

potansiyellerin matemati¼gin bir çok dal¬nda kullan¬lan önemli bir operatör oldu¼gunu

gösterir.

E¼ger f 2 Lp(Rn) ise, I�f Riesz potansiyeli Lp(Rn) uzay¬na ait olamaz [Stein 1970].

E¼ger 8p > 1 için,

kT (f)kq � Cp;q kfkp

eşitsizli¼gi sa¼glan¬yorsa T operatörüne kuvvetli (p; q)-tipli operatör denir. 8� > 0 için,

m fx : jT (f)j > �g �
�
Cp;q kfkp

�

�q
ise T operatörüne (p; q)-tipli operatör denir. Hardly-Littlewood-Sobolev teoremine göre

1 < p < q <1 ;
1

q
=
1

p
� �
n
iken bu potansiyeller için aşa¼g¬daki eşitsizlik geçerlidir;

kI�fkq � Ap;q kfkp :

4



Burada Ap;q yaln¬z p ve q ya ba¼gl¬olan bir sabittir. p = 1 durumunda ise teoreme göre

I� operatörü (1; q)-tipli operatördür (Burada
1

q
= 1� �

n
d¬r). Yani � > 0 için,

m fx : jI�f j > �g �
�
A kfk1
�

�q
dir [Stein 1970]. Yukardaki aç¬klamalardan, konvolüsyon operatörleri s¬n¬f¬nda Riesz

potansiyelinin iyi incelenmi̧s operatörler oldu¼gu görülmektedir. Bu operatörler yard¬m¬y-

la fonksiyonlar teorisinde potansiyel uzaylar¬tan¬mlanm¬̧st¬r [Stein 1970].

Örne¼gin, Riesz potansiyel uzay¬n¬n elemanlar¬, (��)
��
2 f 2 Lp(Rn) şeklindeki f fonksi-

yonlar¬ndan oluşur. Bu uzaylarda norm aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r [Stein 1970],

kfkp;� =
(��)��2 f

Lp(Rn)
:

Bu tür uzaylar düzgün manifoldlar üzerinde de tan¬mlanabilir. Örne¼gin Rn de küre-

sel koordinatlara geçersek, o zaman Laplace operatörü iki k¬s¬mdan oluşur. Birincisi

Radial (yani yar¬çapa ba¼gl¬) k¬s¬m, ikincisi küresel k¬s¬m (yani yaln¬zca aç¬lara ba¼gl¬

k¬s¬m). Laplace operatörünün bu ikinci küresel k¬sm¬na küre üzerinde tan¬mlanm¬̧s

Laplace-Beltrami operatörü denir [Mihlin 1962]. Bu operatör � ile gösterilir. Yukar¬-

daki gösterimle Riesz potansiyel uzay¬, � operatörü yard¬m¬yla küre üzerinde de tan¬mla-

nabilir. Küre üzerinde tan¬mlanm¬̧s bu uzay, singüler integral teorisinde çok önemli bir

yer tutar. Singüler integrali bir operatör gibi karakterize eden sembolün (yani singüler

integralin çekirde¼ginin genelleştirilmi̧s fonksiyon anlam¬nda Fourier dönüşümü) özellik-

leri genellikle bu uzayda incelenir. Bundan dolay¬sembolün küre üzerinde tan¬mlanm¬̧s

bu uzaydaki özellikleri, çok boyutlu singüler integral denklemlerin çözümünün varl¬¼g¬

ve tekli¼gi teoremlerinde kullan¬l¬r [Mihlin 1962]. Singüler integralin sembolü, asl¬nda

küre üzerinde tan¬mlanm¬̧s logaritmik çekirdekli potansiyeldir [Mihlin 1962]. Sembolün

türevlerini araşt¬rmak için, bu logaritmik çekirde¼gin türevlerini araşt¬rmak zorunday¬z.

Yani singüler integral teorisi ve singüler integral denklemler teorisinin problemleri bizi

zay¬f tekillikleri olan integrallerin araşt¬r¬lmas¬na götürür [Mihlin 1962]. Bu tür integral-

lerin türevlerinin al¬nmas¬, problemindeki zorluklar, zay¬f tekillikli çekirde¼gin türevini

ald¬kça onun tekillik mertebesinin artmas¬ndan ibarettir. Bu nedenle zay¬f tekilli¼gi
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olan çekirdekli integral, türevlerini ald¬ktan sonra singüler integral haline dönüşür. Bu

konuda, yani zay¬f çekirdeklerin diferensiyellenebilmesi konusunda baz¬sonuçlar vard¬r.

Bunlardan birini hat¬rlatal¬m [Mihlin 1962].

r = jx� yj ; x; y 2 Rn ve L(x) =
Z
Rn

f(y)
'(x; �)

rn�1
dy ; � =

x� y
r

olsun. Burada '(x; �) fonksiyonu ve onun x ve � noktalar¬n¬n kartezyen bileşenlerine

göre türevleri, sürekli ve s¬n¬rl¬bir fonksiyon olsun. f(y) fonksiyonu Lipschitz s¬n¬f¬ndan

ve sonsuzda f(y) = O(jxj�1); ` > 1 şart¬n¬sa¼glayan bir fonksiyon olsun. Bu şartlar

alt¬nda L(x) integralinin x e göre birinci türevleri mevcuttur ve bu türevler k = 1; 2; :::; n

için

@

@xk

Z
Rn

f(y)
'(x; �)

rn�1
dy =

Z
Rn

f(y)
@

@xk

�
'(x; �)

rn�1

�
dy � f(x)

Z
Sn�1

'(x; �) cos(r; xk)ds

formülü yard¬m¬yla hesaplanabilir. Burada Sn�1; Rn uzay¬nda başlang¬c¬ orjin olan

bir yar¬çapl¬ küre yüzeyi, ds yüzey eleman¬ cos(r; xk) ise r vektörünün xk ekseni ile

yapt¬¼g¬aç¬n¬n kosinüsüdür. Riesz potansiyellerinin araşt¬r¬lmas¬da ayn¬konunun bir

dal¬d¬r. Bu potansiyeller 1949 y¬l¬nda tan¬mlanm¬̧s olmas¬na ra¼gmen bunlar¬n diferen-

siyellenebilme özellikleri 1983 y¬l¬nda Y. Mizuta taraf¬ndan incelenmeye başlanm¬̧s ve

bu araşt¬rmalar halen devam etmektedir [Mizuta 1987, 1993]. Yukar¬da yaz¬lan L(x)

integral operatörünün çekirde¼ginin tekilli¼gi n � 1 inci mertebedendir. Bundan farkl¬

olarak Riesz potansiyelinin çekirde¼ginin tekilli¼gi n � � inci mertebedendir ve burada

�; n den küçük olmak üzere key� pozitif bir say¬d¬r. � = 1 ve '(x; �) � 1 seçersek,

Riesz potansiyeli L(x) potansiyelinden bulunur. Yani bu özel halde söyledi¼gimiz sonuç

Riesz potansiyelinin diferensiyellenebilmesi hakk¬nda bir önermedir. Do¼gal olarak � 6= 1

olursa, yukardaki sonuçtan Riesz potansiyelinin diferensiyellenebilmesi hakk¬nda hiç bir

bilgi elde edilemez. Riesz potansiyelinin tan¬m¬ndan � n¬n kesir ve tamsay¬olabilece¼gi

gürülmektedir. L(x) operatöründe � = 1 oldu¼gundan bu operatörün çekirde¼ginin bi-

rinci türevi tekilli¼gi singülerli¼ge getirir (yani tekilli¼gin derecesi n olur ve türevi al¬nm¬̧s

çekirdek
1

jxjn şeklinde olur. Bu ise n-boyutlu uzayda singüler çekirdektir). Riesz potan-

siyelinde ise tekilli¼gin mertebesi n � � oldu¼gundan bu tekilli¼gi türevleme yöntemi ile
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singülerli¼ge getirmek için bir çok ad¬m gerekir. Örne¼gin, � tam ise � tane ad¬m gerekir.

Bundan dolay¬Riesz potansiyelinin ard¬̧s¬k türevlerini araşt¬rma imkan¬buluruz.

Yukar¬da bahsetti¼gimiz zay¬f tipli singüleriteye sahip çekirdekli,

U�f(x) = U� � f(x) =
Z
Rn

jx� yj��n f(y)dy

� potansiyellerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬ve Sobolev eşitsizli¼gi ile birlikte bu potansiyelin Lq daki

Sq(U; r) =

0B@ 1

jS(0; r)j

Z
S(0;r)

jU(x)jq dS(x)

1CA
1
q

tipindeki küresel ortalamalar¬Y. Mizuta taraf¬ndan incelenmi̧stir [Y. Mizuta 1996].

Bu çal¬̧sman¬n üçüncü bölümünde, (1:1) ve (1:2) ile ifade edilen kesirli integralleri elde

ederek, bunlar için uygulamalar verilecek, daha sonra (1:3) ve (1:4) ile ifade edilen

kesirli türevler ve çeşitleri verilerek, baz¬uygulamalar yap¬lacakt¬r.

Dördüncü bölümde (1:6) veya daha genel olarak ifade edilen

(f �K)(x) =
Z
Rn

f(y)K(x� y)dy

şeklindeki operatörler s¬n¬f¬na ait olan, Riesz potansiyelinin elde edili̧si, s¬n¬rl¬l¬¼g¬, a¼g¬r-

l¬kl¬s¬n¬rl¬l¬¼g¬ve genel formu olan kesirli integraller incelenecektir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Tan¬m 2.1 (Da¼g¬l¬m-Distribution): Kompakt deste¼ge sahip ve C1 s¬n¬f¬na ait

fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬D olsun. Bu durumda, T : D ! R yada T : D ! C fonksi-

yonelleri lineer ve sürekli ise, T fonskiyoneli bir da¼g¬l¬m ad¬n¬al¬r. f 2 D ve � herhangi

bir fonksiyon olmak üzere,

h�; fi = hT�; fi =
Z
Rn

f (x)� (x) dx

şeklinde tan¬mlan¬r [Schwarz 1966].

Tan¬m 2.2 (Konvolüsyon): f ve g, Rn den C ye birebir fonksiyon olsunlar. Bu

durumda f � g fonksiyonu,

(f � g) (x) =
Z
Rn

f (y) g (x� y) dy

şeklinde tan¬mlan¬r ve f ile g nin konvolüsyonu diye adland¬r¬l¬r. Konvolüsyon çarp¬m¬

de¼gi̧smeli ve birleşmelidir.

Tan¬m 2.3 (Fourier Dönüşümü): x; y 2 Rn ve xy = hx; yi = x1y1+x2y2+ :::+xnyn
olmak üzere f 2 L (Rn) için, f fonksiyonunun Fourier dönüşümü,

Ff(x) = bf (x) = Z
Rn

e�2�ixyf (y) dy

ile verilir [Schwarz 1966] :

Tan¬m 2.4 (Maksimal Fonksiyon): B (x; r) merkezi, x 2 Rn noktas¬nda olan r

yar¬çapl¬yuvar; mB(x; r), B (x; r) yuvar¬n¬n ölçümü olmak üzere, bir f fonksiyonu için

Mf ile gösterilen ve

(Mf) (x) = sup
r>0

1

mB(x; r)

Z
B(x;r)

jf (y)j dy

biçiminde tan¬mlanan fonksiyona, maksimal fonskiyon denir [Stein, E.M. 1970].
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Tan¬m 2.5 (Hölder Eşitsizli¼gi): 
 � Rn, f 2 Lp (
) ve g 2 Lq (
) olsun. 1 � p <1

ve 1=p+ 1=q = 1 olmak üzere,

Z



jf (x) g (x)j d (x) �

24Z



jf (x)jp d (x)

35
1
p
24Z



jg (x)jq d (x)

35
1
q

eşitsizli¼gine Hölder Eşitsizli¼gi denir. Burada q; p nin konj¬gesidir [Neri 1971].

Tan¬m 2.6 (Zay¬f Lp Uzay¬): 1 � p <1 ve f fonksiyonu Rn de tan¬ml¬olsun. E¼ger

C > 0 için

sup
�>0
� jfx 2 Rn : jf (x)j > �gj1=p � C <1

varsa f fonksiyonu Rn de zay¬f Lp uzay¬na aittir.

Tan¬m 2.7 (Zay¬f Tip): T; 1 � p � 1; 1 � q � 1 olmak üzere, Lp (Rn) den

Lq;1 (Rn) ye birebir dönüşüm olsun. Bu durumda,

M fx : jTf (x)j > �g �
�
A kfkp
�

�q
; � > 0

ise T , (p; q)�uzay tiplidir denir [Stein, E.M. 1970] :

Tan¬m 2.8 (Operatör): Fonksiyonlar cümlesini fonksiyonlar cümlesine dönüştüren

dönüşümlere operatör denir.

Tan¬m 2.9 (The Riesz-Thörin Teoremi): T , Lp1 den Lp2 ye ve Lq1 den Lq2 ye

s¬n¬rl¬lineer operatör olsun. O halde t 2 (0; 1) şeklinde herhangi bir say¬vard¬r ve

1

r1
=
t

p1
+
1� t
q1

;
1

r2
=
t

p2
+
1� t
q2

olmak üzere, T operatörü Lr1 den Lr2 ye s¬n¬rl¬d¬r [Stein, E.M. 1970].

Tan¬m 2.10 (Ölçülebilir Fonksiyon): f : X ! Rn tan¬ml¬bir fonksiyon ve A bir

ölçülebilir uzay olsun. Bu durumda � > 0 için,

f�1 (]�1;1[) = fx 2 X : f (x) > �g 2 A

oluyorsa f fonksiyonuna ölçülebilir fonksiyon denir.

Tan¬m 2.11 (Altlineer(Sublinear) Operatör): V bir vektör uzay¬ve f : V ! R

olmak üzere,

f (x) = f (x) ; her  2 R+ ve her x 2 V için

9



f (x+ y) � f (x) + f (y) ; her x; y 2 V için

ifadelerini sa¼glayan f fonksiyonuna altlineer (sublinear) operatör denir.

Tan¬m 2.12 (Schwarz Uzay¬): Kendisi ve türevleri bir polinom ile çarp¬ld¬¼g¬nda

s¬n¬rl¬kalan fonksiyonlar¬n uzay¬d¬r. Yani;

=� = =� (En) =
�
f 2 C1 (En) : sup

x

��x�D�f (x)
�� <1� ;8�; � 2 Z+

dir [Schwarz, L. 1966].

Tan¬m 2.13 (Ap S¬n¬f¬(1 � p < 1)): w(x) � 0 ve w(x) 2 Lloc(Rn) olsun. E¼ger

1 < p <1 için,

sup
Q

0@ 1

jQj

Z
Q

w(x)dx

1A0@ 1

jQj

Z
Q

w(x)1�p
0
dx

1Ap�1

� C

olacak şekilde bir C > 0 sabiti var ise w 2 Ap dir. Burada 1=p + 1=p0 = 1 dir. Şayet

w 2 A1 ise

Mw(x) � Cw(x)

olcak şekilde C > 0 sabiti vard¬r [Ding 2007].

Tan¬m 2.14 (Rn de Küresel Koordinatlar):
X

=
X
n

; Rn de birim küre olarak

tan¬mlans¬n. y 2 Rn; yani n > 1 için y = (y1; y2; :::; yn) noktas¬n¬alal¬m. Bu durumda

aşa¼g¬daki dönüşüme küresel koordinatlar denir.

y1
�
t; '1; '2; :::; 'n�1

�
= t cos'1

y2
�
t; '1; '2; :::; 'n�1

�
= t sin'1 cos'2

::: = :::::::::::

yk
�
t; '1; '2; :::; 'n�1

�
= t sin'1 sin'2::: sin'k�1 cos'k

::: = ::::::::::::::::::::::

yn
�
t; '1; '2; :::; 'n�1

�
= t sin'1 sin'2::: sin'n�1

Buradaki 'k aç¬lar¬0 � 'k � �, k = 1; 2; 3; :::; n � 2 ve 0 � 'n�1 � 2� dir. t = jyj ve

y0 =
�
'1; '2; :::; 'n�1

�
2
X

olmak üzere t = jyj =
p
y21 + y

2
2 + :::+ y

2
n şeklindedir. Bu

10



şekildeki bir dönüşümün Jakobiyeni ise

J =

������������

@y1
@t

@y1
@'1

::: @y1
@'n�1

@y2
@t

@y2
@'1

::: @y2
@'n�1

::: ::: ::: :::

@yn
@t

@yn
@'1

::: @yn
@'n�1

������������
= tn�1 (sin'1)

n�2 (sin'2)
n�3 ::: sin'n�1

dir.

Tan¬m 2.15 (Calderon-Zymund Singüler ·Integral Operatörü):

K(x) 2 L1loc (Rnn f0g) olsun ve aşa¼g¬daki durumlar sa¼glans¬n,

jK (x)j � B jxj�n ; 8x 6= 0Z
r�jxj�R

K (x) dx = 0; 80 < r < R <1

Z
jxj�2jyj

jK (x� y)�K(x)j dx � B; 8y 6= 0:

K Calderon-Zymund çekirde¼gidir. Burada B, x ve y den ba¼g¬ms¬z bir sabittir [Ding

2007].

Tan¬m 2.16 (Lp Uzay¬): Rn = fx : x = (x1; x2; :::; xn)g olsun. 1 � p < 1 olmak

üzere Lp uzay¬,

Lp = Lp(Rn) =

8>><>>:f : kf (x)kp =
0@Z
Rn

jf (x)jp
1A
1
p

<1; x 2 Rn

9>>=>>;
dir [Neri 1971].

Tan¬m 2.17 (Marcinkiewicz Interpolation Teoremi ): T operatörü, j = 0 ve

j = 1 için (pj; qj)�zay¬f tipli olsun. Yani f 2 Lpj (Rn) ve � > 0; j = 0; 1 için,

jfx : jTf (x)j > �gj 5
 
Aj kfkpj

�

!qj
11



dir. E¼ger 0 < � < 1 için

1

p
=
1� �
p0

+
�

p1
ve

1

q
=
1� �
q0

+
�

q1

ise T operatörü (p; q)�zay¬f tiplidir. Yani,

kTfkq 5 A kfkp , A = A(p0; p1; q0; q1; �) için

dir [Stein, E.M. 1970] :

Tan¬m 2.18 (Geni̧sleme Operatörü):

� p (f (x)) = f (px)

ile tan¬mlanan � p operatörüne geni̧sleme operatörü denir.

Tan¬m 2.19 (Lebesgue Yak¬nsakl¬k Teoremi): f (x; h) toplanabilir majoranta

sahip olsun. jf (x; h)j � F (x) ; burada F (x) ; h parametesinden ba¼g¬ms¬z ve F (x) 2

L1 (
) d¬r. E¼ger, h ! 0 iken f (x; h) fonksiyonunun hemen hemen her x için limiti

varsa,

lim
h!0

Z



f (x; h) dx =

Z



lim
h!0
f (x; h) dx

dir [Samko 1993] :

Tan¬m 2.20 (Riesz Çekirde¼gi):

k� (x) =
1

n (�)

8><>:
jxj��n ; �� n 6= 0; 2; 4; 6:::

jxj��n ln 1jxj ; �� n = 0; 2; 4; 6:::

şeklinde tan¬ml¬k� (x) fonksiyonuna Riesz çekirde¼gi denir [Samko 1993].

Tan¬m 2.21 (Homogen Çekirdek): Her � > 0 ve x 2 Rn için e¼ger K(�x) = ��K(x)

ise K(x) çekirde¼gine �: mertebeden homogendir denir.

Tan¬m 2.22 (Singüler ·Integral): K (x) çekirde¼gi �: mertebeden homogen olsun.

E¼ger x 6= 0 ise S = fx : jxj = 1g birim küre üzerinde x in izdüşümünü x0 =
x

jxj olarak

gösterelim. Bu durumda e¼ger, K (x) ; �: mertebeden homogen ise,

K(x) = jxj� ; K

�
x

jxj

�
= jxj�K(x0)

12



yazabiliriz. Dolay¬s¬yla 
 (x) = K
�
x

jxj

�
fonksiyonu s¬f¬r¬nc¬mertebeden homogendir.

Böylece 
 (x) = K(x0); S de bir fonksiyon olarak al¬nabilir. Bu fonksiyona K çekir-

de¼ginin karakteristi¼gi denir. K(x); ��: mertebeden homogen ve f �K konvolüsyonu,

f �K =

Z
Rn

f(y)K(x� y)dy (2.0.1)

olmak üzere f ! f �K şeklinde bir dönüşümü göz önüne alal¬m. O halde aşa¼g¬daki üç

durum mevcuttur.

i: E¼ger 0 < � < n ise, (2:0:1) integraline zay¬f singüler integral denir.

ii: E¼ger � = n ise, (2:0:1) integraline singüler integral denir.

iii: E¼ger � > n ise, (2:0:1) integraline hipersingüler integral denir.

u�f(x) = c

Z
Rn

jx� yj��n f(y)dy; 0 < � < n

şeklinde tan¬mlanan Riesz potansiyeline zay¬f singüleritiye sahip bir integral denir

[Neri 1971].

Tan¬m 2.23 (Gamma Fonksiyonu ): � (n) notasyonu ile gösterilen ve

� (n) =

1Z
0

xn�1e�xdx

şeklinde tan¬mlanan fonksiyona Gamma Fonksiyonu denir. Gamma fonksiyonunun şu

özellikleri vard¬r;

a. � (n+ 1) = n� (n)

b. �
�
1

2

�
=
p
�

c. � (p) � (1� p) = �

sin p�
; 0 < p < 1

d. 22x�1� (x) �
�
x+

1

2

�
=
p
�� (2x) :

Tan¬m 2.24 (Beta Fonksiyonu): B(z; w) notasyonu ile gösterilen ve

B(z; w) =

1Z
0

xz�1(1� x)m�1dx; Re z > 0; Rew > 0

13



şeklinde tan¬mlanan fonksiyona Beta fonksiyonu denir. Beta fonskiyonunun Gamma

fonksiyonu ile ili̧skisi,

B(z; w) =
� (z) � (w)

� (z + w)

eşitli¼gi ile verilir.

E¼ger yukar¬daki Beta fonksiyonunda z 6= 0; w 6= 0 ise, Re z = 0 veya Rew = 0 oldu¼gu

düşünülürse, bu şartlar¬n yak¬nsakl¬k şartlar¬olaca¼g¬anlaş¬l¬r. Özel olarak,

B(z; i�) = lim
"!0

1�"Z
0

xz�1(1� x)i��1dx; Re z > 0; � 6= 0

limiti vard¬r. Bu durum ise, w 6= 0; Rew = 0 olmak üzere, w ye göre B(z; w) nin

analitikli¼gi ile çak¬̧s¬r. Di¼ger yandan,
1Z
x

(t� x)��1 (t� y)p�1dt = (x� y)�+��1B(�; 1� �� �)

integrali, t = y + (x � y) + (x � y)��1 de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesiyle Beta fonksiyonuna

indirgenir.

Tan¬m 2.25 (Dirichlet Formülü): 
1 = [a; b] ; 
2 = [c; d], �1 � a < b � 1;

�1 � c < d � 1; ve f(x; y), 
1 � 
2 de ölçülebilir fonksiyon olsun. O zaman
bZ
a

dx

dZ
c

f(x; y)dy =

bZ
a

dy

dZ
c

f(x; y)dx

eşitli¼gine Dirichlet formülü denir [Samko 1993].

Tan¬m 2.26 (Abel ·Integral Denklemi): 0 < � < 1 olmak üzere,

f(x) =
1

� (�)

xZ
0

'(t)dt

(x� t)1�� ; x > 0

şeklinde tan¬mlanan integral denklemine Abel integral denklemi denir.

Tan¬m 2.27 (Kesirli (Fractional) ·Integral): n�katl¬integraller için aşa¼g¬daki eşit-

lik tümevar¬m metodu kullan¬larak kolayca gösterilebilir.

xZ
a

dx

xZ
a

dx:::

xZ
a

' (x) dx =
1

(n� 1)!

bZ
a

(x� t)n�1' (t) dt

14



Burada (n � 1)! = �(n) oldu¼gu için, n nin tamsay¬olmayan de¼gerleri için, yukar¬daki

eşitli¼gin sa¼g taraf¬daha anlaml¬bir şekilde ifade edilebilir. Buna göre, '(x) 2 L1(a; b)

ve � > 0 için,

(Ia+') (x) :=
1

� (�)

xZ
a

'(t)

(x� t)1��dt; x > a

(Ib�') (x) :=
1

� (�)

bZ
x

'(t)

(t� x)1��dt; x < b

ifadelerine �: mertebeden kesirli (fractional) integraller denir. Bu integraller bazen

s¬ras¬yla sa¼g ve sol tara�¬kesirli integraller olarak da adland¬r¬l¬rlar. Bu integraller için

bir adland¬rma da Riemann-Liouville kesirli integraller şeklindedir.

Tan¬m 2.28 (Kesirli (Fractional) Türev): [a; b] aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬f(x) fonksi-

yonu için, �
D�
a+f
�
(x) =

1

� (1� �)
d

dx

xZ
a

f(t)dt

(x� t)� ;

�
D�
b�f
�
(x) = � 1

� (1� �)
d

dx

bZ
x

f(t)dt

(t� x)� ;

ifadelerine f fonksiyonunun �: mertebeden (0 < � < 1) s¬ras¬yla sa¼g ve sol kesirli

türevleri denir [Samko 1993].
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3. KES·IRL·I ·INTEGRALLER VE KES·IRL·I TÜREVLER

Bu bölümde, öncelikle n-katl¬ bir integral yard¬m¬yla kesirli integralleri elde ederek

bunun Abel integraliyle ili̧skisini verece¼giz. Daha sonra Abel integrali yard¬m¬yla Rie-

mann-Liouville kesirli türevini vererek bu türevin Grünwald-Letnikov ve Caputo kesirli

türevleri ile ili̧skilerini verece¼giz.

Şimdi şöyle bir soru yöneltelim. Acaba
3

2
: mertebeden veya

1

2
: mertebeden türev veya

diferensiyel var m¬d¬r? E¼ger varsa
3

2
kez uygulanan veya

1

2
kez uygulanan integral var

m¬d¬r? Bu tür bir sorunun cevab¬n¬arayal¬m. E¼ger türev varsa integral de olmal¬d¬r,

düşüncesiyle hareket edelim. Bunun için öncelikle kesirli integrallere bakal¬m.

3.1. Kesirli (Fractional) ·Integral

Şimdi n-katl¬
xZ
a

�1Z
a

�2Z
a

:::

�n�1Z
a

f(�n)d�nd�n�1:::d�2d�1 (3.1.1)

integralini ele alal¬m. Bu integralde integrasyon s¬ras¬n¬ve buna ba¼gl¬s¬n¬rlar¬de¼gi̧stire-

lim. Bunun için;

a < �1 < x �2 < �1 < x

a < �2 < �1 �3 < �2 < x

; :::; ; :::;

a < �n�1 < �n�2 �n < �n�1 < x

a < �n < �n�1 a < �n < x

(3.1.2)

s¬n¬r de¼gi̧simleri alt¬nda (3:1:1) ifadesi,
xZ
a

�1Z
a

�2Z
a

:::

�n�1Z
a

f(�n)d�nd�n�1:::d�2d�1

=

xZ
a

f(�n)

0@ xZ
�n

0@ xZ
�n�1

:::

xZ
�3

0@ xZ
�2

d�1

1A d�2:::
1A d�n�1

1A d�n (3.1.3)

şeklinde yaz¬l¬r. (3:1:3) ifadesinin sa¼g taraf¬terim terime hesaplan¬rsa
xZ
a

�1Z
a

�2Z
a

:::

�n�1Z
a

f(�n)d�nd�n�1:::d�2d�1 =
1

(n� 1)!

xZ
a

f(�n)(x� �n)n�1d�n (3.1.4)
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eşitli¼gi elde edilir. Burada �(n) = (n� 1)! oluşu kullan¬l¬rsa,

xZ
a

�1Z
a

�2Z
a

:::

�n�1Z
a

f(�n)d�nd�n�1:::d�2d�1 =
1

�(n)

xZ
a

f(�n)(x� �n)n�1d�n (3.1.5)

yaz¬l¬r. Bu eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki n pozitif bir tamsay¬d¬r. � gamma fonksiyonu

tamsay¬lar d¬̧s¬nda da ifade edilebildi¼ginden, n nin tamsay¬olmamas¬durumunda (3:1:5)

eşitli¼ginin sa¼g yan¬için şu tan¬m verilebilir.

Tan¬m 3.1.1: f(x) 2 L1(a; b) olsun. Bu durumda,

(I�a+f)(x) =
1

�(�)

xZ
a

f(t)(x� t)��1dt; x > a (3.1.6)

(I�b�f)(x) =
1

�(�)

bZ
x

f(t)(x� t)��1dt; x < b

integrallerine � > 0 için �: mertebeden kesirli integral denir. Bu integral Riemann-

Liouville kesirli integrali olarak bilinir.

Şimdi f(t) = (t � a)
1
2 ve � =

1

2
olmak üzere aşa¼g¬daki Riemann-Liouville kesirli in-

tegralini gözönüne alal¬m.

(I�a+f)(x) =
1

�(�)

xZ
a

f(t)(x� t)��1dt; x > a

Kabuller alt¬nda bu integral

(I
1
2
a+f)(x) =

1

�(
1

2
)

xZ
a

(t� a)
1
2 (x� t)�

1
2dt; x > a

olarak yaz¬l¬r. Şayet burada t = a+(x�a)� şeklinde bir de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬rsa,

1Z
0

� p�1(1� �)q�1d� = B(p; q)
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eşitli¼gi ile ifade edilen Beta fonksiyonu yard¬m¬yla aşa¼g¬daki eşitlik elde edilir,

(I
1
2
a+f)(x) =

1

�(1
2
)

xZ
a

(t� a)
1
2 (x� t))�

1
2dt; x > a

=
1p
�

1Z
0

(x� a)
1
2 (x� a)�

1
2
+1�

1
2 (1� �)�

1
2dt

=
1p
�
(x� a)

1Z
0

�
1
2 (1� �)�

1
2dt

=
1p
�
(x� a)B(3

2
;
1

2
)

=
1p
�
(x� a)

�(
3

2
):�(

1

2
)

�(
3

2
+
1

2
)

=

p
�

2
(x� a):
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3.2 Kesirli (Fractional) Türevler

n: mertebeden türevlerin

f(x);
df(x)

dx
;
d2f(x)

dx2
;
d3f(x)

dx3
; :::;

dnf(x)

dxn
; :::

sonsuz dizisini gözönüne alal¬m. Bu dizi, key�mertebeden diferensiyel düşüncesi alt¬nda

tekrarlanan diferensiyelin bir genelleştirilmesidir. Burada temel amaç
dn

dxn
semboli ile

gösterilen operatörün n tamsay¬de¼gerli parametresini, tamsay¬olmayan bir � para-

metresiyle yer de¼gi̧stirmektir.

Genel kesirli türevleri vermeden önce yar¬m türev de denen bir türev formülü elde ederek

bir uygulama yapal¬m ve daha sonra daha genel kesirli türev formülleri verelim.

Bunun için f(x) = xk şeklindeki fonksiyonu ele alal¬m. Burada k pozitif bir tamsay¬d¬r.

Ele ald¬¼g¬m¬z fonksiyonun a: mertebeden türevini al¬rsak,

f(x) = xk

f 0(x) = kxk�1

f 00(x) = k(k � 1)xk�2

f 000(x) = k(k � 1)(k � 2)xk�3

:::

f (a)(x) = k(k � 1)(k � 2):::(k � a+ 1)xk�a

=
k!

(k � a)!x
k�a

yaz¬l¬r. Yine burada �(n) = (n� 1)! oldu¼gundan

f (a)(x) =
�(k + 1)

�(k � a+ 1)x
k�a

eşitli¼gini yazar¬z. Buradaki a say¬s¬n¬herhangi bir pozitif say¬olarak seçerek fonksi-

yonun kesirli türevlerini hesaplayabiliriz.

Bir an için kabul edelim ki, a =
1

2
ve k = 2 olsun. Bu durumda, fonksiyonun

1

2
:
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mertebeden türevini (yar¬m türevini) hesaplayal¬m.

f(x) = x2 ve a =
1

2
ise;

f (a)(x) =
�(k + 1)

�(k � a+ 1)x
k�a eşitli¼ginden

d
1
2

dx
1
2

x2 =
�(3)

�(2� 1
2
+ 1)

x2�
1
2

d
1
2

dx
1
2

x2 =
2

�(
5

2
)
x
3
2 ; �(

5

2
) = �(1 +

3

2
) =

3

2
�(1 +

3

2
) =

3

4
�(
1

2
) =

3

4

p
�

d
1
2

dx
1
2

x2 =
8

3
p
�
x
3
2 :

Elde edilen yar¬m türevin tekrar yar¬m türevi al¬n¬rsa

d
1
2

dx
1
2

 
d
1
2

dx
1
2

x2

!
=
d
1
2

dx
1
2

�
8

3
p
�
x
3
2

�
= 2x

oldu¼gu kolayca görülür.

Yukar¬da yapt¬¼g¬m¬z uygulamaya benzer olarak f(x) =
8

3
p
�
x
3
2 alal¬m ve bu fonksi-

yonun � =
1

2
mertebeden kesirli integralinin f(x) = x2 oldu¼gunu gösterelim. a = 0

olmak üzere Riemann-Liouville kesirli integrali

(I�f)(x) =
1

�(�)

xZ
0

f(t)(x� t)��1dt; x > 0

olarak yaz¬l¬r. Kabuller alt¬nda f(x) =
8

3
p
�
x
3
2 fonksiyonunun � =

1

2
mertebeden
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kesirli integralinin,

(I
1
2f)(x) =

1

�(
1

2
)

xZ
a

8

3
p
�
t
3
2 (x� t)�

1
2dt; x > 0

=
8

3�

1Z
0

(ux)
3
2 (x� ux)�

1
2xdu; t = ux

=
8

3�
x2

1Z
0

u
3
2 (1� u)�

1
2du

=
8

3�
x2B(5

2
; 1
2
)

=
8

3�
x2
�(5

2
):�(1

2
)

�(5
2
+ 1

2
)

=
8

3�
x2

3
2
:1
2
�(1

2
):�(1

2
)

�(3)

= x2

oldu¼gu görülür.

Şimdi kesirli türev için 0 < � < 1 olmak üzere,

f(x) =
1

�(�)

xZ
a

'(t)(x� t)��1dt; x > a (3.2.1)

Abel integral denklemini ele alal¬m.

(3:2:1) ifadesinin her iki yan¬nda x yerine t; t yerine s yazal¬m. Daha sonra elde edilen

ifadenin her iki yan¬n¬(x� t)�� ile çarparak a dan x e kadar integralini al¬rsak;

xZ
a

dt

(x� t)�

xZ
a

'(s)

(t� s)1��ds = �(�)
xZ
a

f(t)

(x� t)�dt

olur. Burada Dirichlet formülü olarak bilinen

bZ
a

0@ xZ
a

f(x; y)dy

1A dx = bZ
a

0@ bZ
y

f(x; y)dx

1A dy
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şeklindeki s¬n¬r de¼gi̧simi formülünü gözönüne al¬rsak,

xZ
a

'(s)ds

xZ
s

dt

(x� t)�(t� s)1�� = �(�)
xZ
a

f(t)

(x� t)�dt (3.2.2)

oldu¼gunu görürüz. (3:2:2) ifadesindeki iç integralde t = s+�(x�s) de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi

yap¬l¬rsa,

xZ
s

dt

(x� t)�(t� s)1�� =
1Z
0

���1(1� �)��d� = B(�; 1� �) = �(�)�(1� �)
�(�+ 1� �)

oldu¼gu görülür. Elde edilen bu eşitlik (3:2:2) de kullan¬l¬rsa,

�(�)�(1� �)
xZ
a

'(s)ds = �(�)

xZ
a

f(t)

(x� t)�dt

xZ
a

'(s)ds =
1

�(1� �)

xZ
a

f(t)

(x� t)�dt

olur. Buradaki son eşitli¼gin her iki yan¬n¬n x e göre türevi al¬n¬rsa,

'(x) =
1

�(1� �)
d

dx

xZ
a

f(t)

(x� t)�dt (3.2.3)

elde edilir. Elde edilen (3:2:3) ifadesine �: mertebeden kesirli türev denir. Bu türeve

Riemann-Liouville kesirli (fractional) türevi de denmektedir.

Bu türev formülü daha genel olarak şu şekilde ifade edilir.

Tan¬m 3.2.1: f fonksiyonu her sonlu (a; x) aral¬¼g¬nda sürekli ve integrallenebilir olsun.

m 2 IN , m�1 � � < m olmak üzere x > a için reel bir f fonksiyonunun �: mertebeden

Riemann-Liouville kesirli türevi

D�
RLf(x) =

1

�(m� �)
dm

dxm

xZ
a

f(t)(x� t)m���1dt (3.2.4)

şeklindedir.

Tan¬m 3.2.2: m; m < � < m+1 şart¬n¬sa¼glayan bir tamsay¬, f sürekli bir fonksiyon,

f (k)(x)(k = 1; 2; :::;m + 1) türevleri de [a; x] aral¬¼g¬nda sürekli olsun. Bu takdirde f
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fonksiyonunun �: mertebeden Grünwald-Letnikov kesirli türevi

D�
GLf(x) =

mX
k=0

f (k)(a)(x� a)��+k
�(��+ k + 1) +

1

�(��+m+ 1)

xZ
a

f (m+1)(t)(x� t)m��dt (3.2.5)

dir.

Tan¬m 3.2.3: m; m � 1 < � < m olacak şekilde pozitif bir tamsay¬, � herhangi bir

pozitif say¬ve f fonksiyonu da m defa sürekli diferensiyellenebilir olsun. Bu takdirde

f fonksiyonunun �: mertebeden Caputo kesirsel türevi

D�
Cf(x) =

1

�(m� �)

xZ
a

f (m)(t)(x� t)m���1dt (3.2.6)

ile tan¬mlan¬r.

x � 0 için (m + 1): mertebeden sürekli türeve sahip f(x) fonksiyonlar¬n¬n bir s¬n¬f¬

ele al¬nd¬¼g¬nda (3:2:5) ile verilen Grünwald-Letnikov kesirli türevi, (3:2:4) ile verilen

Riemann-Liouville kesirli türevine eşit olacakt¬r. Bununla birlikte ayn¬şartlar alt¬nda

Caputo kesirli türevi ile di¼ger iki kesirli türev aras¬nda böyle bir eşitlik söz konusu

de¼gildir. Şimdi Grünwald-Letnikov ve Riemann-Liouville kesirli türevlerinin hangi şart-

lar alt¬nda eşit olduklar¬n¬gösteren bir teoremi ifade edelim.

Teorem 3.2.1: f(x) fonksiyonu [a; x] aral¬¼g¬nda (n � 1) defa sürekli diferensiyel-

lenebilir ve f (n)(x) türevleri de [a; x] aral¬¼g¬nda integrallenebilir olsun. Bu takdirde

her �; (0 < � < n) için D�
RLf(x) Riemann-Liouville türevi mevcuttur ve D

�
GLf(x)

Grünwald-Letnikov türevine eşittir. Eger 0 � m � 1 � � � m � n ise bu takdirde,

a < t < x için,

D�
RLf(x) = D

�
GLf(x) =

m�1X
j=0

f (j)(a)(x� a)��+j
�(��+ j + 1) +

1

�(m� �)

xZ
a

f (m+1)(t)(x� t)m��dt

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Teorem 3.2.2: f(x) fonksiyonu her (a; x) sonlu aral¬¼g¬nda sürekli ve integrallenebilir,

m; m�1 < � < m olacak şekilde pozitif bir tamsay¬ve � herhangi bir pozitif say¬olmak

üzere f (k)(x) (k = 1; 2; :::;m+1) türevleride [a; x] aral¬¼g¬nda sürekli ve integrallenebilir
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olsun. Bu takdirde k = 1; 2; :::;m+ 1 için f (k)(a) = 0 şartlar¬sa¼glan¬rsa

D�
RLf(x) = D

�
Cf(x)

dir.

Örnek 3.2.1: Daha önce ele ald¬¼g¬m¬z fonksiyonun türevini tekrar ele alal¬m. f(x) = x2

fonksiyonunun � =
1

2
için Riemann-Liouville kesirli türevi hesaplayal¬m. m 2 IN ,

m � 1 � � < m oldu¼gundan dolay¬, m � 1 � 1

2
< m için m = 1 olmal¬d¬r. Riemann-

Liouville kesirli türev formülünden,

D�
RLf(x) =

1

�(m� �)
dm

dxm

xZ
a

f(t)(x� t)m���1dt

D
1
2
RLf(x) =

1

�(1� 1
2
)

d

dx

xZ
a

t2(x� t)1�
1
2
�1dt

D
1
2
RLf(x) =

1

�(
1

2
)

d

dx

xZ
a

t2(x� t)�
1
2dt

D
1
2
RLf(x) =

1p
�

d

dx

x�aZ
0

(x� u)2(u)�
1
2du

D
1
2
RLf(x) =

1p
�

8x2 � a2 � 4ax

3(x� a)
1

2

bulunur.

Şimdi ayn¬ fonksiyonun Grünwald-Letnikov kesirli türevini hesaplayal¬m. m < � <

m + 1 oldu¼gundan dolay¬, m <
1

2
< m + 1 için m = 0 olmal¬d¬r. Grünwald-Letnikov

kesirli türev formülünden
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D�
GLf(x) =

mX
k=0

f (k)(a)(x� a)��+k
�(��+ k + 1) +

1

�(��+m+ 1)

xZ
a

f (m+1)(t)(x� t)m��dt

D
1
2
GLf(x) =

0X
k=0

f (k)(a)(x� a)�
1
2
+k

�(�1
2
+ k + 1)

+
1

�(�1
2
+ 0 + 1)

xZ
a

f (0+1)(t)(x� t)0�
1
2dt

D
1
2
GLf(x) =

f (0)(a)(x� a)�
1
2
+0

�(�1
2
+ 1)

+
1

�(�1
2
+ 1)

xZ
a

f 0(t)(x� t)�
1
2dt

D
1
2
GLf(x) =

a2(x� a)�
1
2
+0

�(
1

2
)

+
1

�(
1

2
)

xZ
a

2t(x� t)�
1
2dt

D
1
2
GLf(x) =

3a2 + 12x(x� a)� 4(x� a)2
p
�3(x� a)

1

2

=
1p
�

8x2 � a2 � 4ax

3(x� a)
1

2

olarak bulunur.
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4. KES·IRL·I (FRACTIONAL) ·INTEGRAL OPERATÖRLER

Bu bölümde Riesz potansiyelinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ ve genel formu olan kesirli integralleri

inceleyece¼giz. E¼ger 0 < � < n ise jxj�n+� 2 Lloc (Rn) dir. Bu durumda 
\1
jxjn��

!
(�) =  (�) (2�)�� j�j�� (4.0.1)

yaz¬l¬r. Burada

 (�) = �
n
2 2��

��
2

�
=�

�
n� 2
2

�
dir. Riesz potansiyeli,

I� (f) (x) =
1

 (�)

Z
Rn

f (y)

jx� yjn��
dy =

1

 (�)

�
1

j�jn��
� f
�
(x) (4.0.2)

şeklinde tan¬mlan¬r. Şimdi kesirli mertebeden Laplace operatörü ile Riesz potansiyeli

aras¬ndaki ili̧skiyi verelim. � Laplace operatörünün,

� =
@

@x21
+

@

@x22
+ :::+

@

@x2n

şeklinde ifade edildi¼gini biliyoruz. Her bir ' 2 = (Rn) için, ��' operatörünün Fourier

dönüşümü, �
[��'

�
(�) = (2� j�j)2 '̂ (�)

şeklindedir. Gerçektende;�
[��'

�
(�) =

1

 (�)

Z
Rn

��' (x) e�2�i�xdx

= � 1

 (�)

+1Z
�1

+1Z
�1

:::

+1Z
�1

�
@2' (x)

@x21
+ :::+

@2' (x)

@x2n

�
e�2�i(�1x1+:::+�nxn)dx1:::dxn

olarak yaz¬l¬r. Buradaki her bir toplam ayn¬karakterde oldu¼gundan, bir tanesine ya-

paca¼g¬m¬z i̧slemi tümü için alabiliriz. Bunun için k¬smi integrasyon yöntemini uygula-
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yal¬m,
1Z

�1

@2' (x)

@x21
e�2�i�1x1dx1

= e�2�i�1x1 @'
@x1

���1
�1| {z }

0

+ 2�i�1

1Z
�1

@'
@x1
e�2�ix1�1dx1

= 2�i�1

0B@e�2�i�1x1' (x)��1�1| {z }
0

+ 2�i�1

1Z
�1

' (x) e�2�i�1x1dx1

1CA
= (2�i�1)

2

1Z
�1

' (x) e�2�i�1x1dx1:

Elde edilen bu eşitlik yard¬m¬yla,�
[��'

�
(�) = 4�2

�
�21 + �

2
2 + :::+ �

2
n

� 1

 (�)

Z
Rn

' (x) e�2�i�xdx

= 4� j�j2 b' (�)
ifadesini yazabiliriz. Böylece ' 2 =(Rn) ve 0 < � < n için (4:0:1) ve (4:0:2) eşitlik-

lerinden,

(dI�') (�) =

�
1

 (�)

�
1

j�jn��
� '
��b

(�)

=
1

 (�)

�
1

j�jn��
� '
�b
(�)

=
1

 (�)
 (�) (2�)�� j�j�� '̂ (�)

= (2� j�j)�� '̂ (�)

=
�
(��)�

�
2 '
�b
(�)

elde edilir.

4.1 Riesz Potansiyeli

Bu bölümde Riesz potansiyelleri için baz¬özellikler ele al¬nacakt¬r. Bunun için önce-

likle, I� Riesz potansiyelinin, 0 < � < n olmak üzere, Lp den Lq ya s¬n¬rl¬ oldu¼gu

gösterilecektir. Yani,

kI�fkq � C kfkp (4.1.1)

olmas¬için gerek ve yeter şart¬n
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1

q
=
1

p
� �
n

(4.1.2)

oldu¼gu gösterilecektir. � > 0 için

� � (f) (x) = f (�x)

geni̧sleme operatörünü ele alal¬m. Bu durumda 0 < � < n için

� ��1I�� � = �
��I� (4.1.3)

ve

k� � (f)kp = �
�n=p kfkp , k� ��1I� (f)kq = �

n=q kI� (f)kq (4.1.4)

dir. Böylece � > 0 için (4:1:1); (4:1:3) ve (4:1:4) ifadelerinden dolay¬

kI�fkq = �� k� ��1I�� � (f)kq
= �

�+
n
q kI�� � (f)kq

� C�
�+

n
q k� �fkp

= C�
�+

n
q
�n
p kfkp

(4.1.5)

oldu¼gu görülür. (4:1:5) tüm � > 0 için sa¼gland¬¼g¬ndan (4:1:2) nin sa¼glanmas¬ için

�+
n

q
� n
q
= 0; yani

1

q
=
1

p
� �
n
olmal¬d¬r.

Lemma 4.1.1: f 2 Lp (Rn) ve 1 � p < n

�
olsun. O halde x 2 Rn için

jI�f (x)j � C kfk
�p
n
p [Mf (x)]1�

�p
n

dir. Burada M operatörü Hardly-Littlewood maksimal fonksiyonu ve C = C(�; p; n)

dir.

·Ispat: x 2 Rn sabiti ve r > 0 için

jI�f (x)j �
Z

jyj�r

f (x� y)
jyjn��

dy +

Z
jyj>r

f (x� y)
jyjn��

dy := J1 + J2
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vard¬r. ·Ilk olarak J1 integralini ele alal¬m.

J1 =

1X
j=0

Z
2�j�1r<jyj�2�jr

f (x� y)
jyjn��

dy

�
1X
j=0

1

(2�j�1r)n��

Z
2�j�1r<jyj�2�jr

jf (x� y)j dy

� Cr�
1X
j=0

(2�j)
�

(2�jr)n

Z
jyj�2�jr

jf (x� y)j dy

= Cr�Mf (x)
1X
j=0

1

2j�

� Cr�Mf (x)

(4.1.6)

dir. J2 için p = 1 seçilirse

J2 � r��n kfk1 (4.1.7)

elde edilir. 1 < p <
n

�
al¬n¬rsa Hölder eşitsizli¼ginden,

J2 �

0B@ Z
jyj>r

jyj(��n)p
0
dy

1CA
1
p0

kfkp

� Cr
��n

p kfkp

(4.1.8)

yaz¬l¬r. Böylece (4:1:6) ve (4:1:8) ifadelerinde 1 � p < n

�
al¬nd¬¼g¬nda tüm x 2 Rn için

jI�f (x)j � C
�
r�Mf (x) + r

��n
p kfkp

�
eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. Bu eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬nda,

f (r) = r�Mf (x) + r
��n

p kfkp

alal¬m ve bu ifadenin en küçük de¼gerini bulal¬m. Bunun için,

f 0 (r) = �r��1Mf (x) +
�
�� n

p

�
r
��n

p
�1 kfkp = 0

) �r
n
pMf (x) =

�
n

p
� �

�
kfkp
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) r
n
p =

�
n

p
� �

�
kfkp

�Mf (x)

=

�
n

p�
� 1
� kfkp
Mf (x)

r =

�
n

p�
� 1
� p
n

kfk
p
n (Mf (x))�

p
n

eşitli¼gini elde ederiz. Burada c1 =
�
n

p�
� 1
� p
n

için,

r = c1 kfk
p
n (Mf (x))�

p
n

dir. O halde,

jI�f (x)j � C
�
r�Mf (x) + r

��n
p kfkp

�
= C kfk

�p
n
p [Mf (x)]1�

�p
n

oldu¼gu görülür.

Teorem 4.1.1 (Hardly-Littlewood-Sobolev Teoremi): Kabul edelim ki 0 < � <

n; 1 � p < n

�
ve
1

q
=
1

p
� �
n
olsun. Bu durumda,

i: f 2 Lp (Rn)
�
1 < p <

�

n

�
ise kI�fkq � C kfkp dir.

ii: f 2 L1 (Rn) ve tüm � > 0 için

jfx 2 Rn : jI�f (x)j > �gj �
�
C

�
kfk1

� n
n��

; C = C(�; n; p)

dir.

·Ispat i:
�
1� �p

n

�
q = p olaca¼g¬aç¬kt¬r. Lemma 4.1.1 ve 1 < p < 1 olmak üzere

Hardly-Littlewood maksimal operatörünün Lp�s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan,

kI�fkq � C kfk
�p
n
p kMfk1�

�p
n

p � C kfkp

eşitsizli¼gi kolayca yaz¬l¬r.
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ii: Lemma 4.1.1 ve M operatörünün zay¬f (1; 1)�s¬n¬rl¬l¬¼g¬gözönüne al¬n¬rsa,

jfx 2 Rn : jI�f (x)j > �gj =

�������
8><>:x 2 Rn :Mf (x) >

0@ �

C kfk
�
n
1

1A
n

n��
9>=>;
�������

� C1

0@C kfk�n1
�

1A
n

n��

kfk1

�
�
C

�
kfk1

� n
n��

yaz¬l¬r.

Şimdi I� Riesz potansiyeli için birkaç hat¬rlatma verelim.

Hat¬rlatma 4.1.1: Teorem 4.1.1 in (ii) k¬sm¬

kI�fk n
n��

� C kfk1 (4.1.9)

olarak yaz¬lamaz. Şimdi bu durumun sa¼glanmayaca¼g¬na dair örnekler verelim. jyj � 1

iken f (y) = 1 ve jyj > 1 iken f (y) = 0 olsun. Bu durumda,

I�f (x) =
1

 (x)

Z
jyj�1

dy

jx� yjn��

olur. jxj > 1 ve jyj � 1 için

jx� yj � jxj+ jyj � jxj+ 1 < 2 jxj

yaz¬labilir. Bundan dolay¬,

jI�f (x)j �
C

jxjn��
; x > 1

olacakt¬r. O halde Z
Rn

jI�f (x)j
n

n�� dx � C
Z

jxj>1

dx

jxjn =1

olacakt¬r.

Hat¬rlatma 4.1.2: p =
n

�
iken Teorem 4.1.1 in (i) si do¼gru de¼gildir. Bunun için f

fonksiyonunu,

f (x) =

8>><>>:
jxj��

�
log

1

jxj

���
n
(1+")

; jxj � 1

2

0 ; jxj > 1

2
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şeklinde tan¬mlayal¬m. Burada " yeterince küçük bir say¬d¬r. O halde f 2 L
n
� (Rn)

oldu¼gu aç¬kt¬r. Ancak her ",
n

�
(1 + ") � 1 ifadesi sa¼glayacak şekilde seçilirse

I�f (0) =
1

 (�)

Z
jxj�1

2

jxj�n
�
log

1

jxj

���
n
(1+")

dx =1

olur. Dolay¬s¬ ile I�(f) asl¬nda orjin etraf¬nda s¬n¬rl¬de¼gildir. Bu yüzden I�f (x) =2

L1 (Rn) dir.
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4.2 Riesz Potansiyelinin A¼g¬rl¬kl¬S¬n¬rl¬l¬¼g¬

I� n¬n a¼g¬rl¬kl¬ s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ incelemek için öncelikle kesirli M� maksimal operatörünü

ifade etmek gerekir. 0 < � < n ve f 2 Lloc (Rn) için

M� (f) (x) = sup
r>0

1

rn��

Z
jyj�r

jf (x� y)j dy (4.2.1)

dir. Buna denk bir tan¬m ise

M� (f) (x) = sup
Qx

1

jQxj1�
�
n

Z
Qx

jf(y)j dy (4.2.2)

olarak ifade edilebilir. Buradaki supremum Rn de, kenarlar¬eksenlere paralel ve merkezi

x ekseni üzerinde olan tüm Qx küpleri üzerinden al¬nmaktad¬r. M� kesirli maksimal

operatörü baz¬ durumlarda I� yard¬m¬yla karakterize edilecektir. Yani 0 < � < n,

f 2 Lloc (Rn) ve x 2 Rn için

M� (f) (x) �  (�) I� (jf j) (x) (4.2.3)

dir. Gerçekten x 2 Rn ve belirli r > 0 sabiti için

I� (jf j) (x) =
1

 (�)

Z
Rn

jf (x� y)j
jyjn��

dy

� 1

 (�)

Z
jyj�r

jf (x� y)j
jyjn��

dy

� 1

 (�)

1

rn��

Z
jyj�r

jf (x� y)j dy

(4.2.4)

olur. Bu eşitsizli¼gin her iki yan¬n¬n r > 0 için supremumu al¬n¬rsa, istenen elde edilir.

Teorem 4.2.1: 0 < � < n, 1 � p � n

�
ve
1

q
=
1

p
� �
n
olsun.

i: f 2 Lp (Rn)
�
1 < p � n

�

�
ise

kM�fkq � C kfkp

ii: f 2 L1 (Rn) ve her bir � > 0 için

jfx 2 Rn :M�f (x) > �gj �
�
C

�
kfk1

� n
n��
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dir. Buradaki C; �; n; p ye ba¼gl¬d¬r.

·Ispat: Bu teoremin ispat¬Hardy-Littlewood Sobolev teoremi, (4:2:3) eşitsizli¼gi ve 1 �

p <
n

�
yard¬m¬yla kolayca görülür. Ayr¬ca p =

n

�
için Hölder eşitsizli¼gi yard¬m¬yla M�

n¬n L
n
� (Rn) den L1 (Rn) ye s¬n¬rl¬oldu¼gu aç¬kt¬r.

Şimdi M� kesirli (fractional) maksimal operatörünün a¼g¬rl¬kl¬s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬inceleyelim.

Bunun için öncelikle A(p; q) s¬n¬f¬n¬ ve A(p; q) s¬n¬f¬ ile Ap s¬n¬f¬ aras¬ndaki ili̧skiyi

araşt¬ral¬m.

w (x), Rn de negatif olmayan ve lokal integrallenebilen bir fonksiyon olsun. w 2

A(p; q)(1 < p; q < 1) olmak üzere C > 0 sabiti vard¬r öyleki, Rn deki her bir Q

kübü için

sup
Q

0@ 1

jQj

Z
Q

w (x)q dx

1A
1
q
0@ 1

jQj

Z
Q

w (x)�p
0
dx

1A
1
p0

� C <1 (4.2.5)

dir. w (x) 2 A (1; q) (1 < q <1) olmak üzere Rn deki her bir Q kübü için

sup
Q

0@ 1

jQj

Z
Q

w (x)q dx

1A
1
q �
esssup

Q

1

w (x)

�
� C <1 (4.2.6)

olacak şekilde C > 0 sabiti vard¬r.

Teorem 4.2.2 (A(p; q) ve Ap aras¬ndaki ili̧ski): 0 < � < n; 1 � p <
n

�
ve
1

q
=
1

p
��
n

olsun.

i: p > 1 ise w 2 A (p; q), wq 2 A
q
n��
n
, wq 2 A1+ q

p0
, w�p

0 2 A
1+ p0

q

ii: p > 1 ise w 2 A (p; q)) wq 2 Aq ve wp 2 Ap
iii: p = 1 ise w 2 A (1; q), wq 2 A1

dir.

Teorem 4.2.3: 0 < � < n; 1 � p < n

�
,
1

q
=
1

p
� �
n
ve w 2 A (p; q) olsun. 8� > 0 ve

8f 2 Lp (Rn; wp) için

�Z
fx2Rn:M�f(x)>�g

w (x)q dx

�1
q

� C

�

0@Z
Rn

jf (x)w (x)jp dx

1A
1
p

(4.2.7)

olacak şekilde C > 0 sabiti vard¬r.
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·Ispat: � > 0 ve K > 0 için

E� = fx 2 Rn :M�f (x) > �g

E�;K = E� \B (0; K)

alal¬m. Burada B (0; K) = fx 2 Rn : jxj < Kg dir. Bundan dolay¬, her bir x 2 E�;K
için, M� operatörünün tan¬m¬yard¬m¬yla

jQxj�1+
�
n

Z
Qx

jf (y)j dy > � (4.2.8)

olacak şekilde bir Qx kübü vard¬r. E�;K �
[

x2E�;K

Qx oldu¼gundan E�;K �
[
j

Qxj olacak

şekilde fxjg � E�;K vard¬r.
�
Qxj
	
s¬n¬rl¬d¬r, yani 9C = C (n) için,X

j

�Qxj (x) � C (n) ; 8x 2 Rn

dir (Burada Besicovitch overlapping teoremi uygulanm¬̧st¬r [Garcia-Cuerva 1985]). Bu-

radan, 0B@ Z
E�;K

w (y)q dy

1CA
p
q

�

0B@X
j

Z
Qxj

w (y)q dy

1CA
p
q

(4.2.9)

elde edilir.
p

q
< 1 için (4:2:9) un sa¼g taraf¬

X
j

0B@Z
Qxj

w (y)q dy

1CA
p
q

(4.2.10)

olur. TümQxj ler için (4:2:8) ifadesi sa¼gland¬¼g¬ndan (4:2:9) ile (4:2:10) un kombinasyonu0B@ Z
E�;K

w (y)q dy

1CA
p
q

�
X
j

0B@Z
Qxj

w (y)q dy

1CA
p
q 0@ 1

�
��Qxj ��1��n

Z
Qx

jf (y)j dy

1Ap

(4.2.11.)
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eşitsizli¼gini sa¼glar. p > 1 için Hölder eşitsizli¼gi ve (4:2:5) den0B@ Z
E�;K

w (y)q dy

1CA
p
q

�
X
j

0B@Z
Qxj

w (y)q dy

1CA
p
q

��p
��Qxj ��1�p�pq Z

Qxj

jf (y)w (y)jp dy

0B@Z
Qxj

w (y)�p
0
dy

1CA
p
p0

� C��p
X
j

Z
Qxj

jf (y)w (y)jp dy

� C��p
Z
Rn

jf (x)w (y)jp dy

(4.2.12)

olur. Elde edilen bu eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki son terim
�
Qxj
	
nin özelli¼ginden dolay¬

sonlu örtüye sahiptir. Buradaki C sabiti ise K yar¬çap¬ndan ba¼g¬ms¬zd¬r. Dolay¬s¬yla

monoton yak¬nsakl¬k teoremi (4:2:12) yi sa¼glar.

p = 1 için Z
Qxj

jf (y)j dy =

Z
Qxj

jf (y)w (y)jw (y)�1 dy

� esssup
Qxj

w (y)�1
Z
Qxj

jf (y)w (y)j dy
(4.2.13)

vard¬r. (4:2:11); (4:2:13) ve (4:2:6) dan0B@ Z
E�;K

w (y)q dy

1CA
1
q

�
X
j

1

�

0B@Z
Qxj

w (y)q dy

1CA
1
q

1��Qxj ��1q esssupQxj

1

w (y)

0B@Z
Qxj

jf (y)w (y)j dy

1CA
� C 1

�

X
j

Z
Qxj

jf (y)w (y)j dy

� C

�

Z
Rn

jf (y)w (y)j dy
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yaz¬l¬r. O halde k !1 al¬rsak p = 1 için (4:2:7) sa¼glan¬r.

Teorem 4.2.4: Kabul edelim ki 0 < � < n; 1 < p <
n

�
ve
1

q
=
1

p
� �

n
olsun.

w 2 A (p; q) olmak üzere0@Z
Rn

[M�f (x)w (x)]
q dx

1A
1
q

� C

0@Z
Rn

jf (x)w (x)jp dx

1A
1
p

(4.2.14)

dir. Burada C; f den ba¼g¬ms¬zd¬r.

·Ispat: w 2 A (p; q) oldu¼gu için, Teorem 4.2.2 nin (i) k¬sm¬ndan wq 2 A
1+

q
p0
vard¬r.

Ap�a¼g¬rl¬¼g¬n¬n temel özelliklerinden wq 2 As olacak şekilde 1 < s < 1+ q
p0 vard¬r. Şimdi

aşa¼g¬dakiler sa¼glanacak şekilde p1 ve q alal¬m,

1 < p1 < p ;
1

q1
=
1

p1
� �
n

ve s = 1 +
q1
p01
: (4.2.15)

Böylece (4:2:15) ve Teorem 4.2.2 nin (i) k¬sm¬ndan dolay¬w
q
q1 2 A (p1; q1) oldu¼gu

aç¬kt¬r. Teorem 4.2.3 den yararlanarak her bir � > 0 için0@Z
E�

�
w (x)

q
q1

�q1
dx

1A
p1
q1

� C��p1
0@Z
Rn

jf (x)jp1
�
w (x)

q
q1

�p1
dx

1A
yaz¬l¬r. Bu eşitsizlik,0@Z

E�

v (x) dx

1A
p1
q1

� C��p1
0@Z
Rn

jf (x)jp1 v (x)
p1
q1 dx

1A (4.2.16)

ifadesine denktir. Burada v (x) = wq (x) dir.

f (x) = g (x) v (x)
�
n al¬narak

T (g) (x) =M�

�
gv

�
n

�
(x)

şeklinde bir altlineer operatör tan¬mlayal¬m. Böylece (4:2:16) ifadesini bu yeni tan¬m-

lamalar alt¬nda yeniden yazarsak,

Z
fx2Rn:T (g)(x)>�g

v (x) dx � C��q1
0@Z
Rn

jg (x)jp1 v (x) dx

1A
q1
p1

(4.2.17)
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olur. Di¼ger taraftan, p < p2 <
n

�
olacak şekilde p2 alal¬m ve

1

q2
=
1

p2
� �
n
sa¼glas¬n. O

halde

1 +
q2
p02
> 1 +

q

p0

dir. Teorem 4.2.2 (i) den w
q
q2 2 A (p2; q2) dir. Benzer şekilde (4:2:17) denkleminden,

Z
fx2Rn:T (g)(x)>�g

v (x) dx � C��q2
0@Z
Rn

jg (x)jp2 v (x) dx

1A
q2
p2

(4.2.18)

yaz¬l¬r. (4:2:17) ve (4:2:18) ifadelerine Marcinkiewicz interpolation teoremini uygularsak

0@Z
Rn

[T (g) (x)]q v (x) dx

1A
1
q

� C

0@Z
Rn

jg (x)jp v (x) dx

1A
1
p

(4.2.19)

olur. g(x) = f(x)v(x)�
�
n ve v(x) = w(x)q olsun. O halde

0@Z
Rn

[M� (f) (x)w (x)]
q dx

1A
1
q

� C

0@Z
Rn

jf (x)w(x)jp dx

1A
1
p

dir. Böylece ispat tamamlan¬r.

M� n¬n a¼g¬rl¬kl¬s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan, I� Riesz potansiyelinin a¼g¬rl¬kl¬s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬araşt¬ral¬m.

Bir sonraki lemmay¬ vermeden önce A� üzerinde bir tan¬m verelim. Rn de negatif

olmayan w(x) fonksiyonu, her Q kübünde " > 0 için bir � > 0 varsa A1 durumu

sa¼glan¬r. jEj � � jQj eşitsizli¼gini sa¼glayan Q nun bir ölçülebilir E alt kümesi içinZ
E

w(x)dx � "
Z
Q

w(x)dx (4.2.20)

vard¬r. A1 koşulunu sa¼glayan tüm fonksiyonlar A1 s¬n¬f¬n¬ oluşturur. A1 ve Ap

(1 � p <1) aras¬daki ili̧ski

A1 =
[
p�1
Ap (4.2.21)

dir. Şimdi ispats¬z olarak verece¼gimiz aşa¼g¬daki Lemma bize I� veM� aras¬ndaki ili̧skiyi

verecektir [Muckenhoupt 1971].

38



Lemma 4.2.1: Kabul edelim ki 0 < � < n, 0 < q < 1 ve w(x) 2 A1 olsun. f den

ba¼g¬ms¬z öyle bir C sabiti vard¬r ki,Z
Rn

jI�f(x)jq w(x)dx � C
Z
Rn

[M�f(x)]
q w(x)dx

ve

sup
�>0
�q
Z
fx:jI�f(xj)>�g

w(x)dx � Csup
�>0
�q
Z
fx:M�f(x)>�g

w(x)dx

dir.

Teorem 4.2.5: Kabul edelim ki 0 < � < n; 1 � p < n

�
;
1

q
=
1

p
� �
n
ve w(x) 2 A (p; q)

olsun.

i: 1 < p <1 için,

0@Z
Rn

jI�f (x)w (x)jq dx

1A
1
q

� C

0@Z
Rn

jf (x)w(x)jp dx

1A
1
p

(4.2.22)

ii: p = 1 ise her bir � > 0 için

Z
fx:jI�f(x)j>�g

w (x)q dx � C

�q

0@Z
Rn

jf (x)w(x)j dx

1Aq

(4.2.23)

d¬r. Burada C f ve � dan ba¼g¬ms¬zd¬r.

Teorem 4.2.5 in ispat¬basittir. Gerçekten, Teorem 4.2.2, w(x)q 2 A1+ q
p0
(p > 1) veya

w(x)q 2 A1 (p = 1) için (4:2:21) denkleminden w(x)q 2 A1 elde edilir. Lemma 4.2.1,

Teorem 4.2.3 ve Teorem 4.2.4 birlikte uygulanarak (4:2:22) ve (4:2:23) denklemleri elde

edilir.
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4.3 Homogen Çekirdekli Kesirli ·Integral Operatörü

Bu bölümde I� Riesz potansiyelinden daha genel olan kesirli integral operatörlerinin

a¼g¬rl¬kl¬s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ve (Lp; Lq)�s¬n¬rl¬l¬¼g¬ele alaca¼g¬z.


, Rn üzerinde s¬f¬r¬nc¬mertebeden homogen bir fonksiyon olsun. Yani her � > 0 ve

her x 2 Rn için 
 2 L
n
n�1 (Sn�1) iken


 (x) = 
 (�x) (4.3.1)

olsun. Burada Sn�1 fx 2 Rn : jxj = 1g ; 0 < � < n olan birim küre olarak tan¬mlan¬r.

Böylece homogen çekirdekli kesirli integral operatör

T
;�f(x) =

Z
Rn


 (x� y)
jx� yjn��

f (y) dy (4.3.2)

şeklinde aç¬klan¬r. Aç¬kt¬r ki, 
 � 1 iken T
;� bir sabit olmas¬d¬̧s¬nda I� Riesz potan-

siyeli ile ayn¬anlama gelir. Di¼ger taraftan � = 0 ve 
, Sn�1 üzerinde azalan momente

sahipse Z
Sn�1


 (x0) d� (x0) = 0 (4.3.3)

olur. Böylece T
;� Carderon-Zygmund singüler integral operatörü haline gelir.

Aşa¼g¬daki sonuç, Hardly-Littlewood-Sobolev teoreminin T
;� için sa¼gland¬¼g¬n¬gösterir.

Teorem 4.3.1: Kabul edelim ki, 0 < � < n, 
 2 L
n
n�1 (Sn�1) olmak üzere (4:3:1)

sa¼glas¬n.

i: f 2 L1 (Rn) ise 8� > 0 için

jfx 2 Rn : jT
;�f(x)j > �gj �
�
C

�
kfk1

� n
n��

olur.

ii: f 2 Lp (Rn)
�
1 < p <

n

�

�
ise kT
;�fkq � C kfkp dir. Burada

1

q
=
1

p
� �

n
ve

C = C(n; �; p) dir.

·Ispat: ·Ispat¬üç ad¬mda yapaca¼g¬z. Burada,

K(x) =

(x)

jxjn��
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ve

E(s) = fx 2 Rn : jK(x)j > sg

alal¬m. ·Ilk olarak 8s > 0 için

jE(s)j � As�
n

n�� (4.3.4)

sa¼gland¬¼g¬n¬gösterelim. Burada A, � ve n ye ba¼gl¬d¬r. Gerçekten, (4:3:1) yard¬m¬yla,

jE(s)j � 1

s

Z
E(s)

j
 (x)j
jxjn��

dx

=
1

s

Z
Sn�1

j
 (x0)j
Z � j
(x0)j

s

� 1
n��

0

r��1drd�(x0)

= As
�n
n��

eşitsizli¼gini yazar¬z. Burada A =
1

�
k
k

n
n��

L

n
n�� (S

n�1)
dir.

Şimdi 1 � p < n

�
;
1

q
=
1

p
� �
n
için T
;� n¬n (p; q)�zay¬f tipli oldu¼gunu gösterelim. Belirli

bir � > 0 sabiti için

K1(x) = sgn (K (x)) (jK (x)j � �)�E(�)(x)

ve

K2(x) = K(x)�K1(x)

alal¬m. Buradan p = 1 ise kK2k1 � �; ve 1 < p <
n

�
ise (4:3:4) den

Z
Rn

jK2(x)jp
0
dx = p0

�Z
0

sp
0�1 jE(s)j ds

� p0A

�Z
0

s
p0�1� n

n��ds

=
p0A

p0 � n
n��

:�
p0� n

n��

=
n� �
n

Aq�
n

n��
p0

q
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dir. Böylece 1 � p < n

�
için,

kK2kp0 �
�
n� �
n

Aq

� 1
p0

�
n

(n��)q (4.3.5)

vard¬r. Bu yüzden Hölder eşitsizli¼gi

kK2 � fk1 �
�
n� �
n

Aq

� 1
p0

�
n

(n��)q kfkp

ifadesini sa¼glar.

Şimdi 8� > 0 için �
n� �
n

Aq

� 1
p0

�
n

(n��)q kfkp =
�

2

denklemeni sa¼glayacak şekilde � alal¬m. O zaman,�����x 2 Rn : jK2 � f(x)j >
�

2

����� = 0
olur. Böylece

jfx 2 Rn : jT
;�f(x)j > �gj �
�����x 2 Rn : jK1 � f(x)j >

�

2

�����
�

�
2

�
kK1 � fkp

�p (4.3.6)

yaz¬l¬r. (4:3:4) denkleminden,Z
Rn

jK1(x)j dx =

Z
E(�)

(jK (x)j � �) dx

�
1Z
0

jE (t+ �)j dt

� A

1Z
�

t
� n
n��dt

=
�A

n� ��
� �
n��

(4.3.7)

vard¬r. Her f 2 L1 (Rn), 8x 2 Rn için (4:3:7) yard¬m¬yla,

jK1 � f(x)j � kfk1
Z
Rn

jK1(x)j dx �
�A

n� ��
� �
n�� kfk1 (4.3.8)
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yaz¬l¬r. 8f 2 L1 (Rn) için

kK1 � fk1 �
Z
Rn

Z
Rn

jK1(x� y)j jf (y)j dydx �
�A

n� ��
� �
n�� kfk1 (4.3.9)

dir. Böylece (4:3:8) ve (4:3:9) ifadelerinden T1 : f 7! K1 � f nin (1;1)�tipli ve

(1; 1)�tipli oldu¼gu görülür. The Riesz-Thörin teoremi, T1 operatörünün (1 < p < 1)

için (p; p)�tipli oldu¼gunu ve

kT1k(p;p) �
�A

n� ��
� �
n�� (4.3.10)

eşitsizli¼gini sa¼glad¬¼g¬n¬gösterir. (4:3:6) ve (4:3:10) un kombinasyonundan

jfx 2 Rn : jT
;�f(x)j > �gj �
�
2

�

�A

n� ��
� �
n�� kfkp

�p
= C

�
1

�
kfkp

�q (4.3.11)

yaz¬l¬r. Burada C ve �; f den ba¼g¬ms¬zd¬r. Dolay¬s¬yla Teoremin (i) k¬sm¬ispatlanm¬̧s

olur. Şimdi (ii) k¬sm¬n¬gösterelim. 81 < p <
n

�
için, p < p0 <

n

�
olmak üzere p0

ve
1

q0
=
1

p0
� �
n
olmak üzere q0 seçelim. ·Ikinci durumdan T
;� n¬n (p0; q0)�zay¬f tipli

oldu¼gu aç¬kt¬r. (i) ve Marcinkiewicz interpolation teoreminden dolay¬,
1

q
=
1

p
� �

n

olmak üzere T
;� operatörünün (p; q)�tipli oldu¼gu görülür. Gerçekten,
1

p
=
1� �
p0

+ �

ve
1

q
=
1� �
q0

+
(n� �)�

n
olacak şekilde 0 < � < 1 vard¬r. Böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.3.1 in ispat¬yard¬m¬yla daha genel bir sonuç elde edilebilir.

Kabul edelim ki K(x); Rn de ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Rn de ölçülebilir f fonksi-

yonu için,

Tf (x) = (K � f) (x)

olsun. 1 < r <1 olmak üzere 8s > 0 için

fx 2 Rn : jK(x)j > sg � Cs�r

olacak şekilde C > 0 sabiti varsa o zaman 1 � p < r0 ve 1
q
+ 1 =

1

p
+
1

r
için

i: p = 1 iken, T (1; r)�zay¬f tipli,

43



ii: 1 < p < r0 iken, T (p; q)�tiplidir.

Aşa¼g¬daki T
;� ile ili̧skili operatör, homogen çekirdekli bir kesirli maksimal operatördür.

Bu da,

M
;�f(x) = sup
r>0

1

rn��

Z
jyj�r

j
 (y)j jf (x� y)j dy (4.3.12)

şeklinde tan¬mlan¬r. (4:2:3) ün ispat¬ndaki düşünceden, M
;� ve T
;� aras¬nda bir ili̧ski

bulabiliriz.

Lemma 4.3.1: Kabul edelim ki, 0 < � < n ve 
 2 L
n

n�� (Sn�1) ; (4:3:1) ifadesi

sa¼glas¬n. O halde

M
;� � C(n; �)Tj
j;� (jf j) (x)

dir. Buradan Lemma 4.3.1 ve Teorem 4.3.1 den homogen çekirdekli kesirli maksi-

mal operatörünün (Lp; Lq)�s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬elde edilir. Şimdiye kadar yap¬lanlardan, ispat

etmeden şu teoremi verebiliriz.

Teorem 4.3.2: Kabul edelim ki, 0 < � < n, 
 2 L
n

n�� (Sn�1) olmak üzere (4:3:1)

ifadesini sa¼glas¬n.

i: f 2 L1 (Rn) ise 8� > 0 için

jfx 2 Rn :M
;�f(x) > �gj �
�
C

�
kfk1

� n
n��

ii: f 2 Lp (Rn)
�
1 < p � n

�

�
ise kM
;�fkq � C kfkp dir. Burada

1

q
=
1

p
� �

n
ve

C = C(n; �; p) dir.
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4.4 T
;� n¬n A¼g¬rl¬kl¬S¬n¬rl¬l¬¼g¬

Bu bölümde I� Riesz potansiyelinin a¼g¬rl¬kl¬s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬n homogen çekirdekli T
;� ke-

sirli integral operatörüne geni̧slemesi incelenecektir. M
;� homogen çekirdekli kesirli

maksimal operatörünün a¼g¬rl¬kl¬s¬n¬rl¬l¬¼g¬gösterilecektir. Burada 
; s¬f¬r¬nc¬dereceden

homogen ve daha önce tan¬mland¬¼g¬gibi al¬nacakt¬r.

Teorem 4.4.1: Kabul edelim ki, 0 < � < n; 1 � s0 < p <
n

�
ve
1

q
=
1

p
� �

n
olsun.


 2 Ls (Sn�1) ve w(x)s0 2 A
� p
s0
;
q

s0

�
ise

0@Z
Rn

(M
;�f (x)w(x))
q dx

1A
1
q

� C

0@Z
Rn

jf (x)w(x)jp dx

1A
1
p

olacak şekilde f den ba¼g¬ms¬z bir C sabiti vard¬r.

·Ispat: Hölder eşitsizli¼ginden,

M
;�f(x) = sup
r>0

1

rn��

Z
jyj�r

j
 (y)j jf (x� y)j dy

� sup
r>0

1

rn��

0B@ Z
jyj�r

jf (x� y)js
0
dy

1CA
1
s0
0B@ Z
jyj�r

j
 (y)js dy

1CA
1
s

� C k
kLs(Sn�1) sup
r>0

0B@ 1

rn��s0

Z
jyj�r

jf (x� y)js
0
dy

1CA
1
s0

= C k
kLs(Sn�1)
�
M�s

�
jf js

0
�
(x)
� 1
s0

(4.4.1)

yaz¬l¬r. Hipotezin koşullar¬0 < �s0 < n; 1 <
p

s0
<

n

�s0
ve

1

(q=s0)
=

1

(p=s0)
� �s

0

n
sa¼glar.
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(4:4:1) ve Teorem 4.2.4 yard¬m¬yla,

0@Z
Rn

(M
;�f (x)w(x))
q dx

1A
1
q

� C

2664
0@Z
Rn

�
M�s0

�
jf js

0
�
(x)w(x)s

0
(x)
� q
s0
dx

1A
s0

q

3775
1
s0

� C

2664
0@Z
Rn

�
jf(x)js

0
w(x)s

0
(x)
� p
s0
dx

1A
s0

p

3775
1
s0

= C

0@Z
Rn

jf(x)w(x)jp dx

1A
1
p

olur. Bu da teoremin ispat¬d¬r.

Aşa¼g¬daki lemma, homogen çekirdekli kesirli maksimal operatörleri ve homogen

çekirdekli kesirli integral operatörleri aras¬ndaki noktasal ili̧skiyi verir.

Lemma 4.4.1: Kabul edelim ki " > 0; x 2 Rn için 0 < �� " < � + " < n sa¼glas¬n. O

halde

jT
;�f(x)j � C (n; �; ") (M
;�+"f (x))
1
2 (M
;��"f (x))

1
2 (4.4.2)

vard¬r.

·Ispat: " > 0 ve x 2 Rn hipotezden vard¬r. � > 0 alal¬m, öyleki

�2" =
M
;�+"f (x)

M
;��"f (x)

olsun. Bu durumda,

T
;�f(x) =

Z
jx�yj<�


 (x� y)
jx� yjn��

f (y) dy +

Z
jx�yj��


 (x� y)
jx� yjn��

f (y) dy := I1 + I2
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yazal¬m. Böylece

jI1j �
1X
j=0

Z
2�j�1��jx�yj<2�j�

j
 (x� y)j
jx� yjn��

jf (y)j dy

�
1X
j=0

(2�j�1�)
�(n��)

Z
jx�yj<2�j�

j
 (x� y)j jf (y)j dy

� C�"M
;��"f (x)

olur. Benzer şekilde

jI2j �
1X
j=1

Z
2j�1��jx�yj<2j�

j
 (x� y)j
jx� yjn��

jf (y)j dy

� C
1X
j=1

(2j�)
�" 1

(2j�)n���"

Z
jx�yj<2j�

j
 (x� y)j jf (y)j dy

� C��"M
;�+"f (x)

yaz¬l¬r. Buraya kadar yap¬lanlardan,

jT
;�f(x)j � C
�
�"M
;��"f (x) + �

�"M
;�+"f (x)
�

= 2C (M
;�+"f (x))
1
2 (M
;��"f (x))

1
2

elde edilir.

T
;� n¬n a¼g¬rl¬kl¬s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬göstermek için A(p; q) n¬n aşa¼g¬daki özelli¼gini verelim.

Lemma 4.4.2: 0 < � < n; 1 < p <
n

�
;
1

q
=
1

p
� �
n
ve w 2 A(p; q) olsun. Bu durumda

aşa¼g¬dakiler sa¼glanacak şekilde " > 0 vard¬r.

i: " < � < �+ " < n

ii:
1

p
>
�+ "

n
;
1

q
<
n� "
n

iii: w 2 A(p; q"); w 2 A(p; eq") sa¼glanr. Burada
1

q"
=
1

p
� �+ "

n
;
1eq" = 1

p
� �� "

n

dir.

·Ispat: � > 0 ve q > 1 oldu¼gu için, "1 < � ve

1

q
+
"1
n
< 1
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olacak şekilde "1 > 0 seçebiliriz.

1

q"1
=
1

p
� �� "1

n
=
1

q
+
"1
n

olsun. O halde q > q"1 > 1 ve 1 +
p0

q
< 1 +

p0

q"1
dir. Teorem 4.2.2 ile Ap�a¼g¬rl¬¼g¬ndan,

w�p
0 2 A

1+
p0

q

� A
1+

p0

q�1

dir. Teorem 4.2.2 den dolay¬bu kapsam¬n,

w 2 A(p; q"1) (4.4.3)

ifadesine denk oldu¼gu görülür. Di¼ger taraftan Ap nin özelli¼ginden � <
1

q
ve w�p

0 2

A1+p0( 1q��)
olacak şekilde bir � > 0 vard¬r. "2 < min f�; n� �g ;

1

p
>
�+ "2
n

ve
"2
n
< �

olacak şekilde "2 > 0 alal¬m
1

q"2
=
1

p
� �+ "2

n

olsun. O halde 0 <
1

q"2
< 1 ve

1

q"2
=
1

q
� "2
n
>
1

q
� � vard¬r. Teorem 4.2.2 ve Ap nin

özelli¼ginden,

w (x)�p
0
2 A

1+p0
�
1
q
��
� � A

1+
p0

q"2

yaz¬l¬r. Bu da

w 2 A(p; q"2) (4.4.4)

ifadesine denktir.

" = min f"1;"2g olsun. Buradan "; "1 ve "2 nin bütün özelliklerini sa¼glar. E¼ger

1

q"
=
1

p
� �+ "

n
;
1eq" = 1

p
� �� "

n

al¬n¬rsa, (4:4:3) ve (4:4:4) den w 2 A(p; q") ve w 2 A(p; eq") oldu¼gu görülür.
Lemma 4.4.3: 0 < � < n; 1 � s0 < p < n

�
,
1

q
=
1

p
� �
n
ve w(x)s

0 2 A
� p
s0
;
q

s0

�
olsun.

Aşa¼g¬dakiler sa¼glanacak şekilde " > 0 vard¬r.

i: " < � < �+ " < n

ii:
1

p
>
�+ "

n
;
1

q
<
�� "
n
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iii: w(x)s
0 2 A

� p
s0
;
q"
s0

�
; w(x)s

0 2 A
�
p

s0
;
eq"
s0

�
dir. Buradaki q" ve eq" Lemma 4.4.2

deki gibi seçilir.

Bu Lemman¬n ispat¬do¼grudan Lemma 4.4.2 den elde edilir.

Şimdi T
;� n¬n a¼g¬rl¬kl¬(Lp; Lq)�s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ifade ederek ispatlayaca¼g¬z.

Teorem 4.4.2: 0 < � < n; 1 � s0 < p <
n

�
ve
1

q
=
1

p
� �

n
olsun. 
 2 Ls (Sn�1) ve

w(x)s
0 2 A

� p
s0
;
q

s0

�
ise

0@Z
Rn

jT
;�f (x)w(x)jq dx

1A
1
q

� C

0@Z
Rn

jf (x)w(x)jp dx

1A
1
p

olacak şekilde bir C > 0 sabiti vard¬r. Bu C sabiti f den ba¼g¬ms¬zd¬r.

·Ispat: Lemma 4.4.3 de oldu¼gu gibi " > 0 için,

l1 = 2
q"
q

; l2 = 2
eq"
q

al¬n¬rsa
1

l1
+
1

l2
= 1 olur. Seçilen bu "; Lemma 4.4.1 ve Hölder eşitsizli¼ginden

0@Z
Rn

jT
;�f (x)w(x)jq dx

1A
1
q

� C

0@Z
Rn

(M
;�+"f (x)w (x))
q
2 (M
;��"f (x)w (x))

q
2 dx

1A
1
q

� C

0@Z
Rn

(M
;�+"f (x)w (x))
ql1
2 dx

1A
1
ql1
0@Z
Rn

(M
;��"f (x)w (x))
ql1
2 dx

1A
1
ql2

= C

0@Z
Rn

(M
;�+"f (x)w (x))
q" dx

1A
1
2q"
0@Z
Rn

(M
;��"f (x)w (x))
eq" dx

1A
1
2 eq"

yaz¬l¬r. Lemma 4.4.3 ve Teorem 4.4.1 den

0@Z
Rn

(M
;�+"f (x)w (x))
q" dx

1A
1
2q"

� C kfk
1
2
p;wp
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ve 0@Z
Rn

(M
;��"f (x)w (x)) eq"dx
1A

1
2 eq"
� C kfk

1
2
p;wp

vard¬r. O halde

kT
;�fkq;w(x)q � C kfkp;wp

olur. Şimdi Teorem 4.4.2 nin dual formunu inceleyelim.

Teorem 4.4.3: 0 < � < n; 1 < p <
n

�
,
1

q
=
1

p
� �
n
ve s > q olsun. 
 2 Ls (Sn�1) ve

w(x)�s
0 2 A

�
q0

s0
;
p0

s0

�
ise,

0@Z
Rn

jT
;�f (x)w(x)jq dx

1A
1
q

� C

0@Z
Rn

jf (x)w(x)jp dx

1A
1
p

olacak şekilde f den ba¼g¬ms¬z bir C > 0 sabiti vard¬r.

·Ispat: e
 (x) = 
 (�x) olsun. O halde e
; 
 n¬n sa¼glad¬¼g¬koşullar¬sa¼glar. Te
;� ope-
ratörü T
;� n¬n dual operatörü oldu¼gu kolayca elde edilebilir. Bu yüzden,

kT
;�fkq;w(x)q = sup
kgk

q0;w�q0�1

������
Z
Rn

T
;�f (x) g(x)dx

������
= sup

kgk
q0;w�q0�1

������
Z
Rn

f (x)Te
;�g(x)dx
������

� kf (x)kp;wp sup
kgk

q0;w�q0�1

Te
;�g(x)
p0;w�p0

dir. Hipotezde verilen durumlardan
1

p0
=
1

q0
� �
n
; s0 < q0 <

n

�
ve (w�1)s

0 2 A
�
q0

s0
;
p0

s0

�
vard¬r. Teorem 4.4.2 den

T
;�gp0;w�p0 � C kgkq0;w�q0
yaz¬l¬r. Böylece

kT
;�fkq;wq � C kfkp;wp
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olur.

Teorem 4.4.3 ve Lemma 4.3.1 in bir sonucu olarak Teorem 4.4.1 in dual formunu elde

edelim.

Teorem 4.4.4: 0 < � < n; 1 < p <
n

�
,
1

q
=
1

p
� �
n
ve s > q olsun. 
 2 Ls (Sn�1) ve

w(x)�s
0 2 A

�
q0

s0 ;
p0

s0

�
ise,

0@Z
Rn

(M
;�f (x)w(x))
q dx

1A
1
q

� C

0@Z
Rn

jf (x)w(x)jp dx

1A
1
p

olacak şekilde f den ba¼g¬ms¬z bir C > 0 sabiti vard¬r.

Teorem 4.4.2 ve Teorem 4.4.4 deki a¼g¬rl¬k fonksiyon s¬n¬f¬n¬n s ye ba¼gl¬oldu¼gu aç¬kt¬r.

Teorem 4.4.5: 0 < � < n; 1 < p <
n

�
,
1

q
=
1

p
� �

n
ve olsun.

�

n
+
1

s
<
1

p
<
1

s0
;


 2 Ls (Sn�1) ifadelerini sa¼glayan baz¬s ler ve 1 < r < s�
n
�

�0 için w(x)r0 2 A (p; q) ise,
0@Z
Rn

jT
;�f (x)w(x)jq dx

1A
1
q

� C

0@Z
Rn

jf (x)w(x)jp dx

1A
1
p

olacak şekilde f den ba¼g¬ms¬z bir C > 0 sabiti vard¬r.

Lemma 4.4.4: 0 < � < n; 1 < p0 < p1 <
n

�
,
1

q0
=
1

p0
� �

n
ve
1

q1
=
1

p1
� �

n
olsun.

Lineer T operatörü aşa¼g¬daki eşitsizlikleri sa¼glar.

kTfkLq0 (wq00 ) � C0 kfkLp0 (wp00 )

ve

kTfkLq1 (wq11 ) � C1 kfkLp1 (wp11 )

ise

kTfkLq(wq) � C kfkLp(wp)

olur. Burada
1

p
=
1� �
p0

+
�

p1
;
1

q
=
1

p
� �

n
; w = w1��0 w�1 ve C � C1��0 C�1 (0 < � < 1)

dir.
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