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ÖZET 

Yüksek Lisans Tezi 

LORENTZ UZAYINDA REGLE YÜZEYLER 

Seher TUNÇER 

Afyon Kocatepe Üniversitesi 
Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

Danışman: Doç. Dr. Nejat EKMEKCİ 

Bu tez çalışması üç bölümden oluşmuştur. 

Birinci bölümde çalışmamız için gerekli temel tanım ve teoremler verilmiştir.  

İkinci bölümde 3-boyutlu Öklid uzayında regle yüzeylere ait boğaz çizgisi, dağılma 

parametresi, regle yüzeyin Gauss eğriliği ile ilgili teorem ve sonuçlar verilmiştir.  

Üçüncü bölümde 3-boyutlu Lorentz uzayında timelike ve spacelike regle yüzeylere ait 

boğaz çizgisi, dağılma parametresi, regle yüzeyin Gauss eğriliği ile ilgili teorem ve 

sonuçlar verilmiştir. 

 

2008, 75 sayfa 

Anahtar Kelimeler: Regle yüzey, Lorentz uzayı, dağılma parametresi, striksiyon 

çizgisi. 
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ABSTRACT 

MsSc Thesis 

RULED SURFACES in LORENTZ SPACE 

Seher TUNÇER 

Afyon Kocatepe University 
Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

Supervisor: Assoct. Prof. Dr. Nejat EKMEKCİ 

This thesis contained three chapters. 

In first chapter, basic definitions and theorems are given.  

In second chapter, the theorems and remarks related to striction lines, distribution 

parameter and Gauss curvature of ruled surfaces are given in 3-dimensional Euclid 

Space.  

In third chapter, the theorems and remarks related to striction lines, distribution 

parameter and Gauss curvature of timelike and spacelike ruled surfaces are given in 3-

dimensional Lorentz Space.  

 

2008, 75 pages 
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SİMGELER DİZİNİ 
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GİRİŞ 

 

Regle yüzeyler konusu, diferensiyel geometri ve kinematik teori tekniklerinin en 

uygun şekilde kullanılabildiği araştırma konulardan biri olduğundan, matematikçilerin 

her zaman ilgi odağı olmuştur. Bu yüzden, literatürde bu konu ile ilgili çok sayıda 

kaynak bulmak mümkündür. Regle yüzeylerin sınıflandırılması, dayanak eğrisiyle ilgili 

özelliklere göre, regle yüzey ve yüzeyin üzerindeki eğrilik çizgileri, geodezikleri, 

striksiyon çizgileri ve yüzeyin şekil operatörü ve bunun cebirsel invaryantlarının 

incelenmesi, regle yüzeylerin açılabilirliği, açılım uzunlukları, kapalı regle yüzeylerin 

incelenmesi gibi konular regle yüzeyler üzerine yapılan çalışmaların başında 

gelmektedir.  

Regle yüzeyler en basit ve en sade şekliyle, dayanak eğrisi olarak adlandırılan 

bir uzay eğrisi boyunca, bir doğrunun hareket ettirilmesiyle oluşturulan yüzey olarak 

tanımlanır. Hareket ettirilen doğruya regle yüzeyin ana doğrusu, bu doğrunun 

doğrultmanına da regle yüzeyin doğrultmanı denir. Bu tez çalışmasında, 

( )tt

EIRI: 3

α→

→⊂α
 

regüler birim hızlı eğrisi, yüzeyin dayanak eğrisi olarak ve bir X birim vektör alanının 

α   eğrisine, 

)t(
X)t(X

α
=  

şeklinde bir kısıtlaması, yüzeyin doğrultmanı olarak alınmıştır. Dayanak eğrisi boyunca, 

regle yüzeyin birim normal vektörü )t(ξ=ξ  ve dayanak eğrisinin Frenet vektörleri 

)t(TT = , )t(NN =  ve )t(BB =  olmak üzere, α  eğrisi boyunca { }ξ,X,T  ortonormal 

sistem olarak ele alınmıştır.  

{ }ξ,X,T  ortonormal sisteminin dayanak eğrisi boyunca değişimi H. Hilmi 

Hacısalihoğlu tarafından, a, b ve c  t’ye bağlı diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak 

üzere, 

ξ+= bXaTDT  ξ+−= cTaXDT  cXTbDT −−=ξ  

bağıntıları ile vermiştir. Dolayısıyla, yüzeyin dağılma parametresini, 

22X ca

c
P

+
=  



 
 

2 

yüzeyin striksiyon çizgisinin denklemini, 

)t(X
ca

a
)t()t(

22 +
+α=β  

ve yüzeyin doğrultmanı boyunca şekil operatörünü kullanarak, regle yüzeyin Gauss 

eğriliğini, 

( )( )2222

2

1av2vca

c
)v,t(K

+−+
−=  

 ve doğrultman boyunca Gauss eğriliğinin maksimum değerini, 

( )
2

222

c

ca
)v,t(K

+
−=  

şeklinde vermiştir. 

Bu tez çalışmasında, regle yüzeyin birim normal vektörü ve dolayısıyla yüzeyin 

doğrulmanı, dayanak eğrisinin Frenet vektörlerinin birer lineer birleşimi olarak ifade 

edildi. a, b ve c  fonksiyonları, ξ  birim normal vektörünün asli normal vektörüyle 

yaptığı )t(ψ=ψ  açısı cinsinden hesaplandı. { }ξ,X,T  ortonormal sisteminin dayanak 

eğrisi boyunca değişimi yeniden ele alındı. Elde edilen sonuçlar )t(ψ=ψ  açısına göre 

dayanak eğrisinin Frenet elemanları da kullanılarak tekrar yorumlandı.  

 Benzer düşünce tarzıyla, elde ettiğimiz tüm sonuçları, 3-boyutlu Lorentz 

uzayında, { }ξ,X,T  ortonormal sistemindeki vektörlerin karakterleri (dolayısıyla 

yüzeyin dayanak eğrisinin, doğrultmanının ve birim normal vektörünün karakteri) göz 

önünde bulundurularak, spacelike ve timelike regle yüzeyler için tekrar ele alındı. 
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1.TEMEL KAVRAMLAR 

 

1.1 Simetrik Bilineer Formlar 

 

Tanım 1.1.1: V  bir reel vektör uzayı olsun. IRVV:g →×  dönüşümü IRb,a ∈∀  ve 

Vw,v,u ∈∀  için; 

i. )u,v(g)v,u(g =  

ii. )w,u(bg)w,u(ag)w,bvau(g +=+  

iii. )w,u(bg)v,u(ag)bwav,u(g +=+  

özeliklerine sahip ise, bu durumda g dönüşümüne V vektör uzayı üzerinde simetrik 

bilineer form denir (O’Neill 1983). 

 

Tanım 1.1.2: V reel vektör uzayı üzerinde bir simetrik bilineer form g olsun. 

i. Vu ∈∀  ve 0v ≠ için 0)v,u(g >  ise, bu durumda g simetrik bilineer formuna 

pozitif tanımlı, 

ii. Vu ∈∀  ve 0≠v için 0)v,u(g <  ise, bu durumda g simetrik bilineer formuna 

negatif tanımlı, 

iii. Vu ∈∀  ve 0≠v için 0)v,u(g ≥  ise, bu durumda g simetrik bilineer 

formuna yarı-pozitif tanımlı, 

iv. Vu ∈∀  ve 0≠v için 0)v,u(g ≤  ise, bu durumda g simetrik bilineer 

formuna yarı-negatif tanımlı denir (O’Neill 1983). 

 

Tanım 1.1.3: V  bir reel vektör uzayı ve IRVV:g →× ;  simetrik bilineer form olsun. 

  i.  g nin non-degenere olması için gerek ve yeter koşul 0)v,u(g =  ve Vv ∈∀  

için 0u =  olmasıdır. 

 ii. g nin degenere olması için gerek ve yeter koşul 0)v,w(g =  ve Vv ∈∀  için 

0w ≠  olmasıdır (O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996). 

V üzerindeki g non-degenere simetrik bilineer form V nin bir alt vektör uzayına 

indirgenebilir. İndirgenen simetrik bilineer form degenere ve non-degeneredir. 
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Tanım 1.1.4: V bir reel vektör uzayı ve IRVV:g →× ; V simetrik bilineer form 

olsun. V nin sıfır uzayı (radikal veya null uzayı); 

{ }Vv,0)v,(g:VRadV ∈=ξ∈ξ=  

şeklinde tanımlanır ve VRadV ⊂  dir. RadV  alt uzayının boyutuna g nin sıfırlık 

derecesi (nullity degree) denir ve nullV  ile gösterilir (Duggal and Bejancu 1996). 

 

Yukarıdaki tanıma göre; V üzerindeki g simetrik bilineer formunun dejenere (veya non-

dejenere) olması için gerek ve yeter koşul 0nullV >  ( veya 0nullV = ) olmasıdır. 

 

Örnek 1.1.1: 2-boyutlu reel vektör uzayı 2IR  ve g simetrik bilineer formu 2IRy,x ∈∀  

için; 

2211

22

yxyx)y,x(g)y,x(

IRIRIR:g

+−=→

→×
 

 

şeklinde tanımlansın. Buna göre ( ){ }0,0)IR(Rad 2 =  ve g nin sıfırlık derecesi 

0IRnull 2 =  olur. Tanım gereğince g non-dejeneredir. 

 

Tanım 1.1.5: g simetrik bilineer formuna karşılık gelen kuadratik form; Vv ∈∀  için  

)v,v(g)v(hv

IRV:h

=→

→
 

şeklinde tanımlı bir dönüşümdür. Bu durumda g, h yardımıyla Vw,v ∈∀  için; 

( ) ( ) ( ){ }whvhwvh
2

1
)w,v(g −−+=  

şeklinde ifade edilebilir. V nin bir { }m21 e,...,e,eE =  bazı için; IRi ∈λ  ve iv  ler de V 

nin E bazına karşılık gelen koordinat bileşenleri olmak üzere 

∑
=

λ=
m

1i

2
ii )v()v(h  

formuna sahiptir. iλ  katsayılarının pozitif, negatif ve sıfır olanlarının sayıları,sırası ile, 

p, q ve r ise, bu durumda h ye (p, q, r)-tipindendir denir ve ayrıca mrqp =++  dir 

(Duggal and Bejancu 1996). 
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Önerme 1.1.1: V üzerinde g simetrik bilineer formuna ait (p,q,r)-tipinden bir kuadratik 

form h olsun. Bu durumda  

i. g nin dejenere (veya non-dejenere) olması için gerek ve yeter koşul )0r(0r =>  

olmasıdır. 

ii. g nin pozitif (veya negatif) tanımlı olması için gerek ve yeter koşul 

)mq(mp ==  olmasıdır. 

iii. g nin pozitif (veya negatif) yarı-tanımlı olması için gerek ve yeter koşul 

)0r,0q,0p(0r,0p,0q >>=>>=  olmasıdır 

(Duggal and Bejancu 1996). 

 

Tanım 1.1.6: V nin bazı { }m21 e,...,e,eE =  olsun. )e,e(gb jiij =  olarak tanımlanan 

[ ]
mmj,ibB

×
=  matrisine E bazına göre g nin matrisi denir. g simetrik olduğundan B 

matrisi de simetriktir (O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996). 

 

Sonuç 3.1.1: V nin herhangi bir E bazına göre g nin matrisi B olsun. g nin non-dejenere 

(veya dejenere) olması için gerek ve yeter koşul )mrankB(,mBrank <=  olmasıdır 

(O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996). 

 

Tanım 1.1.7: V  bir reel vektör uzayı ve IRVV:g →× ; V üzerinde bir simetrik 

bilineer form olsun. 

IRWW:wg →×  

negatif tanımlı olacak şekilde en büyük boyutlu W alt uzayının boyutuna g-simetrik 

bilineer formun indeksi denir ve q ile gösterilir. Ayrıca, q ya V vektör uzayının da 

indeksi denir ve qVind =  ile gösterilir (O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996). 

 

Buna göre Vboyq1 ≤≤  dir. q=0 olması için gerek ve yeter şart g nin pozitif yarı-

tanımlı olmasıdır. 

 

Teorem 1.1.1: V nin bir { }n21 e,...,e,e  ortonormal bazı için ( )n21 ,...,, ∈∈∈  işaretindeki 

negatif terimlerin sayısı V nin q indeksidir (O’Neill 1983). 
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1.2 Yarı-Öklid uzayları 

 

Tanım 1.2.1: V reel vektör uzayı üzerinde bir g non-dejenere, simetrik bilineer formu 

tanımlanırsa g ye bir skalar çarpım (yarı-Öklid metriği) ve V ye de yarı-Öklid uzayı 

denir. 0q.p ≠  ise g ye gerçek yarı-Öklid metriği denir. 

Özel olarak g pozitif tanımlı ise, g ye Öklid metriği ve V ye de Öklid uzayı denir. 1=q  

ise g ye Lorentz (Minkowski) metriği ve V ye de Lorentz uzayı veya Minkowski uzayı 

denir. V de g dejenere ( )0Vnull >  ise, bu durumda V ye lightlike veya dejenere vektör 

uzayı denir (O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996). 

 

Önerme 1.2.1: )g,W(  reel n-boyutlu dejenere vektör uzayı ve W nın sıfır uzayı 

WRad  olsun. nrWnull <=  olmak üzere, WRad  nin V deki tümleyeni olan alt uzay 

non-dejeneredir. Bu uzaya ekran uzayı (screen space) veya perde uzayı denir ve SW ile 

gösterilir (Duggal and Bejancu 1996). 

 

Tanım 1.2.2: Bir Vv ∈  vektörü için; 

i. 0)v,v(g >  veya 0v =  ise, bu durumda v vektörüne spacelike vektör, 

ii. 0)v,v(g <  ise, bu durumda v vektörüne timelike vektör, 

iii. 0)v,v(g = lightlike (null veya isotropik) vektör denir (O’Neill 1983, Duggal 

and Bejancu 1996). 

 

Tanım 1.2.3: V yarı-Öklid uzayı ve g de yarı-Öklid metriği olmak üzere; 

i. { }{ }0)v,v(g:)0V(vN =−∈=Γ  şeklinde tanımlı NΓ  cümlesine V nin lightlike 

konisi, 

ii. { }0)v,v(g:VvS ≥∈=Γ  şeklinde tanımlı SΓ  cümlesine V nin spacelike 

konisi, 

iii. { }{ }0)v,v(g:)0V(vT <−∈=Γ  tanımlı TΓ  cümlesine V nin timelike konisi 

denir (O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996). 

 

Tanım 1.2.4: V yarı-Öklid uzayı ve g de yarı-Öklid metriği olmak üzere; 
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2

1

)v,v(gvv

IRV:.

=→

→
 

şeklinde tanımlı fonksiyona norm fonksiyonu denir. v  ya da v nin normu veya v nin 

boyu denir. Boyu 1 birim olan vektöre de birim vektör denir (O’Neill 1983, Duggal and 

Bejancu 1996). 

 

Tanım 1.2.5: Vv,u ∈  için 0u ≠  ve 0v ≠  olmak üzere; 0)v,u(g =  ise, bu durumda u 

ve v vektörlerine ortogonal vektörler denir ve vu ⊥  şeklinde gösterilir (O’Neill 1983, 

Duggal and Bejancu 1996). 

 

Uyarı: Unutulmamalıdır ki g nin indefinite olması durumunda; Öklid geometrisinde 

olduğu gibi dik vektörler arasında dik açı olmak zorunda değildir. Örnek olarak lightlike 

vektörler sıfırdan farklı vektörler olmalarına rağmen kendilerine dik vektörlerdir. 

 

Teorem 1.2.1: Bir { }0V ≠  yarı-Öklid uzayı daima bir ortonormal baza sahiptir (O’Neill 

1983, Duggal and Bejancu 1996). 

 

Örnek 1.2.1: m-boyutlu reel vektör uzayı mIR  ve mIR  nin bir ortonormal bazı 

{ })1,...,0,0(e),...,0,...,0,1(eE m1 ===  olsun. q indeksi mq0 <<  olmak üzere mIR  

üzerinde bir yarı-Riemann metrik mIRy,x ∈∀  için  

∑ ∑
= +=

+−=
q

1i

m

1qj
jjii yxyx)y,x(g  

şeklindedir. Bu metrikle birlikte mIR  bir yarı-Öklid uzayı olur ve m
qIR  ile gösterilir. 

Özel olarak q=1 ise m
1IR  bir Lorentz (Minkowski) vektör uzayıdır. 

 

Teorem 1.2.2: V vektör uzayı için ortonormal baz { }n21 e,...,e,e  olsun. )e,e(g iii =∈  

olmak üzere Vv ∈ ; 

                                                     ∑
=

∈=
n

1i
iii e)e,v(gv                                  (3.2.1) 

olacak şekilde tek türlü yazılabilir (O’Neill 1983). 
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Tanım 1.2.6: 3
1IR, ∈ΥΧ olsun. 0, =ΥΧ  ise Χ  ve Υ vektörlerine Lorentz anlamında 

diktirler denir (Nomizu 1966). 

 

Teorem 1.2.3: Lorentz uzayında timelike vektörler w,v olsun. Bu iki vektörün aynı 

zaman konisinde olması için gerek ve yeter şart ( ) 0w,vg <  olmasıdır (Nomizu 1966). 

 

Teorem 1.2.4: Lorentz uzayında  y,x  iki timelike vektör olsun. O zaman; 

1)    y.xy,x ≥  (Lorentz uzayında Schwartz  eşitsizliği) 

2)  Eğer y,x  vektörleri aynı time-konide ise, ϕ−= ch.y.xy,x  olacak şekilde 

hiperbolik açı diye adlandırılan bir tek 0≥ϕ  sayısı vardır (Nomizu 1966). 

 

Sonuç 1.2.1: İki timelike vektör birbirine dik olamaz (Nomizu 1966). 

 

Tanım 1.2.7: )g,V(  m-boyutlu yarı-Öklid uzayı ve W da V nin bir alt uzayı olsun. wg  

dejenere ise, bu durumda W ya V nin lightlike veya dejenere alt uzayı denir. Aksi halde 

W ya V nin non-dejenere alt uzayı denir. 

{ }Ww,0)w,v(g:VvW ∈∀=∈=⊥  cümlesine de W nın dik uzayı denir. Genellikle 

{ }0WW ≠∩ ⊥  dir (O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996). 

 

Önerme 1.2.2: )g,V(  m-boyutlu yarı-Öklid uzayı ve W da V nin bir alt uzayı olsun. Bu  

durumda şu özelikler vardır: 

i. mWboyWboy =+ ⊥     ii. ( ) WW =
⊥⊥     iii. ⊥⊥ ∩== WWWRadWRad  

(O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996). 

 

Sonuç 1.2.2: V bir yarı-Öklid uzayı ve W da V nin bir alt uzayı olsun. Aşağıdaki 

önermeler denktir: 

i. W; V nin bir non-dejenere altuzayıdır, 

ii. ⊥W  de V nin bir diğer non-dejenere altuzayıdır, 
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iii. W ve ⊥W ; V nin tamamlayıcı (complementary) ortogonal altuzaylarıdır. 

iv. V; W  ve ⊥W  nin ortogonal direk toplamıdır, yani ⊥⊥= WWV  dir 

(O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996). 

 

1.3 Yarı-Riemann Manifoldları ve Altmanifoldları 

 

Tanım 1.3.1: M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M üzerinde non-dejenere ve 

sabit indeksli (0,2)-tipinden g tensör alanına bir metrik tensör denir (O’Neill 1983, 

Duggal and Bejancu 1996). 

Başka bir ifadeyle M manifoldunun her p noktasındaki MTp  tanjant uzayına pg skalar 

çarpımı karşılık gelir ve pg  nin indeksi her Mp ∈  için aynıdır.  

 

Tanım 1.3.2: M diferensiyellenebilir bir manifold ve g de M üzerinde sabit indeksli bir 

metrik tensör olmak üzere; (M,g) ikilisine bir yarı-Riemann manifoldu denir (O’Neill 

1983, Duggal and Bejancu 1996). 

 

Tanım 1.3.3: (M,g) bir yarı-Riemann manifoldu olsun. g nin sabit indeksi q ya (M,g) 

yarı-Riemann manifoldunun indeksi denir (O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996). q 

indeksli ve n-boyutlu bir yarı-Riemann manifoldu n
qM  ile gösterilir. 

 

Tanım 1.3.4: n
qM  bir yarı-Riemann manifoldu olsun. Eğer  2n ≥  ve 1q =  ise, bu 

durumda n
1M  yarı-Riemann manifolduna Lorentz manifoldu denir (O’Neill 1983, 

Duggal and Bejancu 1996). 

Özel olarak 0q =  ise bu durumda nM  bir Riemann manifoldu ve g de bir Riemann 

metriğidir.  

 

Tanım 1.3.5: n
qM  bir yarı-Riemann manifoldu ve n

qMIRI: →⊂α  diferensiyellenebilir 

bir eğri olsun.α  eğrisinin teğet vektör alanı T olmak üzere ; 

i.    0)T,T(g >  ise, bu durumda α  eğrisine spacelike eğri, 
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ii.   0)T,T(g <  ise, bu durumda α  eğrisine timelike eğri, 

iii. 0)T,T(g =  ise, bu durumda α  eğrisine lightlike (veya null) eğri denir 

(O’Neill 1983, Duggal and Bejancu 1996). 

 

Eğrinin özel bir hali olan doğruyu göz önüne alalım. Doğrunun doğrultman 

vektörü spacelike ise, doğru spacelike doğru, doğrultman vektörü timelike ise, doğru 

timelike doğru ve doğrultman vektörü lightlike ise, doğru lightlike doğrudur. 

 

Tanım 1.3.6: m
vM , m-boyutlu ve v indeksli bir yarı-Riemann manifoldu ve n

qM , n-

boyutlu ve q indeksli bir diğer yarı-Riemann manifoldu olsun. 

n
q

m
v MM:f →  

dönüşümü bir izometrik immersiyon ise ( )mfrank = m
vM  ya n

qM  nin bir yarı-Riemann 

altmanifoldu denir (O Neill 1983, Ikawa 1985, Nakanishi 1988). 

 

Tanım 1.3.7: n-boyutlu bir M yarı-Riemann manifoldunun (n-1)-boyutlu bir M  yarı-

Riemann altmanifolduna M nin yarı-Riemann hiperyüzeyi denir (Turgut 1995). 

 

Tanım 1.3.8: 3
1IR ’de iki vektör )y,y,y(Y,)x,x,x(X 321321 ==  olmak üzere; 

    3
1

3
1

3
1 IRIRIR: →×Λ  

       ))y.xy.x(,y.xy.x,y.xy.x(YX)Y,X( 122131132332 −−−−−=Λ→  

şeklinde tanımlı Λ  operatörüne 3
1IR ’de Lorentz anlamında dış çarpım denir. 

Bu tanımı, 3IR ’deki vektörel çarpımın ifadesine benzer olarak, 















 −

=Λ

321

321

321

yyy

xxx

eee

detYX  

şeklinde ifade edebiliriz (Tunçer 2000). 

Sonuç 1.3.1: 3
1IRZ,Y,X ∈  olmak üzere aşağıdaki özellikler vardır. 

i) )Z,Y,Xdet(Z,YX =Λ   ii) Y.Z,XX.Z,YZ)YX( −=ΛΛ  

iii) 0YX,X =Λ    iv) 0YX,Y =Λ  (Tunçer 2000). 
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Teorem 1.3.1: 3
1IR , 3-boyutlu Lorentz uzayında iki vektör u ve v olsun. 

 i.  u ve v spacelike vektör ise vu ∧  bir timelike vektördür. 

 ii. u spacelike ve v timelike vektör ise vu ∧  spacelike vektördür. 

iii. u spacelike vev null vektör olmak üzere 0v,u =  ise vu ∧  null vektör, eğer 

   0v,u ≠  ise vu ∧  spacelike vektördür.  

iv. u ve v null vektör ise vu ∧  spacelike vektördür. 

v. u timelike ve v null vektör ise vu ∧  spacelike vektördür. 

vi. u ve v timelike vektör ise vu ∧  bir spacelike vektördür (Turgut 1995). 

 

Tanım 1.3.9: 3
1IR , 3-boyutlu Lorentz uzayında bir yüzey M  olsun.Her Mp∈  ve her 

MTpp ∈ω , MTV pp ∈ için  

0V0,V ppp =⇒=ω  

önermesi sağlanıyorsa M  ye 3
1IR  uzayında nondejenere yüzey denir (Turgut 1995). 

 

Tanım 1.3.10: 3
1IR , 3-boyutlu Lorentz uzayında bir yüzey M  olsun. M  yüzeyi üzerine 

indirgenmiş metrik pozitif tanımlı ise M  ye 3
1IR  de bir spacelike yüzey denir (Turgut 

1995). 

 

Teorem 1.3.2: 3
1IR , 3-boyutlu Lorentz uzayında ( )ϕ,U  parametrizasyonu ile verilen bir  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )v,u,v,u,v,uv,uv,u

IRIRU:

321

3
1

2

ϕϕϕ=ϕ→

→⊂ϕ
 

yüzeyinin spacelike bir yüzey olması için gerek ve yeter şart, yüzeyin normalinin 

timelike bir vektör alanı, yani 

0, <ξξ  

olmasıdır. Burada ξ , M  yüzeyinin normal vektör alanıdır (Turgut 1995). 

 

Tanım 1.3.11: 3
1IR , 3-boyutlu Lorentz uzayında bir yüzey M  olsun. M  yüzeyi üzerine 

indirgenmiş metrik Lorentz metriği ise M  ye timelike yüzey denir (Turgut 1995). 
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Teorem 1.3.3: 3
1IR , 3-boyutlu Lorentz uzayında bir yüzey M  yüzeyinin timelike yüzey 

olması için gerek ve yeter şart yüzeyin normalinin spacelike bir vektör alnı, yani 

0, >ξξ  

olmasıdır (Turgut 1995). 

 

Tanım 1.3.12: m
vM , n

qM  nun yarı-Riemann altmanifoldu olsun. ξ , m
vM  nin bir normal 

vektör alanı ve ∇  da, m
vM  üzerindeki koneksiyon olmak üzere; 

ξ−∇=→

χ→χ

ξ

ξ

X

m
v

m
v

)X(AX

)M()M(:A
 

şeklinde tanımlı ξA dönüşümüne m
vM  nin ξ  ye göre şekil operatörü denir (O Neill 

1983, Ikawa 1985, Nakanishi 1988). 

 

Tanım 1.2.13: 3
1IR , 3-boyutlu Lorentz uzayında bir yüzey M  ve M  nin şekil 

operatörüne karşılık gelen matris S olsun. Mp∈  için 

pSdet)p(K ε=  

M  yüzeyinin p noktasındaki Gauss eğriliği ve IRM:K →  fonksiyonuna M  yüzeyinin 

Gauss eğrilik fonksiyonu denir. Burada 1, ±=ξξ=ε  dir; ξ , M  yüzeyinin normal 

vektör alanıdır (Turgut 1995). 

 

1.4  3-Boyutlu 3
1IR  Lorentz Uzayında Regle Yüzeyler 

 

Tanım 1.4.1: 3
1IR , 3-boyutlu Lorentz uzayında, verilen bir l doğrusu, verilen bir α  

eğrisi boyunca hareket ettirilerek elde edilebiliyorsa, bu yüzeye 3-boyutlu Lorentz 

uzayında bir regle yüzey denir. Bu durumda verilen l doğrusuna, regle yüzeyin bir ana 

doğrusu ve α eğrisine, regle yüzeyin dayanak eğrisi denir (Turgut 1995). 

 

Tanım 1.4.2: 3
1IR , 3-boyutlu Lorentz uzayında bir regle yüzeyin anadoğruları boyunca 

teğet düzlemleri aynı ise regle yüzeye açılabilirdir denir (Turgut 1995). 
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Tanım 1.4.3: 3
1IR , 3-boyutlu Lorentz uzayında açılabilir olmayan bir regle yüzey 

verilsin. Regle yüzeyin komşu iki ana doğrusunun ortak dikmesi varsa, bu dikmenin 

esas ana doğru üzerindeki ayağına boğaz (merkez veya sitriksiyon) noktası denir 

(Turgut 1995). 

 

Tanım 1.4.4: 3
1IR , 3-boyutlu Lorentz uzayında bir regle yüzeyin ana doğrularının her 

birini dik olarak kesen bir eğri varsa, bu eğriye regle yüzeyin ortogonal yörüngesi denir 

(Turgut 1995). 

 

1.5 Yarı-Riemann Manifoldlarda Bir Eğrinin Frenet Denklemleri 

 

i. Spacelike ve Timelike Eğriler için Frenet Denklemleri 

 

( )3nMn
q ≥  bir yarı-Riemann manifoldunda diferensiyellenebilir ve lightlike 

olmayan bir eğri için Frenet denklemleri, aşağıdaki Teorem ile ifade edilmiştir 

(Ekmekci and Ilarslan 1998). 

 

Teorem 1.5.1: ( )3nM n
q ≥  bir yarı-Riemann manifold ve q

nMIRI: →⊂α de 

diferensiyellenebilir bir eğri olsun. Eğrinin herhangi bir noktasındaki Frenet vektörleri; 

{ }n1 V,...,V  ve )V,V(g ii1i =ε −  olmak üzere, Frenet vektörleri ve türevleri arasındaki 

ilişki aşağıdaki gibidir. 

i. 211V VkV
1

=∇  

ii. ni1,VkVkV 1ii1i1i1i2iiV1
<<+εε−=∇ +−−−−  

iii. 1r1r1r2rnV VkV
1 −−−− εε−=∇  

burada ,∇ n
qM  yarı-Riemann manifoldu üzerindeki koneksiyondur. 

 

İspat: Yukarıda ifade edilen Frenet denklemlerinin matris gösterimi ise şu şekildedir. 
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Özel olarak q=1 olsun. Bu durumda manifold Lorentz manifoldu olur. Buna göre 

Lorentz manifoldunda bir eğrinin Frenet denklemlerini Teorem 1.5.1 yardımıyla n=3 

için inceleyelim. 

 

i. α , Lorentz manifoldunda timelike eğri olsun. 

 

Bu durumda α  nın Frenet vektör alanları, 1V  timelike vektör alanı, 2V  ve 3V  

spacelike vektör alanıdır.Buna göre, 1,1,1 210 =ε=ε−=ε  olacaktır. Bu durumda 

Teorem 1.5.1 den aşağıdaki Frenet denklemlerini yazabiliriz. 

 

            

































−
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∇

∇

3

2

1

2

21

1

3V

2V

1V

V

V

V

0k0

k0k

0k0

V

V

V

1

1

1

                        (1.5.1) 

 

ii. α , Lorentz manifoldunda spacelike eğri olsun. 

 

Bu durumda α  eğrisi iki farklı Frenet denklem sistemine sahiptir. 

1. α  eğrisinin vektör alanları; 1V  spacelike vektör alanı, 2V  timelike vektör alanı ve  

3V  de spacelike vektör alanı olsun. Buna göre 1,1,1 210 =ε−=ε=ε  olacaktır. Bu 

durumda Teorem 1.5.1 den n=3 için aşağıdaki Frenet denklemlerini yazabiliriz. 
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∇

∇

∇
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21

1

3V
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1V

V

V

V
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V

V

V

1

1

1

                           (1.5.2)  
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2. α  eğrisinin vektör alanları; 1V  spacelike vektör alanı, 2V uzay  benzeri vektör alanı 

ve  3V   de timelike vektör alanı olsun. Buna göre 1,1,1 210 −=ε=ε=ε  olacaktır. Bu 

durumda Teorem 1.5.1 den n=3 için aşağıdaki Frenet denklemlerini yazabiliriz. 
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∇

∇

∇

3

2

1

2

21

1

3V

2V

1V

V

V

V

0k0

k0k

0k0

V

V

V

1

1

1

                         (1.5.3) 

 

ii. Lorentz Manifoldlarında Lightlike Eğriler için Frenet Denklemleri 

 

α , (m+2)-boyutlu (M,g) Lorentz manifoldunda bir lightlike eğri ve bu eğrinin 

teğet vektör alanı λ , M nin Levi-Civita koneksiyonu ∇  ile gösterilsin. Eğrinin Frenet 

vektörleri, { }m1 W,...,W,N,λ  olsun. Burada λ  ve N lightlike vektörler, )mi1(,Wi ≤≤ ’ 

ler de spacelike vektörlerdir. Buna göre α  nın Frenet denklemleri aşağıdaki gibidir: 

 

 



















−−=∇

+−−=∇

++−−=∇

++−λ−=∇

++−λ−=∇

++−=∇

+λ=λ∇

−−−λ

−−−−−λ

−−−−−−−−λ

λ

λ

λ

λ

1mm22m1m2m

mm22m2m23m3m21m

m1m21m2m23m4m24m5m22m

47361432

3524121

2312

11

WkWkW

WkWkWkW

WkWkWkWkW

...

WkWkWkkW

WkWkNkkW

WkWkhNN

Wkh

     (1.5.4) 

 

burada h, { }m21 k,...,k  diferensiyellenebilir fonksiyonlardır (Duggal and Bejancu, 1996). 

Özel olarak m=1 için (1.5.4) denklemleri aşağıdaki şekli alır; 

           NkkW,WkhNN,Wkh 1211211 −λ−=∇+−=∇+λ=λ∇ λλλ        (1.5.5) 

Bu denklemlerde uygun bir p parametre değişimiyle, h=0 alınabilir ve diğer denklemler 

değişmeden kalır. Uygun p parametresine, eğrinin seçilmiş parametresi denir. Buna göre 

(1.5.5) denklemleri aşağıdaki şekli alırlar: 

                          Nk
dp

d
kW,WkN,Wk

dp

d
121

dp

d12

dp

d11

dp

d −−=∇=∇=∇              (1.5.6) 
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(1.5.6) denklemlerinde özel olarak ZW,YN,X
dp

d
1 ==−=  alınırsa  

                             YkXkZ,ZkY,ZkX 12X2X1X +−=∇=∇=∇                          (1.5.7) 

elde edilir. Elde edilen bu son denklemler, lightlike eğriler için Cartan denklemleri 

olarak da bilinmektedir ( Duggal and Bejancu 1996). 
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2. E3 UZAYINDA REGLE YÜZEYLER 

 

3EM ⊂ , dayanak eğrisi  

( )tt

EIRI: 3

α→

→⊂α
 

ve doğrultmanı X(t) ve birim normal vektör alanı ξ  olan bir regle yüzey olsun. Bu 

durumda M yüzeyi  

( ) ( ) ( ) ( )tvXtv,tv,t

EIRI: 3

+α=ϕ→

→×ϕ
 

dönüşümü ile belirtilir (Hacısalihoğlu, 1980). 

 

{ }B,N,T α  dayanak eğrisinin teğet, asli normal ve binormal vektör alanları, ( )tk1  ve 

( )tk 2  eğrinin 1. ve 2. eğrilikleri olsun. X(t) doğrulman vektörünü ( )tα  noktalarında 

1X =  ve 

( )IR,ECf,f,f,BfNfTfX 3
321321 ∈++=  

olacak şekilde seçelim. Bu durumda, 

( ) ( ) ( )BfkfNfkfkfTfkfX 22332112211 +′+−+′+−′=′  

elde edilir. Şimdi { }ξ,X,T  ortonormal sisteminin α  boyunca değişimini inceleyelim. 

BsinNcos ψ+ψ=ξ         (2.1) 

olsun. Yüzeyin yönlendirmesine bağlı kalarak ξ=ΛXT  seçelim. Bu durumda  

           BfNfXT 23 +−=Λ  

olup  0f1 = , ψ= sinf2 , ψ−= cosf3  ve buradan da  

BcosNsinX ψ−ψ=                   (2.2) 

yazabiliriz. Diğer taraftan 
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( ) ( )BkcosNksinTcoskD 221T +ψ′ψ++ψ′ψ−ψ−=ξ  

olacaktır. Dolayısıyla, 

ψξ+ψ= coskXsinkTD 11T  

( )ξ+ψ′+ψ−= 21T kTsinkXD                              (2.3) 

( )XkTcoskD 21T +ψ′−ψ−=ξ  

eşitlikleri elde edilmiş olur.  

 

Diğer taraftan ( ) ( ) ( )tvXtv,t +α=ϕ  eşitliği IRv ∈∀  sabit değeri için M’nin bir 

{ } MvI:v →×ϕ  eğrisini belirtir. Bu eğrinin teğet vektör alanı A ise, 

XvDTA T+=  

(2.3) eşitliklerinden, 

( ) ( )ξ+ψ′+ψ−= 21 kvTsinvk1A            (2.4) 

şeklinde bulunur. A vektör alanı ξ ’e dik olacağından 

( ) 0kv 2 =+ψ′             (2.5) 

olacaktır. 

 

Bir doğrultman boyunca, M’nin teğet düzlemlerinin çakışık oldukları genellikle 

doğru değildir. Ancak bu düzlemlerin daima sabit olması, ξ ’nin katsayısı ile yakından 

ilgilidir. Böylece şu teoremi verebiliriz. 

 

Teorem 2.1: Bir regle yüzeyin, bir doğrultmanı boyunca teğet düzlemlerinin aynı 

olması için gerek ve yeter şart 

0k 2 =+ψ′  

eşitliğinin sağlanmasıdır.  
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Ana doğruların birim doğrultman vektörü X olan bir regle yüzeyin dralini XP  ile 

gösterelim. Komşu ana doğruların ortak dikmesi doğrultusundaki birim vektör, vektörel 

çarpım ile 'XX ∧  olduğundan bu doğrultudaki birim vektör 

'X

'XX ∧
 

dir, burada XD'X T=  dır. 

 

 

Dayanak eğrisinin komşu iki noktası )s(α
r

 ve )s(d)s()dss( α+α=+α
rrs

 

olduğundan bu noktalardaki ana doğrular arasındaki en kısa uzaklık α
r

d  vektörünün  

'X

'XX ∧
 

vektörü üzerindeki izdüşümüdür. Böylece en kısa uzaklık k ile gösterilirse  

[ ]
'x

'X,X,ddet

'X

'XX
,dk

α
=

∧
α=
r

 

olarak bulunur (Hacısalihoğlu1980). Eğer ana doğruların küresel göstergesini göz önüne 

alırsak bu gösterge yay elementi olan  

( ){ } dsksinkdsXDds
ds

dX
d 2

1
2

2
22

1T +ψ′+ψ===σ  

komşu iki ana doğru arasındaki açı olarak alınabilir. Böylece regle yüzeyin drali için 

[ ]
ds'X:

'x

'X,X,ddet

d

k
Px

α
=

σ
=  

olup burada 

[ ] X,XT'X,X,ddet ′Λ=α  

terimi hesaplanırsa 

[ ] 2k'X,X,ddet +ψ′=α  

bulunur. O halde dağılma parametresi  
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[ ]
2x

'X

'X,X,ddet
P

α
=  

bağıntısından 

( )2
2

22
1

2
X

ksink

k
P

+ψ′+ψ

+ψ′
=            (2.6) 

olarak elde edilir. 

 

Teorem 2.2: Bir )v,s(ϕ
r

 regle yüzeyinin açılabilir olması için gerek ve yeter şart  

0k 2 =+ψ′  

eşitliğinin sağlanmasıdır. 

 

Sonuç 2.1: Bir regle yüzeyin açılabilir olması için, eğri boyunca ana doğruların teğet 

düzlemde uzanması gerek ve yeter şarttır.  

 

Diğer taraftan bir )v,s(ϕ  regle yüzeyinin merkez noktasının α
r

 yer vektörü 

dayanak eğrisinin )s(α
r

 yer vektörü, )s(X  doğrultman vektörü ve dayanak eğrisine olan 

uzaklığı u  uzaklığı cinsinden 

)s(Xu)s()u,s( +α=α  

şekline ifade edilebilir. u  parametresi regle yüzeyin dayanak eğrisinin yer vektörü ve 

doğrultman cinsinden bulunabilir. Regle yüzeyin ilk ikisi )s(X
r

 ve )s(Xd)s(X
rr

+  olan 

komşu üç ana doğrusu verilsin. 

 

P,P’ ve Q,Q’ komşu ana doğrularının ortak dikmelerinin ana doğrular üzerindeki 

ayakları olsunlar. İlk iki komşu ana doğrunun ortak dikmesi  

ds)s(XD)s(X)ds)s(XD)s(X()s(X TT Λ=+Λ  
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bağıntısından dolayı XDX TΛ  vektörüne paraleldir. Limit halinde PQ  ve 'PP  ile 

çakışacak ve boğaz çizgisinin teğeti olacaktır. Dolayısıyla 

0PQ,X =   ve  0PQ,XdsDX T =+  

olacağından  

0PQ,XDT =  

elde edilir. Ayrıca dayanak eğrisinin s yay-parametresine göre türevi alınırsa  ve  

0PQ,XDT =  

eşitliğinden dolayı 

2

T

T

2

TT

TTT

XD

T,XD
u

0XDuT,XD

0XDuX
ds

ud
T,XD0

ds

d
,XD

−=⇒

=+⇒

=++⇒=
α

 

bulunur (Hacısalihoğlu 1980). (2.3) eşitliklerinden, değerler yerine yazılırsa, 

( )2
2

22
1

1

ksink

sink
u

+ψ′+ψ

ψ
=         (2.7) 

elde edilir. Böylece striksiyon eğrisinin yer vektörü  

( )
)s(X

ksink

sink
)s()s(

2
2

22
1

1

+ψ′+ψ

ψ
+α=α

rr
 

şeklinde olur. Eğer XDT =0 ise regle yüzey striksiyon eğrisine sahip değildir. Bu hal 

regle yüzeyin silindir olmasını karakterize eder. Regle yüzeyler için striksiyon eğrisi 

dayanak eğrisi olarak alınabilir. Bunun için (2.7) eşitliğinde 0u =  ve dolayısıyla 

0sink1 =ψ  alınması yeterlidir. Bu durumda şu sonucu verebiliriz. 

 

Sonuç 2.2: 0k1 ≠  olmak üzere, striksiyon eğrisi dayanak eğrisi olan regle yüzeylerin 

(silindirik yüzeyler) doğrultman vektörleri dayanak eğrisinin binormal vektörü 

doğrultusunda uzanır. 
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Teorem 2.3: 0k 2 ≠+ψ′  olmak üzere bir M kapalı regle yüzeyi  

( ) )t(vXt)v,t()v,t(

EIRI: 3

+α=ϕ→

→×ϕ
 

tanımlansın. O zaman, M’nin doğrultmanları arasında, ortogonal yörüngeler boyunca en 

kısa uzaklık  

( )2
2

22
1

1
o

ksink

sink
v

+ψ′+ψ

ψ
=  

değerine karşılık gelen  MI:
oV →ϕ  eğrisi boyunca ölçülen uzaklıktır.  

 

İspat: )t( 1α  ve )t( 2α  noktalarında geçen iki doğrultmanı göz önüne alalım. 

( )It,t,tt 2121 ∈< . Bu iki doğrultman arasında bir ortogonal yörünge boyunca olan 

uzaklık , 

∫=
2

1

t

t

dtA)v(J  

(2.4) eşitliğinden,  

( )( )( )∫ +ψ′+ψ+ψ−=
2

1

t

t

2
1

22
2

22
11 dtvksinksinvk21)v(J  

elde edilir. IRv0 ∈  için J’nin minimum değer alması  0)v('J o =  olması ile 

mümkündür. Bu ise  

( )( )
( )2

2
22

1

1
oo

2
2

22
11

ksink

sink
v0vksink2sink2

+ψ′+ψ

ψ
=⇒=+ψ′+ψ+ψ−  

olmasını gerektirir. Demek ki ortogonal yörünge olan  

( )
( )

)t(X
ksink

sink
t)t(t

MI:

2
2

22
1

1

+ψ′+ψ

ψ
+α=α→

→α

 

eğrisi (striksiyon eğrisi) boyunca ölçülen uzaklık, doğrutmanlar arasındaki ortogonal 

yörünge olan en kısa uzaklıktır. Bu da teoremin ispatını tamamlar. 

 

Sonuç 2.3: 
( )2

2
22

1

1

ksink

sink

+ψ′+ψ

ψ
 değeri sabittir. 
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İspat: 0PQ,X =  ve 
dt

d
PQ

α
=  olduğundan  

( ) ( )
X

ksink

sink
XD

ksink

sink
T,X

dt

d
,X

2
2

22
1

1
T2

2
22

1

1

′












+ψ′+ψ

ψ
+











+ψ′+ψ

ψ
+=

α
 

( ) ( )
X,X

ksink

sink
XD,X

ksink

sink
2

2
22

1

1
T2

2
22

1

1

′












+ψ′+ψ

ψ
+

+ψ′+ψ

ψ
=  

( )

′












+ψ′+ψ

ψ
=

α
2

2
22

1

1

ksink

sink

dt

d
,X  

Buradan 

( ) ( )
sbt

ksink

sink
0

ksink

sink
2

2
22

1

1
2

2
22

1

1 =
+ψ′+ψ

ψ
⇒=

′












+ψ′+ψ

ψ
 

bulunur. 

 

Sonuç 2.4: Regle yüzey açılabilir bir regle yüzey ise  

IRcdtksink
I

21 ∈=









∫  

değeri sabittir. 

 

Teorem 2.4: M regle yüzey olsun. O zaman, )t(α  noktasından geçen ana doğrultman 

üzerinde )v,t( oϕ  noktası striksiyon noktasıdır ⇔ α ’nın teğet vektör alanı T ve 

doğrultmanın teğet vektör alanı X olmak üzere , )v,t( oϕ  noktasındaki teğet düzlemin 

normali XDT  dir. 

 

İspat: :)(⇐ { } MvI: oV0
→×ϕ  eğrisinin teğet vektör alanı, (2.4) eşitliğinden, 

( ) ( )ξ+ψ′+ψ−= 21 kvTsinvk1A  

olup (2.3) eşitliklerinden, 

( )ξ+ψ′+ψ−= 21T kTsinkXD  

vektörünün teğet düzleme normal olması sebebiyle, 
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( ) ( ) ( )

( )

( )2
2

22
1

1
o

2
2oo

22
11

2121T

ksink

sink
v

0kvvsinksink

0kvTsinvk1,kTsink0A,XD

+ψ′+ψ

ψ
=⇒

=+ψ′+ψ+ψ−⇒

=ξ+ψ′+ψ−ξ+ψ′+ψ−⇒=

 

elde edilir. Bu ise )v,t( oϕ  noktasının merkez noktası olduğunu gösterir. 

:)(⇒ )t(α  noktasından geçen doğrultmanın merkez noktası )v,t( oϕ  olsun. 

0A,XDX,XD TT ==  

olduğunu göstermeliyiz. 

[ ] 0X,XD0X,XT1X,X T =⇒=⇒=  

ve  

( ) ( ) ( )

( )2
2

22
11

2121T

kvvsinksink

kvTsinvk1,kTsinkA,XD

+ψ′+ψ+ψ−=

ξ+ψ′+ψ−ξ+ψ′+ψ−=
 

olur. )v,t( oϕ  merkez noktası olduğundan  

( )2
2

22
1

1
o

ksink

sink
v

+ψ′+ψ

ψ
=  

 dir. Yukarıda yerine yazılırsa =A,XDT 0 bulunur. 

 

Teorem 2.5: Bir regle yüzeyin Gauss eğriliğinin mutlak değeri, bir doğrultman 

boyunca, bu doğrultman üzerindeki merkez noktada extremum değerini alır. 

 

İspat: M regle yüzeyi  

)s(vX)s()v,s()v,s(

EIRI: 3

+α=ϕ→

→×ϕ
 

ile verilsin. O zaman )v,s(ϕ  noktasındaki tanjant uzayın bir ortonormal bazı 

{ }X,A=Φ  

olur. )v,s(ϕ  noktasında )sabitv,s( =ϕ  eğrisinin birim teğet vektörü 

A
A

1
A

ds

d
0 ==

ϕ
∗

 

dır. )sabitv,s( =ϕ  eğrisinin yay parametresi de ∗s  olduğuna göre  
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A
ds

d
,

ds

ds
.

ds

d

ds

d
A0 =

ϕϕ
=

ϕ
=

∗∗
  

olup burada 

( ) ( )2
2

22
1 kvsinvk1

1

A

1

ds

ds

+ψ′+ψ−
==

∗
 

dolayısıyla (2.3) eşitlikleri yardımıyla, 

( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )













+ψ′−ψ−+ψ′+ξ
′

+ψ′+

ψξ+ψψ−+
′

ψ−
==

XkTcoskkvkv

coskXsinksinvk1Tsinvk1

A

1
AD

A

1
AD

2122

1111
TA0

 

( )
( )

( )

( )

( )

( )( ) 

























ξ












′
+ψ′+

ψ−ψ
+









+ψ′−

ψ−ψ
+













ψ+ψ′−

′
ψ−

=

2

11

2
2

11

12

1

A

kv

sinvk1cosk

X
kv

sinvk1sink
T

coskkv

sinvk1

A

1
AD

0
     (2.8) 

ve benzer şekilde  

{ }ξψ+ψ== coskXsink
A

1
TD

A

1
TD 11TA0

 

{ }ξψ+ψ= coskXsink
A

1
TD 11A0

       (2.9) 

( ){ }XkTcosk
A

1
D

A

1
D 21TA0

+ψ′−ψ−=ξ=ξ  

( ){ }XkTcosk
A

1
D 21A0

+ψ′−ψ−=ξ      (2.10) 

bulunur. )v,s(ϕ  noktasındaki ortonormal baz { }ξ,X,Ao  dir. Burada 
A

A
Ao =  olmak 

üzere )v,s(ϕ  noktasında )v,s(ϕξ  normal vektör alanı, 

XA
A

1
XAo)v,s( Λ=Λ=ξϕ  

( ) ( )( ) XkvTsinvk1
A

1
21)v,s( Λξ+ψ′+ψ−=ξϕ  
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( ) ( )( )

( ) ( )( )ξψ−++ψ′−=

Λξ+ψ′+Λψ−=ξϕ

sinvk1Tkv
A

1

XkvXTsinvk1
A

1

12

21)v,s(

 

            ( ) ( )( )ξψ−++ψ′−=ξϕ sinvk1Tkv
A

1
12)v,s(                 (2.11) 

Diğer taraftan 

XA)A(S 2010 λ+λ=  

XA)X(S 201 µ+µ=  

S matrisi 









=

X),X(SA),X(S

X),A(SA),A(S
S

0

000  

0X),X(S =  ve )X(S,AX),A(S 00 = olduğundan 

2

0 X),A(SSdet)v,s(K −==                           (2.12) 

eşitliğini yazabiliriz. Buradan  

ds

d

A

1

ds

ds
.

ds

d

ds

d
D)A(S )v,s()v,s()v,s(

)v,s(A0 0

ϕ

∗

ϕ

∗

ϕ

ϕ

ξ
=

ξ
=

ξ
=ξ=  

(2.11) eşitliğinden, 

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ){ }ξψ−++ψ′−+

ξ
′

ψ−+
′

+ψ′−+ξψ−++ψ′−

′











=

ξϕ

T1T2

1212
)v,s(

Dsinvk1TDkv
A

1

sinvk1Tkv
A

1
sinvk1Tkv

A

1

ds

d

 

(2.3) eşitlikleri kullanılır ve ifade düzenlenirse, 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
X

A

k

A

1
coskkv

A

1
sinvk1

A

1
sinvk1

T
A

1
cosksinvk1

A

1
kv

A

1
kv

ds

d

2

1211

1122
)v,s(

+ψ′−
+

ξ
















ψ+ψ′−
′

ψ−+

′














ψ−+

















ψψ−−
′

+ψ′−

′











+ψ′−=

ξϕ
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ifadesi elde edilir. O halde  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
X

A

k

A

1
coskkv

A

1
sinvk1

A

1
sinvk1

A

1

T
A

1
cosksinvk1

A

1
kv

A

1
kv

A

1
)A(S

2
2

1211

1122o

+ψ′−
+

ξ
















ψ+ψ′−
′

ψ−+

′











ψ−+

















ψψ−−
′

+ψ′−

′











+ψ′−=

 

olur. Dolayısıyla  

( )
2

2
0

A

k
X);A(S

+ψ′−
=                            (2.13) 

bulunur. (2.12) eşitliğinden, 

( )
4

2
2

A

k
)v,s(K

+ψ′−
=                            (2.14) 

şeklinde bulunur. 

( ) ( ){ }{ }
( ){ }{ }3

1
2

2
22

1
2

1
2

2
22

1
2

2

1sinvk2ksinkv

sink2ksinkv2k

v

)v,s(K

+ψ−+ψ′+ψ

ψ−+ψ′+ψ+ψ′
=

∂

∂
 

elde edilir. Buradan 

0
dv

K
=

∂
 

veya pay kısmındaki tam kareler toplamı olmayan kısmın sıfır olması gerekeceğinden 

( ){ } 0sinkksinkv 1
2

2
22

1 =ψ−+ψ′+ψ  

( ){ }2
2

22
1

1

ksink

sink
v

+ψ′+ψ

ψ
=  

bulunur. Bu değere ana doğru üzerindeki karşılık gelen nokta merkez noktası 

olduğundan X
r

 ana doğrusu üzerinde K eğrilik fonksiyonu extremum değerini merkez 

noktada alır. v’nin bu değeri yerine yazılırsa  

( ){ }
( )2

2

22
2

22
1

ext
k

ksink
K

+ψ′

+ψ′+ψ−
=      (2.15) 

elde edilir. 
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Sonuç 2.5: Bir regle yüzeyin dağılma parametresi yalnızca doğrultmanlara bağlıdır. 

 

İspat: (2.6) ve (2.15) eşitliklerinden, 

2

X
ext P

1
K 








−=  

veya buradan  

ext

X
K

1
P

−
=  

bulunur. extK  değeri bir doğrultman boyunca tektir. O halde dağılma parametresinin 

değeri bir doğrultman için aynıdır,doğrultmandan doğrultmana değişir. 

 

Teorem 2.6:(Chasles Teoremi) M bir regle yüzey, M’nin bir doğrultmanı boyunca 

normali vξ , bu doğrultman üzerindeki merkez noktada M’nin normali ξ  ise ξ  ile vξ  

arasındaki açının tanjantı, merkezden vξ ’nin başlangıç noktasına olan uzaklık ile doğru 

orantılıdır. 

 

İspat: M yüzeyi  

)s(vX)s()v,s()v,s(

EIRI: 3

+α=ϕ→

→×ϕ
 

şeklinde verilsin. Üstelik 0v =  için )0,s(ϕ  noktası, bir merkez noktası olsun. O zaman, 

)s(α  eğrisi )0,s(ϕ  merkez noktasından geçen bir ortogonal yörünge olur. MI: →α  

eğrisinin birim teğet vektör alanı T , )s(α  noktasından geçen doğrultmanın birim teğet 

vektör alanı X olmak üzere, )0,s(ϕ  noktasında XDT , M ye normal olur. Böylece )0,s(ϕ  

noktasında 0sink1 =ψ  olur. Buna göre )0,s(ϕ  merkez noktasında dağılma parametresi 

0sink1 =ψ  olduğundan, (2.6) eşitliğinden, 

2
X k

1
P

+ψ′
=  

olur. Diğer taraftan, bu doğrultman boyunca 0sink1 =ψ  olduğundan 

( )ξ+ψ′+= 2kvTA  olur. Buna göre, doğrultman boyunca yüzeyin normali  
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XA
A

1
v Λ=ξ  

veya 

( )

( )( ) ( )( )
ξ

+ψ′+
+

+ψ′+

+ψ′−
=ξ

2
1

2
2

22
1

2
2

2

2
v

kv1

1
T

kv1

kv
 

pay ve paydayı ( )2k+ψ′  ile bölersek ve ( )2X k/1P +ψ′=  konumu yapılırsa  

( ) ( )
ξ

+
+

+

−
=ξ

2
1

22
X

X

2
1

22
X

v

vP

P
T

vP

v
 

elde edilir. ξ  ile vξ  arasındaki açının kosinüsü v,cos ξξ=θ , 

( ) 2
1

22
X

X

vP

P
cos

+
=θ   veya  

2
1

2

XP

v
1

1
cos























+

=θ  

olduğundan 

xP

v
tan =θ  

olur. Bu ise teoremin ispatını tamamlar. 

 

Sonuç 2.6: Bir M regle yüzeyi üzerinde bir ana doğru boyunca teğet düzlem bir uçtan 

ötekine ana doğru etrafında 0180  döner. 

 

İspat: M bir regle yüzey ve MP ∈  noktasından geçen pL  ana doğrusu üzerindeki 

merkez noktası P  olsun. MP ∈  noktasında M’nin normali Pξ  ve PLQ ∈  noktasındaki 

normalini de Qξ  ile gösterelim. v)Q,P(d =  olmak üzere Pξ  ve Qξ  arasındaki açı ise θ  

ise 

xP

v
tan =θ  

olur. Burada IRv ∈  parametresini { } −+ ∪∪∈ IR0IRv  olarak düşünebiliriz. Eğer 

0v =  ise P  noktası elde edilir ve 0=θ  dır. +∈ IRv  olduğunda pL  üzerinde P ’nin bir 

tarafında kalan noktaları ve −∈ IRv  halinde de diğer tarafında kalan noktaları elde 
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ederiz. +∈ IRv  halinde 
2

0
π

≤θ<  olur. −∈ IRv  halinde ise 0
2

<θ≤
π

−  olur. Böylece 

P ’ nin iki tarafında ξ   normal vektör alanı 090  değişme gösterir. O halde, ξ ’ ye 

normal olan teğet düzlem pL  boyunca, P’nin iki tarafında 90’ar derecelik değişim 

gösterir. 
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3. E3
1 UZAYINDA REGLE YÜZEYLER 

 

3.1. Timelike Dayanak Eğrili, Spacelike Doğrultmanlı Timelike Regle Yüzeyler  

 
3EM ⊂ , timelike regle yüzeyinin timelike dayanak eğrisi  

( )tt

EIRI: 3
1

α→

→⊂α
 

spacelike doğrultmanı X(t) ve M yüzeyinin spacelike birim normal vektör alanı ξ  

olsun. Bu durumda M yüzeyi  

( ) ( ) ( ) ( )tvXtv,tv,t

EIRI: 3

+α=ϕ→

→×ϕ
 

dönüşümü ile belirtilir. Spacelike dayanak eğrisinin Frenet vektörleri T, N ve B olmak 

üzere sırasıyla timelike, spacelike ve spacelike vektör alanları olacaktır. ( )tk1  ve ( )tk 2  

eğrinin 1. ve 2. eğrilikleri olmak üzere dayanak eğrisi boyunca Frenet çatısı 1T,T −=  

için, 

NkBD,BkTkND,NkTD 2T21T1T −=+==  

ve  

NBT,BNT,TNB −=Λ=Λ=Λ  

şeklinde olacaktır.  

X(t) doğrulman vektörünü ( )tα  noktalarında  

( )IR,ECf,f,f,BfNfTfX 3
321321 ∈++=  

olacak şekilde seçelim. Şimdi { }ξ,X,T  ortonormal sisteminin α  boyunca değişimini 

inceleyelim.  

M timelike regle yüzeyinin birim normal vektör alanını ξ=ΛXT  olarak 

seçelim. Bu durumda  

BfNfXT 23 +=Λ  

olup  dolayısıyla  

BfNf 23 +−=ξ        (3.1.1) 

1ff1, 2
3

2
2 =+⇒=ξξ  
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ve  

BfNfX 32 +=        (3.1.2) 

yazabiliriz. Diğer taraftan 

( ) ( )BfkfNfkfTfkD 32232231T −′+′+−−=ξ  

ve 

( ) ( )BfkfNkffTfkXD 22323221T +′+−′+=  

olacaktır. 

ξ−= 3121T fkXfkTD  

{ }ξ′−′++= 2332221T ffffkTfkXD        (3.1.3) 

{ }XffffkTfkD 3223231T ′−′+−+−=ξ  

bağıntıları elde edilir. 

Diğer taraftan ( ) ( ) ( )tvXtv,t +α=ϕ  eşitliği IRv ∈∀  sabit değeri için M’nin bir 

{ } MvI:v →×ϕ  eğrisini belirtir. Bu eğrinin teğet vektör alanı A ise (3.1.3)’den, 

( ) { }ξ′−′+++= 2332221 ffffkvTfvk1A    (3.1.4) 

şeklinde bulunur. A vektör alanı ξ ’e dik olacağından 

0ffffk 23322 =′−′+        (3.1.5) 

olacaktır. 

 

M’nin teğet düzlemlerinin düzlemlerin daima sabit olması, ξ ’nin katsayısı ile 

yakından ilgilidir. Böylece şu teoremi verebiliriz. 

 

Teorem 3.1.1: M timelike regle yüzeyin, bir spacelike doğrultmanı boyunca teğet 

düzlemlerinin aynı olması için gerek ve yeter şart 

0ffffk 23322 =′−′+  

sağlanır.  

 

Ana doğrularının birim spacelike doğrultman vektörü X olan bir timelike regle 

yüzeyin dralini XP  ile gösterelim. Komşu ana doğruların ortak dikmesi doğrultusundaki 

birim vektör, vektörel çarpım ile 'XX ∧  olduğundan bu doğrultudaki birim vektör 
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'X

'XX ∧
 

dir, burada XD'X T=  dır. 

 

Dayanak eğrisinin komşu iki noktası )s(α
r

 ve )s(d)s()dss( α+α=+α
rrs

 

olduğundan bu noktalardaki ana doğrular arasındaki en kısa uzaklık α
r

d  vektörünün 

'X

'XX ∧
 

vektörü üzerindeki izdüşümüdür. Böylece en kısa uzaklık k ile gösterilirse 

[ ]
'x

'X,X,ddet

'X

'XX
,dk

α
=

∧
α=
r

 

olarak bulunur (Hacısalihoğlu 1980). Eğer ana doğruların küresel göstergesini göz 

önüne alırsak bu gösterge yay elementi olan 

{ }{ } dsfkffffkdsXDds
ds

dX
d 2

1
2

2
2

1
2

23322T −′−′+===σ  

komşu iki ana doğru arasındaki açı olarak alınabilir. Böylece regle yüzeyin drali için 

[ ]
ds'X:

'x

'X,X,ddet

d

k
Px

α
=

σ
=  

olup burada 

[ ] X,XT'X,X,ddet ′Λ=α  

terimi hesaplanırsa 

[ ] { }23322 ffffk'X,X,ddet ′−′+=α  

bulunur. O halde dağılma parametresi 

[ ]
2x

'X

'X,X,ddet
P

α
=  

bağıntısından 
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{ } 2
2

2
1

2
23322

23322
X

fkffffk

ffffk
P

−′−′+

′−′+
=     (3.1.6) 

olarak elde edilir. 

 

Teorem 3.1.2: Bir )v,s(ϕ
r

 timelike regle yüzeyinin açılabilir olması için gerek ve yeter 

şart  

0ffffk 23322 =′−′+  

eşitliğinin sağlanmasıdır. 

 

Sonuç 3.1.1: Bir timelike regle yüzeyin açılabilir olması için, eğri boyunca ana 

doğruların teğet düzlemde uzanması gerek ve yeter şarttır.  

 

Sonuç 3.1.2: XvDTA T+=  vektör alanı,  

XvDT,XvDTA,A TT ++=  

( ) { }2
23322

22
21 ffffkvfvk1 ′−′+++−=  

( ) { }

{ }( ) 01fvk2fkffffkv

0ffffkvfvk1

21
2

2
2

1
2

23322
2

2
23322

22
21

=−−−′−′+⇒

=′−′+++−
 

    { } 0ffffk4 2
23322v ≥′−′+=∆⇒  

O halde 

{ }( ) { }( )2123322
2

2123322
1 fkffffk

1
v,

fkffffk

1
v

+′−′+

−
=

−′−′+
=  

parametre değerleri için M üzerinde null striksiyon çizgileri elde edilir. 

 

Diğer taraftan bir )v,s(ϕ  timelike regle yüzeyinin merkez noktasının α
r

 yer 

vektörü dayanak eğrisinin )s(α
r

 yer vektörü, )s(X  doğrultman vektörü ve dayanak 

eğrisine olan uzaklığı u  uzaklığı cinsinden 

)s(Xu)s()u,s( +α=α  

şekline ifade edilebilir. u  parametresi regle yüzeyin dayanak eğrisinin yer vektörü ve 

doğrultman cinsinden bulunabilir. Regle yüzeyin ilk ikisi )s(X
r

 ve )s(Xd)s(X
rr

+  olan 

komşu üç ana doğrusu verilsin. 
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P,P’ ve Q,Q’ komşu ana doğrularının ortak dikmelerinin ana doğrular üzerindeki 

ayakları olsunlar. İlk iki komşu ana doğrunun ortak dikmesi  

ds)s(XD)s(X)ds)s(XD)s(X()s(X TT Λ=+Λ  

bağıntısından dolayı XDX TΛ  vektörüne paraleldir. Limit halinde PQ  ve 'PP  ile 

çakışacak ve boğaz çizgisinin teğeti olacaktır. Dolayısıyla 

0PQ,X =   ve  0PQ,XdsDX T =+  

olacağından  

0PQ,XDT =  

elde edilir. Ayrıca dayanak eğrisinin s yay-parametresine göre türevi alınırsa  ve  

0X,XDT =  

eşitliği kullanılırsa, 

2

T

T

2

TT

TTT

XD

T,XD
u

0XDuT,XD

0XDuX
ds

ud
T,XD0

ds

d
,XD

−=⇒

=+⇒

=++⇒=
α

 

bulunur (Hacısalihoğlu 1980). (3.1.3)’den değerler yerine yazılırsa 

{ } 2
2

2
1

2
23322

21

fkffffk

fk
u

−′−′+
=     (3.1.7) 

elde edilir. Böylece striksiyon eğrisinin yer vektörü  

)s(X
XD

T,XD
)s()s(

2

T

T
−α=α

rr
 

ve dolayısıyla 
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{ }
)s(X

fkffffk

fk
)s()s(

2
2

2
1

2
23322

21

−′−′+
+α=α

rr
 

şeklinde olur. Eğer XDT =0 ise regle yüzey striksiyon eğrisine sahip değildir. Bu hal 

regle yüzeyin timelike silindir olmasını karakterize eder. Bu durumda regle yüzey için 

striksiyon eğrisi dayanak eğrisi olarak alınabilir. Bunun için (3.1.7) bağıntısında 0u =  

ve dolayısıyla 0fk 21 =  alınması yeterlidir. Bu durumda şu sonucu verebiliriz. 

 

Sonuç 3.1.3: 0k1 ≠  olmak üzere, striksiyon eğrisi dayanak eğrisi olan timelike regle 

yüzeylerin (silindirik timelike yüzeyler) spacelike doğrultman vektörleri, timelike 

dayanak eğrisinin binormal vektörü doğrultusunda uzanır. 

 

Teorem 3.1.3: 0ffffk 23322 ≠′−′+  olmak üzere bir M kapalı timelike regle yüzeyi  

( ) )t(vXt)v,t()v,t(

EIRI: 3

+α=ϕ→

→×ϕ
 

tanımlansın. O zaman, M’nin spacelike doğrultmanları arasında, ortogonal yörüngeler 

boyunca en kısa uzaklık  

{ } 2
2

2
1

2
23322

21
o

fkffffk

fk
v

−′−′+
=  

değerine karşılık gelen  MI:
oV →ϕ  eğrisi boyunca ölçülen uzaklıktır.  

 

İspat: )t( 1α  ve )t( 2α  noktalarında geçen iki spacelike doğrultmanı göz önüne alalım. 

( )It,t,tt 2121 ∈< . Bu iki doğrultman arasında bir ortogonal yörünge boyunca olan 

uzaklık , 

∫=
2

1

t

t

dtA)v(J  

dir. (3.1.4) eşitliğinden  

{ }( )( )∫ −+−′−′+=
2

1

t

t

2
1

21
2

2
2

1
2

23322
2 dt1fvk2fkffffkv)v(J  

elde edilir. IRv0 ∈  için J’nin minimum değer alması  0)v('J o =  olması ile 

mümkündür. Bu ise  
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{ }( )
{ } 2

2
2

1
2

23322

21
o21

2
2

2
1

2
23322o

fkffffk

fk
v0fk2fkffffkv2

−′−′+
=⇒=−−′−′+  

olmasını gerektirir. Demek ki ortogonal yörünge olan  

( )
{ }

)t(X
fkffffk

fk
t)t(t

MI:

2
2

2
1

2
23322

21

−′−′+
+α=β→

→β

 

eğrisi (striksiyon eğrisi) boyunca ölçülen uzaklık, spacelike doğrutmanlar arasındaki 

ortogonal yörünge olan en kısa uzaklıktır. Bu da teoremin ispatını tamamlar. 

 

Sonuç 3.1.4: 
{ }

=
−′−′+

2
2

2
1

2
23322

21

fkffffk

fk
 sabittir. 

 

İspat: 0PQ,X =  ve 
dt

d
PQ

α
=  olduğundan  

{ } { }
X

fkffffk

fk
XD

fkffffk

fk
T,X

dt

d
,X

2
2

2
1

2
23322

21
T2

2
2

1
2

23322

21

′












−′−′+
+











−′−′+
+=

α

 

{ } { }
X,X

fkffffk

fk
XD,X

fkffffk

fk
2

2
2

1
2

23322

21
T2

2
2

1
2

23322

21

′












−′−′+
+

−′−′+
=  

{ }

′












−′−′+
=

α
2

2
2

1
2

23322

21

fkffffk

fk

dt

d
,X  

Buradan 

{ } { }
sbt

fkffffk

fk
0

fkffffk

fk
2

2
2

1
2

23322

21
2

2
2

1
2

23322

21 =
−′−′+

⇒=

′












−′−′+
 

bulunur. 

 

Sonuç 3.1.5: Timelike regle yüzey açılabilir bir regle yüzey ise  

IRcfk 21 ∈=  

değeri sabittir. 
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Teorem 3.1.4: M timelike regle yüzey olsun. O zaman, )t(α  noktasından geçen ana 

doğrultman üzerinde )v,t( oϕ  noktası striksiyon noktasıdır ⇔ α ’nın teğet vektör alanı 

T ve spacelike doğrultman vektör alanı X olmak üzere , )v,t( oϕ  noktasındaki teğet 

düzlemin normali XDT  dir. 

 

İspat: :)(⇐ { } MvI: oV0
→×ϕ  eğrisinin teğet vektör alanı, (3.1.4) eşitliğinden, 

( ) { }ξ′−′+++= 2332221 ffffkvTfvk1A  

olup (3.1.3) eşitliğinden, 

{ }ξ′−′++= 2332221T ffffkTfkXD  

teğet düzleme normal olması sebebiyle, 

0A,XDT =  

{ } ( ) { } 0ffffkvTfkv1,ffffkTfk 23322o21o2332221 =ξ′−′+++ξ′−′++⇒  

( ) { } 0ffffkvfkv1fk 2
23322o21o21 =′−′+++−⇒  

{ } 2
2

2
1

2
23322

21
o

fkffffk

fk
v

−′−′+
=  

elde edilir. Bu ise )v,t( oϕ  noktasının merkez noktası olduğunu gösterir. 

:)(⇒ )t(α  noktasından geçen spacelike doğrultman üzerindeki merkez noktası )v,t( oϕ  

olsun. 

0A,XDX,XD TT ==  

olduğunu göstermeliyiz. 

[ ] 0X,XD0X,XT1X,X T =⇒=⇒=  

ve  

{ } ( ) { }

( ) { }2
23322o21o21

23322o21o2332221T

ffffkvfkv1fk

ffffkvTfkv1,ffffkTfkA,XD

′−′+++−=

ξ′−′+++ξ′−′++=
 

olur. )v,t( oϕ  merkez noktası olduğundan  

{ } 2
2

2
1

2
23322

21
o

fkffffk

fk
v

−′−′+
=  

 dir, yukarıda yerine yazılırsa =A,XDT 0 bulunur. 
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Teorem 3.1.5: Bir timelike regle yüzeyin Gauss eğriliğinin mutlak değeri, bir spacelike 

doğrultman boyunca, bu doğrultman üzerindeki merkez noktada extremum değerini alır. 

 

İspat: M regle yüzeyi  

)s(vX)s()v,s()v,s(

EIRI: 3

+α=ϕ→

→×ϕ
 

ile verilsin. O zaman )v,s(ϕ  noktasındaki tanjant uzayın bir ortonormal bazı 

{ }X,A=Φ  

olur. )v,s(ϕ  noktasında )sabitv,s( =ϕ  eğrisinin birim teğet vektörü 

A
A

1
A

ds

d
0 ==

ϕ
∗

 

dır. )sabitv,s( =ϕ  eğrisinin yay parametresi de ∗s  olduğuna göre  

A
ds

d
,

ds

ds
.

ds

d

ds

d
A0 =

ϕϕ
=

ϕ
=

∗∗
  

olup burada 

{ } ( )2
21

2
23322

2 fvk1ffffkv

1

A

1

ds

ds

+−′−′+
==

∗
 

dolayısıyla 

( ) ( )( ) { }{ }
{ } { }( ) 












′−′++−′−′++

ξ
′′−′++ξ−++

′
+

=
XffffkTfkffffkv

ffffkvfkXfkfvk1Tfvk1
A

1
AD

233223123322

2332231212121
A0

 

( )
{ }

( )

( )

( ) { }{ }{ } 

















ξ
′′−′+++−+









′−′++

+
+













′−′+−

′
+

=

233222131

2
23322

2121

2332231

21

A

ffffkvfvk1fk

X
ffffkv

fvk1fk
T

ffffkfvk

fvk1

A

1
AD

0
      (3.1.8) 

ve benzer şekilde (3.1.3) eşitliğinden, 

{ }ξ−== 3121TA fkXfk
A

1
TD

A

1
TD

0
 

{ }ξ−= 3121A fkXfk
A

1
TD

0
      (3.1.9) 
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{ }{ }XffffkTfk
A

1
D

A

1
D 3223231TA0

′−′+−+−=ξ=ξ      

   { }{ }XffffkTfk
A

1
D 3223231A0

′−′+−+−=ξ                     (3.1.10) 

bulunur. )v,s(ϕ  noktasındaki ortonormal baz { }ξ,X,Ao  dir. Burada 
A

A
Ao =  olmak 

üzere )v,s(ϕ  noktasında )v,s(ϕξ  normal vektör alanı 

XA
A

1
XAo)v,s( Λ=Λ=ξϕ  

( ) { }( )

( ) { }( )

{ } ( )( )ξ++′−′+=

Λξ′−′++Λ+=

Λξ′−′+++=ξϕ

2123322

2332221

2332221)v,s(

fvk1Tffffkv
A

1

XffffkvXTfvk1
A

1

XffffkvTfvk1
A

1

 

            { } ( )( )ξ++′−′+=ξϕ 2123322)v,s( fvk1Tffffkv
A

1
             (3.1.11) 

Diğer taraftan 

XA)A(S 2010 λ+λ=  

XA)X(S 201 µ+µ=  

S matrisi 










−

−
=

X),X(SA),X(S

X),A(SA),A(S
S

0

000  

0X),X(S =  ve )X(S,AX),A(S 00 = olduğundan 

2

0 X),A(SSdet)v,s(K ==                          (3.1.12) 

eşitliğini yazabiliriz. Buradan  

ds

d

A

1

ds

ds
.

ds

d

ds

d
D)A(S )v,s()v,s()v,s(

)v,s(A0 0

ϕ

∗

ϕ

∗

ϕ

ϕ

ξ
=

ξ
=

ξ
=ξ=  

(3.1.11) eşitliğinden, 
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{ } ( )( ) { } ( ){ }

{ } ( ){ }ξ++′−′++

ξ
′

++
′′−′++ξ++′−′+

′











=

ξϕ

T21T23322

21233222123322
)v,s(

Dfvk1TDffffkv
A

1

fvk1Tffffkv
A

1
fvk1Tffffkv

A

1

ds

d

(3.1.3) eşitlikleri kullanılır ve ifade düzenlenirse, 

{ } ( ) { }

( ) ( ) { }

{ } X
A

1
ffffk

A

1
ffffkvfk

A

1
fvk1

A

1
fvk1

T
A

1
ffffkv

A

1
fvk1fk

A

1
ffffkv

ds

d

23322

23322312121

23322213123322
)v,s(













′−′+−+

ξ















′−′+−

′
++

′











++
















′′−′+++−

′











′−′+=

ξϕ

 

ifadesi elde edilir. O halde  

{ } ( ) { }

( ) ( ) { }

{ }{ }Xffffk
A

1

A

1
ffffkvfk

A

1
fvk1

A

1
fvk1

A

1

T
A

1
ffffkv

A

1
fvk1fk

A

1
ffffkv

A

1
)A(S

233222

23322312121

233222131233220

′−′+−+

ξ













′−′+−

′
++

′











++
















′′−′+++−

′











′−′+=

  

olur. Dolayısıyla  

{ }
2

23322
0

A

ffffk
X);A(S

′−′+−
=              (3.1.13) 

bulunur. (3.1.12) eşitliğinden, 

 

( )
4

2
23322

A

ffffk
)v,s(K

′−′+
=                         (3.1.14) 

şeklinde bulunur. 

( ) { }( ){ }
{ }( ){ }3

21
2

2
2

1
2

23322
2

21
2

2
2

1
2

23322
2

32232

1fvk2fkffffkv

fk2fkffffkv2ffffk2

v

)v,s(K

−−−′−′+

−−′−′+′−′+−−
=

∂

∂
 

elde edilir. Buradan 
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0
dv

K
=

∂
 

veya pay kısmındaki tam kareler toplamı olmayan kısmın sıfır olması gerekeceğinden 

{ }( ) 0fk2fkffffkv2 21
2

2
2

1
2

23322 =−−′−′+  

{ } 2
2

2
1

2
23322

21

fkffffk

fk
v

−′−′+
=  

bulunur. Bu değere, ana doğru üzerindeki karşılık gelen nokta merkez noktası 

olduğundan X
r

 ana doğrusu üzerinde K eğrilik fonksiyonu extremum değerini merkez 

noktada alır. v’nin bu değeri (3.1.14) eşitliğinde yerine yazılırsa  

{ }( )
{ }2

23322

22
2

2
1

2
23322

ext
ffffk

fkffffk
K

′−′+

−′−′+
=  

elde edilir.  

 

Sonuç 3.1.6: Bir timelike regle yüzeyin dağılma parametresi yalnızca  doğrultmanlara 

bağlıdır. 

 

İspat: Gauss eğriliğinin extremum değeri 

{ }( )
{ }2

23322

22
2

2
1

2
23322

ext
ffffk

fkffffk
K

′−′+

−′−′+
=  

idi. K’nın doğrultman boyunca extremum değeri dağılma parametresine bağlıdır. Yani 

2

X
ext P

1
K 








=  

veya buradan  

ext

X
K

1
P =  

bulunur. extK  değeri bir doğrultman boyunca tektir. O halde dağılma parametresinin 

değeri bir doğrultman için aynıdır, doğrultmandan doğrultmana değişir. 

 

Teorem 3.1.6: (Chasles Teoremi) M bir timelike regle yüzey, M’nin bir doğrultmanı 

boyunca normali vξ , bu doğrultman üzerindeki merkez noktada M’nin normali ξ  ise ξ  
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ile vξ  arasındaki açının tanjantı, merkezden vξ ’nin başlangıç noktasına olan uzaklık ile 

doğru orantılıdır. 

 

İspat: M yüzeyi  

)s(vX)s()v,s()v,s(

EIRI: 3

+α=ϕ→

→×ϕ
 

şeklinde verilsin. Üstelik 0v =  için )0,s(ϕ  noktası, bir merkez noktası olsun. O zaman, 

)s(α  eğrisi )0,s(ϕ  merkez noktasından geçen bir ortogonal yörünge olur. MI: →α  

eğrisinin birim teğet vektör alanı T , )s(α  noktasından geçen doğrultmanın birim teğet 

vektör alanı X olmak üzere, )0,s(ϕ  noktasında XDT , M ye normal olur. Böylece )0,s(ϕ  

noktasında 0fk 21 =  olur. Buna göre )0,s(ϕ  merkez noktasında dağılma parametresi 

0fk 21 =  olduğundan, 

23322
X ffffk

1
P

′−′+
=  

olur. Diğer taraftan, bu doğrultman boyunca 0fk 21 =  olduğundan 

{ }ξ′−′++= 23322 ffffkvTA  

 olur. Buna göre, doğrultman boyunca yüzeyin normali  

XA
A

1
v Λ=ξ  

veya  

{ }

{ } { }
ξ

−′−′+

+

−′−′+

′−′+
=ξ

2
1

2
23322

22
1

2
23322

2

23322
v

1ffffkv

1
T

1ffffkv

ffffkv
 

0A,A < olduğu da kullanılarak  

{ }

{ }( ) { }( )
ξ

′−′+−
+

′−′+−

′−′+
=ξ

2
1

2
23322

22
1

2
23322

2

23322
v

ffffkv1

1
T

ffffkv1

ffffkv
 

pay ve paydayı { }23322 ffffk ′−′+  ile bölersek ve { }23322X ffffk1P ′−′+=  konumu 

yapılırsa  

( ) ( )
ξ

−
+

−
=ξ

2
1

22
X

X

2
1

22
X

v

vP

P
T

vP

v
 



 
 

44 

elde edilir. ξ  ile vξ  arasındaki açının kosinüsü v,cos ξξ=θ , 

( ) 2
1

22
X

X

vP

P
cos

−
=θ   veya  

2
1

2

XP

v
1

1
cos























−

=θ  

olduğundan 

xP

v
tan =θ  

olur. Bu ise teoremin ispatını tamamlar. 

 

Sonuç 3.1.8: Bir M timelike regle yüzeyi üzerinde bir ana doğru boyunca teğet düzlem 

bir uçtan ötekine ana doğru etrafında 0180  döner. 

 

İspat: M bir timelike regle yüzey ve MP ∈  noktasından geçen pL  spacelike ana 

doğrusu üzerindeki merkez noktası P  olsun. MP ∈  noktasında M’nin normali Pξ  ve 

PLQ ∈  noktasındaki normalini de Qξ  ile gösterelim. v)Q,P(d =  olmak üzere 

spacelike Pξ  ve Qξ  vektörleri arasındaki açı ise θ  ise 

xP

v
tan =θ  

olur. Burada IRv ∈  parametresini { } −+ ∪∪∈ IR0IRv  olarak düşünebiliriz. Eğer 

0v =  ise P  noktası elde edilir ve 0=θ  dır. +∈ IRv  olduğunda pL  üzerinde P ’nin bir 

tarafında kalan noktaları ve −∈ IRv  halinde de diğer tarafında kalan noktaları elde 

ederiz. +∈ IRv  halinde 
2

0
π

≤θ<  olur. −∈ IRv  halinde ise 0
2

<θ≤
π

−  olur. Böylece 

P ’ nin iki tarafında ξ   normal vektör alanı 090  değişme gösterir. O halde, ξ ’ ye 

normal olan teğet düzlem, spacelike pL  doğrusu boyunca, P’nin iki tarafında 90’ar 

derecelik değişim gösterir. Dolayısıyla 0180 ’lik bir değişim söz konusudur. 
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3.2. Spacelike Dayanak Eğrili, Timelike Doğrultmanlı Timelike Regle Yüzeyler  

 
3EM ⊂ , timelike regle yüzeyinin spacelike dayanak eğrisi  

( )tt

EIRI: 3
1

α→

→⊂α
 

timelike doğrultmanı X(t) ve M yüzeyinin spacelike birim normal vektör alanı ξ  olsun. 

Bu durumda M yüzeyi  

( ) ( ) ( ) ( )tvXtv,tv,t

EIRI: 3

+α=ϕ→

→×ϕ
 

dönüşümü ile belirtilir. Spacelike dayanak eğrisinin Frenet vektörleri { }B,N,T  olmak 

üzere sırasıyla spacelike, timelike ve spacelike veya spacelike, spacelike ve timelike 

vektör alanları olacaktır. ( )tk1  ve ( )tk 2  eğrinin 1. ve 2. eğrilikleri ve ε=N,N , 

ε−=B,B , 1±=ε  olmak üzere dayanak eğrisi boyunca Frenet çatısı 

NkBD,BkTkND,NkTD 2T21T1T =+ε−==  

ve  

NBT,BNT,TNB =Λ=Λε=Λ  

şeklinde olacaktır. X(t) timelike doğrulman vektörünü ( )tα  noktalarında  

( )IR,ECf,f,f,BfNfTfX 3
321321 ∈++=  

olacak şekilde seçelim. Şimdi { }ξ,X,T  ortonormal sisteminin α  boyunca değişimini 

inceleyelim.  

 

ξ  yüzeyin birim normal vektör alanı olmak üzere ξ=ΛXT  seçelim. Bu 

durumda  

BfNfXT 23 +=Λ  

olup  dolayısıyla  

BfNf 23 +=ξ        (3.2.1) 

ε=−⇒=ξξ
2

2
2

3 ff1,  

ve  

BfNfX 32 +=      (3.2.2) 



 
 

46 

yazabiliriz. Diğer taraftan 

( ) ( )BfkfNfkfTfkD 32232231T +′+′++ε−=ξ  

ve 

( ) ( )BfkfNfkfTfkXD 22322321T +′+′++ε−=  

olacaktır. O halde,  

ξε+ε−= 3121T fkXfkTD  

( ){ }ξ′−′ε++ε−= 3223221T ffffkTfkXD                (3.2.3) 

( ){ }XffffkTfkD 3223231T ′−′ε++ε−=ξ  

bağıntıları elde edilmiş olur. 

 

Diğer taraftan ( ) ( ) ( )tvXtv,t +α=ϕ  eşitliği IRv ∈∀  sabit değeri için M’nin bir 

{ } MvI:v →×ϕ  eğrisini belirtir. Bu eğrinin teğet vektör alanı A ise, 

XvDTA T+=  

olduğundan 

( ) ( ){ }ξ′−′ε++ε−= 3223221 ffffkvTfkv1A      (3.2.4) 

şeklinde bulunur. A vektör alanı ξ ’e dik olacağından 

( ) 0ffffk 32232 =′−′ε+        (3.2.5) 

olacaktır. 

 

Bir doğrultman boyunca, M’nin teğet düzlemlerinin çakışık oldukları genellikle 

doğru değildir. Ancak bu düzlemlerin daima sabit olması, ξ ’nin katsayısı ile yakından 

ilgilidir. Böylece şu teoremi verebiliriz. 

 

Teorem 3.2.1: M timelike regle yüzeyinin, bir timelike doğrultmanı boyunca teğet 

düzlemlerinin aynı olması için gerek ve yeter şart 

( ) 0ffffk 32232 =′−′ε+  

sağlanmasıdır.  

Ana doğruların birim timelike doğrultman vektörü X olan bir timelike regle 

yüzeyin dralini XP  ile gösterelim. Komşu ana timelike doğruların ortak dikmesi 
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doğrultusundaki birim vektör, vektörel çarpım ile 'XX ∧  olduğundan bu doğrultudaki 

birim vektör 

'X

'XX ∧
 

dir, burada XD'X T=  dır. 

 

 

Dayanak eğrisinin komşu iki noktası )s(α
r

 ve )s(d)s()dss( α+α=+α
rrs

 

olduğundan bu noktalardaki ana doğrular arasındaki en kısa uzaklık α
r

d  vektörünün 

'X

'XX ∧
 

vektörü üzerindeki izdüşümüdür. Böylece en kısa uzaklık k ile gösterilirse 

[ ]
'x

'X,X,ddet

'X

'XX
,dk

α
=

∧
α=
r

 

olarak bulunur (Hacısalihoğlu 1980). Eğer ana doğruların küresel göstergesini göz 

önüne alırsak bu gösterge yay elementi olan 

( ){ }{ } dsffffkfkdsXDds
ds

dX
d 2

1
2

32232
2

2
2

1T ′−′ε++===σ  

komşu iki ana doğru arasındaki açı olarak alınabilir. Böylece regle yüzeyin drali için 

[ ]
ds'X:

'x

'X,X,ddet

d

k
Px

α
=

σ
=  

olup burada 

[ ] X,XT'X,X,ddet ′Λ=α  

terimi hesaplanırsa 

[ ] ( )32232 ffffk'X,X,ddet ′−′ε+=α  

bulunur. O halde dağılma parametresi 
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[ ]
2x

'X

'X,X,ddet
P

α
=  

bağıntısından 

( )
( ){ }2

32232
2

2
2

1

32232
X

ffffkfk

ffffk
P

′−′ε++

′−′ε+
=       (3.2.6) 

olarak elde edilir. 

 

Teorem 3.2.2: Bir )v,s(ϕ
r

 timelike regle yüzeyinin açılabilir olması için gerek ve yeter 

şart  

( ) 0ffffk 32232 =′−′ε+  

eşitliğinin sağlanmasıdır. 

 

Sonuç 3.2.1: Bir timelike regle yüzeyin açılabilir olması için, spacelike dayanak eğrisi 

boyunca timelike ana doğruların teğet düzlemde uzanması gerek ve yeter şarttır.  

 

Sonuç: XvDTA T+=  vektör alanı,  

XvDT,XvDTA,A TT ++=  

( ) ( ){ }2
32232

22
21 ffffkvfkv1 ′−′ε++ε−=  

( ) ( ){ }

( ){ }( ) 01fkv2fkffffkv

0ffffkvfkv1

21
2

2
2

1
2

32232
2

2
32232

22
21

=+ε−+′−′ε+⇒

=′−′ε++ε−
 

    ( ){ } 0ffffk4 2
32232v ≤′−′ε+−=∆⇒  

( ){ } 0ffffk 2
32232 ≠′−′ε+  için v değerleri sanaldır. O halde 

  ( ){ } 0ffffk0 2
32232v =′−′ε+⇔=∆  

ise, 

21fk
v

ε
=  

parametre değeri için M üzerinde null striksiyon çizgisi elde edilir. 
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Diğer taraftan bir )v,s(ϕ  regle yüzeyinin merkez noktasının α
r

 yer vektörü 

dayanak eğrisinin )s(α
r

 yer vektörü, )s(X  doğrultman vektörü ve dayanak eğrisine olan 

uzaklığı u  uzaklığı cinsinden 

)s(Xu)s()u,s( +α=α  

şekline ifade edilebilir. u  parametresi regle yüzeyin dayanak eğrisinin yer vektörü ve 

doğrultman cinsinden bulunabilir. Regle yüzeyin ilk ikisi )s(X
r

 ve )s(Xd)s(X
rr

+  olan 

komşu üç ana doğrusu verilsin. 

 

P,P’ ve Q,Q’ komşu ana doğrularının ortak dikmelerinin ana doğrular üzerindeki 

ayakları olsunlar. İlk iki komşu ana doğrunun ortak dikmesi  

ds)s(XD)s(X)ds)s(XD)s(X()s(X TT Λ=+Λ  

bağıntısından dolayı XDX TΛ  vektörüne paraleldir. Limit halinde PQ  ve 'PP  ile 

çakışacak ve boğaz çizgisinin teğeti olacaktır. Dolayısıyla 

0PQ,X =   ve  0PQ,XdsDX T =+  

olacağından  

0PQ,XDT =  

elde edilir. Ayrıca dayanak eğrisinin s yay-parametresine göre türevi alınırsa  ve  

0X,XDT =  

eşitliği kullanılırsa, 

2

T

T

2

TT

TTT

XD

T,XD
u

0XDuT,XD

0XDuX
ds

ud
T,XD0

ds

d
,XD

−=⇒

=+⇒

=++⇒=
α

 

bulunur (Hacısalihoğlu 1980). (3.2.3) eşitlikleri kullanılarak değerler yerine yazılırsa 
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( ){ }2
32232

2
2

2
1

21

ffffkfk

fk
u

′−′ε++

ε
=       (3.2.7) 

elde edilir. Böylece striksiyon eğrisinin yer vektörü  

)s(X
XD

T,XD
)s()s(

2

T

T
−α=α

rr
 

ve dolayısıyla 

( ){ }
)s(X

ffffkfk

fk
)s()s(

2
32232

2
2

2
1

21

′−′ε++

ε
+α=α

rr
 

şeklinde olur. Eğer XDT =0 ise regle yüzey striksiyon eğrisine sahip değildir. Bu hal 

timelike regle yüzeyin silindir olmasını karakterize eder. Regle yüzeyler için striksiyon 

eğrisi dayanak eğrisi olarak alınabilir. Bunun için (3.2.7) eşitliğinde 0u =  ve 

dolayısıyla 0fk 21 =ε  alınması yeterlidir. Bu durumda şu sonucu verebiliriz. 

 

Sonuç 3.2.2: 0k1 ≠  olmak üzere, striksiyon eğrisi, spacelike dayanak eğrisi olan 

timelike regle yüzeylerin (silindirik timelike yüzeyler) timelike doğrultman vektörleri 

dayanak eğrisinin binormal vektörü doğrultusunda uzanır. 

 

Teorem 3.2.3: ( ) 0ffffk 32232 ≠′−′ε+  olmak üzere bir M kapalı timelike regle yüzeyi  

( ) )t(vXt)v,t()v,t(

EIRI: 3

+α=ϕ→

→×ϕ
 

tanımlansın. O zaman, M’nin timelike doğrultmanları arasında, ortogonal yörüngeler 

boyunca en kısa uzaklık  

( ){ }2
32232

2
2

2
1

21
o

ffffkfk

fk
v

′−′ε++

ε
=  

değerine karşılık gelen  MI:
oV →ϕ  eğrisi boyunca ölçülen uzaklıktır.  

İspat: )t( 1α  ve )t( 2α  noktalarında geçen iki timelike doğrultmanı göz önüne alalım. 

( )It,t,tt 2121 ∈< . Bu iki doğrultman arasında bir ortogonal yörünge boyunca olan 

uzaklık , 

∫=
2

1

t

t

dtA)v(J  
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dir. (3.2.4) eşitliğinden,  

( ){ }( )( )∫ +ε−+′−′ε+=
2

1

t

t

2
1

21
2

2
2

1
2

32232
2 dt1fkv2fkffffkv)v(J  

elde edilir. IRv0 ∈  için J’nin minimum değer alması  0)v('J o =  olması ile 

mümkündür. Bu ise  

( ){ }( )
( ){ }2

32232
2

2
2

1

21
o21

2
2

2
1

2
32232o

ffffkfk

fk
v0fk2fkffffkv2

′−′ε++

ε
=⇒=ε−+′−′ε+  

olmasını gerektirir. O halde ortogonal yörünge olan  

( )
( ){ }

)t(X
ffffkfk

fk
t)t(t

MI:

2
32232

2
2

2
1

21

′−′ε++

ε
+α=β→

→β

 

eğrisi (striksiyon eğrisi) boyunca ölçülen uzaklık, timelike doğrutmanlar arasındaki 

ortogonal yörünge olan en kısa uzaklıktır. Bu da teoremin ispatını tamamlar. 

 

Sonuç 3.2.3: 
( ){ }

=
′−′ε++

ε
2

32232
2

2
2

1

21

ffffkfk

fk
 sabittir. 

 

İspat: 0PQ,X =  ve 
dt

d
PQ

α
=  olduğundan  

( ){ } ( ){ }
X

ffffkfk

fk
XD

ffffkfk

fk
T,X

dt

d
,X

2
32232

2
2

2
1

21
T2

32232
2

2
2

1

21

′















′−′ε++

ε
+














′−′ε++

ε
+=

α

( ){ } ( ){ }
X,X

ffffkfk

fk
XD,X

ffffkfk

fk
2

32232
2

2
2

1

21
T2

32232
2

2
2

1

21

′















′−′ε++

ε
+

′−′ε++

ε
=

 

( ){ }

′















′−′ε++

ε
−=

α
2

32232
2

2
2

1

21

ffffkfk

fk

dt

d
,X  

Buradan 

( ){ } ( ){ }
sbt

ffffkfk

fk
0

ffffkfk

fk
2

32232
2

2
2

1

21
2

32232
2

2
2

1

21 =
′−′ε++

ε
⇒=

′















′−′ε++

ε
 

bulunur. 
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Sonuç 3.2.4: Timelike regle yüzey açılabilir bir regle yüzey ise  

IRcfk 21 ∈=  

değeri sabittir. 

 

Teorem 3.2.4: M timelike regle yüzey ve α , yüzeyin spacelike dayanak eğrisi olsun. O 

zaman, )t(α  noktasından geçen timelike ana doğrultman üzerinde )v,t( oϕ  noktası 

striksiyon noktasıdır ⇔ α ’nın teğet vektör alanı T ve doğrultmanın teğet vektör alanı 

X olmak üzere , )v,t( oϕ  noktasındaki teğet düzlemin normali XDT  dir. 

 

İspat: :)(⇐ { } MvI: oV0
→×ϕ  eğrisinin teğet vektör alanı, (3.2.4) eşitliğinden, 

( ) ( ){ }ξ′−′ε++ε−= 3223221 ffffkvTfkv1A  

olup (3.2.3) eşitliğinden, 

( ){ }ξ′−′ε++ε−= 3223221T ffffkTfkXD  

vektörü teğet düzleme normal olması sebebiyle, 

0A,XDT =  

( ){ } ( ) ( ){ } 0ffffkvTfkv1,ffffkTfk 32232o21o3223221 =ξ′−′ε++ε−ξ′−′ε++ε−⇒  

( ) ( ){ } 0ffffkvfkv1fk 2
32232o21o21 =′−′ε++ε−ε−⇒  

( ){ }2
32232

2
2

2
1

21
o

ffffkfk

fk
v

′−′ε++

ε
=  

elde edilir. Bu ise )v,t( oϕ  noktasının merkez noktası olduğunu gösterir. 

:)(⇒ )t(α  noktasından geçen timelike doğrultman üzerindeki merkez noktası )v,t( oϕ  

olsun. 

0A,XDX,XD TT ==  

olduğunu göstermeliyiz. 

[ ] 0X,XD0X,XT1X,X T =⇒=⇒=  

ve  

( ){ } ( ) ( ){ }

( ) ( ){ }2
32232o21o21

32232o21o3223221T

ffffkvfkv1fk

ffffkvTfkv1,ffffkTfkA,XD

′−′ε++ε−ε−=

ξ′−′ε++ε−ξ′−′ε++ε−=
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olur. )v,t( oϕ  merkez noktası olduğundan  

( ){ }2
32232

2
2

2
1

21
o

ffffkfk

fk
v

′−′ε++

ε
=  

 dir, yukarıda yerine yazılırsa =A,XDT 0 bulunur. 

 

Teorem 3.2.4: Bir timelike regle yüzeyin Gauss eğriliğinin mutlak değeri, bir timelike 

doğrultman boyunca, bu doğrultman üzerindeki merkez noktada extremum değerini alır. 

 

İspat: M timelike regle yüzeyi  

)s(vX)s()v,s()v,s(

EIRI: 3

+α=ϕ→

→×ϕ
 

ile verilsin. O zaman )v,s(ϕ  noktasındaki tanjant uzayın bir ortonormal bazı  

{ }X,A=Φ  

olur. )v,s(ϕ  noktasında )sabitv,s( =ϕ  eğrisinin birim teğet vektörü 

A
A

1
A

ds

d
0 ==

ϕ
∗

 

dır. )sabitv,s( =ϕ  eğrisinin yay parametresi de ∗s  olduğuna göre  

A
ds

d
,

ds

ds
.

ds

d

ds

d
A0 =

ϕϕ
=

ϕ
=

∗∗
  

olup burada 

( ){ } ( )2
21

2
32232

2 fkv1ffffkv

1

A

1

ds

ds

ε−+′−′ε+
==

∗
 

dolayısıyla

( ) ( )( ) ( ){ }{ }
( ){ }{ } ( ){ }( ) 












′−′ε−+ε−′−′ε++

ξ
′′−′ε++ξε+ε−ε−+

′
ε−

=
XffffkTfkffffkv

ffffkvfkXfkfkv1Tfkv1
A

1
AD

233223132232

3223231212121
A0

 

( )
( ){ }

( )

( )( )

( ) ( ){ }{ }{ } 

















ξ
′′−′ε++ε−ε+









′−′ε++

ε−ε−
+













′−′ε+ε−

′
ε−

=

322322131

2
32232

2121

3223231

21

A

ffffkvfkv1fk

X
ffffkv

fkv1fk
T

ffffkfkv

fkv1

A

1
AD

0
       (3.2.8) 

ve benzer şekilde (3.2.3) eşitliğinden, 
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{ }ξε+ε−== 3121TA fkXfk
A

1
TD

A

1
TD

0
 

{ }ξε+ε−= 3121A fkXfk
A

1
TD

0
     (3.2.9) 

( ){ }{ }XffffkTfk
A

1
D

A

1
D 2332231TA0

′−′ε−+ε−=ξ=ξ  

( ){ }{ }XffffkTfk
A

1
D 2332231A0

′−′ε−+ε−=ξ             (3.2.10) 

bulunur. )v,s(ϕ  noktasındaki ortonormal baz { }ξ,X,Ao  dir. Burada 
A

A
Ao =  olmak 

üzere )v,s(ϕ  noktasında )v,s(ϕξ  normal vektör alanı 

XA
A

1
XAo)v,s( Λ=Λ=ξϕ  

( ) ( ){ }( )

( ) ( ){ }( )

( ){ } ( )( )ξε−+′−′ε+−=

Λξ′−′ε++Λε−=

Λξ′−′ε++ε−=ξϕ

2132232

3223221

3223221)v,s(

fkv1Tffffkv
A

1

XffffkvXTfkv1
A

1

XffffkvTfkv1
A

1

 

            ( ){ } ( )( )ξε−+′−′ε+−=ξϕ 2132232)v,s( fkv1Tffffkv
A

1
         (3.2.11) 

Diğer taraftan 

XA)A(S 2010 λ+λ=  

XA)X(S 201 µ+µ=  

S matrisi 










−

−
=

X),X(SA),X(S

X),A(SA),A(S
S

0

000  

0X),X(S =  ve )X(S,AX),A(S 00 = olduğundan 

2

0 X),A(SSdet)v,s(K ==                          (3.2.12) 

eşitliğini yazabiliriz. Buradan  
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ds

d

A

1

ds

ds
.

ds

d

ds

d
D)A(S )v,s()v,s()v,s(

)v,s(A0 0

ϕ

∗

ϕ

∗

ϕ

ϕ

ξ
=

ξ
=

ξ
=ξ=  

(3.2.11) eşitliğinden, 

( ){ } ( )( )

( ){ } ( ){ }

( ){ } ( ){ }ξε−+′−′ε+−+

ξ
′

ε−+
′′−′ε+−+

ξε−+′−′ε+−

′











=

ξϕ

T21T32232

2132232

2132232
)v,s(

Dfkv1TDffffkv
A

1

fkv1Tffffkv
A

1

fkv1Tffffkv
A

1

ds

d

 

(3.2.3) eşitlikleri kullanılır ve ifade düzenlenirse, 

( ){ } ( ){ } ( )

( ) ( ) ( ){ }

( ){ }Xffffk
A

1

A

1
ffffkvfk

A

1
fkv1

A

1
fkv1

T
A

1
fkv1fk

A

1
ffffkv

A

1
ffffkv

ds

d

32232

32232312121

21313223232232
)v,s(

′−′ε++

ξ













′−′ε+ε−

′
ε−+

′











ε−+

















ε−ε−
′′−′ε+−

′











′−′ε+−=

ξϕ

 

ifadesi elde edilir. O halde  

( ){ } ( ){ } ( )

( ) ( ) ( ){ }

( ){ }Xffffk
A

1

A

1
ffffkvfk

A

1
fkv1

A

1
fkv1

A

1

T
A

1
fkv1fk

A

1
ffffkv

A

1
ffffkv

A

1
)A(S

322322

32232312121

21313223232232o

′−′ε++

ξ













′−′ε+ε−

′
ε−+

′











ε−+

















ε−ε−
′′−′ε+−

′











′−′ε+−=

olur. Dolayısıyla  

( ){ }
2

32232
0

A

ffffk
X);A(S

′−′ε+−
=              (3.2.13) 

bulunur. (3.2.12) eşitliğinden, 
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( ){ }
4

2
32232

A

ffffk
)v,s(K

′−′ε+
=                        (3.2.14) 

şeklinde bulunur. 

( )( ) ( ){ }( ){ }
( ){ } ( ){ }32

21
2

32232
2

21
2

2
2

1
2

32232
2

32232

fkv1ffffkv

fk2fkffffkv2ffffk2

v

)v,s(K

ε−+′−′ε+

ε−+′−′ε+′−′ε+
=

∂

∂
 

elde edilir. Buradan 

0
dv

K
=

∂
 

veya pay kısmındaki tam kareler toplamı olmayan kısmın sıfır olması gerekeceğinden 

( ){ }( ) 0fkfkffffkv 21
2

2
2

1
2

32232 =ε−+′−′ε+  

( ){ }2
32232

2
2

2
1

21

ffffkfk

fk
v

′−′ε++

ε
=  

bulunur. Bu değere, ana doğru üzerindeki karşılık gelen nokta merkez noktası 

olduğundan X
r

 ana doğrusu üzerinde K eğrilik fonksiyonu extremum değerini merkez 

noktada alır. v’nin bu değeri yerine yazılırsa  

( ){ }( )
( ){ }2

32232

22
32232

2
2

2
1

ext
ffffk

ffffkfk
K

′−′ε+

′−′ε++
=                                (3.2.15) 

elde edilir.  

 

Sonuç 3.2.6: Bir regle yüzeyin dağılma parametresi yalnızca doğrultmanlara bağlıdır. 

 

İspat: (3.2.6) ve (3.2.15) eşitliklerinden, 

2

X
ext P

1
K 








=  

veya buradan  

ext

X
K

1
P =  

bulunur. extK  değeri bir timelike doğrultman boyunca tektir. O halde dağılma 

parametresinin değeri bir timelike doğrultman için aynıdır, doğrultmandan doğrultmana 

değişir. 
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Teorem 3.2.6: (Chasles Teoremi) M bir timelike regle yüzey, M’nin bir timelike 

doğrultmanı boyunca normali vξ , bu doğrultman üzerindeki merkez noktada M’nin 

normali ξ  ise ξ  ile vξ  arasındaki açının tanjantı, merkezden vξ ’nin başlangıç 

noktasına olan uzaklık ile doğru orantılıdır. 

 

İspat: M yüzeyi  

)s(vX)s()v,s()v,s(

EIRI: 3

+α=ϕ→

→×ϕ
 

şeklinde verilsin. Üstelik 0v =  için )0,s(ϕ  noktası, bir merkez noktası olsun. O zaman, 

)s(α  eğrisi )0,s(ϕ  merkez noktasından geçen bir ortogonal yörünge olur. MI: →α  

eğrisinin birim teğet vektör alanı T , )s(α  noktasından geçen doğrultmanın birim teğet 

vektör alanı X olmak üzere, )0,s(ϕ  noktasında XDT , M ye normal olur. Böylece )0,s(ϕ  

noktasında 0fk 21 =  olur. Buna göre )0,s(ϕ  merkez noktasında dağılma parametresi 

0fk 21 =  olduğundan (3.2.6)eşitliğinden, 

( )32232
X ffffk

1
P

′−′ε+
=  

olur. Diğer taraftan, bu doğrultman boyunca 0fk 21 =  olduğundan (3.2.4) eşitliğinden, 

( ){ }ξ′−′ε++= 32232 ffffkvTA  

 şeklinde olur. Buna göre, timelike doğrultman boyunca yüzeyin normali  

XA
A

1
v Λ=ξ  

veya 

( ){ }

( ){ }( ) ( ){ }( )
ξ

′−′ε++
+

′−′ε++

′−′ε+−
=ξ

2
1

2
32232

22
1

2
32232

2

32232
v

ffffkv1

1
T

ffffkv1

ffffkv
 

olup pay ve paydayı ( ){ }32232 ffffk ′−′ε+  ile bölersek ve ( ){ }32232X ffffk1P ′−′ε+=  

konumu yapılırsa  

( ) ( )
ξ

+
+

+

−
=ξ

2
1

22
X

X

2
1

22
X

v

vP

P
T

vP

v
 

elde edilir. ξ  ile vξ  arasındaki açının kosinüsü v,cos ξξ=θ , 
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( ) 2
1

2
X

2

X

Pv

P
cos

+
=θ   veya  

2
1

2

XP

v
1

1
cos























+

=θ  

olduğundan 

xP

v
tan =θ  

olur. Bu ise teoremin ispatını tamamlar. 

 

Sonuç 3.2.7: Dayanak eğrisi spacelike olan M timelike regle yüzeyi üzerinde bir 

timelike ana doğru boyunca, teğet düzlem; bir uçtan ötekine ana doğru etrafında 0180  

döner. 

 

İspat: M bir timelike regle yüzey ve MP ∈  noktasından geçen pL  timelike ana 

doğrusu üzerindeki merkez noktası P  olsun. MP ∈  noktasında M’nin normali Pξ  ve 

PLQ ∈  noktasındaki normalini de Qξ  ile gösterelim. v)Q,P(d =  olmak üzere 

spacelike Pξ  ve Qξ  vektörleri arasındaki açı ise θ  ise 

xP

v
tan =θ  

olur. Burada IRv ∈  parametresini { } −+ ∪∪∈ IR0IRv  olarak düşünebiliriz. Eğer 

0v =  ise P  noktası elde edilir ve 0=θ  dır. +∈ IRv  olduğunda pL  üzerinde P ’nin bir 

tarafında kalan noktaları ve −∈ IRv  halinde de diğer tarafında kalan noktaları elde 

ederiz. +∈ IRv  halinde 
2

0
π

≤θ<  olur. −∈ IRv  halinde ise 0
2

<θ≤
π

−  olur. Böylece 

P ’ nin iki tarafında ξ   normal vektör alanı 090  değişme gösterir. O halde, ξ ’ ye 

normal olan teğet düzlem pL  boyunca, P’nin iki tarafında 90’ar derecelik değişim 

gösterir. 
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3.3. Spacelike Dayanak Eğrili, Spacelike Doğrultmanlı Spacelike Regle Yüzeyler  

 

3EM ⊂  spacelike regle yüzeyinin, spacelike dayanak eğrisi  

( )tt

EIRI: 3
1

α→

→⊂α
 

spacelike doğrultmanı X(t) ve M yüzeyinin timelike birim normal vektör alanı ξ  olsun. 

Bu durumda M yüzeyi  

( ) ( ) ( ) ( )tvXtv,tv,t

EIRI: 3

+α=ϕ→

→×ϕ
 

dönüşümü ile belirtilir. Spacelike dayanak eğrisinin Frenet vektörleri { }B,N,T  olmak 

üzere sırasıyla spacelike, timelike ve spacelike veya spacelike, spacelike ve timelike 

vektör alanları olacaktır. ( )tk1  ve ( )tk 2  eğrinin 1. ve 2. eğrilikleri ve ε=N,N , 

ε−=B,B , 1±=ε  olmak üzere dayanak eğrisi boyunca Frenet çatısı 

NkBD,BkTkND,NkTD 2T21T1T =+ε−==  

ve 

NBT,BNT,TNB =Λ=Λε=Λ  

şeklinde olacaktır. X(t) spacelike doğrulman vektörünü ( )tα  noktalarında  

( )IR,ECf,f,f,BfNfTfX 3
321321 ∈++=  

olacak şekilde seçelim. Şimdi { }ξ,X,T  ortonormal sisteminin α  boyunca değişimini 

inceleyelim.  

 

ξ  yüzeyin birim normal vektör alanı olmak üzere ξ=ΛXT  seçelim. Bu 

durumda, 

BfNfXT 23 +=Λ  

olup  dolayısıyla, 

BfNf 23 +=ξ      (3.3.1) 

ε=−⇒−=ξξ
2

3
2

2 ff1,  

ve  

BfNfX 32 +=      (3.3.2) 
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yazabiliriz. Diğer taraftan, 

( ) ( )BfkfNfkfTfkD 32232231T +′+′++ε−=ξ  

ve 

( ) ( )BfkfNfkfTfkXD 22322321T +′+′++ε−=  

olacaktır. O halde, 

ξε−ε= 3121T fkXfkTD  

( ){ }ξ′−′ε−+ε−= 3223221T ffffkTfkXD     (3.3.3) 

( ){ }XffffkTfkD 3223231T ′−′ε−+ε−=ξ  

bağıntıları elde edilmiş olur. 

 

Diğer taraftan ( ) ( ) ( )tvXtv,t +α=ϕ  eşitliği IRv ∈∀  sabit değeri için M’nin bir 

{ } MvI:v →×ϕ  eğrisini belirtir. Bu eğrinin teğet vektör alanı A ise, 

XvDTA T+=  

olduğundan 

( ) ( ){ }ξ′−′ε−+ε−= 3223221 ffffkvTfkv1A     (3.3.4) 

şeklinde bulunur. A vektör alanı ξ ’e dik olacağından 

( ) 0ffffk 32232 =′−′ε−      (3.3.5) 

olacaktır. 

 

Bir doğrultman boyunca, M’nin teğet düzlemlerinin çakışık oldukları genellikle 

doğru değildir. Ancak bu düzlemlerin daima sabit olması, ξ ’nin katsayısı ile yakından 

ilgilidir. Böylece şu teoremi verebiliriz. 

 

Teorem 3.3.1: M spacelike regle yüzeyinin, bir spacelike doğrultmanı boyunca teğet 

düzlemlerinin aynı olması için gerek ve yeter şart 

( ) 0ffffk 32232 =′−′ε−  

sağlanmasıdır.  
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Ana doğruların birim spacelike doğrultman vektörü X olan bir spacelike regle 

yüzeyin dralini XP  ile gösterelim. Komşu ana doğruların ortak dikmesi doğrultusundaki 

birim vektör, vektörel çarpım ile 'XX ∧  olduğundan bu doğrultudaki birim vektör 

'X

'XX ∧
 

dir, burada XD'X T=  dır. 

 

 

Dayanak eğrisinin komşu iki noktası )s(α
r

 ve )s(d)s()dss( α+α=+α
rrs

 

olduğundan bu noktalardaki ana doğrular arasındaki en kısa uzaklık α
r

d  vektörünün 

'X

'XX ∧
 

vektörü üzerindeki izdüşümüdür. Böylece en kısa uzaklık k ile gösterilirse 

[ ]
'x

'X,X,ddet

'X

'XX
,dk

α
=

∧
α=
r

 

olarak bulunur (Hacısalihoğlu 1980). Eğer ana doğruların küresel göstergesini göz 

önüne alırsak bu gösterge yay elementi olan 

( ){ }{ } dsffffkfkdsXDds
ds

dX
d 2

1
2

32232
2

2
2

1T ′−′ε−−===σ  

komşu iki ana doğru arasındaki açı olarak alınabilir. Böylece spacelike regle yüzeyin 

drali için 

[ ]
ds'X:

'x

'X,X,ddet

d

k
Px

α
=

σ
=  

olup burada 

[ ] X,XT'X,X,ddet ′Λ=α  

terimi hesaplanırsa 
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[ ] ( ){ }32232 ffffk'X,X,ddet ′−′ε−−=α  

bulunur. O halde dağılma parametresi 

[ ]
2x

'X

'X,X,ddet
P

α
=  

bağıntısından 

( ){ }
( ){ }2

32232
2

2
2

1

32232
X

ffffkfk

ffffk
P

′−′ε−−

′−′ε−−
=      (3.3.6) 

olarak elde edilir. 

 

Teorem 3.3.2: Bir )v,s(ϕ
r

 spacelike regle yüzeyinin açılabilir olması için gerek ve yeter 

şart  

( ) 0ffffk 32232 =′−′ε−  

eşitliğinin sağlanmasıdır. 

 

Sonuç 3.3.1: Bir spacelike regle yüzeyin açılabilir olması için, spacelike dayanak eğrisi 

boyunca spacelike ana doğruların teğet düzlemde uzanması gerek ve yeter şarttır.  

 

Sonuç 3.3.2: XvDTA T+=  vektör alanı, ( ) ( ){ }ξ′−′ε−+ε−= 3223221 ffffkvTfkv1A  

XvDT,XvDTA,A TT ++=  

( ) ( ){ }2
32232

22
21 ffffkvfkv1 ′−′ε−−ε−=  

( ) ( ){ } 0ffffkvfkv1 2
32232

22
21 =′−′ε−−ε−⇒  

( ){ }( ) 01fkv2ffffkfkv 21
2

32232
2

2
2

1
2 =+ε−′−′ε−−⇒  

    ( ){ } 0ffffk4 2
32232v ≥′−′ε−=∆⇒  

O halde 

( ){ }
( ){ }2

32232
2

2
2

1

3223221
2,1

ffffkfk

ffffkfk
v

′−′ε−−

′−′ε−±ε
=  

parametre değerleri için M spacelike regle yüzeyi üzerinde null striksiyon çizgileri elde 

edilir. 
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Diğer taraftan bir )v,s(ϕ  spacelike regle yüzeyinin merkez noktasının α
r

 yer 

vektörü dayanak eğrisinin )s(α
r

 yer vektörü, )s(X  doğrultman vektörü ve dayanak 

eğrisine olan uzaklığı u  uzaklığı cinsinden 

)s(Xu)s()u,s( +α=α  

şekline ifade edilebilir. u  parametresi regle yüzeyin dayanak eğrisinin yer vektörü ve 

doğrultman cinsinden bulunabilir. Regle yüzeyin ilk ikisi )s(X
r

 ve )s(Xd)s(X
rr

+  olan 

komşu üç ana doğrusu verilsin. 

 

P,P’ ve Q,Q’ komşu ana doğrularının ortak dikmelerinin ana doğrular üzerindeki 

ayakları olsunlar. İlk iki komşu ana doğrunun ortak dikmesi  

ds)s(XD)s(X)ds)s(XD)s(X()s(X TT Λ=+Λ  

bağıntısından dolayı XDX TΛ  vektörüne paraleldir. Limit halinde PQ  ve 'PP  ile 

çakışacak ve boğaz çizgisinin teğeti olacaktır. Dolayısıyla 

0PQ,X =   ve  0PQ,XdsDX T =+  

olacağından  

0PQ,XDT =  

elde edilir. Ayrıca dayanak eğrisinin s yay-parametresine göre türevi alınırsa  ve  

0X,XDT =  

eşitliği kullanılırsa, 

2

T

T

2

TT

TTT

XD

T,XD
u

0XDuT,XD

0XDuX
ds

ud
T,XD0

ds

d
,XD

−=⇒

=+⇒

=++⇒=
α
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bulunur (Hacısalihoğlu 1980). (3.3.3) eşitliklerini kullanarak değerler yerine yazılırsa 

( ){ }2
32232

2
2

2
1

21

ffffkfk

fk
u

′−′ε−−

ε
=      (3.3.7) 

elde edilir. Böylece striksiyon eğrisinin yer vektörü  

)s(X
XD

T,XD
)s()s(

2

T

T
−α=α

rr
 

ve dolayısıyla 

( ){ }
)s(X

ffffkfk

fk
)s()s(

2
32232

2
2

2
1

21

′−′ε−−

ε
+α=α

rr
 

şeklinde olur. Eğer XDT =0 ise regle yüzey striksiyon eğrisine sahip değildir. Bu hal 

regle yüzeyin silindir olmasını karakterize eder. Regle yüzeyler için striksiyon eğrisi 

dayanak eğrisi olarak alınabilir. Bunun için (3.3.7) eşitliğinde 0u =  ve dolayısıyla 

0fk 21 =ε  alınması yeterlidir. Bu durumda şu sonucu verebiliriz. 

 

Sonuç 3.3.3: 0k1 ≠  olmak üzere, striksiyon eğrisi spacelike dayanak eğrisi olan 

spacelike regle yüzeylerin (silindirik spacelike yüzeyler) spacelike doğrultman 

vektörleri, dayanak eğrisinin binormal vektörü doğrultusunda uzanır. 

 

Teorem 3.3.3: ( ) 0ffffk 32232 ≠′−′ε−  olmak üzere bir M kapalı spacelike regle yüzeyi  

( ) )t(vXt)v,t()v,t(

EIRI: 3

+α=ϕ→

→×ϕ
 

tanımlansın. O zaman, M’nin spacelike doğrultmanları arasında, ortogonal yörüngeler 

boyunca en kısa uzaklık  

( ){ }2
32232

2
2

2
1

21
o

ffffkfk

fk
v

′−′ε−−

ε
=  

değerine karşılık gelen  MI:
oV →ϕ  eğrisi boyunca ölçülen uzaklıktır.  

 

İspat: )t( 1α  ve )t( 2α  noktalarında geçen iki spacelike doğrultmanı göz önüne alalım. 

( )It,t,tt 2121 ∈< . Bu iki doğrultman arasında bir ortogonal yörünge boyunca olan 

uzaklık , 
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∫=
2

1

t

t

dtA)v(J  

dir. (3.3.4) eşitliğinden,  

( ){ }( )( )∫ +ε−′−′ε−−=
2

1

t

t

2
1

21
2

32232
2

2
2

1
2 dt1fkv2ffffkfkv)v(J  

elde edilir. IRv0 ∈  için J’nin ekstremum değer alması  0)v('J o =  olması ile 

mümkündür. Bu ise  

( ){ }( )
( ){ }2

32232
2

2
2

1

21
o21

2
32232

2
2

2
1o

ffffkfk

fk
v0fk2ffffkfkv2

′−′ε−−

ε
=⇒=ε−′−′ε−−  

olmasını gerektirir. Demek ki ortogonal yörünge olan  

( )
( ){ }

)t(X
ffffkfk

fk
t)t(t

MI:

2
32232

2
2

2
1

21

′−′ε−−

ε
+α=β→

→β

 

eğrisi (striksiyon eğrisi) boyunca ölçülen uzaklık, doğrutmanlar arasındaki ortogonal 

yörünge olan en kısa uzaklıktır. Bu da teoremin ispatını tamamlar. 

 

Sonuç 3.3.4: 
( ){ }

=
′−′ε−−

ε
2

32232
2

2
2

1

21

ffffkfk

fk
 sabittir. 

 

İspat: 0PQ,X =  ve 
dt

d
PQ

α
=  olduğundan  

( ){ } ( ){ }
X

ffffkfk

fk
XD

ffffkfk

fk
T,X

dt

d
,X

2
32232

2
2

2
1

21
T2

32232
2

2
2

1

21

′












′−′ε−−

ε
+











′−′ε−−

ε
+=

α

 

( ){ } ( ){ }
X,X

ffffkfk

fk
XD,X

ffffkfk

fk
2

32232
2

2
2

1

21
T2

32232
2

2
2

1

21

′












′−′ε−−

ε
+

′−′ε−−

ε
=  

( ){ }

′












′−′ε−−

ε
=

α
2

32232
2

2
2

1

21

ffffkfk

fk

dt

d
,X  

Buradan 
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( ){ } ( ){ }
sbt

ffffkfk

fk
0

ffffkfk

fk
2

32232
2

2
2

1

21
2

32232
2

2
2

1

21 =
′−′ε−−

ε
⇒=

′












′−′ε−−

ε
 

bulunur. 

 

Sonuç 3.3.5: Spacelike regle yüzey açılabilir bir regle yüzey ise  

IRcfk 21 ∈=  

değeri sabittir. 

 

Teorem 3.3.4: M spacelike regle yüzeyinin spacelike dayanak eğrisi α  olsun. O zaman, 

)t(α  noktasından geçen spacelike ana doğrultman üzerinde )v,t( oϕ  noktası striksiyon 

noktasıdır ⇔ α ’nın teğet vektör alanı T ve doğrultmanın teğet vektör alanı X olmak 

üzere , )v,t( oϕ  noktasındaki teğet düzlemin normali XDT  dir. 

 

İspat: :)(⇐ { } MvI: oV0
→×ϕ  eğrisinin teğet vektör alanı, (3.3.4) eşitliğinden, 

( ) ( ){ }ξ′−′ε−+ε−= 3223221 ffffkvTfkv1A  

olup (3.3.3) eşitliklerinden, 

( ){ }ξ′−′ε−+ε−= 3223221T ffffkTfkXD  

vektörü teğet düzleme normal olması sebebiyle, 

0A,XDT =  

( ){ } ( ) ( ){ } 0ffffkvTfkv1,ffffkTfk 32232o21o3223221 =ξ′−′ε−+ε−ξ′−′ε−+ε−⇒  

( ) ( ){ } 0ffffkvfkv1fk 2
32232o21o21 =′−′ε−−ε−ε−⇒  

( ){ }2
32232

2
2

2
1

21
o

ffffkfk

fk
v

′−′ε−−

ε
=  

elde edilir. Bu ise )v,t( oϕ  noktasının merkez noktası olduğunu gösterir. 

:)(⇒ )t(α  noktasından geçen spacelike doğrultman üzerindeki merkez noktası )v,t( oϕ  

olsun. 

0A,XDX,XD TT ==  

olduğunu göstermeliyiz. 

[ ] 0X,XD0X,XT1X,X T =⇒=⇒=  
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ve  

( ){ } ( ) ( ){ }

( ) ( ){ }2
32232o21o21T

32232o21o3223221T

ffffkvfkv1fkA,XD

ffffkvTfkv1,ffffkTfkA,XD

′−′ε−−ε−ε−=⇒

ξ′−′ε−+ε−ξ′−′ε−+ε−=
 

olur. )v,t( oϕ  merkez noktası olduğundan  

( ){ }2
32232

2
2

2
1

21
o

ffffkfk

fk
v

′−′ε−−

ε
=  

 dir, yukarıda yerine yazılırsa =A,XDT 0 bulunur. 

 

Teorem 3.3.5: Bir spacelike regle yüzeyin Gauss eğriliğinin mutlak değeri, bir 

spacelike doğrultman boyunca, bu doğrultman üzerindeki merkez noktada extremum 

değerini alır. 

 

İspat: M spacelike regle yüzeyi  

)s(vX)s()v,s()v,s(

EIRI: 3

+α=ϕ→

→×ϕ
 

ile verilsin. O zaman )v,s(ϕ  noktasındaki tanjant uzayın bir ortonormal bazı 

{ }X,A=Φ  

olur. )v,s(ϕ  noktasında )sabitv,s( =ϕ  eğrisinin birim teğet vektörü 

A
A

1
A

ds

d
0 ==

ϕ
∗

 

dır. )sabitv,s( =ϕ  eğrisinin yay parametresi de ∗s  olduğuna göre  

A
ds

d
,

ds

ds
.

ds

d

ds

d
A0 =

ϕϕ
=

ϕ
=

∗∗
  

olup burada 

( ) ( ){ }ξ′−′ε−+ε−= 3223221 ffffkvTfkv1A  

( ) ( ){ }2
32232

22
21 ffffkvfkv1

1

A

1

ds

ds

′−′ε−−ε−
==

∗
 

dolayısıyla (3.3.4) eşitliğinden, 
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( ) ( )( )

( ){ }{ }
( ){ }{ } ( ){ }( )





















′−′ε−+ε−′−′ε−+

ξ
′′−′ε−+

ξε−εε−+
′

ε−

=

XffffkTfkffffkv

ffffkv

fkXfkfkv1Tfkv1

A

1
AD

322323132232

32232

31212121

A0
 

( )
( ){ }

( )

( )( )

( ) ( ){ }{ }{ } 

















ξ
′′−′ε−+ε−ε−+









′−′ε−+

ε−ε
+













′−′ε−ε−

′
ε−

=

322322131

2
32232

2121

3223231

21

A

ffffkvfkv1fk

X
ffffkv

fkv1fk
T

ffffkfkv

fkv1

A

1
AD

0
       (3.3.8) 

ve benzer şekilde (3.3.3) eşitliklerinden, 

{ }ξε−ε== 3121TA fkXfk
A

1
TD

A

1
TD

0
 

{ }ξε−ε= 3121A fkXfk
A

1
TD

0
    (3.3.9) 

( ){ }{ }XffffkTfk
A

1
D

A

1
D 3223231TA0

′−′ε−+ε−=ξ=ξ  

( ){ }{ }XffffkTfk
A

1
D 3223231A0

′−′ε−+ε−=ξ             (3.3.10) 

 

bulunur. )v,s(ϕ  noktasındaki ortonormal baz { }ξ,X,Ao  dir. Burada 
A

A
Ao =  olmak 

üzere )v,s(ϕ  noktasında )v,s(ϕξ  normal vektör alanı 

XA
A

1
XAo)v,s( Λ=Λ=ξϕ  

( ) ( ){ }( )

( ) ( ){ }( )

( ){ } ( )( )ξε−+′−′ε−=

Λξ′−′ε−+Λε−=

Λξ′−′ε−+ε−=ξϕ

2132232

3223221

3223221)v,s(

fkv1Tffffkv
A

1

XffffkvXTfkv1
A

1

XffffkvTfkv1
A

1

 

            ( ){ } ( )( )ξε−+′−′ε−=ξϕ 2132232)v,s( fkv1Tffffkv
A

1
            (3.3.11) 
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Diğer taraftan 

XA)A(S 2010 λ+λ=  

XA)X(S 201 µ+µ=  

S matrisi 









=

X),X(SA),X(S

X),A(SA),A(S
S

0

000  

0X),X(S =  ve )X(S,AX),A(S 00 = olduğundan 

2

0 X),A(SSdet)v,s(K =−=                         (3.3.12) 

eşitliğini yazabiliriz. Buradan  

ds

d

A

1

ds

ds
.

ds

d

ds

d
D)A(S )v,s()v,s()v,s(

)v,s(A0 0

ϕ

∗

ϕ

∗

ϕ

ϕ

ξ
=

ξ
=

ξ
=ξ=  

(3.3.11) eşitliğinden, 

( ){ } ( )( )

( ){ } ( ){ }

( ){ } ( ){ }ξε−+′−′ε−+

ξ
′

ε−+
′′−′ε−+

ξε−+′−′ε−

′











=

ξϕ

T21T32232

2132232

2132232
)v,s(

Dfkv1TDffffkv
A

1

fkv1Tffffkv
A

1

fkv1Tffffkv
A

1

ds

d

 

(3.3.3) eşitlikleri kullanılır ve ifade düzenlenirse, 

( ){ } ( ){ } ( )

( ) ( ) ( ){ }

( ){ }Xffffk
A

1

A

1
ffffkvfk

A

1
fkv1

A

1
fkv1

T
A

1
fkv1fk

A

1
ffffkv

A

1
ffffkv

ds

d

32232

32232312121

21313223232232
)v,s(

′−′ε−+

ξ













′−′ε−ε−

′
ε−+

′











ε−+

















ε−ε−
′′−′ε−+

′











′−′ε−=

ξϕ

 

ifadesi elde edilir. O halde  
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( ){ } ( ){ } ( )

( ) ( ) ( ){ }

( ){ }Xffffk
A

1

A

1
ffffkvfk

A

1
fkv1

A

1
fkv1

A

1

T
A

1
fkv1fk

A

1
ffffkv

A

1
ffffkv

A

1
)A(S

322322

32232312121

21313223232232o

′−′ε−+

ξ













′−′ε−ε−

′
ε−+

′











ε−+














ε−ε−

′′−′ε−+

′











′−′ε−=

olur. Dolayısıyla  

( ){ }
2

32232
0

A

ffffk
X);A(S

′−′ε−
=              (3.3.13) 

bulunur. (3.3.12) eşitliğinden, 

 

( ){ }
4

2
32232

A

ffffk
)v,s(K

′−′ε−
=                        (3.3.14) 

şeklinde bulunur. 

( )( ) ( ){ }( ){ }
( ){ }( ){ }3

21
2

32232
2

2
2

1
2

21
2

32232
2

2
2

1
2

32232

1fkv2ffffkfkv

fk2ffffkfkv2ffffk2

v

)v,s(K

+ε−′−′ε−−

ε−′−′ε−−′−′ε−
=

∂

∂
 

elde edilir. Buradan 

0
dv

K
=

∂
 

veya pay kısmındaki tam kareler toplamı olmayan kısmın sıfır olması gerekeceğinden 

( ){ }( ) 0fkffffkfkv 21
2

32232
2

2
2

1 =ε−′−′ε−−  

( ){ }2
32232

2
2

2
1

21

ffffkfk

fk
v

′−′ε−−

ε
=  

bulunur. Bu değere, ana doğru üzerindeki karşılık gelen nokta merkez noktası 

olduğundan X
r

 ana doğrusu üzerinde K eğrilik fonksiyonu extremum değerini merkez 

noktada alır. v’nin bu değeri yerine yazılırsa  

       
( ){ }( )

( ){ }2
32232

22
32232

2
2

2
1

ext
ffffk

ffffkfk
K

′−′ε−

′−′ε−−
=                         (3.3.15) 

elde edilir.  
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Sonuç 3.3.6: Bir regle yüzeyin dağılma parametresi yalnızca doğrultmanlara bağlıdır. 

 

İspat: (3.3.6) ve (3.3.15) eşitliklerinden, 

2

X
ext P

1
K 








=  

veya buradan  

ext

X
K

1
P =  

bulunur. extK  değeri bir spacelike doğrultman boyunca tektir. O halde dağılma 

parametresinin değeri bir spacelike doğrultman için aynıdır, doğrultmandan 

doğrultmana değişir. 

 

Teorem 3.3.6: (Chasles Teoremi) M bir spacelike regle yüzey, M’nin bir spacelike 

doğrultmanı boyunca normali vξ , bu doğrultman üzerindeki merkez noktada M’nin 

normali ξ  ise ξ  ile vξ  arasındaki açının tanjantı, merkezden vξ ’nin başlangıç 

noktasına olan uzaklık ile doğru orantılıdır. 

 

İspat: M yüzeyi  

)s(vX)s()v,s()v,s(

EIRI: 3

+α=ϕ→

→×ϕ
 

şeklinde verilsin. Üstelik 0v =  için )0,s(ϕ  noktası, bir merkez noktası olsun. O zaman, 

)s(α  eğrisi )0,s(ϕ  merkez noktasından geçen bir ortogonal yörünge olur. MI: →α  

eğrisinin birim teğet vektör alanı T , )s(α  noktasından geçen doğrultmanın birim 

spacelike teğet vektör alanı X olmak üzere, )0,s(ϕ  noktasında XDT , M ye normal olur 

dolayısıyla timelike vektör alanıdır. Böylece )0,s(ϕ  noktasında 0fk 21 =  olur. Buna 

göre )0,s(ϕ  merkez noktasında dağılma parametresi 0fk 21 =  olduğundan, (3.3.6) 

eşitliğinden,  

( ){ }32232
X ffffk

1
P

′−′ε−
=  

olur. Diğer taraftan, bu doğrultman boyunca 0fk 21 =  olduğundan, (3.3.4) eşitliğinden, 
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           ( ){ }ξ′−′ε−+= 32232 ffffkvTA                                  (3.3.16) 

 şeklinde olur. Buna göre, doğrultman boyunca yüzeyin normali, 

XA
A

1
v Λ=ξ  

olup (3.3.2) ve (3.3.16) eşitliklerinden,  

( ){ }

( ){ } ( ){ }
ξ

′−′ε−−

+

′−′ε−−

′−′ε−
=ξ

2
1

2
32232

22
1

2
32232

2

32232
v

ffffkv1

1
T

ffffkv1

ffffkv
 

olup pay ve paydayı ( ){ }32232 ffffk ′−′ε−  ile bölersek ve ( ){ }32232X ffffk1P ′−′ε−=  

konumu yapılırsa  

( ) ( )
ξ

−
+

−
=ξ

2
1

22
X

X

2
1

22
X

v

vP

P
T

vP

v
 

elde edilir. ξ  ile vξ  arasındaki açının kosinüsü v,cosh ξξ=θ , 

( ) 2
1

22
X

X

vP

P
cosh

−
=θ   veya  

2
1

2

XP

v
1

1
cosh























−

=θ  

olduğundan 

xP

v
tanh =θ  

olur. Bu ise teoremin ispatını tamamlar.  

 

Sonuç 3.3.8: Bir M  spacelike regle yüzeyi üzerinde spacelike ana doğru boyunca teğet 

düzlem bir uçtan ötekine ana doğru  

( ){ } ( ){ }2
32232

2
32232 ffffk

1
v

ffffk

1

′−′ε−
<<

′−′ε−

−
 

değerleri için mümkün bütün hiperbolik dönmeleri yapar. 

 

İspat: M bir regle yüzey ve MP ∈  noktasından geçen pL  ana doğrusu üzerindeki 

merkez noktası P  olsun. MP ∈  noktasında M’nin normali Pξ  ve PLQ ∈  noktasındaki 

normalini de Qξ  ile gösterelim. v)Q,P(d =  olmak üzere Pξ  ve Qξ  arasındaki açı ise θ  

ise 
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xP

v
tanh =θ  

olur. Eğer 0v =  ise P  ile Q noktaları aynıdır. Bu durumda 1e2 =θ  olup dolayısıyla 

0=θ  dır.  

 Diğer taraftan, (3.3.16) eşitliğinden A spacelike olduğundan  

( ){ } 0ffffkv1 2
32232

2 >′−′ε−−    ⇒   
( ){ }2

32232

2

ffffk

1
v

′−′ε−
<  

( ){ } ( ){ }2
32232

2
32232 ffffk

1
v

ffffk

1

′−′ε−
<<

′−′ε−

−
 

Eğer 
( ){ }2

32232 ffffk

1
v0

′−′ε−
<<  ise, 0tanh >θ  olup bu durumda 1e2 >θ , dolayısıyla 

0>θ  olur. 

Eğer 
( ){ }

0v
ffffk

1
2

32232

<<
′−′ε−

−
 ise, 0tanh <θ  olup bu durumda 1e2 <θ , dolayısıyla 

0<θ  olur. 

Sonuç olarak spacelike regle yüzeylerin, spacelike ana doğruları boyunca teğet 

düzlemleri   

( ){ } ( ){ }2
32232

2
32232 ffffk

1
v

ffffk

1

′−′ε−
<<

′−′ε−

−
 

değerleri için mümkün olan bütün hiperbolik dönmeleri yapar. 
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