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YÜKSEK LİSANS TEZİ
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Afyon Kocatepe Üniversitesi
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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

LACUNARY İNVARYANT İSTATİSTİKSEL

YAKINSAKLIK ÜZERİNE

Özlem ÖZÇELİK

Afyon Kocatepe Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danışman : Doç. Dr. Erdinç DÜNDAR

Bu tez çalışması altı bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, çalıştığımız tez

konusu ile ilgili kavramların tarihsel gelişiminden bahsedildi. İkinci bölümde, çalışma-

mız için temel teşkil eden tanım, kavram, örnek ve teoremler verildi. Üçüncü

bölümde, lacunary kuvvetli invaryant yakınsaklık, invaryant istatistiksel yakınsaklık

ve lacunary invaryant istatistiksel yakınsaklık ile ilgili tanım, kavram ve teoremler

verilip, bazı kapsama ilişkileri incelendi. Dördüncü bölümde, invaryant istatistik-

sel yakınsaklık ve A-invaryant istatistiksel yakınsaklık kavramları ile bu kavram-

lar arasındaki kapsama bağıntıları verildi. Ayrıca, matris dönüşümleri incelendi.

Beşinci bölümde, lacunary istatistiksel invaryant toplanabilme ve kuvvetli lacunary

q-invaryant yakınsaklık tanımlarını verilip, bu kavramlar arasındaki ilişkiler ince-

lendi. Altıncı bölümde ise, çalışmamız süresince yararlandığımız literatürdeki kay-

naklar verildi.

2017, v+46 sayfa

Anahtar Kelimeler : İstatistiksel yakınsaklık, lacunary dizi, invaryant yakınsaklık,

invaryant istatistiksel yakınsaklık ve matris dönüşümü.
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ABSTRACT

M. Sc. Thesis

ON LACUNARY INVARIANT

STATISTICAL CONVERGENCE

Özlem ÖZÇELİK

Afyon Kocatepe University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Assoc. Prof. Erdinç DÜNDAR

This thesis consists of six chapters. In the first chapter, historical development of

related notions of the thesis subject was mentioned. In the second chapter, some ba-

sic definitions, concepts, examples and theorems related to study were given. In the

third chapter, giving definitions, concepts, and theorems related to lacunary strong

invariant convergence, invariant statistical convergence and lacunary invariant sta-

tistical convergence and some inclusion relations were given. In the fourth chapter,

concepts of invariant statistical convergence and A-invariant statistical convergence

and inclusion relations between this concepts were given. Also, matrix transforma-

tions were investigated. In the fifth chapter, giving concepts of lacunary statistical

invariant summability and strong lacunary q-invariant convergence relations between

this concepts were investigated. In the sixth chapter, the sources in the literature

that we use during our study are given.

2017, v+46 pages

Key Words : Statistical convergence, lacunary sequence, invariant convergence,

invariant statistical convergence and matrix transformations.
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3.2 σ-İstatistiksel Yakınsaklık ve Lacunary σ-İstatistiksel
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İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIK 25
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6 KAYNAKLAR 41

iv



SİMGELER DİZİNİ

Simgeler

N Doğal sayılar kümesi

R Reel sayılar kümesi

C Kompleks sayılar kümesi

(X, ρ) Metrik uzay

|K| K kümesinin eleman sayısı

δ(K) K kümesinin doğal yoğunluğu

(xk) Reel sayı dizisi

θ = {kr} Lacunary dizisi

Sσ − limxk (xk) dizisinin invaryant istatistiksel limiti

Sσθ − limxk (xk) dizisinin lacunary invaryant istatistiksel limiti

c Tüm yakınsak olan dizilerin uzayı

c0 Tüm sıfıra yakınsayan dizilerin uzayı

ℓ∞ Tüm sınırlı dizilerin uzayı

ℓ1 Mutlak toplanabilen dizilerin uzayı

st− limxk (xk) dizisinin istatistiksel limiti

Nθ Kuvvetli lacunary dizilerin uzayı

Br(x0) x0 merkezli, r yarıçaplı açık yuvar

[Vσ] Tüm kuvvetli invaryant yakınsak dizilerin kümesi

[Mθ] Tüm Lacunary kuvvetli hemen hemen yakınsak dizilerin

kümesi

[Vσ]p p-kuvvetli invaryant yakınsak dizilerin kümesi

w0(Aσ) kuvvetli invaryant A-toplanabilir dizilerin kümesi

w(Aσ, f) f modülüs fonksiyonuna göre kuvvetli invaryant A-topla-

nabilir dizilerin kümesi
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1 GİRİŞ

Uzaklık ve komşuluk kavramları yardımı ile tanımlanan limit, yakınsaklık ve sü-

reklilik gibi kavramlar analiz ve fonksiyonel analiz alanının toplanabilme konusu-

nun temelini oluşturan en önemli kavramlardır. Yakınsaklık kavramının bir genel-

leştirmesi olan ve temeli pozitif tamsayıların doğal yoğunluğu kavramına dayanan

istatistiksel yakınsaklık kavramı ise toplanabilme teorisinde ve fonksiyonel analizde

büyük öneme sahiptir. 1951’ de Fast’in istatistiksel yakınsak kavramını tanımlan-

masından bu yana istatistiksel yakınsaklık ve istatistiksel Cauchy kavramları ile

ilgili çalışmalar Connor (1989), Schoenberg (1959), Maddox (1970), S̆alát (1980),

Fridy (1985, 1993), Rath ve Tripathy (1994) ve daha birçok araştırmacı tarafından

yapılmıştır.

Fridy ve Orhan (1993), lacunary dizisi kavramını kullanarak, istatistiksel yakınsak-

lıkla arasında ilişkiler bulunan ve yine yakınsaklık alanında önemli yer tutan lacu-

nary istatistiksel yakınsaklık kavramını tanımlamışlardır. Fridy ve Orhan (1993)

bu çalışmalarında; başta istatistiksel yakınsaklık kavramı olmak üzere diğer toplan-

abilme metodları ile lacunary istatistiksel yakınsaklık kavramı arasındaki ilişkileri

incelemişlerdir.

İnvaryant yakınsaklık kavramı son asırda bir çok araştırmacı tarafından incelenmiştir.

Banach(1932) tarafından çalışmada bu konunun temelleri verilmiştir. İnvaryant

yakınsaklık üzerine Raimi (1963), Bell (1929), Schafer (1972), Miller (1973), Savaş

(1989), Savaş ve Nuray (1994), Mursaleen (1979, 1983), Ahmad vd. (1994), Boss ve

Seydal (1999), Savaş ve Rhoades (2002), Mursaleen ve Edely (2009) ve daha birçok

araştırmacı çalışmalar yapmıştır.

Kuvvetli lacunary invaryant yakınsaklık kavramını tanımlayan Savaş (1990), bu

kavramın invaryant yakınsaklıkla arasındaki ilişkiyi incelemiştir. Savaş ve Nuray

(1993) invaryant istatistiksel yakınsaklık ile lacunary invaryant istatistiksel yakınsak-

lık kavramlarını tanımlayıp aralarındaki ilişkileri yaptıkları çalışmalarda göstermiştir.
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Ayrıca, Karakaya ve Şimşek (2003− 2004), Karakaya (2004), Savaş ve Savaş (2003)

ve daha birçok araştırmacı tarafından başka çalışmalar yapılmıştır.

Modülüs fonksiyonun tanımı Nakono (1953) tarafından verilmiştir. Daha sonra

Ruckle (1973),

{e1, e2, e3, · · · }

birim vektörlerinin sınırlı cümlesini bulunduran en küçük FK uzayı var mıdır sorusuna

cevap ararken

L(f) =

{
x = (xk) :

n∑
k=1

f(|xk|) <∞

}
dizi uzayını f modülüs fonksiyonu yardımıyla tanımlamıştır. Maddox (1986) kuvvetli

Cesàro toplanabilme tanımının genelleştirmesi olan modülüs yardımıyla kuvvetli

Cesàro toplanabilen dizilerin uzayını w(f) olarak tanımlamıştır. Daha sonra bu

kavramı Connor (1989), Maddox’un tanımındaki Cesàro matrisi yerine herhangi

negatif olmayan regüler matrisi alarak w(A, f) toplanabilme tanımına genelleştir-

miştir.

Modülüs fonksiyonunu kullanarak Nuray ve Savaş (1993,1994), Savaş (1992, 1999),

Pehlivan (1989), Pehlivan ve Fisher (1994, 1995) ve bir çok kişi tarafından çeşitli

dizi uzayları tanımlanmış ve bunların çeşitli özellikleri incelenmiştir.

Bu bölümün ardından tez çalışmasının ikinci bölümünde, matematik alanında elzem

olan ve bu çalışma için gerekli olan bazı temel kavramlara, teoremlere, örneklere ve

bunlarla ilgili bazı özelliklere yer verilmiştir.

Üçüncü bölümünde, öncelikle Savaş (1990) ve Savaş ve Nuray (1993) tarafından

yapılan çalışmalardaki kuvvetli lacunary σ-yakınsaklık ile σ-istatistiksel yakınsaklık

ve lacunary σ-istatistiksel yakınsaklık ile ilgili temel tanım, teorem ve özellikler

verilmiştir.

Dördüncü bölümde, Nuray ve Savaş (1994) tarafından yapılan çalışmadaki σ-is-

tatistiksel yakınsaklık ve A-invaryant istatistiksel yakınsaklık ile ilgili özellikleri,

kapsama ilişkilerini veren teoremleri ve ispatları verilecektir. Ayrıca, invaryant

yakınsaklık kavramı yardımıyla matris dönüşümleri incelenmiştir.
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Beşinci bölümde, Pancaroğlu ve Nuray (2013) tarafından yapılan çalışmadaki la-

cunary istatistiksel invaryant toplanabilme ve 0 < q < ∞ olmak üzere, lacunary

q-invaryant yakınsaklık kavramlarını ve bu kavramlarla ilgili özellikleri ve kapsama

ilişkilerini veren teoremler ispatları ile birlikte ele alınmıştır.

Son olarak, tez için temel kaynak olarak kullanılan kitap, makale ve tezler kaynaklar

kısmında verilmiştir.
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2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu tez çalışmasında kullanılacak olan ve Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi alanında

önemli yeri olan bazı temel kavramlar vardır. Ayrıca, bu bölümde tez çalışması

boyunca temel teşkil edecek vektör uzayı, topolojik uzay ve altuzay gibi bazı temel

kavramların bilindiği kabul edilmiştir.

2.1 Temel Kavramlar

Tanım 2.1.1 (Metrik ve Metrik Uzay): X boştan farklı bir küme ve

d : X ×X → R

bir fonksiyon olsun. Bu durumda, her x, y, z ∈ X için

(M1) d(x, x) = 0,

(M2) d(x, y) = d(y, x),

(M3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

şartları sağlanırsa, d fonksiyonuna, X üzerinde yarı metrik fonksiyonu ve (X, d)

ikilisine de yarı metrik uzay denir.

(M1) d(x, x) = 0 şartı yerine

(M1)
′
d(x, y) = 0⇔ x = y

şartını alırsak d fonksiyonuna, metrik fonksiyonu ve (X, d) ikilisine bir metrik uzay

denir.

Bir lineer (X, d) metrik uzayındaki her Cauchy dizisi yakınsak ise, X uzayına tam

metrik uzay veya Fréchet uzay denir (Maddox 1970).

Bu çalışmada, R reel uzay üzerinde

d(x, y) = |x− y|

şeklinde tanımlanan alışılmış mutlak değer metriğini gözönüne alınacaktır. Burada

R yerine C kompleks sayıların cismi de alınabilir.

Tanım 2.1.2 (Dizi Uzayı):. Reel veya kompleks terimli bütün dizilerin ω uzayının

boş olmayan her alt vektör uzayına dizi uzayı denir.
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ℓ∞, c, c0, ℓ1 dizi uzayları sırasıyla sınırlı, yakınsak, sıfıra yakınsak ve mutlak yakınsak

seri oluşturan dizilerin uzayıdır (Choudhary 1989).

Tanım 2.1.3 (Açık ve Kapalı Yuvar):. Bir (X, d) metrik uzayında, x0 noktası

ve pozitif bir r sayısı için;

Br(x0) = {x ∈ X : d(x, x0) < r}

ve

Br(x0) = {x ∈ X : d(x, x0) ≤ r},

cümlelerine sırasıyla, x0 merkezli, r yarıçaplı açık yuvar ve kapalı yuvar denir

(Musayev ve Alp 2000).

2.2 İstatistiksel Yakınsaklık ve Lacunary Dizi

Bu kısımda, tek dizilerde yoğunluk kavramı, istatistiksel yakınsaklık ve lacunary dizi

tanımları verilecektir.

Tanım 2.2.1 (Doğal Yoğunluk): K ⊂ N ve Kn = {k ≤ n : k ∈ K} kümelerini

alalım. |K| = cardK (K kümesinin eleman sayısı) olmak üzere,

δ(K) = lim inf
n→∞

|Kn|
n

ve

δ(K) = lim sup
n→∞

|Kn|
n

limitlerine sırasıyla, K kümesinin alt yoğunluğu ve üst yoğunluğu denir. Eğer

δ(K) = δ(K)

ise
(

|Kn|
n

)
dizisinin limiti mevcuttur denir. Bu limit δ(K) ile gösterilir veK kümesinin

doğal yoğunluğu denir. K ⊂ N kümesinin doğal yoğunluğu,

δ(K) = lim
n→∞

|Kn|
n

= lim
n→∞

1

n
|{k ≤ n : k ∈ K}|

ile gösterilir (Niven et al. 1991).
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Aşağıda literatürde mevcut olan doğal yoğunluk ile ilgili bazı temel özellikler ve

örnekler not edilmiştir:

1) K ⊆ N sonlu ise δ(K) = 0 dır.

2) K = N ise δ(K) = n
n
= 1 dir.

Buradan 1) ve 2) yardımıyla, bir K ⊆ N için 0 ≤ δ(K) ≤ 1 olduğu açıktır.

3) T = {2n+ 1 : n ∈ N} olsun. Bu durumda,

δ(T ) = lim
n→∞

n

2n+ 1
=

1

2

elde edilir.

4) C = {2n : n ∈ N} olsun. Bu durumda,

δ(C) = lim
n→∞

n

2n
=

1

2

elde edilir.

5) K = {n2 : n ∈ N} olsun. Bu durumda,

δ(K) = lim
n→∞

n

n2
= 0

elde edilir.

6) Eğer K1 ∩K2 = ∅ ise bu durumda,

δ(K1 ∪K2)− δ(K1 ∩K2) = δ(K1) + δ(K2)

elde edilir.

7) Eğer K1 ⊆ K2 ise bu durumda, δ(K1) ≤ δ(K2) olur.

8) Açık olarak δ(K) = 1− δ(N \K) eşitliği geçerlidir.

Tanım 2.2.2 (İstatistiksel Yakınsaklık) Reel sayıların bir x = (xn)n∈N dizisi,

her ε > 0 için

δ ({n ∈ N : |xn − L| ≥ ε}) = 0

ise, L ∈ R sayısına istatistiksel yakınsaktır denir. Bu durumda,

st− limx = L

yazılır (Fast 1951).
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Aşağıda istatistiksel yakınsaklık ile ilgili olan ve literatürde mevcut bulunan bir kaç

örnek verilmiştir:

Örnek 2.2.3 Reel sayıların

xk =

 2, k = n2

0, diğer durumlarda

dizisini göz önüne alalım. Bu durumda,

xk = {2, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 2, · · · }

olup,

Kε = {k : |xk − l| ≥ ε} = {k : |xk − 0| ≥ ε} = {k : k = n2}

ve buradan,

δ(Kε) = lim
n→∞

n

n2
= 0

olduğundan,

st− limx = 0

elde edilir.

Örnek 2.2.4 Reel sayıların

xk =

 k, k = n3

1
2
, diğer durumlarda

dizisini göz önüne alalım. Bu durumda,

xk =

{
1,

1

2
,
1

2
,
1

2
,
1

2
,
1

2
,
1

2
, 8, · · ·

}
olup,

Kε =

{
k :

∣∣∣∣xk −
1

2

∣∣∣∣ ≥ ε

}
= {k : k = n3}

ve buradan,

δ(Kε) = lim
n→∞

n

n3
= 0

olduğundan,

st− limx =
1

2

elde edilir.
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Örnek 2.2.5 Reel sayıların

xk =

 −2, k tek ise

2, k c.ift ise

dizisi istatistiksel yakınsak değildir.

Önerme 2.2.6 Yakınsak her dizi istatistiksel yakınsakır.

Bu önermenin karşıtı her zaman doğru değildir. Yani, istatistiksel yakınsak bir dizi

yakınsak olmak zorunda değildir.

Tanım 2.2.7 Bir x = (xk) dizisini ele alalım. Her ε > 0 için bir N = N(ε) vardır

öyle ki

δ({k : |xk − xN | > ε}) = 0

ise x dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir (Fridy 1985).

Teorem 2.2.8 Bir x = (xk) dizisi için aşağıdaki önermeler denktir:

i. x dizisi istatistiksel yakınsaktır.

ii. x dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir (Fridy 1985).

Tanım 2.2.9 θ = {kr} dizisi, k0 = 0 ve r → ∞ iken hr = kr − kr−1 → ∞ olacak

biçimde negatif olmayan tam sayıların artan bir dizisi ise θ = {kr} dizisine lacunary

dizi denir. Ayrıca, Ir = (kr−1, kr] olarak belirtilir (Savaş 1990).

Örnek 2.2.10 θ = {kr} = 2r − 1 dizisi bir lacunary dizisidir. Çünkü bu dizi için;

k0 = 20 − 1 = 0 ve r →∞ iken

hr = kr − kr−1 = (2r − 1)− (2r−1 − 1) = 2r−1 − 1→∞

olur. Ayrıca, k0 = 0, k1 = 1, k2 = 3, k3 = 7, k4 = 15, · · · olduğundan bu dizi

negatif olmayan tamsayıların artan bir dizisidir.

Tanım 2.2.11 θ = {kr} bir lacunary dizi olsun. Eğer x = (xk) dizisi için ∀ε > 0

olmak üzere,

lim
r→∞

1

hr

|{k ∈ Ir : |xk − L| ≥ ε}| = 0

8



oluyorsa, x = (xk) dizisi L sayısına lacunary istatistiksel yakınsaktır denir ve

Sθ − limx = L veya xk → L(Sθ)

ile gösterilir (Fridy and Orhan 1993).

Tanım 2.2.12 x = (xk) dizisi için, θ bir lacunary dizisi olmak üzere eğer

lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

xk = L

olacak şekilde bir L sayısı varsa, x = xk dizisi L sayısına lacunary toplanabilirdir

denir (Musaleen and Alataibi 2011).

Tanım 2.2.13 θ bir lacunary dizi olmak üzere x = (xk) dizisi için eğer,

lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

|xk − L| = 0

olacak şekilde bir L sayısı varsa, x dizisi L sayısına kuvvetli lacunary toplanabilirdir

denir (Freedman et al. 1978).

Kuvvetli lacunary toplanabilir dizilerin uzayı;

Nθ = {x = (xk) :
1

hr

∑
k∈Ir

|xk − L| = 0, r → 0}

şeklindedir.

Tanım 2.2.14 θ bir lacunary dizi ve 0 < p < ∞ olmak üzere, x = (xk) dizisi için

eğer

lim
r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

|xk − L|p = 0

olacak şekilde bir L sayısı varsa, x = (xk) dizisi L sayısına kuvvetli p−lacunary

toplanabilirdir denir (Mursaleenand Alotaibi 2011).

Tanım 2.2.15 x = (xk) dizisi için eğer, m ye göre düzgün olarak

lim
r→∞

1

hr

n∑
k=1

xk+m = L

olacak şekilde bir L sayısı varsa, x = (xk) dizisi L sayısına hemen hemen yakınsaktır

denir (Lorentz 1948).
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Lorentz (xk) dizisinin hemen hemen yakınsak olması için gerek ve yeter şart m ye

göre düzgün olarak,
xm + xm+1 + · · ·+ xm+k

k + 1
→ L

ile göstermiştir.

Tanım 2.2.16 x = (xk) dizisi için eğer, m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

|xk+m − L| = 0

olacak şekilde bir L sayısı varsa, x = (xk) dizisi L sayısına kuvvetli hemen hemen

yakınsaktır denir (Maddox 1978).

Tanım 2.2.17 x = (xk) dizisi için eğer, 0 < p <∞ olmak üzere, m ye göre düzgün

olarak

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

|xk+m − L|p = 0

olacak şekilde bir L sayısı varsa, x = (xk) dizisi L sayısına kuvvetli p−hemen hemen

yakınsaktır denir (Pancaroğlu 2014).

Tanım 2.2.18 x = (xk) dizisi için eğer m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n
|{k ≤ n : |xk+m − L| ≥ ε}| = 0

olacak şekilde bir L sayısı varsa, x = (xk) dizisi L sayısına hemen hemen istatistiksel

yakınsaktır denir (Pancaroğlu 2014).

2.3 İnvaryant limit ve İnvaryant Yakısaklık

Bu bölümde invaryant limit ve invaryant yakınsaklık tanımları ve ilgili kavramlar ile

örnekler verilecektir.

Tanım 2.3.1 L, ℓ∞ sınırlı diziler uzayı üzerinde tanımlı lineer bir fonksiyonel olsun.

Eğer L lineer fonksiyoneli aşağıdaki özelliklere sahip ise bir Banach limiti adını alır.

(B1) n = 1, 2, ... için (xn) ≥ 0⇒ L(xn) ≥ 0,

(B2) L(e) = 1, e = (1, 1, · · · ),
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(B3) L(Sxn) = L(xn).

Burada S operatörü (Sxn) = xn+1 şeklinde tanımlanmış olan kaydırma operatörüdür

(Lorentz 1948).

Tanım 2.3.2 (İnvaryant Limit) σ : N→ N dönüşümü herm,n pozitif tamsayıları

için σm(n) ̸= n olacak şekilde birebir bir dönüşüm olsun. Sürekli bir

ϕ : ℓ∞ → R

lineer fonksiyoneline aşağıdaki özellikleri sağlaması halinde invaryant limit veya σ-

limit denir.

(I1) n = 1, 2, ... için (xn) ≥ 0⇒ ϕ(x) ≥ 0,

(I2) ϕ(e) = 1, e = (1, 1, · · · ),

(I3) Her x ∈ ℓ∞ için ϕ(xσ(n)) = ϕ(x).

Özel olarak σ(n) = n+ 1 olması halinde, ϕ bir Banach limiti olur (Schaefer 1972).

Tanım 2.3.3 İnvaryant limitleri eşit olan sınırlı diziye invaryant yakınsak veya

σ-yakınsak dizi denir. σ-yakınsak dizilerin kümesi Vσ ile gösterilir (Schaefer 1972).

İnvaryant yakınsaklığın başka bir tanımı aşağıdaki gibi verilir.

Tanım 2.3.4 x = (xk) dizisi için, m ye göre düzgün olarak,

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

xσk(m) = L

olacak şekilde bir L sayısı varsa, x = (xk) dizisi L sayısına invaryant yakınsaktır

denir (Schaefer 1972).

Örnek 2.3.5 Reel sayıların

x = (xk) =

 1, k tek ise,

0, k c.ift ise,

dizisini ele alalım. x = (xk) dizisi
1

2
ye invaryant yakınsaktır fakat alışılmış anlamda

yakınsak değildir.
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Tanım 2.3.6 x = (xk) dizisi için m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

|xσk(m) − L| = 0

olacak şekilde bir L sayısı varsa, x = (xk) dizisi L sayısına kuvvetli invaryant

yakınsaktır denir (Mursaleen 1983).

Tanım 2.3.7 x = (xk) bir dizi ve 0 < p <∞ olsun. Eğer m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

|xσk(m) − L|p = 0

olacak şekilde bir L sayısı varsa, x = (xk) dizisi L sayısına kuvvetli p-invaryant

yakınsaktır denir (Mursaleen and Edely 2009).
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3 LACUNARY KUVVETLİ σ-YAKINSAKLIK, σ-İSTATİSTİKSEL

YAKINSAKLIK VE LACUNARY σ-İSTATİSTİKSEL YAKINSAK-

LIK

Bu bölümde ilk olarak Savaş (1990) tarafından sunulan lacunary kuvvetli σ-yakınsaklık

çalışmasındaki temel tanım, lemma ve teoremler verilmiştir. Daha sonra Savaş ve

Nuray (1993) tarafından yapılan σ-istatistiksel yakınsaklık ve lacunary σ-istatistiksel

yakınsaklık isimli çalışmada verilen temel tanım, lemma ve teoremler incelenmiştir.

İlk olarak, bu iki çalışmada verilen [Vσ], [Nθ] ve [Mθ] sembolleri ile gösterilen kavram-

lar not edilecektir.

Tüm kuvvetli σ-yakınsak dizilerin kümesi

[Vσ] =

{
x ∈ l∞ : lim

n→∞

1

n

n−1∑
k=0

|xσk(i) − s| = 0, i ye göre düzgün

}

şeklinde tanımlanır.

θ bir lacunary dizi olsun. Lacunary kuvvetli yakınsak dizilerin kümesi,

Nθ =

{
x = (xk) : lim

r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

|xk − L| = 0, bazı L ler için

}

ile tanımlanır.

θ bir lacunary dizi olsun. Lacunary kuvvetli hemen hemen yakınsak dizilerin kümesi,

[Mθ] =

{
x : lim

r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

|xk+i − s| = 0, i ye göre düzgün

}

ile tanımlanır.

3.1 Lacunary Kuvvetli σ-Yakınsaklık

Bu kısımda Savaş (1990) tarafından yapılan çalışmada verilen tanım, lemma ve

teoremleri ispatlarıyla verilecektir.
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Tanım 3.1.1 θ bir lacunary dizi olsun. Reel veya karmaşık sayıların bir x = (xk)

dizisi, i ye göre düzgün olarak, eğer r →∞ iken

Tr,i(x) =
1

hr

∑
k∈Ir

|x(σk(i))− s| → 0

şartını sağlıyorsa, bir s değerine lacunary kuvvetli σ-yakınsaktır denir. Bu durumda,

”x in lacunary kuvvetli σ limiti s” dir denir.

Lθ ile tüm lacunary kuvvetli σ-yakınsak dizilerin kümesini gösteririz.

σ(i) = i + 1 için Mθ ile Lθ uzayı aynıdır. Eğer x, s değerine lacunary kuvvetli

σ-yakınsak ise bu durumda,

Lθ − limx = s

olarak yazılır. Ayrıca,

Lθ ∩ l∞ =

{
x ∈ l∞ : lim

i
sup
r

1

hr

∑
k∈Ir

|x(σk(i))− s| = 0

}

olduğunu görmek kolaydır.

Eğer

{kr} ⊂ {k′
r}

ise θ′ = {k′
r} lacunary dizisi θ = {kr} nin bir lacunary inceltilmesi olarak adlandırılır.

Şimdi farklı θ lacunary dizileri için Lθ lar arasındaki kapsama ilişkiler kurulacaktır.

Teorem 3.1.2

(a) θ′, θ nın bir inceltilmesi olsun. O halde

Lθ′ ⊂ Lθ

dır.

(b) Ω, keyfi bir birleşim altında lacunary dizilerin kapalı bir kümesi olsun.

β =
∪
θ∈Ω

θ
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yazılır ise, bu durumda

Lβ =
∩
θ∈Ω

Lθ

dır.

(c) Ω kesişim altında kapalı ise, bu durumda

γ =
∩
θ∈Ω

θ

için,

Lγ =
∪
θ∈Ω

Lθ

dır.

(d) Ω hem birleşim hem de kesişim altında kapalı ise, bu durumda

Lβ ⊂ Lθ ⊂ Lγ; ∀θ ∈ Ω

dır.

Teoremin ispatından önce (a) ve (d) sonuçlarının yalnızca ℓ∞ a kısıtlanamayacağını

belirtelim.

İspat: (a) x ∈ Lθ alalım ve Ir = (kr−1, kr] aralığında θ′ = (k′
r) nün noktalarının

sayısının sonlu sayıda olduğu verilsin. Basitlik açısından biz Ir aralığında θ′ nün

tam olarak bir k′
r noktası olduğunu farzedelim, yani

kr−1 = k′
j−1 < k′

j < k′
j+1

olsun. Şimdi,

I ′r = (kr−1, kj], I ′′r = (kj, kr], h′
r = kj − kr−1, h′′

r = kr − kj (3.1)

olmak üzere,

Tr,i(x) =
1

hr

∑
k∈Ir

|x(σk(i))− s| = h′
r

hr

T ′
r,i(x) +

h′′
r

hr

T ′′
r,i(x) (3.2)

dir. Böylece,

T ′
r,i(x) =

1

h′
r

∑
k∈I′r

|x(σk(i))− s|
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ve

T ′′
r,i(x) =

1

h′′
r

∑
k∈I′′r

|x(σk(i))− s|

olur.

Şimdi x ∈ L′
θ olduğundan dolayı, r → ∞ iken T ′

r,i(x) ve T ′′
r,i(x), i ye göre düzgün

olarak sıfıra yakınsar.

0 <
h′
r

hr

≤ 1 ve 0 <
h′′
r

hr

≤ 1

olduğundan, (3.2) gereğince r →∞ iken i ye göre düzgün olarak

Tr,i(x)→ 0

dır.

(b) β, her θ ∈ Ω nın inceltilmesi olup

Mβ ⊂Mθ

olduğundan (b) elde edilir.

(c) İspat (b) deki ispata benzerdir.

(d) İspat (b) ve (c) den elde edilir.

Şimdi aşağıdaki teoremi ispatsız olarak vereceğiz.

Teorem 3.1.3

Lθ(x) = lim
r

sup
i

1

hr

∑
k∈Ir

|x(σk(i))|

ile tanımlanan Lθ(x), ℓ∞ üzerinde alt fonksiyonel olmak üzere;

(a) θ′, θ nın inceltilmesi olsun. O halde, her x ∈ l∞ için

Lθ(x) ≤ Lθ′(x)

elde edilir.

(b) Eğer Ω keyfi bir birleşim altında kapalı ise, bu durumda her x ∈ l∞ için

sup
θ∈Ω
Lθ(x) = Lβ(x)

elde edilir.
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(c) Eğer Ω kesişim altında kapalı ise, bu durumda her x ∈ l∞ için

inf
θ∈Ω
Lθ(x) = Lγ(x)

elde edilir.

(d) Eğer Ω birleşim ve kesişim altında kapalı ise, bu durumda her x ∈ l∞ için

Lγ(x) ≤ Lθ(x) ≤ Lβ(x)

elde edilir.

Şimi daha sonra kullanacağımız aşağıdaki lemmaları ispatsız olarak verelim.

Lemma 3.1.4 Verilen ε > 0 için n0, i0 doğal sayıları vardır öyleki her n ≥ n0 ve

i ≥ i0 için,

1

n

n−1∑
k=0

|x(σk(i))− s| < ε

olduğunu varsayalım. O halde,

(xk) ∈ [Vσ]

olur.

Lemma 3.1.5 Verilen ε > 0 için n0, i0 doğal sayıları vardır öyleki her n ≥ n0 ve

i ≥ i0 için,

1

n

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

(x(σk(i)))− s

∣∣∣∣∣ < ε

olduğunu varsayalım. O halde,

(xk) ∈ Vσ

olur.

Teorem 3.1.6 Her θ için Lθ ⇔ [Vσ].

İspat: (xk) ∈ Lθ olsun. Bu durumda, verilen ε > 0 için r0, s doğal sayıları vardır

öyleki her r ≥ r0 ve i = kr−1 + 1 + u, u ≥ 0 için,

1

hr

hr−1∑
k=0

|x(σk(i))− s| < ε (3.3)
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olur. n ≥ hr olsun, 0 ≤ θ ≤ hr ve m bir tamsayı olmak üzere,

n = mhr + θ

yazalım. n ≥ hr olduğundan m ≥ 1 olur.

Şimdi hr/n ≤ i için

1

n

n−1∑
k=0

|x(σk(i))− s| ≤ 1

n

(m+1)hr−1∑
k=0

|x(σk(i))− s|

=
1

n

m∑
j=0

(i+1)hr−1∑
k=jhr

|x(σk(i))− s|

≤ m+ 1

n
hrε

≤ 2mhrε

n
(m ≥ 1)

olup,

mhr/n ≤ 1

olduğundan,

1

n

n−1∑
k=0

|x(σk(i))− s| ≤ 2ε

olur. Lemma 3.1.4 gereği,

Lθ ⇒ [Vσ]

elde edilir.

Her θ için [Vσ]⇒ Lθ olduğunu görmek kolaydır.

Teorem 3.1.7 Her bir θ için, i’ ye göre düzgün olarak

Lθ =

{
x = (xk) : bir s vardır öyleki, lim

r→∞

1

hr

∑
k∈Ir

(x(σk(i))− s) = 0

}

ile tanımlanan Lθ lacunary σ-yakınsak dizilerin uzayı olmak üzere,

Lθ ∩ l∞ ⇔ Vσ

dır.
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İspat: (xk) ∈ Lθ ∩ l∞ olsun. ε > 0 için r0, i0 vardır öyleki

r ≥ r0, i ≥ i0, i = kr−1 + 1 + u, u ≥ 0

için,

1

hr

|
hr−1∑
k=0

x(σk(i))− s| < ε

2
(3.4)

olur. Şimdi n ≥ hr olsun. m ≥ 1 şartını sağlayan bir tamsayıdır. O halde,

1

n

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

(x(σk(i)))− s

∣∣∣∣∣ ≤ 1

n

m−1∑
p=0

∣∣∣∣∣∣
(p+1)hr−1∑
k=phr

x(σk(i))− s

∣∣∣∣∣∣+ 1

n

n−1∑
k=mhr

|x(σk(i))− s| (3.5)

olur.

(xk) ∈ l∞ olduğundan tüm i ler için,

|x(σk(i))− s| ≤M

(k = 1, 2, ...) alalım. Böylece hr

n
≤ 1 için (3.4) ve (3.5) den,

1

n

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

x(σk(i))− s

∣∣∣∣∣ ≤ 1

n
mhr

ε

2
+

Mhr

n

ve mhr

n
≤ 1 olduğundan, Mhr

n
, yeterince büyük n alarak, ε

2
den daha küçük yapılabilir.

Böylece r ≥ r0, i ≥ i0 için

1

n

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

x(σk(i))− s

∣∣∣∣∣ < ε

dir. Dolayısıyla lemma 3.1.4 gereği,

Lθ ∩ l∞ ⇒ Vβ

olur. Diğer taraftan

Vσ ⇒ Lθ

∩
l∞

olduğunu göstermek kolaydır. Böylece ispat tamamlanır.
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3.2 σ-İstatistiksel Yakınsaklık ve Lacunary σ-İstatistiksel

Yakınsaklık

Şimdi de Savaş ve Nuray (1993) tarafından yapılan çalışmada verilen tanım, lemma

ve teoremler ispatlarıyla verilecektir.

Tanım 3.2.1 Bir E pozitif tamsayılar kümesinin düzgün invariant yoğunluğu

sıfırdır ancak ve ancak {σ(m), σ2(m), ..., σn(m)} kümesinde bulunan E nin eleman

sayısı n→∞ iken, m ye göre düzgün olarak o(n) dir (Nuray ve Savaş, 1994).

Tanım 3.2.2 Eğer her ε > 0 için m = 1, 2, 3, ... için düzgün olarak,

lim
n

1

n
|{0 ≤ k ≤ n : |xσk(m) − L| ≥ ε}| = 0,

ise bir x = (xk) kompleks sayı dizisi L sayısına σ-istatistiksel yakınsaktır denir. Bu

durumda,

Sσ − limx = L veya xk → L(Sσ)

şeklinde yazılır ve

Sσ = {x = (xk) : bazı L ler için, Sσ − limx = L}

ile tanımlanır.

Tanım 3.2.3 θ = {kr} bir lacunary dizi olsun. Eğer her ε > 0 için,

lim
r

1

hr

|k ∈ Ir : |xσk(m) − L| ≥ ε| = 0, i=1,2,... için düzgün olarak,

ise x = (xk) sayı dizisi L ye lacunary σ-istatistiksel yakınsaktır denir. Bu durumda,

Sσθ − limx = L veya xk → L(Sσθ)

şeklinde yazılır ve

Sσθ = {x = (xk) : bazı L için, Sσθ − limx = L}

ile tanımlanır.
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Şimdi Lθ-yakınsaklık ile Sσθ-yakınsaklık arasındaki bazı kapsama ilişkileri ve sınırlı

diziler için bu iki yakınsaklığın eşitliği verilecektir. Ayrıca, Sθ-yakınsaklık ile Sσθ-

yakınsaklık arasındaki ilişki incelenecektir.

Teorem 3.2.4 θ = {kr} bir lacunary dizi olsun. Bu durumda,

(i) xk → L(Lθ) ise xk → L(Sσθ) dır,

(ii) x = (xk) ∈ l∞ ve xk → L(Sσθ) ise xk → L(Lθ) dır,

(iii) Sσθ ∩ l∞ = Lθ.

İspat: (i) Eğer ε > 0 ve xk → L(Lθ) ise,∑
k∈Ir

|xσk(m) − L| ≥
∑
k∈Ir

|x
σk(m)

−L|≥ε

|xσk(m) − L|

≥ ε|{k ∈ Ir : |xσk(m) − L| ≥ ε}|

yazabiliriz ki buradan istenilen sonuç elde edilir.

(ii) xk → L(Sσθ) ve x = (xk) ∈ l∞ olduğunu kabul edelim. Tüm k ve m için

|xσk(m) − L| ≤M

olur. ε > 0 verilsin, bu durumda,

1

hr

∑
k∈Ir

|xσk(m) − L| =
1

hr

∑
k∈Ir

|x
σk(m)

−L|≥ε

|xσk(m) − L|+ 1

hr

∑
k∈Ir

|x
σk(m)

−L|<ε

|xσk(m) − L|

≤ M

hr

|{k ∈ Ir : |xσk(m) − L| ≥ ε}|+ ε

elde ederiz ki bu da sonuçtur.

θ = {kr} verilsin ve {xk} dizisini k = σn(m), n = kr−1+1, kr−1+2, · · · , kr−1+[
√
hr];

m ≥ 1 için 1, 2, 3, ..., [
√
hr] olarak, aksi halde xk = 0 ile tanımlayalım ([ ] en büyük

tam değer fonksiyonunu gösterir). x = (xk) dizisi sınırlı olmasın. Ayrıca, 0 < ε < 1

için
1

hr

|{k ∈ Ir : |xσk(m) − 0| ≥ ε}| = [
√
hr]

hr

→ 0, (r →∞ iken)
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yani

xk → 0(Sσθ)

elde ederiz. Fakat,

1

hr

∑
k∈Ir

|xσk(m) − 0| = 1

hr

(
[
√
hr]([
√
hr] + 1)

2

)
→ 1

2
̸= 0, (r →∞ iken)

böylece

xk 9 0(Lθ)

elde edilir. Dolayısıyla, (i) içermesi uygundur ve bu örnek gösterir ki, sınırlılık şartı

(ii) hipotezden çıkarılamaz.

(iii) Bu durum (i),(ii), Teorem 3.1.6 ve [Vσ] ⊂ l∞ un bir sonucudur.

Böylece ispat tamamlanır.

Lemma 3.2.5 ε1 > 0 verilsin. Her ε > 0 için n0 ve m0 vardır öyle ki tüm n ≥ n0

ve m ≥ m0 için
1

n
|{0 ≤ k ≤ n− 1 : |xσk(m) − L| ≥ ε}| < ε1

olduğunu farzedelim. O halde, x = (xk) ∈ Sσ dır.

İspat: ε1 > 0 verilsin. Her ε > 0 için tüm n ≥ n′
0 ve m ≥ m0 için

1

n
|{0 ≤ k ≤ n− 1 : |xσk(m) − L| ≥ ε}| < ε1

2
(3.6)

olacak şekilde n′
0, m0 seçelim. n ≥ n′′

0, 0 ≤ m ≤ m0 için

1

n
|{0 ≤ k ≤ n− 1 : |xσk(m) − L| ≥ ε}| < ε1 (3.7)

olacak şekilde n′′
0 nün var olduğunu göstermek ispat için yeterlidir.

n0 = max(n′
0, n

′′
0) alındığında n ≥ n0 ve tüm m ler için (3.7) elde edilir ki bu da

sonucu verir.

0 ≤ m ≤ m0, m0 sabit olacak şekilde bir m0 seçelim. Böylece,

K = |{0 ≤ k ≤ m0 − 1 : |xσk(m) − L| ≥ ε}|
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elde edilir.

Şimdi 0 ≤ m ≤ m0 ve n ≥ m0 alarak, (3.6) dan
1

n
|{0 ≤ k ≤ n− 1 : |xσk(m) − L| ≥ ε}|

≤ 1

n
|{0 ≤ k ≤ m0 − 1 : |xσk(m) − L| ≥ ε}|

+
1

n
|{m0 ≤ k ≤ n− 1 : |xσk(m) − L| ≥ ε}|

≤ K

n
+

1

n
|{m0 ≤ k ≤ n− 1 : |xσk(m) − L| ≥ ε}|

≤ K

n
+

ε1
2
,

ve n yi yeterince büyük alarak,

≤ K

n
+

ε1
2

< ε1

yazılır. Bu (3.7) yi verir ve böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.2.6 Her θ lacunary dizisi için Sσθ = Sσ dır.

İspat: x ∈ Sσθ olsun. Bu durumda Tanım 3.2.3 den ε1 > 0 verilsin. r0 ve L vardır

öyleki r ≥ r0 ve m = kr−1 + 1 + u, u ≥ 0 için

1

hr

|{0 ≤ k ≤ hr − 1 : |xσk(m) − L| ≥ ε}| < ε1

olur. n ≥ hr olsun, 0 ≤ t ≤ hr ve i bir tamsayı olmak üzere n = ihr + t yazalım.

n ≥ hr olduğundan i ≥ 1 dir. Şimdi, hr

n
≤ 1 için

1

n
|{0 ≤ k ≤ n− 1 : |xσk(m) − L| ≥ ε}|

≤ 1

n
|{0 ≤ k ≤ (i+ 1)hr − 1 : |xσk(m) − L| ≥ ε}|

=
1

n

i∑
j=0

|{jhr ≤ k ≤ (j + 1)hr − 1 : |xσk(m) − L| ≥ ε}|

≤ 1

n
(i+ 1)hrε1 ≤

2ihrε1
n

(i ≥ 1)
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ve ihr

n
≤ 1 olduğundan,

1

n
|{0 ≤ k ≤ n− 1 : |xσk(m) − L| ≥ ε}| ≤ 2ε1

elde edilir. Böylece, Lemma 3.2.5 den

Sσθ ⊂ Sσ

elde edilir. Sσ ⊂ Sσθ olduğunu görmek kolaydır. Bu da ispatı tamamlar.

σ(m) = m + 1 alırsak, Tanım 3.2.2 ve Tanım 3.2.3 den hemen hemen istatis-

tiksel yakınsaklık ve lacunary hemen hemen istatistiksel yakınsaklık tanımlarını

elde ederiz. Böylece, kuvvetli hemen hemen yakınsak ve hemen hemen istatistiksel

yakınsak dizi arasında Teorem 3.2.4 ve 3.2.6 e benzer kapsamalar elde edilir ki bu

zamana kadar literatürde karşılaşılmadı.
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4 İNVARYANT İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIK VE A-İNVARYANT

İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIK

Bu kısımda, Nuray ve Savaş (1994) tarafından yapılan invaryant istatistiksel yakınsaklık

ve A-invaryant istatistiksel yakınsaklık isimli çalışmada verilen σ-istatistiksel yakınsaklık

ve A-invaryant yakınsaklık kavramaları ve bu kavramlar arasındaki bazı kapsamaları

incelenecektir.

p-kuvvetli σ-yakınsak dizilerin kümesi

[Vσ]p =

{
x = (xk) : lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

|xσk(m) − L|p = 0,m ye göre düzgün

}
şeklinde tanımlanır. Eğer p = 1 alınırsa bu durumda,

[Vσ]p = [Vσ]

olur. ℓ∞ tüm sınırlı dizilerin kümesi olmak üzere,

ℓ∞ ⊃ [Vσ]p

olduğu açıktır. Ayrıca, kuvvetli invaryant A-toplanabilir diziler aşağıdaki şekilde

tanımlanır:

w0(Aσ) =

{
x = (xk) : lim

n

∑
k

ank|xσk(m)| = 0,m ye göre düzgün

}
.

Şimdi

f : [0,∞)→ [0,∞)

fonksiyonunu alalım. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanırsa, f ye modülüs fonksiyonu

denir.

1. f(x) = 0 ancak ve ancak x = 0,

2. Tüm x ≥ 0, y ≥ 0 ler için f(x+ y) ≤ f(x) + f(y),

3. f artandır,

4. f , 0 noktasında sağdan süreklidir.
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Bir f modülüs fonksiyonunu ve negatif olmayan regüler A = (ank) matrisini kulla-

narak w(Aσ, f) dizi uzayı aşağıdaki gibi tanımlanır:

w(Aσ, f) =

{
x = (xk) : lim

n

∑
k

ankf
(
|xσk(m) − L|

)
= 0,m ye göre düzgün

}
.

Eğer L = 0 ise bu durumda, w0(Aσ, f) yerine w(Aσ, f) yazarız. Eğer x ∈ w(Aσ, f)

ise bu durumda, f modülüs fonksiyonuna göre, x dizisi L ye kuvvetli invaryant

A-toplanabilirdir, denir. A = (ank) matrisini (C, 1) Cesàro matrisi olarak alınırsa,

w(Aσ, f) uzayı,

[Vσ(f)] =

{
x = (xk) : lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

f
(
|xσk(m) − L|

)
= 0,m ye göre düzgün

}

şeklinde tanımlanır.

Şimdi, [Vσ]p-yakınsaklık ile Sσ-yakınsaklık arasındaki bazı kapsama ilişkileri verilecek

ve bunların sınırlı diziler için eşit olduğu gösterilecektir. Ayrıca, Sσ-yakınsaklık ile

[Vσ(f)]-yakınsaklık arasındaki ilişki incelenecektir.

Teorem 4.1

(i) 0 < p <∞ iken xk → L([Vσ]p) olması xk → L(Sσ) olmasını gerektirir.

(ii) x = (xk) ∈ l∞ ve xk → L(Sσ) olması xk → L([Vσ]p) olmasını sağlar.

(iii) Sσ

∩
l∞ = [Vσ]p.

İspat: Eğer ε > 0 ve xk → L([Vσ]p) ise, 0 < p <∞ olmak üzere her bir m için

n∑
k=1

|xσk(m) − L|p ≥
∣∣{k ≤ n : |xσk(m) − L| ≥ ε}

∣∣ εp
yazalabiliriz. Böylece xk → L([Vσ]p) olduğundan,

xk → L(Sσ)

elde edilir.
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Şimdi varsayalım ki x = (xk) sınırlı ve L ye σ−istatistiksel yakınsak olsun. Herbir

m ≥ 1 için

G = sup
k
|xσk(m)|+ |L|

kümesini alalım. ε > 0 verilmiş olsun ve Nε seçelim öyle ki her bir m ve n > Nε için

1

n

∣∣∣∣{k ≤ n : |xσk(m) − L| ≥
(ε
2

) 1
p

}∣∣∣∣ < ε

2Gp

ve

Lnm = {k ≤ n : |xσk(m) − L| ≥ (
ε

2
)
1
p}

kümesini alalım.

Şimdi tüm m ve n > Nε için

1

n

n∑
k=1

|xσk(m) − L|p =
1

n

 ∑
k∈Lnm

|xσk(m) − L|p +
∑

k ̸∈Lnm

k≤n

|xσk(m) − L|p


<

1

n

(
n

ε

2Gp

)
Gp +

1

n

(ε
2

)
n

=
ε

2
+

ε

2
= ε

olur. Böylece x, L ye p-kuvvetli invariant yakınsaktır.

Teorem 4.2 f herhangi bir modülüs fonksiyonu ve x bir dizi olsun. Bu durumda,

(i) xk → L([Vσ(f)]) olması xk → L(Sσ) olmasını gerektirir.

(ii) f sınırlı ve xk → L(Sσ) ise xk → L([Vσ(f)]) dir.

(iii) Eğer f sınırlı ise [Vσ(f)] = Sσ dir.

Bu teoremin ispatı Teorem 4.1 ile benzer olduğundan açıktır.

Eğer A negatif olmayan regular matris ise bir madülüse göre kuvvetli A-invaryant

toplanabilirlik ile A-invariant istatistiksel yakınsaklık arasında bazı bağlantılar kuru-

labilinir. Aşağıdaki tanım σ− istatistiksel yakınsaklık tanımının bir genişlemesidir.
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||x||∞ = supk |xk| olsun ve ε > 0 verilsin. Bu durumda,

S(x; ε) = {k ∈ N : |xk| ≥ ε}

dir.

N ⊃ S olmak üzere, S nin karakteristik fonksiyonunu χS ile gösterilir.

Tanım 4.3 A bir negatif olmayan regülar matris ve x = (xk) bir dizi olsun. Eğer her

ε > 0 için χS(x−Le;ε) ∈ w0(Aσ) ise, x dizisi L ye A−invariant istatistiksel yakınsaktır,

denir.

Şimdi A-invaryant yakınsaklık ile w(Aσ, f)-yakınsaklık arasında bazı kapsama ilişki-

leri verilecektir. Bu kapsama ilişkilerini vermeden önce ileride teoremlerin ispat-

larında kullanılacak olan iki lemma aşağıda verilmiştir.

Lemma 4.4 f bir modülüs fonksiyonu ve α > 0 bir sabit olsun. O zaman sabit bir

c > 0 vardır öyle ki

f(x) > cx, (0 < x < α).

Lemma 4.5 A bir negatif olmayan regüler matris ve f bir modülüs fonksiyonu

olsun. Bu durumda,

w0(Aσ, f) ⊃ w0(Aσ)

kapsaması elde edilir.

Aşağıdaki teoremin ispatı Lemma 4.4 ve Lemma 4.5 dan kolayca elde edilir.

Teorem 4.6 x = (xk) bir sınırlı dizi, f bir modülüs fonksiyonu ve A negatif olmayan

regular bir matris olsun. Bu durumda x, f modülüne göre 0 a kuvvetli invaryant

A−toplanabilirdir ancak ve ancak x, 0 a kuvvetli invaryant A-toplanabilir yani,

w0(Aσ)
∩

ℓ∞ = w0(Aσ, f)
∩

ℓ∞.
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Teorem 4.7 A negatif olmayan bir regular matris ve f bir modülüs fonksiyonu

olsun. Bu durumda,

(i) Eğer x = (xk), f modülüs fonksiyonuna göre L ye kuvvetli invaryant

A-toplanabilir ise o zaman x, L ye A-invaryant istatistiksel yakınsaktır.

(ii) x = (xk) sınırlı ve L ye A−invaryant istatistiksel yakınsak ise o zaman x, f

modülüs fonksiyonuna göre L ye kuvvetli invaryant A-toplanabilirdir.

İspat: (i) Eğer x ∈ w0(Aσ, f) ve y ∈ l∞ ise o zaman

xy ∈ w0(Aσ, f)

dir. Şimdi varsayalım ki x ∈ w0(Aσ, f) ve ε > 0 verilsin. y ∈ l∞ dizisini

yk =

 1
xk
, |xk| ≥ ε ise

0, diğer durumda

şeklinde tanımlayalım. Sonuç olarak,

xy = χS(x;ε) ∈ w0(Aσ, f)
∩

ℓ∞

ve Teorem 4.6 dan

χS(x;ε) ∈ w0(Aσ)
∩

ℓ∞

olduğundan x, 0 a A-invaryant istatistiksel yakınsaktır. İddianın kalan kısmı kolayca

elde edilir.

(ii) Şimdi varsayalım ki x ∈ ℓ∞ ve x, L ye A-invaryant istatistiksel yakınsak ise

o halde tanımdan her ε > 0 için

χS(x−Le;ε) ∈ w0(Aσ)
∩

ℓ∞

elde edilir.

Eğer x ∈ ℓ∞ ve χS(x−Le;ε) ∈ w0(Aσ)
∩

ℓ∞ ise o zaman

||x− Le− (x− Le)χS(x−Le;ε)||∞ < ε

elde edilir.
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Eğer tüm ε > 0 için

χS(x−Le;ε) ∈ w0(Aσ)
∩

ℓ∞

ise o zaman x−Le, w0(Aσ)
∩

ℓ∞ un kapanışındadır. w0(Aσ)
∩
ℓ∞ kapalı olduğu için

x− Le ∈ w0(Aσ)
∩

ℓ∞

ve Teorem 4.6 dan,

x− Le ∈ w0(Aσ, f)
∩

ℓ∞

yazılabilir yani,

x− Le ∈ w0(Aσ, f)

elde edilir.

4.1 Matris Dönüşümleri

E ve F , w karmaşık diziler uzayının boş olmayan iki alt kümesi ve A = ((ank),

(n, k = 1, 2, 3, ...) karmaşık sayıların sonsuz matrisi olsun. Her n için

An(x) =
∑
k

ankxk

yakınsak ise Ax = (An(x)) yazarız. Eğer x = (xk) ∈ E olması Ax ∈ F olmasını

sağlarsa, A nın E den F ye matris dönüşümü belirttiğini söyleriz ve

A : E → F

şeklinde gösteririz. A : E → F şeklinde tanımlanan A matris sınıfını (E,F ) ile ifade

ederiz. Matrisin ank öğesini belirtmek için a(n, k) notasyonuu kullanacağız.

Şimdi (S0

∩
l∞, Vσ0) ve (S

∩
l∞, Vσ) sınıfındaki matrisleri karakterize edilmiştir.

a(n, k,m) =
m∑
k=0

a
(σj(n), k)

(m+ 1)

olmak üzere

tmn(Ax) =
∑
k

a(n, k,m)xk

yazılacaktır.
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Tanım 4.1.1 s1 ≥ 1 olmak üzere s = (sj), kesinlikle artan bir tamsayı dizisi olsun.

Eğer

lim(S2m)
−1

m∑
t=1

(s2t − s2t−1) = 0

ise s ∈ S olduğu söylenir.

θ, 0 ın ve 1 in ıraksak bir dizisi ve s, doğal sayıların kesinlikle artan bir dizisi olsun.

Belirli bir s = (sk) için θ(s) yi

θk =

 1, s2t−1 ≤ k ≤ s2t ise

0, s2t ≤ k ≤ s2t+1 veya k < s1 ise

olarak tanımlansın.

θ = (θk) verilsin, s
(θ) yı t = 1, 2, ... için

θk =

 1, s(θ)2t−1 ≤ k < s(θ)2t ise

0, s(θ)2t ≤ k < s(θ)2t+1 veya k < s1 ise

olarak tanımlansın.

Lemma 4.1.2 s kesinlikle artan bir doğal sayı dizisi olsun. O zaman s(θ) istatistiksel

sıfırdır ancak ve ancak s ∈ S.

Lemma 4.1.3 Eğer x ∈ w, L ye istatistiksel yakınsak ise bu durumda, yakınsak bir

y dizisi ve istatistiksel boş bir z dizisi vardır öyleki y, L ye yakınsak,

x = y + z

ve

lim
1

n
|{k ≤ n : zk ̸= 0}|

dır. Diğer taraftan x sınırlı ise z de sınırlıdır ve

||z||∞ ≤ ||x||∞ + |L|

dir.
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Teorem 4.1.4 A ∈ (S0

∩
l∞, Vσ0) ancak ve ancak

(i) A ∈ (c0, Vσ0) ve

(ii) Her bir s ∈ S için n ye göre düzgün olarak

lim
m

∞∑
t=1

s2t∑
k=s2t−1

|a(n, k,m)| = 0.

İspat: (Gereklilik) Sıfır dizileri sınırlı ve istatistiksel sıfır olduğundan (i) nin

gerekliliği açıktır. Şimdi bazı s ∈ S için (ii) koşulunun geçerli olmadığını varsayalım,

o zaman her bir j ∈ N ve δ > 0 için

∞∑
t=1

s2t∑
k=s2t−1

|a(nj, k,mj)| ≥ 2δ

olacak şekilde bir {ni} doğal sayı dizisi ve artan bir {mj} doğal sayı dizisi vardır. A

nın c0 dan Vσ0 a bir dönüşüm olduğunu kullanarak, doğal sayıların iki (pj) ve (qj)

dizisini bulmak mümkündür öyleki tüm j ∈ N için pj < qj < pj+1 ve

pj∑
t=1

s2t∑
k=s2t−1

|a(nj, k,mj)| <
δ

2
,

∞∑
t=qj+1

s2t∑
k=s2t−1

|a(nj, k,mj)| <
δ

2

ve
qj∑

t=pj

s2t∑
k=s2t−1

|a(nj, k,mj)| > δ

elde edilir.

zk dizisini, s2t ≤ k < s2t+1 ve pj < t < qj ise

(zk)(a(nj, k,mj)) = |(a(nj, k,mj)|

olarak aksi halde zk = 0 olarak tanımlayalım. Tüm j ∈ N için

|tmjnj
(Az)| > δ

ve z, θ
(s)
k = 0 gibi bir durumda inşa edildiğinden zk = 0 ve dolayısıyla z istatistiksel

sıfırdır. Bu A nın sınırlı istatistiksel sıfır bir diziyi Vσ0 ın içine aldığı hipoteziyle

çelişir.
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(Yeterlilik) (i) ve (ii) koşullarının sağlandığını ve x ∈ S0

∩
l∞ olduğunu varsayalım.

Lemma 4.1.2 ü uygularsak x = y + z yazabiliriz öyleki burada y sıfır bir dizidir ve

lim
1

n
|{k ≤ n : zk ̸= 0}| = 0

dır. Genelliğini kaybetmeden

||x||∞ ≤ 1

ve bundan dolayı

||z||∞ ≤ 1

olduğunu varsayalım. Desteği z nin desteği tarafından içerilen herhangi bir dizinin

ayrıca istatistiksel olarak boş olduğu bilinmektedir. Şimdi

Az ∈ Vσ0

olduğunu iddia ediyoruz. İlk olarak her n ve m için tmn(Az) vardır. Bu (i) den ve

z nin sınırlı oluşundan gelmektedir. Şimdi θ dizisini

θk =

 1, zk ̸= 0 ise

0, aksi halde

olarak tanımlayalım. Yukarıda da belirttiği gibi, θ ayrıca istatistiksel sıfır ve her

k ∈ N için

|zk| ≤ θk < 1

dir. Bunu takip ederek s = s(θ) olmak üzere

|tmn(Az)| = |
∑
n

a(n, k,m)zk|

≤
∑
k

|a(n, k,m)zk|

≤
∑
k

|a(n, k,m)|θk

=
∞∑
t=1

s2t∑
k=s2t−1

|a(n, k,m)|
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elde ederiz. θ istatistiksel sıfır olduğundan s(θ) ∈ S ve (ii) den n ye düzgün olarak

lim
m

tmn(Az) = 0

ve böylece Az ∈ Vσ0 elde ederiz ve sonuç olarak

Ax = Ay + Az ∈ Vσ0

olur ki bu da ispatı tamamlar.

Lemma 4.1.2 kullanılarak aşağıdaki teorem ispatsız olarak verilebilinir.

Teorem 4.1.5 A bir σ−regular matris ve A ∈ (S0, Vσ0) olsun. Eğer bir x = (xk)

sınırlı dizisi L ye istatistiksel yakınsak ise x, L ye invariant A-toplanabilirdir yani,

A ∈ (S
∩

l∞, Vσ)

dır.
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5 LACUNARY σ-İSTATİSTİKSEL TOPLANABİLİRLİK

Bu kısımda, Pancaroğlu ve Nuray (2013) tarafından yapılan çalışmada tanımlanan

istatistiksel lacunary invaryant toplanabilir ve kuvvetli lacunary q-invaryant yakınsak-

lık (0 < q < ∞) tanımları verilecektir. Ayrıca, istatistiksel lacunary invaryant

yakınsaklık, istatistiksel lacunary invaryant toplanabilirlik ve kuvvetli lacunary

q-invaryant yakınsaklık arasındaki ilişkileri veren teoremler incelenecektir.

Tanım 5.1 Bir x = (xk) dizisi için

trm(x) =
1

hr

∑
j∈Ir

xσj(m)

olmak üzere, eğer m ye göre düzgün olarak

lim
r→∞

trm(x) = L

ise bu durumda, x = (xk) dizisi L ye lacunary invaryant toplanabilirdir denir.

Bu toplanabilme

σθ − lim
r→∞

xr = L

olarak belirtilir.

Tanım 5.2 x = (xk) dizisini alalım. Eğer tüm ε > 0 için m ye göre düzgün olarak

lim
n

1

n
|{r ≤ n : |trm(x)− L| ≥ ε}| = 0

ise bu durumda, x = (xk) dizisi L ye istatistiksel lacunary invaryant toplanabilirdir

(veya istatistiksel lacunary σ-toplanabilir) denir.

Diğer bir deyişle, x = (xk) dizisi L ye istatistiksel invaryant toplanabilirdir ancak

ve ancak (trm(x)) dizisi L ye istatistiksel yakınsaktır. Bu durumda

Sθσ − limx = L

olarak yazılır.

Tüm istatistiksel lacunary invaryant toplanabilir diziler Sθσ ile belirtilir.
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Tanım 5.3 x = (xk) dizisi için eğer m = 1, 2, ... ye göre düzgün olarak

lim
r

1

hr

∑
j∈Ir

|xσj(m) − L|q = 0, (0 < q <∞)

ise bu durumda, x = (xk) dizisinin L limitine kuvvetli lacunary q−invaryant yakınsak

olduğu söylenir ve

xk → L([Vθσ]q)

yazılır. Bu durumda L, x in [Vθσ]q limiti olarak adlandırılır.

[Vθσ]q ile tüm kuvvetli lacunary q−invaryant yakınsak dizilerin kümesi belirtir.

Teorem 5.4 Eğer x = (xk) dizisi sınırlı ve L ye lacunary invaryant istatistik-

sel yakınsak ise bu durumda, x = (xk) dizisi L ye istatistiksel lacunary invaryant

toplanabilirdir.

İspat: x = (xk) dizisi sınırlı ve L ye lacunary invaryant istatistiksel yakınsak olsun.

Bu durumda, her bir m ≥ 1 için

Kθσ(ε) = {kr−1 ≤ j ≤ kr : |xσj(m) − L| ≥ ε}

olarak yazabiliriz. Buradan r →∞ iken

|trm − L| =

∣∣∣∣∣ 1hr

∑
j∈Ir

xσj(m) − L

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1hr

∑
j∈Ir

(xσj(m) − L)

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣ 1hr

∑
j∈Kθσ(ε)

(xσj(m) − L)

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

hr

(
sup
j,m
|xσj(m) − L|

)
|Kθσ(ε)| → 0

olur ki m ye göre düzgün olarak

trm(x)→ L

olmasını sağlar. Yani x, L ye lacunary invaryant yakınsaktır. Böylece x, L ye

istatistiksel lacunary invaryant toplanabilirdir. Bu da teoremin ispatını tamamlar.
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Teorem 5.5

(i) Eğer 0 < q < ∞ ve x = (xk) dizisinin kuvvetli lacunary q−invaryant

yakınsaklık limiti L ise, o zaman L ye lacunary invaryant istatistiksel yakınsaktır.

(ii) Eğer (xk) sınırlı ve L ye lacunary invaryant istatistiksel yakınsak ise o zaman

xk → L([Vθσ]q) olur.

İspat: (i) Eğer 0 < q <∞ ve xk → L([Vθσ]q) ise r →∞ iken her bir m ≥ 1 için,

0← 1

hr

∑
j∈Ir

|xσj(m) − L|q ≥ 1

hr

∑
j∈Ir

|x
σj(m)

−L|≥ε

|xσj(m) − L|q

≥ εq

hr

|Kσθ(ε)|.

Yani, m ye göre düzgün olarak

lim
r→∞

1

hr

|{kr−1 ≤ j ≤ kr : |xσj(m) − L| ≥ ε}| = 0

olur. Bu nedenle x = (xk), L ye invaryant istatistiksel yakınsaktır.

(ii) Kabul edelim ki x = (xk) sınırlı ve L ye lacunary invaryant istatistiksel

yakınsak olsun. Bu durumda, ε ≥ 0 için m ye göre düzgün olarak

lim
r→∞

1

hr

|{j ∈ Ir : |xσj(m) − L| ≥ ε}| = 0

elde edilir. x ∈ l∞ olduğundan, M > 0 vardır öyleki |xσj(m) − L| ≤ M , (j =

1, 2, ...,m = 1, 2, ...) ve

S1(r) =
1

hr

∑
j∈Ir

j ̸∈Kσθ(ε)

|xσj(m) − L|q ve S2(r) =
1

hr

∑
j∈Ir

j∈Kσθ(ε)

|xσj(m) − L|q

olmak üzere,

1

hr

∑
j∈Ir

|xσj(m) − L|q =
1

hr

∑
j∈Ir

j ̸∈Kσθ(ε)

|xσj(m) − L|q + 1

hr

∑
j∈Ir

j∈Kσθ(ε)

|xσj(m) − L|q

= S1(r) + S2(r)

elde edilir.
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Şimdi eğer j ̸∈ Kσθ(ε) ise S1(r) < εq dur. j ∈ Kσθ(ε) için

S2(r) ≤ (sup |xσj(m) − L|) |Kσθ(ε)|
hr

≤M
Kσθ(ε)

hr

→ 0

elde edilir. Bu nedenle m ye göre düzgün olarak,

1

hr

∑
j∈Ir

|xσj(m) − L|q = 0

olur. Böylece xk → L([Vθσ]q) elde edilir. Bu da teoremin ispatını tamamlar.

Teorem 5.6 x = (xk) dizisi L ye istatistiksel lacunary invaryant toplanabilirdir

ancak ve ancak K = {(ri) : ri < ri+1} ⊆ N kümesi vardır öyleki

δ(K) = 1 ve θσ − limxrn = L

dir.

İspat: Kabul edelim ki K = {(ri) : ri < ri+1} ⊆ N kümesi var öyleki

δ(K) = 1 ve θσ − limxrn = L

olsun. Bu durumda, N pozitif bir tam sayı öyleki n > N ve herbir m ≥ 1 için

|trnm(x)− L| < ε (5.1)

dir. Şimdi

Kε(θσ) = {n ∈ N : |trnm(x)− L| ≥ ε} ve K ′ = {rN+1, rN+2, ...}

alalım. Bu durumda,

δ(K ′) = 1 ve Kε(θσ) ⊆ N−K ′

olur ki bu m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n
|{r ≤ n : |trnm(x)− L| ≥ ε}| = 0

olmasını sağlar.

Böylece x = (xk), L ye istaistiksel lacunary invaryant toplanabilirdir.
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Tersine x = (xk), L ye istatistiksel lacunary invaryant toplanabilir olsun. r = 1, 2, ...

ve m = 1, 2, ... için

Kp(θσ) =

{
j ∈ N : |trjm(x) − L| ≥ 1

p

}
ve

Mp(θσ) =

{
j ∈ N : |trjm(x) − L| < 1

p

}
alalım. Bu durumda,

lim
n→∞

1

n

∣∣∣∣{j ≤ n : |trjm(x) − L| ≥ 1

p

}∣∣∣∣ = 0

ve

M1(θσ) ⊃M2(θσ) ⊃M3(θσ) ⊃ · · · ⊃Mi(θσ) ⊃Mi+1(θσ) ⊃ · · · (5.2)

ve m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n
|{j ≤ n : |trjm(x) − L| < 1

p
}| = 1 (5.3)

elde edilir.

Şimdi j ∈ Mp(θσ) için (xk) nın L ye lacunary invaryant toplanabilir olduğunu

göstermeliyiz. Kabul edelim ki (xkj), L ye lacunary invaryant toplanabilir olmasın.

Dolayısıyla, ε > 0 vardır öyleki sonsuz çoklukta terim için

|trjm(x) − L| ≥ ε

dur.

Mε(θσ) = {j ∈ N : |trjm(x) − L| < ε} ve ε >
1

p
(p = 1, 2, ...)

alalım. Bu durumda, m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n
|{j ≤ n : |trjm(x) − L| < ε}| = 0 (5.4)

ve (5.2) den,

Mp(θσ) ⊂Mε(θσ)

elde ederiz. Böylece, m ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n

∣∣∣∣{j ≤ n : |trjm(x) − L| < 1

p

}∣∣∣∣ = 0 (5.5)
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olur ki bu durum (5.2) ile çelişir ve böylece xkj , L ye lacunary invaryant toplan-

abilirdir. Bu teoremin ispatını tamamlar.

Benzer olarak, aşağıdaki teorem ispatlanabilir.

Teorem 5.7 x = (xk) dizisi L ye lacunary invaryant istatistiksel yakınsaktır

ancak ve ancak K = {(ki) : ki < ki+1} ⊆ N kümesi vardır öyleki Sθσ(K) = 1 ve

σ − limxkn = L dir.
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