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OZET
Doktora Tezi

KUME DIiZILERININ
LACUNARY ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIGI

Ugur ULUSU
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danigman: Prof. Dr. Fatih NURAY

Bu tez caligmasi alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, ¢aligtigimiz konu ile ilgili kavramlarin tarihsel gelisiminden bahsedil-
mistir. Ikinci boliimde, calismamiz icin temel tesgkil eden tanim, notasyon ve teoremler
verilmistir. Uciincii boliimde, yeni tanimlanan Wijsman kuvvetli lacunary toplanabilme
kavrami ile Wijsman kuvvetli Cesaro toplanabilme kavrami ve Wijsman hemen hemen
yakinsaklik kavrami arasindaki iligkiler incelenmistir. Dordiincii boliimde, Wijsman la-
cunary istatistiksel yakinsaklik kavrami tanimlanarak, bu kavram ile Wijsman istatis-
tiksel yakinsaklik kavrami arasindaki iligkiler verilmistir. Besinci boliimde, reel diziler
icin Cauchy kriteri kavraminin Wijsman lacunary istatistiksel benzeri tanimlanmig ve bu
kavramin Wijsman lacunary istatistiksel yakinsakliga denk oldugu gosterilmistir. Ayrica
bu boliimde, Wijsman lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin toplanabilme 6zellikleri de
ele alimmigtir. Son boliim olan altinci boliimde ise, Wijsman istatistiksel lacunary topla-
nabilme kavrami tanimlanmis ve bu kavramin Wijsman lacunary istatistiksel yakinsaklik

ile arasindaki iligkiler incelenmigtir.
2013, v+68 sayfa.

Anahtar Kelimeler: Istatistiksel yakinsaklik, Lacunary istatistiksel yakinsaklik, Cesaro
toplanabilme, Lacunary toplanabilme, Hemen hemen yakinsaklik, Cauchy dizisi, Istatis-

tiksel lacunary toplanabilme, Kiime dizisi, Wijsman yakinsaklik, Hausdorff yakinsaklik.



ABSTRACT
PhD Thesis

LACUNARY STATISTICAL CONVERGENCE OF SEQUENCES OF SETS

Ugur ULUSU
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Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Fatih NURAY

This thesis consists of six chapters.

In the first chapter, historical development of related notions of the subject is mentoined.
In the second chapter, some basic definitions, notations and theorems related to our
study are given. In the third chapter, the relalionship between newly defined Wijsman
strongly lacunary summable, Wijsman strongly Cesaro summable and Wijsman almost
convergence for sequence of sets is discussed. In the fourth chapter, after introducing
the concept of Wijsman lacunary statistical convergence the relationship between this
concept and Wijsman statistical convergence is given. In the fifth chapter, Cauchy
criteria for sequence of real numbers is extended to the Wijsman lacunary statistical
convergence and its equivalence to Wijsman lacunary statistical convergence is proved.
Also, summability properties of Wijsman lacunary statistical convergent sequences are
examined in this chapter. In the sixth chapter which is the last chapter, the concept of
Wijsman lacunary statistical summability is defined and its relationship with Wijsman

lacunary statistical convergence is discussed.
2013, v14-68 pages.

Key Words: Statistical convergence, Lacunary statistical convergence, Cesaro summa-
bility, Lacunary summability, Almost convergence, Cauchy sequence, Statistical lacunary

summability, Sequence of sets, Wijsman convergence, Hausdorff convergence.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DizZiNi

Simgeler

N Dogal sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

(X, p) Metrik uzay

| K| K kiimesinin eleman sayisi

I(K) K kiimesinin dogal yogunlugu

(k) Reel say1 dizisi

st — lim zy, (xy) dizisinin istatistiksel limiti

0 ={k.} Lacunary dizisi

Sy — lim 3, (xy) dizisinin lacunary istatistiksel limiti
Sp(K) K kiimesinin lacunary yogunlugu

P(X) X kiimesinin kuvvet kiimesi

{A;} Kiime dizisi

K —lim Ay {A} dizisinin Kuratowski limiti

W — lim Ay {Ay} dizisinin Wijsman limiti

H — lim A, {A} dizisinin Hausdorff limiti

st — LimAy, {A} dizisinin Kuratowski istatistiksel limiti

st — limyy A
WS

st — limgy Ay
[Waoi]

[W No]
(WAC)

Sy — limy, Ay
WS

Lo

Sy — limpy Ay
W, —lim Ay

XA

{Ay} dizisinin Wijsman istatistiksel limiti

Wijsman istatistiksel yakinsak dizi uzayi

{A} dizisinin Hausdorff istatistiksel limiti
Wijsman kuvvetli Cesaro toplanabilir dizi uzayi
Wijsman kuvvetli lacunary toplanabilir dizi uzay:
Wijsman kuvvetli hemen hemen yakinsak dizi uzay:
{A} dizisinin Wijsman lacunary istatistiksel limiti
Wijsman lacunary istatistiksel yakinsak dizi uzay:
Simirh kiimelerin dizi uzay:

{A} dizisinin Hausdorff lacunary istatistiksel limiti
{A} dizisinin istatistiksel lacunary limiti

A kiimesinin karakteristik fonksiyonu



1. GIRIS

Yakinsaklik kavrami, analiz ve fonksiyonel analiz alaninin temelini olusturmaktadir. Ya-
kinsaklik kavraminin bir genellegtirmesi olan ve temeli pozitif tamsayilarin dogal yogun-
lugu kavramina dayanan istatistiksel yakinsaklik kavrami ise toplanabilme teorisinde
ve fonksiyonel analizde biiyiik 6neme sahiptir. 1951’de Fast’in istatistiksel yakinsak
kavramini tanimlamasindan bu yana bu kavramin uygulamalar: ve birkac genellestirmesi
Buck (1953), Schoenberg (1959), Maddox (1978), Salat (1980), Fridy (1985), Fridy &
Orhan (1993) ve daha pek ¢ok matematikci tarafindan giiniimiize kadar verilmeye de-

vam etmigtir.

Freedman & Sember & Raphael (1978) yaptiklar1 bir galismada 6 lacunary dizi yardimiyla
tanimlanan Ny kuvvetli lacunary toplanabilir dizi uzayi ile || kuvvetli Cesaro toplana-
bilir dizi uzay1 arasindaki iligkileri derinlemesine incelemisler ve ayrica aragtirmacilar bu
caligmada Ny dizi uzayi ile | AC| kuvvetli hemen hemen yakinsaklik dizi uzay: arasindaki

iliskiden de bahsetmislerdir.

Istatistiksel yakinsaklik kavrami ile Cesaro toplanabilirlik, kuvvetli Cesaro toplanabilirlik
ve kuvvetli p-Cesaro toplanabilirlik kavramlar1 arasindaki iliskiler Connor tarafindan

1988’de yapilan bir aragtirmada verilmigtir.

Ilerleyen zamanlarda Fridy & Orhan (1993), lacunary dizi kavramim kullanarak, is-
tatistiksel yakinsaklikla arasinda onemli iligkiler bulunan ve yine yakinsaklik alaninda
onemli bir yer tutan lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramini tanimlamiglardir. Fridy
& Orhan bu galigmalarinda; bagta istatistiksel yakinsaklik kavrami olmak iizere diger
toplanabilme metodlar: ile lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami arasindaki iligki-
leri incelemiglerdir. Yine Fridy & Orhan (1993) bagka bir caligmalarinda ise reel say1
dizileri igin Cauchy kriteri kavraminin lacunary istatistiksel benzerini tanimlamislar ve
bu kavramla lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami arasindaki iligkiyi incelemiglerdir.
Ayrica Fridy & Orhan bu galigmalarinda lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin topla-

nabilme ozelliklerini de incelemiglerdir.

Lacunary istatistiksel yakinsaklik kavraminin bir benzeri ise Mursaleen, M. & Alotaibi,

A. (2011) tarafindan verilmigtir. Aragtirmacilar bu galigmalarinda istatistiksel lacunary



toplanabilme kavramini tanimlamisglar ve bu kavramin lacunary istatistiksel yakinsaklik

ile iligkisini incelemiglerdir.

Kiime dizileri i¢in yakinsaklik kavrami ise daha cok 1980°li yillarda arastirmalara konu
olmaya baglamig ve bu konudaki ¢aligmalar bagta Beer, G. (1985, 1994, 2002) olmak
tizere; Wijsman (1964, 1966), Effros (1965), Salinetti & Wets (1979), Lucchetti (1985),
De Blasi & Myjak (1986), Lechicki & Levi (1987), Baronti & Papini (1986) ve diger
bircok matematikc¢i tarafindan yakin zamana kadar yapilmistir. Arastirmacilar tarafin-
dan yapilan bu calismalarda kiime dizileri icin verilen yakinsaklik kavramlarindan en
yaygin olarak kullanilanlar ve bizim aragtirmamiz icin de temel olusturacak olan birkag
tanesi; "Hausdorff yakinsaklik (H)", "Kuratowski yakinsaklik (K)" ve "Wijsman yakin-
saklik (W)" tir. Bu yakinsaklk tiplerinden (K) ve (H) uzun zaman 6nce aragtirmacilar
tarafindan galigilmigtir. (W) yakinsaklik igin, Wijsman (1964, 1966), Lechicki & Levi
(1987) ve Beer (1994) de baz1 galigmalar yapmiglardir. Baronti & Papini (1986) kiime

dizileri i¢in (K), (H) ve (W) yakinsaklik arasindaki iligkileri gostermiglerdir.

Son olarak Nuray & Rhoades (2012) tarafindan yapilan bir ¢aligmada kiime dizileri i¢in
Wijsman istatistiksel yakinsaklik, Kuratowski istatistiksel yakinsaklik ve Hausdorft is-
tatistiksel yakinsaklik kavramlari tanimlanmig ve bu kavramlar arasindaki iligkilerden
bahsedilmistir. Ayrica Nuray & Rhoades (2012) bu g¢aligmalarinda kiime dizilerinin

toplanabilirligini de incelemiglerdir.

Bu tez caligmasindaki temel amacimiz, daha ¢nce say1 dizileri icin verilmis olan la-
cunary istatistiksel yakinsaklik kavramini kiime dizilerine aktarmaktir. Bu baglamda,
kiime dizileri i¢in daha 6nce verilmig olan yakinsaklik tanimlar1 (Hausdorff, Kuratowski,
Wijsman), bu yakinsakliklarin kendilerine 6zgii 6zellikleri ve bunlar arasindaki iligki-
ler yeniden ele alinarak, kiime dizileri i¢in lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami
tanimlanmig ve bu kavrama dayanarak yeni teoremler ispatlanmigtir. Bu sebeple tez

calismasinda oncelikle;

Ikinci boliimde (temel kavramlar kisminda); istatistiksel yakimsaklik kavrammin dog-
masina sebep olan dogal yogunluk kavrami, istatistiksel yakinsaklik, Cesaro toplanabil-
me, lacunary dizisi, hemen hemen yakinsaklik, lacunary istatistiksel yakinsaklik, lacu-

nary toplanabilme, kiime dizisi, kiime dizileri i¢in daha 6nceden verilen bazi yakinsaklik



kavramlar1 ve kiime dizileri i¢in yakin zamanda Nuray & Rhoades (2012) tarafindan

verilen istatistiksel yakinsaklik kavramlar: verilmigtir.

Uciincii boliimde; yeni tanimlanan Wijsman kuvvetli lacunary toplanabilme kavrami ile
daha onceden Nuray & Rhoades (2012) tarafindan tanimlanan Wijsman kuvvetli Cesaro
toplanabilme kavrami ve Wijsman kuvvetli hemen hemen yakinsaklik kavrami arasindaki

iligkiler verilmigtir.

Dordiincii boliimde; Wijsman lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramini tanimlanmig
ve bu kavram ile yine Nuray & Rhoades (2012) tarafindan verilen Wijsman istatistik-
sel yakinsaklik kavrami ve Wijsman kuvvetli hemen hemen yakinsaklik kavrami arasin-
daki iligkiler incelenmigtir. Ayrica bu bosliimiin sonunda, Hausdorff lacunary istatistiksel
yakinsaklik kavrami tanimlanarak bu kavramin Wijsman lacunary istatistiksel yakinsak-

lik kavramini gerektirdigi gosterilmistir.

Besinci boliimde; reel diziler i¢in Cauchy kriteri kavraminin Wijsman lacunary istatis-
tiksel benzeri tanimlanmis ve bu kavramin Wijsman lacunary istatistiksel yakinsakliga
denk oldugu gosterilmigtir. Ayrica, bu boliimde Wijsman lacunary istatistiksel yakinsak

dizilerin toplanabilme ¢zelliklerinden de bahsedilmistir.

Son boliim olan altinci boliimde ise, Wijsman istatistiksel lacunary toplanabilme kavram
tanimlanmig ve bu kavramin Wijsman lacunary istatistiksel yakinsaklik ile iligkisi ince-

lenmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde calismamiz boyunca gececek olan tanim, notasyon ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.1. X bos olmayan bir kiime olsun.
p: X xX =R

fonksiyonu icin,
(i)  plry)=0=z=y
(i) plz,y) = ply, )
(111)  plz,y) < p(,2) + p(z,y)

sartlar1 saglaniyorsa, p ya X tizerinde bir metrik ve p ile birlikte X e metrik uzay denir

ve genellikle (X, p) ile gosterilir (Maddox, 1970).
K C N olsun. K kiimesinin eleman sayisini | K| ile gosterelim. Yani,
|K| = card K

olsun.

Tanmim 2.2. K C N ve
K,={k<n:keK}

olsun. Buna gore K kiimesinin sirasiyla alt ve st yogunlugu,

K - K
Q(K)zliminf| n|, (5(K):limsupM

n—oo n n—o00 n

olarak verilir. |—"| dizisinin limitinin var olmasi durumunda, bu limite K kiimesinin
n

dogal yogunlugu denir ve ¢ (K) ile gosterilir. Yani,
0(K) = 4(K) = 6(K)

esitliklerinin saglanmasi halinde K C N kiimesinin dogal yogunlugu,

K, 1
5(K):lim| |:hm—]{k§n:k€[(}\

n—oo M n—oon,

dir (Niven vd. 1991).



Tanmim 2.3. V ¢ > 0 sayist i¢in,
K=K()={keN:|o,—L| > ¢}
kiimesinin dogal yogunlugu sifir yani,
T}gglonl{k<n wp — L] > e}[ =0
ise, x = (x) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktyr denir ve
st —limz =L
bigiminde gosterilir (Fast, 1951).

Adi anlamda yakinsak olan her dizi, istatistiksel yakinsaktir. Fakat istatistiksel yakinsak

olan her dizi, adi anlamda yakinsak olmayabilir.

Tanim 2.4. x = (x}) dizisi igin,

olacak gekilde bir L sayisi varsa, x = (xy) dizisi L sayisina Cesaro toplanabilirdir denir

(Volkov, 2001).

Tanim 2.5. x = (x}) dizisi igin,

1 n
lim — g |z, — L =0
n—oo N
k=1

olacak gekilde bir L sayis1 varsa, © = () dizisi L sayisina kuvvetli Cesaro toplanabilirdir

denir (Freedman vd., 1978).

Kuvvetli Cesaro toplanabilir dizilerin uzayz;

|01|:{x— hm Z|xk—L|—0}

seklindedir.



Tamim 2.6. x = () bir dizi ve p pozitif bir reel say1 olsun. Eger,

n—oo M,

1 n
lim —Z|:z:k—L]p:0
k=1

olacak sekilde bir L sayis1 varsa, x = (xy) dizisi L sayisina kuvvetli p— Cesaro topla-

nabilirdir denir (Connor, 1988).

Tanmim 2.7. Eger, ¢ ye gore diizgiin olarak

1 n
lim — E Tpri = L
n—oo M,
k=1

olacak gekilde bir L sayisi varsa, © = () dizisi L sayisina hemen hemen yakinsaktr

denir (Boss, 2000).

Tamm 2.8. Eger, 7 ye gore diizgiin olarak

n—oo M,

1 n
lim —Z |Tk4s — L] =0
k=1

olacak sekilde bir L sayisi varsa, © = (xy) dizisi L sayisina kuvvetli hemen hemen yakin-

saktyr denir (Freedman vd., 1978).

Tanmim 2.9. Eger, 0 < p < oo olmak iizere, ¢ ye gore diizgiin olarak

1 n
lim — E |zks — LIP =0
n—oo N,
k=1

olacak gekilde bir L sayis1 varsa, © = (xy) dizisi L sayisina kuvvetli p—hemen hemen

yakinsaktir denir.

Tamim 2.10. Eger, ¢ ye gore diizgiin olarak

1
lim —{k <n:|xpy —L| >¢/=0

n—oo M,

olacak gekilde bir L sayisi varsa, x = (zy) dizisi L sayisimna hemen hemen istatistiksel

yakinsaktir denir (Et vd., 2005).



Tanim 2.11. 6 = {k,} dizisi, kg = 0 ve r — oo iken
hy =k, — k1 — o0

olacak bi¢imde negatif olmayan tamsayilarin artan bir dizisi ise § = {k, } dizisine lacunary
dizisi denir. Ayrica,

Ir - (k'r—lu kr}

olarak belirtilir (Freedman vd., 1978).

Ornek 2.1. § = {k.} = 2" — 1 dizisi bir lacunary dizisidir. Ciinkii bu dizi icin;

ko=2—1=0 ver — oo iken
hy=ke—k =2 -=1)— (277" =1)=2"" 5>

olur. Ayrica kg = 0, ky = 1, ke = 3, k3 = 7, ky = 15, ... oldugundan, bu dizi negatif

olmayan tamsayilarin artan bir dizisidir.

Tamim 2.12. § = {k,} bir lacunary dizisi olsun. Eger, x = (z}) dizisi i¢in Ve > 0 olmak
izere,

1
limh—|{k€IT:\xk—L\Z€}\:0

oluyorsa, x = (r}) dizisi L sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir denir ve

Sp —limx = L veya xp — L(Sp)

ile gosterilir (Fridy & Orhan, 1993).

Literatiirde, lacunary istatistiksel yakinsaklik kavraminin, kullanim yerine gore birkag

farkli ifade edilig sekli vardir. Bunlardan ikisi agagidaki gibidir:

(i) K C N igin,
1
dp(K) = lim h—|{j €l :je K}

ifadesi K kiimesinin #—yogunlugunu gostermek iizere eger,



K.={keN:|z,—L| > ¢}

kiimesinin #—yogunlugu 0 ise, © = (zy,) dizisi L sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktur

denir (Mursaleen & Alotaibi, 2011).

(1) Her € > 0 igin,
K(e)=|{k e N: |z, — L| > e}

olmak tizere eger,
L NK(@)
lim ———~

r—00 h’f‘

=0

ise, © = (xy) dizisi L sayisia lacunary istatistiksel yakinsaktir denir (Fridy & Orhan,

1993).

Tamim 2.13. x = (zy) dizisi igin, 0 bir lacunary dizisi olmak iizere eger,
lim — Z Ty =
T kel

olacak sekilde bir L sayisi varsa, © = (xy) dizisi L sayisina lacunary toplanabilirdir denir

(Mursaleen & Alotaibi, 2011).

Tanim 2.14. x = (x;) dizisi i¢in, 6 bir lacunary dizisi olmak iizere eger,
Tlirgoh— Z |z, — L] =0
kel

olacak sekilde bir L sayis1 varsa, x = () dizisi L sayisima kuvvetli lacunary topla-

nabilirdir denir (Freedman vd., 1978).

Kuvvetli lacunary toplanabilir dizilerin uzayn;

N(;:{x— Tlirgoh—2|xk—L|—O}

kel

seklindedir.



Tamim 2.15. x = (z}) dizisi i¢in, 0 < p < oo ve 0 bir lacunary dizisi olmak iizere eger,

.1
Jim 53 foe = L =0
kel

olacak gekilde bir L sayis1 varsa, x = (xy) dizisi L sayisina kuvvetli p—lacunary topla-

nabilirdir denir.

Tanim 2.16. © = (z},) dizisi i¢in, € bir lacunary dizisi olmak {iizere eger, i ye gore diizgiin

olarak
fim D i = L
kel
olacak sekilde bir L sayisi1 varsa, © = (z3) dizisi L sayisma lacunary hemen hemen

yakinsaktir denir (Nuray, 1997).

Tamim 2.17. z = (x}) dizisi igin, 6 bir lacunary dizisi olmak iizere eger, ¢ ye gore diizgiin

olarak

. 1
rlggo - Z |z — L =0

" kel

olacak gekilde bir L sayis1 varsa, © = (xy) dizisi L sayisina lacunary kuvvetli hemen

hemen yakinsaktur denir ( Das & Mishra, 1983).

Tamim 2.18. x = (x}) dizisi igin, 0 < p < oo ve  bir lacunary dizisi olmak {izere eger,

1 ye gore diizgiin olarak

o1
lim 5= > Joksi = LIP =0

kel

olacak sekilde bir L sayis1 varsa, © = (xy) dizisi L sayisina lacunary kuvvetli p—hemen

hemen yakinsaktir denir.

Tanim 2.19. © = (z}) dizisi i¢in, @ bir lacunary dizisi olmak {iizere eger, i ye gore diizgiin
olarak

1
lim h—|{k €l :|rgi— L >¢]=0

olacak gekilde bir L sayis1 varsa, © = (xy) dizisi L sayisina lacunary hemen hemen

istatistiksel yakinsaktyr denir (Altmok vd., 2004).
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Simdi ise kiime dizileri i¢in gerekli olan tanimlar1 verelim.

Tanim 2.20. X # () ve N dogal sayilar kiimesini gostermek iizere,
f:N— P(X)
seklinde tanimh fonksiyon Vk € N igin P(X) de bir
f(k) = Ay, € P(X)

kiimesi belirler. Bu f fonksiyonunun deger kiimesini olugturan A;, A, As, ... kiimelerinin

olusturdugu diziye kiime dizisi denir.

Tanim 2.21. (X, p) bir metrik uzay olsun. Herhangi bir x € X noktasi ve bos kiimeden

farkli herhangi bir A C X kiimesi i¢in,  noktasi ile A kiimesi arasindaki uzaklik

d(x,A) = inf p(z, A)

acA

ile tanimlanir (Nuray & Rhoades, 2012).

Tanim 2.22. (X, p) bir metrik uzay ve { A} bu metrik uzayda bir kiime dizisi olsun.
LiminfA, = {x € X : I(ar) C {Ax}, ax — x}

ve

LimsupAy = {x € X : 3(k;), I(ag,) C {Ax,}, ar, — x}

olmak iizere eger,

A = Liminf A, = LimsupA; = LimA,,

oluyorsa, {Aj} dizisi A kiimesine yakinsaktir veya {Aj} dizisi A kiimesine Kura-

towskr yakinsaktir denir ve
Ap — A veya A 5 A ya da sadece K —limA, = A

ile gosterilir (Baronti & Papini, 1986).
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Yukaridaki tanimda, X in bog kiimeden farkli Ay altkiimelerinin {A;} dizisi igin,

k—o0

Liminf A, = {x € X : limsupd(z, Ay) = 0}

:{a: € X : lim d(z, Ax) = O}

k—o0

ve

LimsupAy = {x € X : liminfd(x, Ay) = 0}

k—o0

olarak da verilebilir.

Tanim 2.23. (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bog kiimeden farkli kapali altkiimeleri

olsun. Eger herbir x € X i¢in,
lilgn d(x, Ay) = d(z, A)
oluyorsa, {Ax} dizisi A kiimesine Wijsman yakinsaktir denir ve
Ay B A veya W —limA, = A

ile gosterilir (Baronti & Papini, 1986).

Tanim 2.24. (X, p) bir metrik uzay, A kiimesi X in kapali bir altkiimesi ve {A;}, X in
kapali altkiimelerinin bir dizisi olsun. Eger,

lim sup |d(x, Ag) — d(xz, A)| =0

k—oo zex

oluyorsa, {Ay} dizisi A kiimesine Hausdorff yakinsaktir denir ve
Ay B A veya H—limA, = A

ile gosterilir (Baronti & Papini, 1986).

Kuratowski yakinsaklik, Wijsman yakinsaklik ve Hausdorff yakinsaklik arasindaki iligki
asagidaki gibidir:
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Teorem 2.1. Bir {Ay} dizisi icin,
Hausdorff yakinsak = Wijsman Yakinsak = Kuratowski yakinsak
iligkisi vardir (Baronti & Papini, 1986).
Tanim 2.25. (X, p) bir metrik uzay ve A, X in bos kiimeden farkh kapal altkiimeleri
olsun.

st — LiminfA;, = {az € X : st—limsupd(x, Ay) = 0}

k—o0

st — Limsup Ay = {x € X : st—liminfd(x, A;) = O}

k—o00

olmak tizere eger,

st — Liminf A, = st — LimsupA, = A

oluyorsa, { Ay} dizisi A kiimesine Kuratowski istatistiksel yakinsaktir denir ve
st — LimA, = A

ile gosterilir (Nuray & Rhoades, 2012).

Tanmim 2.26. (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bos kiimeden farkh kapali altkiimeleri
olsun. Eger Ve > 0 ve herbir z € X icin,

1

lim — [{k <n:|d(x,Ay) —d(z,A)| >c}| =0

n—oo M,

veya hemen hemen her £ igin,
|d(z, A) —d(x, A)| < e
oluyorsa, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman istatistiksel yakinsaktir denir ve
st —limy A=A

ile gosterilir (Nuray & Rhoades, 2012).
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Wijsman istatistiksel yakinsak kiime dizilerinin uzayu;
1
WS = {{Ak} : lim - H{k <mn:l|d(x,Ax) —d(z, A)| > e}| = O}

seklindedir.

Tanim 2.27. (X, p) bir metrik uzay ve A, X in bos kiimeden farkh altkiimeleri olsun.
Eger her bir x € X igin,

supd(z, A) < 00
k

oluyorsa, {Ax} dizisi senarlider denir (Nuray & Rhoades, 2012).

Tanim 2.28. (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bog kiimeden farkli kapal altkiimeleri
olsun. Eger Ve > 0 igin,
1

lim —

n—oo M, zeX

{k <n:sup|d(z,Ay) — d(z, A)| > 6}‘ =0
veya hemen hemen her £ igin,

sSup ‘d(x> Ak) o d($7 A)| <é
rzeX
oluyorsa, {Ay} dizisi A kiimesine Hausdorff istatistiksel yakinsaktir denir ve

StH — hIIlAk =A

ile gosterilir (Nuray & Rhoades, 2012).

Kuratowski istatistiksel yakinsaklik, Wijsman istatistiksel yakinsaklik ve Hausdorff ista-

tistiksel yakinsaklik arasindaki iligki agagidaki gibidir:

Teorem 2.2. Bir { Ay} dizisi icin,
Hausdorff ist. yakinsak =—> Wijsman ist. yakinsak — Kuratowski ist. yakinsak

iligkisi vardir (Nuray & Rhoades, 2012).
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Tamim 2.29. (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bos kiimeden farkl kapali altkiimeleri

olsun. Herbir x € X icin eger,

1
lim —
n—oo M,

z”: d(x, Ay) = d(x, A)
k=1

oluyorsa, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman Cesaro toplanabilirdir denir (Nuray & Rhoades,

2012).

Tanim 2.30. (X, p) bir metrik uzay, A ve A, X in bog kiimeden farkh kapali altkiime-

leri olsun. Herbir x € X igin eger,

RS

k=1

oluyorsa, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli Cesaro toplanabilirdir denir (Nuray

& Rhoades, 2012).

Wijsman kuvvetli Cesaro toplanabilir kiime dizilerin uzayn;

W] = {{Ak} Jim =S (e, Ay) — d(z, 4)| = o}

seklindedir.

Tanim 2.31. (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bog kiimeden farkli kapal altkiimeleri

olsun. 0 < p < oo olmak {iizere herbir x € X i¢in eger,

1
lim —
n—oo 1,

> ld(x, Ay) = d(z, AP =0

oluyorsa, {Ay} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli p— Cesaro toplanabilirdir — denir

(Nuray & Rhoades, 2012).
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Teorem 2.3. (X, p) bir metrik uzay ve 0 < p < oo olsun. X in bos kiimeden farkl,

kapaly A ve Ay altkiimeleri icin,

(i) {Ax} dizisi bir A kiimesine Wigsman kuvvetli p— Cesaro toplanabilir ise o zaman

{A} dizisi A kiimesine Wijsman istatistiksel yakinsaktor;

(ii) {Ax} dizisi sinarle ve bir A kiimesine Wijsman istatistiksel yakinsak ise o zaman

{Ay} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli p— Cesaro toplanabilirdir

(Nuray & Rhoades, 2012).

Tanim 2.32. (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bog kiimeden farkli kapal altkiimeleri

olsun. Eger, herbir x € X igin, m ye gore diizgiin olarak

1 m—+n
lim ;kzﬂ d(x, Ay) = d(z, A)

oluyorsa, {Ay} dizisi A kiimesine Wijsman hemen hemen yakinsaktir denir (Nuray &

Rhoades, 2012).

Tanim 2.33. (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bog kiimeden farkli kapal altkiimeleri
olsun. Eger, herbir x € X igin, m ye gore diizgiin olarak
1 m+n
lim — > |d(z, Ay) — d(z, A)| =0

n—oo N,
k=m+1

oluyorsa, {A;} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli hemen hemen yakinsaktir denir

(Nuray & Rhoades, 2012).

Tanim 2.34. (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bog kiimeden farkli kapal altkiimeleri
olsun. 0 < p < oo olmak {izere eger, herbir x € X icin, m ye gore diizgiin olarak

m+n

.1
Jim o 3 Jde A —d(A,n)F =0

oluyorsa, { Ay} kiime dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli p—hemen hemen yakinsaktur

denir (Nuray & Rhoades, 2012).
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Tamim 2.35. (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bos kiimeden farkl kapali altkiimeleri

olsun. Eger, Ve > 0 ve herbir z € X igin, ¢ ye gore diizgiin olarak

1
lim ~|{k < n:|d(z, Ap) — d(w, A) > €} =0

n—oo 1

oluyorsa, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman hemen hemen istatistiksel yakinsaktir denir

(Nuray & Rhoades, 2012).

Tanmim 2.36. X ve Y Banach uzaylar ve A = (a,;) matrisi X den Y ye lineer opera-

torlerinin bir dizisi olsun. Eger, her x = (z,,) € X dizisi igin,

An(z) = Zankxk
k=1

ifadesi Y de tanimli norma gore yakinsak ve her n € N igin,
Ax = (Z ankty) €Y
k=1

oluyorsa A matrisine X den Y ye bir matris doniigiimii denir ve A € (X,Y) ile gosterilir

(Maddox, 1980).

Tanim 2.37. Yakinsak dizileri yakinsak dizilere limiti koruyarak doniistiiren matrislere

regiiler matrisler ad1 verilir (Boos, 2000).

Tanim 2.38. A C R olmak iizere, bir A kiimesinin karakteristik fonksiyonu y, ile

gosterilir ve

1, keA

Xa(k) =
0, k¢ A

biciminde tanimlanir.
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3. KUME DIZILERININ LACUNARY TOPLANA-
BILIRLIiGI

3.1 Wijsman Kuvvetli Lacunary Toplanabilir Dizi Uzay1

Tamim 3.1.1. (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bog kiimeden farkl kapali altkii-

meleri olsun. # bir lacunary dizisi olmak {iizere eger, herbir x € X icin,

lim —de Ag) =d(z, A)
T e,

oluyorsa, { A} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary toplanabilirdir denir.

Tamim 3.1.2. (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bog kiimeden farkl kapali altkii-

meleri olsun. # bir lacunary dizisi olmak iizere eger, herbir x € X i¢in,

hm—Z|dxAk d(z, A)| =
" kel,

oluyorsa { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli lacunary toplanabilirdir denir.

Wijsman kuvvetli lacunary toplanabilir kiime dizilerinin uzayn;

[WMG_%m}hm—ijxM)d@Aﬂ:%

kel
ile gosterilecektir.

Ornek 3.1.1. X = R? olmak iizere, asagidaki gibi bir {A;} dizisi tanimlayalim;

1
{(w,y)€R2:$2+(y—1)2:E} , eger ky_y <k <k_1+[Vh] ise,

{(0,0)} , diger k lar icin.

Ak =

Burada,

lm—ZMmM (ﬂ)ﬂ<m-m/ kp_1 =0,
kelr

oldugundan dolay1, bu dizi A = {(0,0)} kiimesine Wijsman kuvvetli lacunary toplana-
bilirdir. Yani, {4} € [WN], dir.
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Tamim 3.1.3. (X, p) bir metrik uzay, 6 bir lacunary dizi, A ve Ay, X in bog kiimeden

farkli kapali altkiimeleri ve 0 < p < oo olmak iizere eger, herbir x € X icin,

.1

" kel,

oluyorsa, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli p—lacunary toplanabilirdir denir.

[(Wao1] ve [WN], dizi uzaylar1 arasindaki baz iligkiler agagidaki gibidir:

r

Lemma 3.1.1. ¢, = k olmak iizere, [Wo,] C [WN], olmasi igin gerek ve yeter sart
r—1
liminf, ¢, > 1 olmasidir.

Ispat: ( <= ) liminf,q > 1 olsun. Bu durumda her r > 1 igin ¢. > 1 + ¢ olacak

sekilde 6 > 0 sayis1 vardir.

QT21+5 ve h'r:kr_k'r—l

oldugundan,
_ >146 = oy o 1
e T ke —1+6
= 1- Fr1 >1-— !
k, 1+0
N ky — kr—q )
kr 149
k, =146
islemleri sonucunda,
k. 149 k.1 1
20 <z :
T ve Y (3.1)
elde edilir. Simdi
{Ax} € [Woi]

oldugunu kabul edelim.
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Burada,

ke
:z—: <kir Z |d(x, Ai) — d(z, A)|>

(3.2)

< i|dxA xA)|>

esitligi yazilabilir. Yukaridaki esitlikte { Ay} € [Wo4] oldugu diisiiniiliir ve limite gegilirse,
1 &

ve .
rlggokr 12|dacA d(z,A)|=0

olacaktir. Boylece, (3.1) deki egitsizlikler de dikkate alindiginda (3.2) esitliginden
lim —Z|d (x, Ag) — d(x, A)| =
kEI'r

elde edilir. Bu ise {A} € [WN], oldugunu gosterir. O zaman, liminf, ¢, > 1 iken
[Wai] € [WN],

elde ederiz.

(=) [Woi] € WN], ve liminf,g. = 1 olsun. 6 = {k.} bir lacunary dizisi

oldugundan, ¢ lacunary dizisinin r; > r;_; + 2 olmak tizere,

by <1+ ! b1
k’rj—l ] Ve k

>J

7’]'_1

sartlarin1 saglayan bir {krj} altdizisini secebiliriz.
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Simdi, agagidaki gibi bir {Ax} dizisi tamimlayalim;

Ak = k4
{(0,0)} , eger k¢ I, ise j=1,2,..
O zaman,
1 .
o 2 @A) —d(@ {(0,0) =T, j=12.. (TR
kEI'r]-

ve

LS dlw, A4) - d(z {0,000 =0, v £y

kel,

elde ederiz. Bu ise,

demektir. Yani
{Ar} ¢ [WN],

elde edilir. Fakat
{Ax} € W]

dir. Ciinkii, n yeteri kadar biiyiik herhangi bir tamsay1 ise

krj—l <n< ]{er+1_1

sartin1 saglayan bir tek j bulunabilir ve boylece,

1 — k.. .+ h,.
- Z |d(:)3, Ak) - d(I, {(07 0)}| < e -
n kr,-—l
k=1 J
1 1 2
< -+ ===
J J

yazabiliriz. Burada n — oo iken aynmi1 zamanda j — oo olacagindan
{Ar} € [Wo,]
elde ederiz. Bu durum kabuliimiizle celigir. O halde
limTinqu #1= limr infg, > 1

elde edilir.
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Lemma 3.1.2. [IWN], C [Wo] olmas: i¢in gerek ve yeter sart limsup, ¢, < oo ol-

masidir.

ispat: (<) limsup, ¢, < oo olsun. Bu durumda her r > 1 i¢in ¢, < M olacak gekilde

M > 0 sayis1 vardir. {A;} € [WN], ve € > 0 verilsin. Burada,
1
™ = h—r;w(x,m —d(x, A)

olmak tizere her i = 1,2, 3, ... tamsayist igin,
supT; <e ve T7; < K
i>R

olacak gekilde R > 0 ve K > 0 sayilar1 bulabiliriz. Boylece, r > R olmak {izere
k1 <t<k,

sartin1 saglayan herhangi bir ¢ tamsayisi icin,

kr

Yl A) — @A) | < Y ldla, A) — da, A)

=1

= L (Z|d($,Ai)—d(x,A)|+Z|d(m,Ai)—d(x,A)|+-~~

kr—l

+ ) ld(x, Ay — d(;v,A)|)

B k1 ko — k1 kr — kp—1
B krfl Tl + k'rfl T2 * krfl TR
k —k k., — k,_
RJ];l B g+ 2 ~7,
r—1 r—1
< SupT; + | supT;
i>1 r—1 i>R kr_q
k
< K2 41cM
krfl
yazilabilir. Yani,
1 ¢ kr
- d(z, A;) —d(z, A)| < K. M 3.3
; 2 ldlo A) = dlo A)| < K™t (33)
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elde ederiz. t — oo iken k,_; — oo olacagindan (3.3) egitsizliginde limite gegilirse,

L
lim Z;|d(x,Ai)—d(a:,A)| < lim (K'kkR +€.M) =0

t—o0 kr—1—00 r—1
olacagindan,

t—o00

¢
1
lim n ; |d(x, A;) —d(z, A)| =0

elde edilir. Bu ise

{Ak} € [WO'l]

oldugu anlamina gelir.

(=) [WN], C [Woy] ve limsup, g, = oo oldugunu kabul edelim. Ispat i¢in [WN],
uzayinda olan fakat Wijsman kuvvetli Cesaro toplanabilir olmayan bir dizi olugturalim.
Oncelikle g, > j olacak gekilde bir § = {k, } lacunary dizisinin bir (k,,) altdizisini seelim

ve agagidaki gibi sinirht bir {A} dizisi tanimlayalim;

{1}, eger k1 <k <2k, j=12,..

A =
{0} , diger k lar igin.
O zaman,
1
T T o > ld(z, Ay) — d(z, {0})]
oy
_ Fir; -1 < !
er—l_kT'j 1 ]_1
ve

elde ederiz. Boylece,

T—00

lim hiz |d(z, Ay) — d(z, {0})] =0

elde edilir. Bu ise

{Ar} € [WN],

demektir. [Wo] uzayinda sadece {0} ve {1} lerden olusan herhangi bir dizi igin Wijsman
kuvvetli Cesaro limit {0} veya {1} dir.
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Yukarida tammladigimz { A} dizisi i¢in; £ = 1,2, ..., k,, olmak {izere,

Sl A = e D] > O, — 2k )

ve k=1,2,...,2k,,_; olmak iizere,

1
_ > I

elde ederiz. Bu ise
{Ar} & [Woa

oldugunu gosterir. Bu durum kabuliimiizle celigir. O halde,
lim sup ¢, # co = limsup ¢, < 0

dur. -

Teorem 3.1.1. 6 bir lacunary dizisi olsun. [WN|, = [Wo1] olmast i¢in gerek ve yeter
sart

1 < liminfg, < limsupg, < oo
T

r

olmasidar.
Ispat: Yukaridaki Lemma 3.1.1 ve Lemma 3.1.2 birlikte diisiiniiliirse istenilen sonug
elde edilir. -

Teorem 3.1.2. {A;} € [Woq| N [WN], olsun. Ay A e Ay N B ise A= B dir.

Ispat: {A;} € [Woy]N[WN], olsun.
A A 4,"S B e A2 B

oldugunu kabul edelim.

vy = hiTZyd(x,Ak) Cd(m A ve 7= hiZu(x,Ak) — d(z, B)|

kel, " kel,
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olmak tizere,

1 1
Up+ e = o= 2 ld(x, Ag) = d(x, A)| + o= > |d(x, A) — d(z, B)]
h’r kel hT kel
1
> LS ld(w, A) - d(z, B)|

hr kel

= |d(z,A) — d(z, B)|
elde edilir. {A;} € [WN], oldugundan 7, — 0 dir. Boylece yeteri kadar biiyiik 7 igin,
1
vy > §|d(x,A) —d(z, B)|

olur. Ayrica yine yeteri kadar biiyiik r igin,

—Z\da:A dx, A)| > Z\dxA) d(z, A)|

o kr - kr—l
= ]{jr Uy

(-3)
=|l1—-—] v,
qr

>% (1 - i) |d(z, A) — d(z, B)| (3.4)

dr
elde ederiz. {Ax} € [Woy] oldugundan r — oo iken (3.4) esitsizliginin sol tarafi 0 a

gider. Bu yiizden r — oo iken (3.4) egitsizliginden dolay1 ¢, — 1 elde edilir. Bu ise

Lemma 3.1.2 den dolay1

[WN], C [Wo4]
olmasini gerektirir. Yani,
A g oA, M p

elde edilir. O halde,
1
lim n ; |d(x, A;) —d(z,B)| =0

t—o0

olur. Burada,

—Z|da:A d(z, B)| + = Z|da:A d(z, A)| > |d(z, A) — d(z, B)| > 0 (3.5)
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esitsizligini yazabiliriz. (3.5) esitsizliginde sol taraftaki her iki terimde t — oo iken 0 a
gittiginden bu durum,

ld(x, A) — d(z, B)| = 0

olmasini gerektirir. Bu ise A # B olmasi ile ¢eligir. O halde
A=DB

elde ederiz. ]

3.2 Wijsman Kuvvetli Hemen Hemen Yakinsaklik

Wijsman kuvvetli hemen hemen yakinsak dizilerin kiimesini [W AC] ile gosterirsek agagi-

daki lemma ve teoremi verebiliriz.
Lemma 3.2.1. Her 0 lacunary dizisi i¢in [WAC| C [WN], du.

Ispat: (X, p) bir metrik uzay ve A;, X in bos kiimeden farkl kapali altkiimeleri olsun.
A € [WAC] ve e >0 verilsin. Bu durumda, herbir z € X ve n > N igin,
m+n

1
= > Jd(w, Ap) —d(z, A)| <&, m=1,2,..
nk:m—l—l

olacak sekilde N > 0 sayis1 ve A C X olacak sekilde kapal bir A # () kiimesi vardir. 6
bir lacunary dizisi oldugundan » > R iken h, > N olacak sekilde R > 0 sayis1 segebiliriz.

Dolayisiyla,
1
T h—TZ]d(x,Ak) —d(z,A)| < ¢
Ir

yazabiliriz. Boylece,

A € [WN]O

elde edilir.
Ay ¢ WAC]) ve A€ [WN],

olacak sekilde bir Ay dizisini;

{1} |, eger ky 1 <k<k.1++Vh, ise r=12 ..
{0} , diger k lar igin

A =
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seklinde tanimlayalim. Burada A;, dizisinin elemanlar1 keyfi ¢coklukta {1} ve {0} lardan
olugsmaktadir. Buise { A;} dizisinin Wijsman kuvvetli hemen hemen yakinsak olmadigini

gosterir. Bununla birlikte,

tim 7, =t LS, A — o, (o) = i LVl

T 1.
oldugundan

{Ax} € [WN],

elde ederiz. Boylece, [WAC] dizi uzay1 [WN], uzaymin alt kiimesidir. n
Teorem 3.2.1. [WAC] = ﬂ [WN], dur.

Ispat: Bunun icin,

{A} ¢ WACT iken {Ap} & [WN],

olacak sekilde bir  lacunary dizisi oldugunu gostermek yeterli olacaktir. {A;} dizisinin

Wijsman kuvvetli Cesaro toplanabilir oldugunu kabul edelim (Aksi takdirde,

{Ar} & [WN] goon
olur). Boylece,

t—o00

L1
lim — ; |d(x, Ay) — d(z, A)] =0

olacak sekilde bir tek A kiimesi vardir.
{Ar} ¢ [WAC]

oldugundan; herbir N i¢in n > N olmak {izere,

1 m+n
— E |d(z, A) —d(xz, A)| > e, m=1,2,..
n

k=m+1
olacak sekilde € > 0 sayis1 vardir. O zaman n, — oo iken,

1 My+np

— 37 Jd(a, Ay) — d(x, A)| >

n
r k=m,+1

olacak sekilde (m,.) ve (n,) dizileri segebiliriz.
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{A;} € [Woy]

oldugundan, m, — oo dur (Aksi takdirde, baz sabit b ler i¢in,

b+n,

ni S (dl, A) —d(m, A)| > =12,
T i=b+1
olur). Simdi,
ky = my,
ke = mq + nq, ks = my,, My, > 2ko
ky =myp, + 1y, ks = my., Myy > 2Ky

k6 = Mypq + Ny,
koi—1 =my,  my, > 2ky o

k2i = mr¢+nri7

seklinde bir § = {k,} lacunary dizisi olugturalim. Gergekten ¢ nin bir lacunary dizisi
oldugu aciktir. Burada r = 27 igin,

My +Npe
7J+ j

To=— Y ld@ Ay —d(z, A)| > e

n
T k:mrj +1

olur. Bu ise, Teorem 3.1.2 dikkate alindiginda

{Ar} & [WN],

olmasi demektir. n

Tanim 3.2.1. § = {k,} bir lacunary dizisi olsun. # min bir lacunary inceltilmisi;

(k.) C (k.) sartim saglayan bir 8" = (k) lacunary dizisidir.

Lemma 3.2.2. Eger by, by, ..., b, pozitif reel sayilar ve eger aq, as, ..., a,

la1 + as + ... + ay|

>e>0
by +by+ ...+ b,

sartin1 saglayan reel sayilar ise, 1 < ¢ < n olmak iizere bazi ¢ ler icin

|ai

> €
bi

dur.
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Lemma 3.2.3. ¢, bir § lacunary dizisinin bir lacunary inceltilmisi olsun. Bu durumda,
{A} € WN], = {Ax} ¢ [WN],

diir.

Ispat: Her kapali A kiimesi i¢in € > 0 olmak tizere,
kv -—1

:_Z|d93Ak|— Z|d:vA|>f—:

’”Jk1 ’”Jk1

olacak sekilde (k) nin bir (k,,) altdizisi vardr.

k..

J

/ / /
krior =K <kgyy <o <hgpy =

olmak {izere
L, =1, Ul ,U..UI,,
seklinde yazalim. O halde,

Z (@, Ar) — d(z, A+ |d(@, Ap) — d(@, A)| + ... + Y |d(z, A) — d(z, A)

’ !
s+1/ I.s+2/ Is+p

Tr, =
’ opr + oo + o iy

yazabiliriz. Burada Lemma 3.2.2 yi dikkate alirsak bazi j ler icin,

Z|dxA/y€ d(z,A)| > ¢

s+] ]

elde ederiz. O halde sonug olarak
{Ai} ¢ [WN]y

elde edilir. =
Teorem 3.2.2. [WAC| = ﬂ {[VVN](9 :lim, ¢, = 1}

Ispat: Eger, {A;} ¢ [WAC] ise o zaman, Teorem 3.2.1 den dolay1
{Ar} ¢ [WN],

olacak sekilde bir # lacunary dizisi vardir.
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Eger,
0 = (k) = (k) U {n*: [(n—1)% (n+1)*] N (k) = 0}

olarak tanimlarsak, 6" bir lacunary dizisi ve
limqg, =1
olur. Dolayisiyla, Lemma 3.2.3 den

{Ar} & [WN]y

elde edilir.
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4. KUME DiZiLERININ LACUNARY iSTATISTIK-
SEL YAKINSAKLIGI

Bu boliimde Wijsman lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami tanitilip, bu kavramin
Wijsman kuvvetli lacunary toplanabilme ve Wijsman istatistiksel yakinsaklik kavrami
ile arasindaki iligkiler incelenecektir. Ayrica Hausdorff lacunary istatistiksel yakinsaklik

kavramindan da kisaca bahsedilecektir.

Tamim 4.1. (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bos kiimeden farkli kapali altkiimeleri

olsun. 6 bir lacunary dizisi olmak iizere eger, Ve > 0 ve herbir z € X icin,

1
lim — [{k € I, : |d(z, Ay) — d(z, A)| > £} = 0

r—00 hr

oluyorsa { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary istatistiksel yakinsaktir denir ve
Sp—limy Ay =A veya Ap — A(WSy)

ile gosterilir.

Wijsman lacunary istatistiksel yakinsak kiime dizilerinin uzayni;

ile gosterilecektir.

Ornek 4.1. X = R olmak iizere, agagidaki gibi bir {A;} dizisi tammlayalim;

eger k>2, k.1 <k<k,
{reR:2<x <k} |

A = ve k tam kare sayi ise,
{1} , diger k lar i¢in
Bu dizi sinirli olmadigindan, Wijsman lacunary toplanabilir degildir. Fakat,

1 [
lim o= [{k € I, : |d(z, A) — d(. {1})| 2 e}| < lim Y= = 0

r—00 hr r

oldugundan dolayi, bu dizi A = {1} kiimesine Wijsman lacunary istatistiksel yakinsaktir.
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Ornek 4.2. X = R? olmak iizere, asagidaki gibi bir {A;} dizisi tammlayalim;

{(z y)ERQ-x2+(y_1>2:l} eger k.1 <k <k, +[vVh,]
Ay = ? -7 ve k tam kare say1 ise,

Burada,

lim — |{k € I, : |d(x, Ax) — d(z, {(0,0)})] > £} = 0

oldugundan dolay1, bu dizi A = {(0,0)} kiimesine Wijsman lacunary istatistiksel yakin-

saktir.

Teorem 4.1. (X, p) bir metrik uzay, 0 bir lacunary dizisi, A ve Ay, X in bog kiimeden
farkl kapaly altkiimeleri olsun. O zaman Lo sinirly kiime dizilerinin kiimesini gostermek
uzere,

(i) (a) Ay — A([WN],) = A — A(W.Sp);

(b) [WN], C WSp;

(iii) WSy Loo = [WN], N Loy dur.

ispat:
(i) (a) Ay — A([WN],) verilmis olsun. Bu durumda ¢ > 0 igin,

2 |d(z, Ay) = d(z, A)| = 2. jd(z, Ay) — d(z, A)|
kel kel
ld(z,Ag)—d(z,A)|>e

+ > |d(z, A) — d(x, A)]
kel
ld(z,Ar)—d(z,A)|<e

olup,

> |d(x, Ay) = d(z, A)| > 2. jd(z, Ag) — d(z, A)|
ke, ke,
|d(z,Ar)—d(z,A)|>e

> e {kel :|dx, Ay) —d(xz, A)| > e}
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bulunur. Yani,

> ld(x, Ay) = d(z, A)| > e |[{k € I, : |d(x, Ay) — d(z, A)| > €}

kel

1
elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte her iki taraf pozitif . ile carpilir ve limite

gegilirse,

.1 o1
Jim o~ > ld(x, Ay)—d(z, A)| = e. lim " {k el :|dx, Ay) —d(z, A)| > ¢}

" kel,

elde edilir. Burada A, — A([WN],) oldugundan, esitsizligin sol tarafinin
r — oo iken limiti 0 dir. Boylece,

1
e.lim — kel :|d(x,Ax) —d(z,A)| >} <0

—
T—00 r

ise
1
lim — [{k € L. : |d(z, Ag) — d(z,A)| > €}| =0

r—oo h
elde edilir. Bu ise

oldugunu gosterir.

(b) [WN], C WSy kapsamasinin esitlik durumunu icermedigini (C) gostermek

icin, 6 bir lacunary dizisi olmak tizere,

olacak sekilde bir 6érnek gostermemiz yeterli olacaktir. Oncelikle asagidaki

gibi bir {A} dizisi tanimlayalim;

{k} , eger k1 <k <k1+[Vh] r=1,2,..
{0} , diger k lar igin

Ay =

Tammladigimiz { A} dizisinin simirh olmadigi agiktir. Burada A = {0} olmak

lizere,

1
h_l{k € L’ : |d<'r7Ak) - d(.Z‘,A)| 2 8}|

[|VA]]
h,

— hir|{/<; €I :|d(x, Ay) — d(z, {0})| > e}| <
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olur. Yukaridaki esitsizlikte limite gecilirse,

3
lim — |{k € I, : |d(z, A¢) — d(z, A)| > £}| < lim —H\?L_T” —0

elde ederiz. Yani,

Ay — A(WSy)

elde edilir. Ayrica burada,

hirzkelr (@, Ay) — d(z, )| = h, Zkeh |d(z, Ay) — d(z,{0})]

dir. Yukaridaki esitlikte limite gecilirse,

1 iy LVA (VA0
lim e Z |d(z, A) —d(z, A)| = lim — =—#0

r—00 r—00 hr 2 2
kel,

elde edilir. Buise A, - A([WN],) oldugu anlamina gelir.

(i) {Ax} € Lo ve Ar — A(WSy) oldugunu kabul edelim. {A;} € L, oldugundan,

herbir x € X ve her k igin,
|d(x, A) — d(x, A)| < M

olacak sekilde bir M > 0 sayis1 vardir. Buradan ¢ > 0 igin,

=57l A) — d(r, 4)] = o A — d, 4]

" kel, kel,
|d(z,Ar)—d(z,A)|>e

1

b Y A~ A)
kel,

|d(z,A)—d(z,A)|<e

IN

% {k € I, : |d(z, Ay) — d(z, A)| > £}
Ve l{kel, :|d(xz, Ay — d(z, A)| < £}

M
= H{k eI, :|d(x,Ay) —d(z,A)| > e} +¢
elde ederiz.
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(iii)

Yani,

— Z \d(z, Ag) — d(z, A)| < — \{k; €l :|d(z, Ay) — d(z, A)| > e} + ¢
" kel,
olur. Bu egitsizlikte limite gecilirse,
1
lim — > |d(z, Ag) — d(z, A)|
r—oo h, kel (4 1)
1 .
< lim (Mh_ {k € 1. :|d(x, Ay) —d(x, A)| > e} —l—a)
bulunur. Ay — A(WSy) oldugundan (4.1) esitsizliginin sag tarafindaki limit degeri

¢ a egittir. Boylece,

Th—{gOh_keZwaAk xA)|<€:>T1Lnolo—kEZI|dxAk) d(z,A)|=0

elde ederiz ki, bu

olmasi1 demektir.

Bu teoremin (i) ve (ii) siklar1 birlikte diigiiniiliirse,
WSpN Lo = [WN],N Leo

oldugu elde edilir. ]

Lemma 4.1. Her 6 = {k,} lacunary dizisi i¢cin, WS C WS, olmasi igin gerek ve yeter

sart liminf, ¢, > 1 olmasidir.

ispat:

( <= ) liminf,q. > 1 olsun. O halde, yeteri kadar biiyiik r i¢in ¢, > 1+ 9

olacak sekilde bir > 0 sayis1 vardir. Boylece,

¢G->1+06 ve h,=k, — k.1

oldugundan, Lemma 3.1.1 in ispatindaki benzer iglemler sonucunda,

>

.S
A
k. — 1496

elde edilir.
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{Ax} € WS oldugunu kabul edelim. Bu durumda, € > 0 ve yeteri kadar biiyiik r igin,

1 1
Sk < ke (@, A) — d(e, ) 2 e} 2 Ik € L s d(, Ag) — d(w, A)] 2 <}

> Z—: (h%\{k €l :|d(x, Ay) — d(z, A)| > 5}’>

v

1%5. <hir\{k; € I, : [d(z, Ay) — d(z, A)| > 5}|)

olur. Yani,

1

5§ (1 (4.2)
> 53 (h—r\{kz €I, :|d(z, Ay) — d(z, A)| > 5}])
elde ederiz. (4.2) egitsizliginde limite gegilirse,
T [k <k Jd(r, Ag) — d(r, 4)] > €)]
T > lim L (i|{k €I, :|d(z, Ay) — d(z, A)| > 5}|> 4
T ool +0 \ Ry ’ =

elde ederiz. {Ax} € WS oldugundan (4.3) esitsizliginin sol tarafindaki limit 0 a esittir.

O halde,
51
im ——.— : — > <
lim sk € 1w, Ag) — d(w, A)] > £}] <0

ise

1
lim —{k el :|dxz,Ax) —d(z,A)] >} =0

—
T—00 r

elde edilir. Buise, {A;} € WSy olmasi demektir. Yani,
WS C WSy
elde edilmis olur.

(=) WS C WSy ve liminf, g, = 1 olsun. 6 = {k,} lacunary dizisinin; r; > r;_; + 2

olmak {izere,
krj <1 + 1 krj—l
—- ve
krj—l J kr

>J

Jj—1

sartlarim1 saglayan bir {k,,j} altdizisini secelim.
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Simdi, agagidaki gibi bir {Ax} dizisi tamimlayalim;

1
{(x,y)€R2, a:2+(y—1)2——} , egerkel, ise j=12,..

Ak = k4
{(0,0)} , eger kg I, ise j=1,2,..
O zaman,
1 .
o 2 A, A —d(@ {(0,0) =T, j=12.. (TR
k:elrj

ve

%ZM(LAJC) —d(z,{(0,0)})] =0, rFET

kel

elde ederiz. Bu ise,

LS e, Ay) - dw, {0,001 £ 0

kel

demektir. Yani,

{Ax} ¢ [WN],

elde edilir. Fakat
{Ax} € W]

dir. Ciinkii, n yeteri kadar biiyiik herhangi bir tamsay1 ise
krj—l <n< k'errl_l

sartin1 saglayan bir tek j bulunabilir ve boylece,

1< ky. o +h. 1 1 2
=N jd(r, Ap) = d(z,{(0,0)}] < <o =2
n k=1 kr]‘—l ]

yazabiliriz. Burada, n — oo iken ayni zamanda j — oo olacagindan,
{Ax} € W]
elde ederiz. Yukarida Teorem 4.1 in (i7) sikkindan dolayn,
{Ar} € Loo ve {Ar} ¢ WNyg = {Ai} ¢ WS,

olur.
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Ayrica, Teorem 2.3 den

{Ak} S [Wal] - {Ak} eWws

oldugu goriiliir. Yani,

WS ¢ WSy
elde ederiz. Bu ise bir celigkidir. O halde
liminf g, > 1

dir. ]

Lemma 4.2. Her 0 = {k,} lacunary dizisi igin, WSy C WS olmasi igin gerek ve yeter

sart lim sup, ¢, < oo olmasidir.

Ispat: ( <= ) limsup, ¢, < oo olsun. O zaman her 7 icin ¢, < K olacak sekilde bir

K > 0 sayis1 vardir.
{Ak} e WSy

oldugunu kabul edelim. Burada,
U.:=|{k €I, :|d(x, Ay) — d(x, A)|
olarak tamimlayalim. {Az} — A(WSy) ise,
li;nhirﬂf el :|d(z,Ay) —d(z,A)| >¢| =0

olacagindan, € > 0 olmak {iizere her r > ry igin,

U e
hy.

olacak sekilde ry € N vardir.

M :=max{U, : 1 <r <rg}

olarak tamimlayalim. ¢ sayusi,

k1 <t<k,

sartini saglayan herhangi bir tamsay1 olmak tizere,

37



%|{k: <t ld(x, Ay) — d(z, A)| > e} <

1

Hk < kr : |d('r7Ak) - d(I,A)| > €}|

= {U+ U+ ...+ Upy + Upys1 + ... + U, }

kr—l
1
kr—l
< M + 1 h
T r
- kr—l 0 k'r—l ot
< To.M i 1 ( r
sup-—
- krfl kr 1 T>£ hr
S To.M i {—:_kT — kro
krfl krfl
< To.M i
£.qy,
- krfl 4
To.M
K
o krfl ©

yazilabilir. Yani,

elde edilir.

gecilirse,

lim
t—o0

r—1

To.M

Tk <t (e, A) — dr A)| 2 <} <

+e

UT0+1

hT0+1

K

+ ...+ h—

|

)t

(4.4)

Burada k.1 — oo iken ¢t — oo olacagindan (4.4) esitsizliginde limite

1
;]{k <t:|d(z,Ax) —d(z,A)| > e} <  lim

elde ederiz. Bu ise,

To
]{37«_14>OO k

M

r—1

lim S [{k <t |d(z, Ag) — d(z, A)| > £}| = 0

t—oo {

demektir. Yani,

{Ak} - WS@

elde edilir. Boylece,

WSy CWS

elde edilmisg olur.
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(=) Kabul edelim ki,
WSy CWS ve limsupgq, = o0

olsun. Oncelikle Lemma 4.1 in ispatin ikinci kisminda oldugu gibi qr, > Jj olacak
sekilde bir 6 = {k,} lacunary dizisinin bir (k,,) altdizisini secelim ve asagidaki gibi bir

{A} dizisi tamimlayalim;

{1}, eger k1 <k <2k, j=12,..

A =

{0} , diger k lar igin.

O zaman,
= LS e, Ay — de, o) = ]
Tr; = h’r‘j - ) L1k ) - krjfl_krj,l j—l

ve

1

re= o il A — de 0D =0 1 £,

I

elde ederiz. Boylece,

.1
Jim -3 e, 40) e, 0] =
elde edilir ki, bu

{Ax} € [WN],

demektir. O halde, Teorem 4.1 in (i. — b) sikkindan dolayn,
{Ak} e WSy

olur. [Woaoq] uzaymda sadece {0} ve {1} lerden olusan herhangi bir dizi i¢in Wijsman
kuvvetli Cesaro limit {0} veya {1} dir. Yukarnda tammladigimz {A;} dizisi igin;
k=1,2,.., k, olmak tizere,

Sl A — da (1)) =, — 2hy)

T

2Hr;-1 > 1 _3

= 1—
k, J

olur ve k =1,2,..., 2k, _; olmak {izere,

1
2]€7~j,1

k.1 1
B > j —
zk: jd(z, Ay) — d(z, {0})] = 2k 2
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elde ederiz. Bu ise,
{Ar} & [Wo]

oldugunu gosterir. O halde, Teorem 2.3 den
{Aey ¢ WS

oldugu anlagilir. Boylece,

WSy ¢ WS

oldugu ortaya cikar. Bu ise kabuliimiizle gelisir. Dolayisiyla,
liminf ¢, # oo = liminf ¢, < o0

elde edilir. =

Teorem 4.2. 0 bir lacunary dizisi olsun. WS = W Sy olmasu i¢in gerek ve yeter sart,
1 < liminfg, <limsupg, < oo

r

olmasidar.

Ispat: Yukaridaki Lemma 4.1 ve Lemma 4.2 birlikte diisiiniiliirse istenilen sonu¢ elde

edilir. -

Teorem 4.3. Eger, {A} € WSNWSy ise,
S@ — lim WAk = st — lim WAk

dar.

Ispat: {A4;} € WS NWS; olsun.
st — llmwAk = A, Sg - thAk =B ve A 7é B
oldugunu kabul edelim. A # B oldugundan, € > 0 ve herbir z € X igin,
1
§|d(x,A) —d(z,B)| > ¢

aliabileceginden,

40



lim ~[{k <n: |d(x, Ay) — d(x, B)| > e} = 1 (4.5)

n—oo M
elde ederiz.

%|{k <n:ld(x, Ax) —d(z, B)| > e}|

istatistiksel limit ifadesinin k; inci terimini dikkate alirsak;
1
EHk < k;:l|d(x, Ay) — d(z, B)| > €}|
{k:e UI d(z, Ay) — d(z, B)| > &}
= Z {k e I, : |d(z, Ay) — d(x, B)| > €}
=1

d(z, Ay) — d(z, B)| = €} (4.6)

=7
r=1
> h
r=1

olur. Burada,

1
Uy = h_|{/€ € I : |d(z, Ay) — d(z, B)| > €}

seklinde ifade edersek, H matrisi

L kel
H:hrk: "
0 , ké¢l

olmak tizere, (4.6) esitligini

{keU[ d(z, Ay) — d(x,B)|25}|:i1 Zhu

Z hr r=1
r=1
1
- Zl hyu, = (Hu), (4.7)
seklinde yazabiliriz. Burada,
oldugundan
1
Uy = h—|{k €l :|d(x,Ay) —d(z,B)| > €} =0 (4.8)
dir.
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0 bir lacunary dizisi oldugundan, (4.7) ifadesi u nun bir regiiler agirlikli ortalama matris
doniigiimiidiir. Regiiler bir matris; 0 a yakinsak bir ifadeyi yine 0 a yakinsak bir ifadeye
doniigtiirdiigiinden ¢ — oo iken (4.7) ifadesi de (4.8) ifadesindeki gibi 0 a yakmsar. Aym

zamanda, ‘
{k e JL : ld(x, Ay) — d(z, B)| > g}
r=1

dizisi
o0

(L0 <0 o 40 - e, )] 2 2}

dizisinin altdizisi oldugundan

n=1

lim 1|{k} <n:ld(z,Ay) —d(z,B)| > e}| #1

n—oo M

sonucunu elde ederiz. Bu ise (4.5) ifadesi ile geligir. Yani A # B olamaz. Bu durumda

A = B elde ederiz. ]

Teorem 4.4. 0, bir 0 lacunary dizisinin bir lacunary inceltilmisi olsun.
dar.

Ispat: 6 lacunary dizisinin her bir I, araligmin; I, = (k.; 1, k;] olmak iizere,

Fry < kg <Ko <. <k =kn

olacak sekilde, 0" lacunary dizisinin {k;z}fi? noktalarini icerdigini farzedelim. Burada,

{k:} € {k}
oldugundan, her r i¢in v(r) > 1 olduguna dikkat edelim.

{7 }32,, sag ug noktalar1 artirilarak siralanmig {77} bitigik araliklarinin dizisi olsun.

Ak — A(WSQI)
oldugundan, her bir € > 0 i¢in,

fim > %Hk € It - |d(x, Ay) — d(, A)| > £} = 0 (4.9)

IxCly r

elde ederiz.
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Burada,
/ / /
hr = kr - k/‘rfb h’ni = kr,i - kr,i—l
ve

r_ /
hr,l - kr,l - kr—l

yazabiliriz. Boylece, her bir £ > 0 i¢in y,

K :={keN:|d(z, Ay) — d(z,A)| > &}

kiimesinin karakteristik fonksiyonu ve Cy := (Cy[j, k]) matrisi de
1 o .
— ., eger kel ise
Cg' [j, k] = hj

0 , diger k lar icin.

olmak tizere,
1
h—|{k €l :|d(x,Ay) —d(x, A)| > e}

1 o 1 *

7
"rxcr, J

:hi Z h;(CG’XK>J' (4'10)

"rrcr,

esitligini elde ederiz. (4.9) dan dolay1 Cy xj bir sifir dizisidir. Ayrica, (4.10) Cyx; nin
bir regiiler agirlikli ortalama matris déniigiimiidiir. Bundan dolay1 (4.10) doniigiimii

r — oo iken sifir a yakinsar. Boylece istenilen elde edilmis olur. ]

Ly, WS, WAC, [WAC] swrasiyla biitiin - smirh, Wijsman istatistiksel yakinsak,
Wijsman hemen hemen yakinsak ve Wijsman kuvvetli hemen hemen yakinsak kiime

dizilerini gostermek iizere, bunlar arasinda

WS C[WAC| C WAC C Ly

iligkisi vardair.
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Teorem 4.5. Eger ® ile biitin lacunary dizilerin kiimesini gosterirsek,

[WAC] = Loo N (ﬂ ng>

0cd

dar.

Ispat: L., ve [WAC| sirasiyla sinirl diziler uzaymi ve Wijsman kuvvetli hemen hemen

yakinsak diziler uzaymi gostermek iizere,
Lo D [WAC]
oldugunu biliyoruz. Ayrica Teorem 3.2.1 de

[WAC] = () [WN],

fcd

oldugu ve Teorem 4.1 in 7¢:. kisminda
WSpN Loy = [WN],N Leo

oldugu gosterildi. Buradan

L D [WAC] = () [WN],

= LN (ﬂ [WN]9>

0ed

= [)(LeN[WN],)

0c®

= [(LaNWSp)

0cd

= Lo N (ﬂ WSg)

fcd

elde edilir. -

Simdi ise Hausdorff lacunary istatistiksel yakinsaklik tanimini verip bu kavramin Wijs-
man lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami ile arasindaki iligkiyi gosteren bir teorem

ispatlayalim.
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Tamim 4.2. (X, p) bir metrik uzay, A ve Ay, X in bog kiimeden farkli kapali altkiimeleri

olsun. 6 bir lacunary dizisi olmak iizere, Ve > 0 icin,

1
lim — =0

T—00

{k € I, :sup|d(z, Ag) — d(z, A)| > 5}

zeX

T
yani,

sup |d(z, Ay) —d(z, A)| <e  (h.hk)

zeX

oluyorsa { Ay} dizisi A kiimesine Hausdorff lacunary istatistiksel yakinsaktir denir ve
S@ — lim HAk =A veya Ak — A(HS@)

ile gosterilir.

Teorem 4.6. (X,p) bir metrik wuzay ve {Ax}, X in bos kiimeden farkl kapali
altkiimelerinin bir dizisi olsun. Eger, {Ay} Hausdorff lacunary istatistiksel yakinsak ise

{Ar} Wijsman lacunary istatistiksel yakinsaktor.

Ispat: {A;} dizisi Hausdorff lacunary istatistiksel yakisak olsun. O zaman,

1
lim — =0

T—00

{k‘ € I, :sup|d(z, Ag) — d(z, A)| > 5}

zeX

T

olur.

ernqa%Aw—aLAnzqqgerbzwma%Aw—aLAnng

zeX

1
oldugu dikkate alinir ve burada egitsizligin her iki tarafi pozitif . ile carpilip limite

gecilirse,

1
lim — |[{k € I, : |d(z, Ay) — d(z, A)| > £}

T—00 h/q,.

1
< lim — |{k € I, : sup,cx |d(z, Ay) — d(z, A)| >} =0

—00 hr

olur. Boylece,

1
lim — |{k € L : |d(z, Ax) — d(xz,A)| > €}| =0

elde ederiz. Bu ise {Ay} dizisinin Wijsman lacunary istatistiksel yakinsak oldugunu

gosterir. [ ]
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5. KUME DIiZiLERININ LACUNARY ISTATISTIK-
SEL TOPLANABILIRLIGI

5.1 Wijsman Lacunary Istatistiksel Cauchy Kriteri

Tanim 5.1.1. (X, p) bir metrik uzay, § = {k,} bir lacunary dizisi, A ve Ag, X in bos
kiimeden farkhh kapali altkiimeleri olsun. Eger herbir r icin K'(r) € I,,

W — lim, Ay ) = A ve herbir x € X i¢in € > 0 olmak fizere,

1
lim h—|{k’ €l :|d(x,Ay) —d(z, Apey)| > €} =0

r—00

olacak sekilde {4y} dizisinin bir { Ay} altdizisi varsa {4} dizisine Wijsman lacunary

istatistiksel Cauchy denir.

Teorem 5.1.1. (X, p) bir metrik uzay, 0 = {k,.} bir lacunary dizisi olsun. { Ay} dizisinin
Wijsman lacunary istatistiksel yakinsak olmasu igin gerek ve yeter sart { Ay} dizisinin

Wigsman lacunary istatistiksel Cauchy olmasidar.

Ispat: (=) A, — A(WSp) olsun ve herbir j € N icin,
. 1
KY .= {keN:|d(z, Ay) — d(z,A)| < =}
J

olarak belirtelim. Boylece herbir j icin, KU+ C K0U) ve

KON,
lim 2001y
olur. Simdi r» > m(1) iken,
IKO N -0
hy
yani,
KON #0

olacak sekilde m(1) secelim. Bir sonraki se¢cimimizde ise > m(2) iken,
K®NI#0
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olacak gekilde m(2) > m(1) secelim.
Daha sonra m(1) < r < m(2) sartim saglayan herbir r icin, &'(r) € I, N KO yani,
d(z, i) — dla, A)] < 1

olacak sekilde k'(r) € I, segelim. Genel olarak, r > m(p + 1) iken
I.N Kt £ 0

olacak sekilde m(p + 1) > m(p) segelim.

Biitiin bu segimlerin sonunda m(p) < r < m(p + 1) sartin saglayan biitiin 7 ler igin,
K(r)e I, nK®

secelim. Yani,

1
d(r, A) = d(A, )| < (5.1)

olsun. Boylece, her r i¢in £'(r) € I, olur ve (5.1) ifadesinden dolay,
W — lim Ak’(r) =A
oldugu anlagilir. Ayrica, Ve > 0 igin,

1
h—]{k €I :|d(x, Ay) — d(z, Ap )| > €}

< kel ldw A —dz A) > (5:2)
—EH € I+ |d(w, Ay) — d(z, A)| = S}

1 €
b onlh € 1 ld(a, Awgy) — d(r, A)] > )
yazabiliriz. (5.2) esitsizliginde
Ak — A(WS@) ve W —lim Ak’(r) =A

olmasi dikkate alinarak limite gecilirse,

r—00

1
lim (h—|{k‘ €l :|d(x, Ay) — d(z, Apy)| > 5}|)

< lim (hi|{k €l :|d(x,Ay) — d(x, A)| > g}|

T—00

1 €
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olup,

1
lim <h—|{k € I, 1 |d(x, Ay) — d(z, Ap )| > a}|) <0
ise,
1
lim (h—|{k €l :|d(x, Ay) — d(z, Apey)| > 8}]) =0

elde ederiz. Bu ise {Ay} dizisinin Wijsman lacunary istatistiksel Cauchy oldugunu gos-

terir.

(<) {A;} dizisinin Wijsman lacunary istatistiksel Cauchy oldugunu kabul edelim. O

zaman, Ve > 0 ve herbir z € X igin,

[k € I, : |d(z, Ay) — d(z, A)| > &}

£ (5.3)
< ’{k € 1, : |d(z, Ay) — d(@, Apn)| > 5}’

9
+ ){k e L : |d(w, Awgy) — d(w, A)| > 5}]

1
yazabiliriz. Yukaridaki (5.3) esitsizliginde, esitsizligin her iki tarafini pozitif W ile
carpalim ve ayrica { Ay} dizisinin Wijsman lacunary istatistiksel Cauchy olmasi ile

W — lim Ak/(r) =A
olmasimi dikkate alarak limite gecelim. O halde,

1
lim —|{k € I, : |d(z, Ay) = d(z, 4)| > £}

T—00 r

1 €
< lim — (‘{k €1, : |d(x, Ay) — d(z, Ap)| > 5}‘

T—00 hr

+ ]{k € I+ |d(w, Apgy) — d(w, A)| > g}])

olup,
1
limh—]{k €l :|d(z,Ay) —d(z, A)| <0
ise,
1
lim h—|{k €l :|d(x,Ay) —d(z,A)| =0

elde edilir ki bu bize
A — AW Sh)

oldugunu verir. [ ]
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Teorem 5.1.2. (X, p) bir metrik uzay ve 0 = {k.} bir lacunary dizisi olsun.
Ad(x, A;) = d(z, A;) — d(x, Aigr)

olmak tzere eger, A — A(WSy) ve lim,_ h,. (max{|Ad(9:,Ai)| 1€ ]T}> =0 1ise

o zaman, W —lim A, = A dur.

Ispat: A, — A(WS,;) oldugunu kabul edelim. Boylece, Tamm 5.1.1 deki gibi,
Teorem 5.1.1 yardimiyla,
W — lim Ak’(r) = A,

yani, 7 — oo iken,

|d(x>Ak’(r)) - d(iL’,A)| —0

olacak sekilde Ay, dizisinin bir Ay, altdizisini secelim. %'(r) € I, oldugundan,

E'(r)—1

|d<x7 Ak) - d(l’, Ak’(r))| < Z |d(l‘, Az) - d<l’7 Ai-‘rl)l
i=k
E'(r)—1

<h,. (max{\Ad(:c, A)l:ie IT}) (5.4)
yazabiliriz. (5.4) esitsizliginde limite gegilirse, kabuliimiizden dolay1
|d(z, Ay) — d(z, Ap )| < Tli_)Ing hy. <max{|Ad(x, Al i€ Ir}) =0

elde edilir. Yani, r — oo iken,

[d(z, Ap) = d(z, Aw)| = 0
olur. Burada r» — oo iken,

|d(m, Apry) — d(z, A){ — 0
oldugu da dikkate alinirsa, » — oo iken,

|d(x, Ag) — d(x, A)| — 0

elde ederiz. Bu ise,

oldugunu gosterir. [ ]
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5.2 Wijsman Lacunary Istatistiksel Yakinsak Dizilerin Toplana-

bilme Ozellikleri

Teorem 5.2.1. Eger { A} swnarl bir dizi ve Ay — A(WSy) ise, { Ay} dizisi A kiimesine

Wigsman Cesaro toplanabilirdir.

Ispat: (X, p) bir metrik uzay, § = {k,} bir lacunary dizisi ve n € I, bir pozitif tamsay1

olsun. O zaman,

_Z(xAk d(z, )%i;(xm (a:,A))

(5.5)
+= 0y (d(m,Ak) d(z A))
k=1+ky_1
esitligini yazabiliriz. Burada,
ty=3- Z |d(x, Ay) — d(z, A)] (5.6)
P ke,
seklinde ifade edersek, H matrisi
L kel
H=hpy=3 ™ '
0 , k¢,
olmak iizere, (5.5) esitliginde, sagdaki ilk ifade igin
1
—ZZ( (2. Ay) ;,;A)_k ZZ d(a, Ay) — d(z, A)
=1 kel, Tl =1 ke,
1 r—1
=i > hyt, = (Ht), (5.7)
p=1

yazilabilir. {A} dizisi sinirh ve Ay — A(W.Sy) oldugundan, Teorem 4.1 in (i7) ifadesin-
den dolay1,

olur. Buise ¢, — 0 olmas1 anlamina gelir.
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Ayrica 0 = {k,} bir lacunary dizisi oldugundan r — oo iken,

r—1
k,_1 = E h, — oo
p=1

olur. Burada (5.7) ifadesi, ¢ nin bir regiiler agirhkli ortalama matris doniigiimiidiir.
Regiiler bir matris; 0 a yakinsak bir ifadeyi yine 0 a yakinsak bir ifadeye doniigtiirdiigiin-
den r — oo iken (5.7) ifadesi de (5.6) ifadesindeki gibi 0 a yakmsar. O halde r — oo

iken,

r—1
1
klzyﬂfqm%ﬁo (5.8)
r— p=1

elde ederiz. Simdi (5.5) esitliginde, sagdaki ikinci ifadeyi dikkate alahm. {Aj} sinirh
oldugundan her £ igin,

|d(x, Ag) — d(x, A)| < M

olacak gekilde bir M > 0 sayis1 vardir. Bundan dolay1 Ve > 0 icin,

n

. > <d($w4k)—d(ﬂf>z4)) <

n
k=1+kyr—1

S Jdlw, Ay) — d(x, A)

kr_1<k<n
|d(CE,Ak)*d(I,A) I >e

SRS

L1 ST Jdz, Ay) — d(z, A)

n
kr—_1<k<n
|d(x7Ak)7d(sz)|<€

1
< M—{k € I : [d(z, A) — d(z, A Z e} +=  (5.9)

elde ederiz. Ay — A(WSy) ve € > 0 keyfi oldugundan, (5.9) esitsizliginin sag tarafindaki

ifade r — oo iken 0 a yakinsar. Boylece,

n

lim ~ > (MLAw—d@MQ)ZO (5.10)

n—oo M,
k=14k,_1

oldugu ortaya ¢ikar. Burada (5.5), (5.8) ve (5.10) ifadeleri birlikte diisiiniiliirse,

elde ederiz. Bu ise {Ax} dizisinin A kiimesine Wijsman Cesaro toplanabilir oldugu

anlamina gelir. m
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Teorem 5.2.2. (X, p) bir metrik uzay, 0 bir lacunary dizisi ve 0 < p < oo olsun. X

i bog kiimeden farkl, kapaly A, A, altkiimeleri i¢cin,

(i) {Ax} dizisi bir A kiimesine Wijsman kuvvetli p—lacunary toplanabilir ise o zaman

{Ay} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary istatistiksel yakinsaktar.

(ii) {Ax} dizisi ssnarly ve bir A kiimesine Wijsman lacunary istatistiksel yakinsak ise o

zaman {Ay} dizisi A kiimesine Wigsman kuvvetli p—lacunary toplanabilirdir.

Ispat: (i) Yakinsak her {A;} dizisi ve sabit ¢ > 0 igin,

Z|dxAk d(z, AP > P |{k € I, : |d(x, Ay) — d(z, A)]” > £}

1
dir. Burada her iki taraf pozitif - ile carpilip limite gecilirse,

hm—2|d(:c Ap) —d(z, AP > ev. hm—|{k € I, : |d(z, Ay) — d(z, A)J > €}

T—’OO 7”—>OO

> el hm—]{kel |d(x, Ax) — d(z, A)| > €}

elde edilir. {A} dizisi bir A kiimesine Wijsman kuvvetli p—lacunary toplanabilir oldugun-

dan, yukaridaki esitsizligin sol tarafi 0 a egittir. O halde,

1
lim —|{k € I, : |d(z, Ay) — d(z, A)| > £}| = 0

T—00 r

elde ederiz. Bu ise {A} dizisinin A kiimesine Wijsman lacunary istatistiksel yakinsak

oldugunu gosterir.

(ii)) {Ag} dizisi smurh ve bir A kiimesine Wijsman lacunary istatistiksel yakinsak

olsun. {A} dizisi siirh oldugundan,
sup {d(l‘, Ak)} + d('ra A) =M
k

diyebiliriz. {Ay} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary istatistiksel yakinsak oldugundan,

her € > 0 i¢in bir N, segebiliriz 6yle ki, her » > N_ igin,

1
D 9

1 E€\r
. _ > (2
ol € Il A) —d(e, ) > (5) ) < 5

olur.
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Burada

£\»
_ . _ > (2
L, {ke[r.\d(:p,Ak) d(z, A)| > (2> }
ile belirtelim. O zaman, » > N, igin,
1 1
o 2 ldle A —d@, AP = o | 3 e, A) = d(a, A)
I kel,
k€Ly
+ > ld(x, Ay) — d(=, A)°
k‘GI'r
k¢ Ly
- 1 h,c p+i h,.c
hy 2MP h, 2
_ f+ € _
- 277"

elde ederiz. Buradan {A} dizisinin A kiimesine Wijsman kuvvetli p—lacunary toplana-

bilir oldugu anlagilir. n

5.3 Wijsman Lacunary Kuvvetli Hemen Hemen Yakinsaklik

Tanim 5.3.1. (X, p) bir metrik uzay, 0 bir lacunary dizisi, A ve Ay, X in bos kiimeden

farkli kapali altkiimeleri olsun. Eger, her bir z € X igin, ¢ ye gore diizgiin olarak
.1
Tlggo h [Z d(@, Apyi) = d(z, A),

oluyorsa, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary hemen hemen yakinsaktir denir.

Tanim 5.3.2. (X, p) bir metrik uzay, 0 bir lacunary dizisi, A ve Ay, X in bos kiimeden

farkli kapali altkiimeleri olsun. Eger, herbir z € X icin, i ye gore diizgiin olarak
1
Jim g DG Avi) = (e, A) =0,

oluyorsa, {Ay} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary kuvvetli hemen hemen yakinsaktr

denir.
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Ornek 5.3.1. X = R? olmak iizere, asagidaki gibi bir {A;} dizisi tamimlayalm;

1
{(z,y) eR?: (z — 1)+ (y+1)* = E} , eger ky_1 <k <k._1+[Vh] ise,
A =

{(1,0)} , diger k lar icin

Burada, 7 ye gore diizgiin olarak,

r

lim 237 i, Ay) — (o, {(1,0)D)] = 0,

oldugundan dolay1, bu dizi A = {(1,0)} kiimesine Wijsman lacunary kuvvetli hemen

hemen yakinsaktir.

Tanmim 5.3.3. (X, p) bir metrik uzay, 0 bir lacunary dizisi, A ve A, X in bos kiimeden
farkli kapali altkiimeleri olsun. p pozitif reel say1 olmak iizere eger, herbir x € X icin, ¢

ye gore diizgiin olarak

.1
Jim 3 e, Aue) — dla, A =0

oluyorsa, {Ax} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary kuvvetli p—hemen hemen yakin-

saktir denir.

Tanim 5.3.4. (X, p) bir metrik uzay, 6 bir lacunary dizi, A ve A, X in bog kiimeden

farkli kapal altkiimeleri olsun. Eger, herbir z € X ve € > 0 i¢in, ¢ ye gore diizgiin olarak

1
lim —|{k € 1, : |d(z, Ass) — d(w, )| > ¢ = 0,

oluyorsa, {A} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary hemen hemen istatistiksel yakin-

saktir denir.
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Ornek 5.3.2. X = R? olmak iizere, asagidaki gibi bir {A;} dizisi tanimlayalm;

1 eger, ky_1 <k <ko_1+ [Vhr
{wy) eR 2+ (y-10=7} , L+ VA
A= k ve k tam kare ise,

{(1’ 1)} , diger k lar igin

Burada, 7 ye gore diizgiin olarak,

1
lim h—|{/{: €1 :|d(x, Apy) —d(x,{(1,1)})| > | =0,

T—00

oldugundan dolay1, bu dizi A = {(1,1)} kiimesine Wijsman lacunary hemen hemen

istatistiksel yakinsaktir.

Teorem 5.3.1. (X, p) bir metrik uzay, 0 bir lacunary dizisi ve 0 < p < oo olsun. X in

bos kiimeden farkl, kapaly A, A, altkiimeleri icin,

(i) {Ax} dizisi bir A kiimesine Wijsman lacunary kuvvetli p—hemen hemen yakinsak
ise o zaman { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary hemen hemen istatistiksel

yakinsaktor.

(ii) {Ax} dizisi sinarly ve bir A kiimesine Wijsman lacunary hemen hemen istatistiksel
yakinsak ise o zaman { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary kuvvetli p—hemen

hemen yakinsaktar.

Ispat: (i) {A)} dizisi bir A kiimesine Wijsman lacunary kuvvetli p—hemen hemen

yakinsak olsun. Bu durumda, ¢ ye gore diizgiin olarak

) 1
lim -~ > Jd(x, Apgs) — d(z, AP =0 (5.11)

r—00
r
I

dir. Sabit bir £ > 0 ve herbir ¢ igin,

Z |d(z, Agsi) — d(z, A)|P > P {k € I, : |d(z, Apti) — d(z, A)|P > €}
Ir

1
olup, burada her iki taraf W ile carpilip limite gecilirse,

lim hiz |d(z, Agri) — d(z, A)|P > €P. lim hi\{k: €1 :|d(x,Apyi) — d(z, A)|P > e}

r—oo 1, r—00
I,

yazabiliriz. Buradan ise (5.11) dikkate almirsa {Aj} dizisinin A kiimesine Wijsman

lacunary hemen hemen istatistiksel yakinsak oldugu anlasilir.
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(ii) {Ax} dizisi smurh ve bir A kiimesine Wijsman lacunary hemen hemen istatistiksel

yakinsak olsun. {Ay} dizisi simirli oldugundan, i ye gore diizgiin olarak
M = sup {d(l’, Ak+z)} + d(xa A)
k

yazabiliriz. {Ay} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary hemen hemen istatistiksel yakin-
sak oldugundan, her ¢ > 0 igin bir N, secebiliriz oyle ki, her » > N. igin, ¢ ye gore
diizgiin olarak

1

1 E\ 7 €
il . N — > (2
ol b € o e, Aves) —d(e, A > (5)") < 53
olur. Burada,
1
L, = {k e I : |d(z, Apyi) — d(z, A)| > (g) }
ile belirtelim. Boylece, r > N, icin, ¢ ye gore diizgiin olarak
1 1
h_r Z ’d(!l?, AkJr’L) - d(.’lﬁ‘, A)|p = h_r Z |d<£€, Ak+l) - d(LE’ A)‘p
I, kel,
kE€Ly
+ 3 ld(z, Apgs) — d(z, A)P
kel
kgL
- 1 h,e >y 1 h,.e
hy,. 2MP h,. 2
= 5+5=

elde ederiz. Bu ise {A;} dizisinin A kiimesine Wijsman lacunary kuvvetli p—hemen

hemen yakinsak oldugunu gosterir. |
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6. KUME DIZILERININ iSTATISTIKSEL LACUNARY
TOPLANABILIRLIGI

Bu boliimde kiime dizileri icin Wijsman istatistiksel lacunary toplanabilme kavrami ve-
rilip, bu kavramin 6nceki boliimlerde tanmttigimiz kiime dizilerinin Wijsman lacunary
istatistiksel yakinsakligi kavramu ile iligkilerinden bahsedilecektir. Ayrica bir { A} kiime
dizisinin Wijsman istatistiksel lacunary toplanabilmesi ve Wijsman lacunary istatistiksel

yakinsak olabilmesi i¢in gerek ve yeter sartlar verilecektir.

Onceki boliimlerde; (X, p) bir metrik uzay, § bir lacunary dizisi, A ve A, X in bog
kiimeden farkli kapali altkiimeleri olmak iizere, herbir x € X igin,
.1
Tlirgo i Z d(z, Ag) = d(z, A)
kel
ise, { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary toplanabilirdir, demistik. Simdi,

To(Ay) = hi S d(r, Ay)

" kel,

olmak iizere agagidaki tanimi verelim:

Tanim 6.1. (X, p) bir metrik uzay, € bir lacunary dizisi, A ve Ay, X in bos kiimeden

farkl kapali altkiimeleri olsun. Herbir x € X ve Ve > 0 i¢in,
lirlln% {r < |To(Ay) — d(z, A)| >} = 0
ise {Ay} dizisi A kiimesine Wijsman istatistiksel lacunary toplanabilirdir denir ve
Wls —limA, = A
ile gosterilir.
Bagka bir deyigle { Ay} dizisinin A kiimesine Wijsman istatistiksel lacunary toplanabilir

olmas1 demek, T, (Ag) dizisinin d(z, A) ifadesine Wijsman istatistiksel yakinsak olmasi

demektir.

i1k olarak Wijsman istatistiksel lacunary toplanabilme ve Wijsman lacunary istatistiksel

yakinsaklik kavramlar1 arasindaki iligkiyi belirten agagidaki teoremi verelim:
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Teorem 6.1. (X, p) bir metrik uzay, 0 bir lacunary dizisi, A ve Ay, X in bog kiimeden
farkly kapaly altkiimeleri olsun. Eger bir { A} dizisi sinarle ve bir A kiimesine Wijsman
lacunary istatistiksel yakinsak ise o zaman {Ay} dizisi A kiimesine Wijsman istatistiksel

lacunary toplanabilirdir.

Ispat: {A;} dizisi smirh ve A kiimesine Wijsman lacunary istatistiksel yakisak olsun.
K)(e) :={kel :|dx, A) —d(z, A)| > &}

ile gosterelim. O zaman,

kel,
< h Z|dw Ag) —d(z, A)|
kel
= IS e A - d(, A))
= hr T, A T
kel,
keKV (e)

kel,
kgKY (o)

>
$

< L (s%pﬂd(:c,Ak) — d(z, A} KY (€)] + h)

olur. Yani,

1T,(x) — d(z, A)] < - (sgpﬂd(x,Ak) —d(a, )} K ()] + h) (6.1)

T

esitsizligini elde ederiz. {Aj} dizisi simirh ve Wijsman lacunary istatistiksel yakinsak

oldugundan, (6.1) esitsizliginin sag tarafi r — oo iken ¢ a esit olur. Yani, r — oo iken
T (x) — d(x, A) <

elde edilir. Burada, Wijsman istatistiksel lacunary toplanabilmenin tanimi dikkate
alindiginda; { Ay} dizisinin A kiimesine Wijsman istatistiksel lacunary toplanabilir oldugu

ortaya cikar. [ ]
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Teorem 6.2. (X, p) bir metrik uzay, 0 bir lacunary dizisi, A ve Ay X in bog kiime-
den farkl kapal altkimeleri olsun. Bir {Ay} dizisinin bir A kimesine Wijsman

1statistiksel lacunary toplanabilir olmast i¢in gerek ve yeter sart
IK)=1 ve A,, — AW Ny)

olacak sekilde bir K ={r; <rey < ..<mr,<..} kimesinin var olmasidar.

Ispat: (<) IK)=1 ve A, — A(WNy) olacak  gekilde  bir
K ={r; <ry < ..<r, < ..} kiimesinin var oldugunu kabul edelim. O zaman ¢ > 0
olmak iizere, n > N igin,

T, (Ax) —d(z, A)| < e

n

olacak gekilde pozitif bir N sayisi vardir.

KY(0) := {n e N: [T, (A) — d(z, A)| > £}

£

ve
K' = {TN+17 N4+2, }

ile belirtelim. O zaman,
§(K')=1 ve K(0) CN—- K’

olmasi,
) (KEW (9)> =0
olmasim gerektirir. Boylece {A;} dizisi A kiimesine Wijsman istatistiksel lacunary

toplanabilir olur.

(=) Tersine, {A} dizisi bir A kiimesine Wijsman istatistiksel lacunary toplanabilir

olsun. p = 1,2, 3... i¢in,

o Cdla 1
KY(0) := {jEN.|TTj(Ak) d( ,A)|2p}
MY (9) = {j € N: T, (A) — d(z, A)| < 1—17}

ile belirtelim.
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O zaman,

) (Kf(@)) =0,

MY(0) > MY (0) D ... > MY (0) > MY,(0) D ... (6.2)
§(MY(0) =1, p=1,23,.. (6.3)
olur.

Simdi j € M,V (6) igin { A, } dizisinin A kiimesine Wijsman lacunary toplanabilir oldugunu

gostermeliyiz.

Kabul edelim ki, {Ay,} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary toplanabilir olmasm. O

halde, sonsuz sayida terim igin
T, (Ag) —d(z, A)| > ¢
olacak sekilde € > 0 sayis1 vardir.

h (p=1,2,3,...)

MY (0) :={j eN: T (A) —d(z, A)| <e} ve &>

=

olsun. O zaman,
) (MEW (0)) =0
olur. Ayrica, (6.2) ifadesinden dolay,

MY (9) ¢ MY (0)

p €
yazilabilir. Bu ise

) (M,YV (0)) =0
olmas1 anlamina gelir. Bu durum (6.3) ifadesi ile geligir. O halde kabuliimiiz yanlgtir.

Baoylece, {Ay,} dizisinin A kiimesine lacunary toplanabilir oldugu ortaya cikar. Bu ise

istenilen sonuctur. ]

Onceki teoreme benzer olarak asagidaki teoremi de verebiliriz:
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Teorem 6.3. (X, p) bir metrik uzay, 0 bir lacunary dizisi, A ve Ay X in bog kiimeden
farkly kapaly altkimeleri olsun. Bir {Ay} dizisinin bir A kimesine Wijsman lacunary

istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Jo(K)=1 ve W —1limA4,, =A
olacak sekilde bir K = {k; < ky < ... <k, < ...} CN kiimesinin var olmasidur.
Ispat: (<) Jo(K)=1 ve W—-limA4, =A olacak  sekilde  bir

K ={k <ky<..<k,<..} CN kiimesinin var oldugunu kabul edelim. O zaman

€ > 0 olmak tizere, herbir z € X ve n > N icin,
|d(z, Ag,) —d(z, A)| < e
olacak sekilde pozitif bir N sayisi vardir.
KY :={neN:l|d(z, A,) —d(z,A)| > e}

ve
KI - {kN+17 kN+2, }

ile belirtelim. O zaman,

So(K')=1 ve K CN-K’

%(KY):O

olmasini gerektirir. Boylece { Ay} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary istatistiksel yakin-

olmasi,

sak olur.

( = ) Tersine, {A} dizisi bir A kiimesine Wijsman lacunary istatistiksel yakinsak

olsun. ¢ = 1,2, 3... igin,
. 1
K;V ={jeN:|d(z, A,) —d(z,A)| > 5}

ve

) 1
MY = {j € N: [d(x, Ay,) — d(z, A)| < J

ile belirtelim.
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O zaman,

%(Kf):@
MY o>MY>. oMY O>MY D (6.4)

)

ve
%(Mf)zL ¢q=1,2,3, .. (6.5)

olur.

Simdi j € M;V igin {Ag,} dizisinin A kiimesine Wijsman yakinsak oldugunu goster-

meliyiz.

Kabul edelim ki, {Ay,} dizisi A kiimesine Wijsman yakinsak olmasm. O halde, sonsuz
sayida terim igin,

‘d(xaAkj) - d(l’,A)’ =€

olacak sekilde € > 0 sayis1 vardir.

1
MY :={j e N:|d(z, Ay,) — d(z, A)| <e}  ve £ > - (q=1,2,3,...)

@(M?):O

olur. Ayrica, (6.4) ifadesinden dolay,

olsun. O zaman,

My c MY

@(My):o

olmas1 anlamina gelir. Bu durum (6.5) ifadesi ile geligir. O halde kabuliimiiz yanligtir.

yazilabilir. Bu ise.

Boylece, {Ay,} dizisinin A kiimesine Wijsman yakinsak oldugu ortaya cikar. Bu ise

istenilen sonuctur. ]
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