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Bu caligma beg ana boliimden olugsmaktadir. Birinci boliim, girig kismina ayrilmigtir.
Ikinci boliimde, caligma icin gerekli kavramlarin tanimlar1 ve baz teoremler ve-
rilmistir. Uciineii boliimiinde yaridegismeli halkalar tanitilarak ozellikleri incelenmis,
diger halka siiflar1 ile iligkileri arastirilmig ve bir halkanin yaridegismeli olmasi i¢in
baz1 karakterizasyonlar verilmistir. Dordiincii kisminda bazi genisletilmis yaridegis-
meli halka siniflar1 tanimlanarak 6zellikleri incelenmistir. Son olarak besinci kisimda,
Skew polinom halkasinin yaridegigmeliligi incelenmis ve skew polinom halkas: yari-

degismeli olan halka orneklerine yer verilmistir.
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1 GIRIS

Yaridegismeli halka kavrami ilk olarak Shin (1973) tarafindan halka teori alanina
kazandirilmigtir. Genel olarak bir halkanin sag sifirlayan1 o halkanin bir sag ide-
alidir fakat sol ideali olmak zorunda degildir. Benzer durum sol sifirlayan icin de
gegerlidir. Dolayisiyla bir halkanin sag/sol sifirlayam o halkanin bir ideali olmak
zorunda degildir. Bu nedenle yaridegigmeli halka sinifinin tanimlanmasi dogal olarak

ortaya ¢ikmisgtir.

Yaridegismeli halka kavrami farkhi yazarlar tarafindan farkl isimler adi altinda
cahgilmigtir. Tk olarak Bell (1970); I bir R halkasimin bir ideali ve a,b € R ol-
mak lizere ab € [ iken aRb C I oluyorsa I idealinin IFP’ye (Insertion-of-Factors-
Principle) sahip oldugunu sdylemistir. R halkasinin sifir ideali IFP’ye sahipse R
halkas1 IFP halka olarak adlandirilmigtir. IFP halka sinifin1 bagka bir isim altinda
Shin (1973) incelemigtir. Shin (1973); bir R halkasinin her bir a elemanimin sag
sifirlayan1 R'nin iki yanh bir ideali oluyorsa R halkasini ST ozelligine sahip olarak
adlandirmigtir. Ancak Narbonne (1982) IFP’ye (SI 6zelligine) sahip halkalar1 yari-
degismeli (semicommutative) olarak adlandirmigtir. Bu halkalar1 Habep (1990) zero

insertive (zi) adi altinda incelemistir.

Shin (1973); bir R halkasinin yaridegismeli olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun a,b € R
olmak iizere ab = 0 iken aRb = 0 olmasi ve bunun icin gerek ve yeter kosulun R
tizerindeki herhangi bir sag sifirlayanin bir ideal olmasi ve bunun i¢in gerek ve yeter
kogulun R tizerindeki herhangi bir sol sifirlayanin bir ideal olmasi gerektigini ifade
etmistir. Yaridegigmeli olan ve olmayan halka 6rnekleri Shin (1973), Kim ve Lee
(2003), Huh vd. (2002), Bager ve Agayev (2006) tarafindan yapilan ¢aligmalarda

yer almigtir.

Yaridegismeli halkalarla iligkili olan bazi halka siiflar1 farkl yazarlar tarafindan
tanimlanip aralarindaki baglantilar aragtirilmigtir. Cohn (1999); a,b € R olmak
tizere ab = 0 iken ba = 0 oluyorsa R halkasii terslenebilir (reversible) olarak ad-
landirmistir. Yaridegismeli halkalar terslenebilir halkalar1 kapsar fakat terslenebilir

olup yaridegismeli olmayan halka ornekleri mevcuttur. Bu iki halka sinifinin kap-

1



sadig bir diger halka sinifi ise simetrik halkalardir. Lambek (1971) a, b, ¢ € R olmak
tizere abc = 0 iken achb = 0 oluyorsa R halkasii simetrik (symmetric) olarak ad-
landirmistir. Agik olarak simetrik halkalar terslenebilir ve boylece yaridegismelidirler.
Fakat bu ifadenin karsit1 dogru degildir. Sifirdan farkl sifiriislii eleman bulundur-
mayan halkalar ise inmis olarak adlandirilir. Inmis halkalar; simetrik, terslenebilir
ve yaridegismeli halkalar tarafindan kapsanan bir halka smifidir. Diger taraftan

Abelyan (yani; her eskaresi merkezi olan) halkalar ise yaridegismeli halkalar1 kapsar.

Tez caligmasinin 3. boliimiinde Bell (1970), Shin (1973), Huh vd. (2002), Kim ve Lee
(2003), Gang (2007) ve Wang (2008) tarafindan yapilan galigmalar temel alinarak

yaridegismeli halka sinifinin bazi ozelliklerine yer verilmistir.

Tez caligmasinin 4. boliimiinde yaridegismeli halkalarin bazi genislemeleri tanitil-
mistir. Ik olarak Liang vd. (2007), yaridegigsmeli halkalarin bir genisglemesi olan
zaylf yaridegismeli halkalar1 tanimlamiglardir. Bu ¢alismada; a,b € R olmak iizere
ab = 0 iken herhangi bir r € R igin arb; R'nin bir sifiriislii elemani oluyorsa R halkasi
zayif yaridegismeli (weakly semicommutative) olarak adlandirilmigtir. Yaridegismeli
halkalarin zayif yaridegismeli oldugu agiktir. Ayrica zayif yaridegismeli bir halka
tizerinde baz1 6zel tipteki matris halkalarinin zayif yaridegismeli oldugu gosterilmis

ve bu halka smifinin 6zellikleri incelenmistir.

a-kati halkalarin bir genellemesi ve yaridegismeli halkalarin bir geniglemesi olan diger
bir halka sinifin1 Bager vd. (2008) bir R halkasimin bir o endomorfizmasini kulla-
narak tanimlamiglar ve bu halkalar1 a-yaridegismeli halka olarak adlandirmiglardir.
Bu galigmada: a,b € R olmak tizere ab = 0 iken aR«a(b) = 0 oluyorsa R halkasi
a-yaridegismeli (a-semicommutative) olarak adlandirilmigtir. R yaridegismeli iken
Ir; R’'nin birim endomorfizmasi olmak tizere R'nin [g-yaridegismeli oldugu agiktir.
Ayrica Bager vd. (2008) a-yaridegismeli halka karakterizasyonlarini ve 6zelliklerini
incelemisler ve genisletilmis Armendariz halkalarla arasindaki iligkileri aragtirmis-
lardir. Bager ve Kwak (2010) bir halkanin a-yaridegismeli olma &zelliginin halkanin

baz1 geniglemelerine tagiip tasinmadigini arasgtirmiglardir.

Tez caligmasinin 4. boliimiuniin 3. kisminda halkanin sifiriislii elemanlariin kiimesi

yardimiyla tanimlanan nil-yaridegismeli halkalar tanitilacaktir. Bu kisimda Chen
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(2011), Mohammadi vd. (2012), Qu ve Wei (2014) tarafindan yapilan ¢ahigmalar
temel almacaktir. Chen (2011); a,b € R olmak tizere ab € nil(R) iken aRb C nil(R)
oluyorsa R halkasim nil-yaridegismeli (nil-semicommutative) olarak adlandirmig ve
ozelliklerini incelemistir. Mohammadi vd. (2012) her a,b € nil(R) igin ab = 0
iken aRb = 0 oluyorsa R halkasim nil-yaridegismeli (nil-semicommutative) olarak
adlandirmiglar ve 6zelliklerini incelemislerdir. Qu ve Wei (2014) ise Chen (2011)’in
tanimladig1 nil-yaridegigsmeli halkalarin bazi o6zelliklerini ve diger halka simiflariya

iligkilerini incelemiglerdir.

Yaridegismeli halkalarin bir bagka geniglemesi olan ve Wang ve Wei (2014)’nin
caligmalarinda tanimlanan merkezil yaridegismeli halkalar 4. boliimiin 5. kisminda
sunulacaktir. Wang ve Wei (2014) a,b € R olmak tizere ab = 0 iken herhangi
r € R i¢in arb; R'nin merkezinde oluyor ise R halkasini merkezil yaridegigmeli (cen-
tral semicommutative) olarak adlandirmiglardir. Bu kisimda merkezil yaridegismeli

halkalarin ozellikleri ve diger halka simiflariyla iligkileri incelenmistir.

Huh vd. (2002) tarafindan yapilan ¢aligmalar geregince bir R halkas1 yaridegismeli
iken R[z] polinom halkasi yaridegismeli olmak zorunda degildir. Fakat Armen-
dariz olma kogulu altinda R'nin yaridegismeli olma 6zelligi R[z] polinom halkasia
tagimmmaktadir. Bundan dolayr Kwak vd. (2012) polinom halkasi yaridegismeli
olan bir halkay1 kuvvetli yaridegismeli (strongly IFP) olarak adlandirmiglardir ve
ozelliklerini incelemisglerdir. 4. boéliimin son kisminda bu halka sinifi tamitilarak

ozelliklerine yer verilecektir.

5. boliim tez ¢aligmasinin orjinal kismini olugturmaktadir. Bu boliimde Bager vd.
(2015) tarafindan elde edilen sonuglar ayrintili bigimde sunulacaktir. Bir halka
yaridegismeli iken onun skew polinom halkasinin yaridegismeli olmadigini gosteren
ornekler bulunmaktadir. «; bir R halkasinin herhangi bir endomorfizmasi olmak
tizere R[r; a skew polinom halkasi yaridegismeli olan R halkasi giiglii a-yaridegismeli
(strongly a-1FP) olarak adlandirihir. Giiglii a-yaridegigsmeli halkalarin; yaridegismeli,
a-yaridegismeli, gilicli a-terslenebilir, a-skew McCoy ve genisletilmis Armendariz
halkalarla iligkileri incelenmistir. Bundan bagka bu boliimde giiclii a-yaridegismeli

halka orneklerine yer verilmistir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde, caligmamiz igin gerekli olan temel kavramlar verilecek ve sonraki
boltimlerde ihtiya¢ duyulacak olan bazi halka simiflar1 tanitilacaktir. Bu calismada,
aksi belirtilmedik¢ce R birimli bir halkay1 gosterecektir. Halkanin toplamaya gore
etkisiz elemani 0 ve ¢arpimsal birimi 1 ile gosterilecektir. Bu boliimdeki temel kay-
naklar1 Hungerford (1974), Anderson ve Fuller (1974) ve Lam (2001) tarafindan

yapilan ¢alismalar olusturacaktir.

2.1 Genel Tanimlar

Tanim 2.1.1 Bir R halkasinda sifirdan farkh bir a elemanina; ab = 0 (sirasiyla ba =
0) olacak sekilde sifirdan farkli bir b elemani varsa sirasiyla bir sol (sirasiyla sag)
sifir bolen denir. R’nin bir elemani hem sol hem de sag sifir bolen ise bu eleman sufir
bolen olarak adlandirilir. Sifir bolen icermeyen birimli bir halkaya bdlge (domain)
denir. 1r # Og olmak iizere degismeli olan bir bolge, tamlik bolgesi (integral domain)

olarak adlandirilir.

Tanmim 2.1.2 M bir sol R-modiil, X C M ve A C R olsun.
r(X)={reR:re=0 (x € X)}

kiimesine R’de X’in sol sifirlayan (left annihilator) denir.
ry(A)={zeM:ax=0 (a€ A)}

kiimesine M’de A’'nin sag sifirlayani (right annihilator) denir (Anderson and Fuller

1974).

2.2 Halka Genislemeleri

Tanim 2.2.1 R bir halka ve I, R'nin bir ideali olmak tizere R/I ={r +1:r € R}
kiimesi

(a+ 1)+ b+1)=(a+b)+1I
(a+1)(b+1)=(ab) +1

4



iglemleriyle bir halkadir. Bu halkaya R'nin [ idealine gore boluim halkasy denir.
r € R olmak tizere 7(r) = r + [ ile tanimh 7 : R — R/I doniigsimii bir ho-
momorfizmadir. w'ye kanonik epimorfizma (projeksiyon) denir. Bundan dolay1
R/I bélim halkast R'nin bir homomorfik goriintiisiidiir. 7; R'min «(I) C I ola-
cak sekilde bir ideali ve a € R olmak tizere R halkasinin bir o endomorfizmasi;
ala + I) = a(a) + I ile tanimlanarak bir R/I homomorfik gériintiisiiniin bir &

endomorfizmasina genisletilebilir.

Tanim 2.2.2 {R;:i € I} halkalarin bogtan farkl bir ailesi olmak {izere;
{ai}tier, {bi}ier € [1;e; Ri icin;
{aitier +{bitier = {ai + bi}ier

{aitier{bitier = {aibitier

iglemleri tamimlansin. Bu iglemlerle birlikte []..; R; kiimesine R;’lerin dus direkt

iel
carpime denir. Her bir ¢+ € [ i¢in a; € R; olmak iizere, R; halkalarinin «; endo-
morfizmalary; a({a;}ier) = {i(a;)}ies bigiminde tammlanarak ], ; R;'nin bir a

endomorfizmasina genisletilebilir.

Tanim 2.2.3 R bir halka ve g Mg bir bimodiil olsun. R’'nin M ile asikar genislemesi

(trivial extension) olarak adlandirilan R & M kiimesi;
(r1,m1) + (12, ma) = (11 + r9,my + M)

(r1,m1)(re, me) = (179, r1mg + myrs)

ile tanimlanan iglemlerle birlikte bir halkadir. Bu halka T'(R, M) (ya da R(+)M)

rom
ile gosterilir. Bu halka ayni zamanda r € R ve m € M olmak tizere

0 r
formundaki tiim matrislerin halkasina izomorftur. Yani

rom
T(R,M) = reRmeM
0 r
,
olur. € T(R, M) olmak iizere R'nin bir a endomorfizmasi
0 r
- rom alr)  m
(8% —_=
0 r 0 a(r)



bigiminde tanimlanarak T'(R, M)’nin bir & endomorfizmasina genisletilebilir.

Tanim 2.2.4 R, degismeli bir S halkas: tizerinde bir cebir olsun. r; € R ve s; € S

olmak tizere R @ S kiimesi;
(11, 81) + (r2, 52) = (11 + 172,51 + 52)

(r1,81)(r2, S2) = (r17r2 + 8179 + Sor1, $152)

islemleriyle birlikte bir halkadir. Bu kiimeye R 'nin S ile Dorroh genislemesi (Dorroh
extension) denir ve D ile gosterilir. R'nin bir a S-endomorfizmasi; (r,s) € D ol-
mak tizere a(r, s) = (a(r), s) biciminde tamimlanarak D'nin bir & endomorfizmasina

genigletilir.

Tanim 2.2.5 R bir halka olmak iizere sonlu sayidaki ¢ diginda a; = 0 olacak
sekildeki tim (ag, ay, ag,...,a,) elemanlarmin kiimesi R[z] olsun. R[z]'in eleman-

larina polinom denir. R[z] kiimesi

(ao,al,...,an)+(b0,b1,...,bn) :(a0+bo,a1—|—bl,...,an+bn)

Cp = Z = an,ibl- = anbo —+ an,1b1 + ...+ albn,1 —+ CL()bn = Z CLkbj

=0 k+j=n

olmak tizere
((IO, ar, ... 7a’n)(b07 bla ey bn) - (CO7 Cly ooy Cn)

igslemleriyle birlikte bir halkadir. Bu halkaya R'nin polinomlar halkas: denir. R
halkasinin (0,1,0,...) elemam z ile gosterilmek tizere R’de bir (ag, ai, ...) elemani
ap + a1+ ...+ a,x™ biciminde de gosterilebilir. R halkas: birimli ise, 2° = 15 olup

R[x]’de bir f polinomu
f=(ap,a1,...,a,) =ap+ a1z + ...+ a,z" = Zaixi
i=0

ile gosterilir. f(z) = Y i, a;x" € R[z] olmak {izere R halkasim bir a endomorfiz-

masi,
n

a(f@) = ala)e!

1=0

bigiminde tamimlanarak R[x] polinom halkasimin bir @ endomorfizmasima genisleti-

lebilir.



Tanim 2.2.6 R bir halka olmak iizere tiim (ag, a1, as, . ..) dizilerinin kiimesi R[[x]]
olsun. R[[x]] kiimesi; polinomlarm toplami ve garpim iglemleriyle birlikte bir hal-
kadir. Bu halkaya R'nin formal kuvvet seriler halkas: denir. R][[x]]’'in bir (ag, a1, . ..)
kuvvet serisi Y ;o a;z" formal toplam ile gosterilir. R halkasimm bir a endomorfiz-
masy; f(z) =Y .o ax’ € R[[z]] olmak fizere
a(f(z)) =Y ala;)a’

i=0

bigiminde tammlanarak R[[z]] formal kuvvet seriler halkasmm bir @ endomorfiz-

masina genisletilebilir.

Tanim 2.2.7 R bir halka olmak tizere

Rlz;z71] = {Zaixi ca; € R kyne Z}
i=k

kiimesi polinomlardaki bilinen toplama ve carpma islemleriyle bir halkadir ve bu
halka Laurent polinomlar halkas: olarak adlandiilir. f(z) = >°7 , a2 € Rlz; ™!

olmak tizere R halkasimin bir a endomorfizmasi

n

a(f(z)) = Z a(a;)a’

biciminde tammlanarak R[x;z~!] Laurent polinom halkasinin bir & endomorfiz-

masina genisletilebilir.

Tanim 2.2.8 R bir halka o, R’nin bir monomorfizmas: olsun.R[z,z~1; a] skew

Laurent polinomlar halkasinin bir altkiimesi
AR, o) ={z7'ra" : 7 €R ve i>0}

olsun. j > 0 igin 2/r = o/ (r)a? iken r € R igin rz™7 = x77a’(r) oldugu gozoniine
alinarak her bir j > 0 icin 2 'ra’ = 2=l (r)2z"* olur. A(R,«) kiimesi 7,5 € R

ve i,j > 0 olmak tizere,
7t + a0 sa? = 2 (I (r) + al(s)) 2

(x7ra’)(x I sa?) = 2= (@ (r)al (s) )2



ile tanimlanan iglemlerle birlikte R[z, z7!; ] min bir alt halkasi formundadir. A(R, «)
kiimesi R'nin bir iist halkasidir ve a(z~'rz’) = 7 'a(r)z’ olmak tizere o, A(R, @)’ nin
bir otomorfizmasidir. Jordan (1982) R[z;«] skew polinom halkasinin x’in kuvvet-
lerinin kiimesine gore sol lokalizasyonunun kullanilarak herhangi bir (R, «) ¢ifti icin
boyle bir A(R, o) geniglemesinin her zaman var oldugunu géstermistir. Bu A(R, «)
halkasia R ’nin « ile Jordan genislemesi (Jordan extension) denir. a'min A(R, «)’ya

genisletilmigi a’'nin kendisidir (Jordan 1982).

Tanim 2.2.9 R bir halka ve o, R'nin bir endomorfizmasi olsun. Bir § : R — R

toplamsal dontigiimii; her a,b € R icin
d(ab) = d(a)b+ a(a)d(b)
ozelligini saglarsa, §’ya R'nin bir a-tirevi (a-derivation) denir.

Tanim 2.2.10 R bir halka; o, R'nin bir endomorfizmasi ve §, R'nin bir a-tirevi

olsun. R[z; «, ] kiimesi polinomlardaki bilinen toplama iglemi ve a € R olmak {izere
za = a(a)x + §(a)

ile tanimlanan ¢arpma islemi ile birlikte R tizerindeki polinomlarin bir halkasidir.
Bu halkaya R’nin Ore genislemesi denir. Eger ¢, R’nin sifir endomorfizmas: ise,
Rlz; a, 0] yerine R[x; ] yazalir ve bu halka endomorfizma tipinin bir Ore genislemesi
(ya da skew polinom halkasi) olarak adlandirilir. Diger bir ifadeyle R[z;«| kiimesi

polinomlardaki bilinen toplama iglemi ve
za = afa)x

ile tanimlanan ¢arpma islemi ile birlikte R tizerindeki polinomlarin bir halkasidir.
R[[z;a]] halkas: ise skew kuvvet seriler halkas. olarak adlandirihir. Ozel olarak
«, R'nin birim endomorfizmas1 ve 9, R'nin sifir endomorfizmasi olarak alinirsa

R|x; I, 0] = R[z] olacag agiktir.

R halkasimin bir @ endomorfizmasy; f(z) = >  a;2" € R[x; a, 6] olmak fizere

n

a(f@) = ala)e!

1=0
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bigiminde tanimlanarak R|x; «, §] Ore geniglemesinin bir & endomorfizmasina genigle-

tilebilir. Benzer olarak R'nin bir a endomorfizmasi f(x)

olmak tlizere

a(f(z))

Yo gart € Rlx;al

n

Z afa;)x’

1=0

bigiminde tammlanarak R[x;a] skew polinom halkasimin bir @ endomorfizmasina

genigletilebilir.

2.3 Matris Halkalar:

Bu boliimde bir R halkas1 yardimiyla tanimlanan bazi 6zel tipteki matris halkalarinin

tanitimina yer verilecektir.

Tanim 2.3.1 R bir halka olmak iizere R iizerindeki n x n tipindeki tiim matrislerin

kiimesi, matrislerdeki toplama ve ¢arpma islemlerine gore toplamsal birimi

0
0
O —
0
sifir matrisi, ¢arpimsal birimi ise
1
0
I, =
0

0 0 0
0 0 0
0 0 0
00 0
10 0
00 1

birim matris olan bir halkadir. R iizerindeki n x n tipindeki tiim matrislerin halkasi

(

ailr a2 A1n
ag1 Q22 A2np,

M, (R) =
L An1  Ap2 Ann

3

: aij €eR = {[CLZ']'] CLZ']' € R}




ile gosterilecektir. R tizerindeki n x n tipindeki tiim st licgensel matrislerin halkasi

ise )
a1 Q12 ... QAip
0 ao9 ... Qon
UTMn(R) = ) ) ' ) Day € R
0 0 ... ap
\ Vs

= {[ai;] : a; €R ve i>j iken q;; =0}
ile gosterilecektir.
Tanim 2.3.2 Herhangi bir R halkasi lizerinde 7. satir j. siitunundaki bilegeni 1,
diger bilegenleri 0 olan matrislere matris birimleri (matrix units) denir ve Ej; ile

gosterilir. Ornegin herhangi bir R halkas:1 lizerindeki tiim 2 X 2 tipindeki matris

birimleri

bicimindedir.

Tamim 2.3.3 Ust iicgensel matrisler halkasimn bir alt halkas: olan S,,(R) halkas:

ise agagidaki gibi tanimlanir.

a a2 a3 ... Qaip
0 a o3 ... QAgpn
Sp(R) = 0 0 a A3 D a,a;; € R
0O 0 0 ... a
\ Vs

Tanim 2.3.4 Pozitif bir n > 2 tam sayisi igin ;

k n n
Uu(R)=>_ Y RE;+ > REp;+RI,
i=1 j=k+1 j=k+2

olarak tamimlanir. Burada k = [n/2]’ dir. Ornegin ;

a b c
Us(R) = 0 a d ca,b,ec,d € R
0 0 a



Us(R) =

\

seklinde tanmmmhdir. Eger n = 3 ise U3(R) = S3(R) oldugu agik¢a goriilmektedir.

Tanim 2.3.5 R herhangi bir halka ve ay, ag4, a; ; € R olmak iizere

a; Go
0 u

0

Sa(R)=1] 0
0
0
0

0

0 a e

0 0 a f
\ 000 a
a 0 a b c
0 a de f
0 0 a gh
000 a0
0000 a

biciminde farkli bir matris halkasida tanimlanabilir.

Tanim 2.3.6 R herhangi bir halka olmak tizere

ile tanimlanan V,,(R) halkas1 UT M, (R) nin 6zel bir alt halkasidir.

ap—1 Qg a1 k+1
Arp—1  A2k+1
0 ay  (g_1 k41
0 ai a
0 0 0 a;
0 0 0 0
0 : 0
0 0
ap ap Qp—2 QAp—1
0 ap aq Ap—2
0 O
0O 0 O ag aq
0 0 O 0 ao

11

s a,bc,de, fER

s a,b,e,de, f,g,h € R

a1,n—-1

a2 n—1

a

:aiER

J




Tanim 2.3.7 R herhangi bir halka olmak tizere

ai;x Q2 Q13 Qaiq
0 a a a

V(R) = 20 e R0<ij<4
0 0 ass 0

0 0 0 Q44

ve
a0 a3z au
0 a a a
S(R) = 2 T e R0<q,j< A4
0 0 asz an
0 0 0 g4

halkalar1 ise UT My (R)’nin alt halkalar1 olarak tanimlanabilir.

Uyar1 2.3.8 R halkasmin bir o endomorfizmasi; a;; € R olmak tizere
a([ay]) = [alay)]

bi¢iminde tanimlanarak M, (R) (ya da UTM,(R), S,(R), U,(R), S*(R)) halkalarinin

bir & endomorfizmasina genisletilebilir.

2.4 Klasik Sag Kesirler Halkas1

Tanmim 2.4.1 R bir halka olsun. s € R olmak {izere her 0 # r € R i¢in rs # 0
ve sr # 0 ise s’ye diizenli (reqular) eleman denir. Bagka bir ifadeyle bir r € R igin

rs =0 veya sr = 0 iken r = 0 oluyorsa s’ye diizenli (reqular) eleman denir.

Bir halkanin birimi diizenli eleman iken sifir1 diizenli eleman degildir. Ayrica bir R
halkasinin tersinir elemanlari diizenlidir. Gercekten; s € R tersinir olsun. r € R
olmak iizere rs = 0 oldugunu kabul edelim. s tersinir oldugundan rss™' = 0s™!
olur. Buradan r = 0 olup s diizenlidir. Fakat bu ifadenin karsit1 her zaman dogru
degildir. Ornegin Z halkasimda 2 diizenli eleman fakat tersinir degildir. Bundan

bagka bir tamlik bolgesinde sifirdan farkli her eleman diizenlidir.

12



Tanim 2.4.2 S, R'nin ¢arpimsal alt monoidi (birimli ve birlesmeli cebirsel yapi)

olmak iizere
(i) v: R — @ homomorfizmas: her s € S igin v(s) tersinir olacak gekilde vardir.
(ii) @mun her elemam s € S ve r € R igin [v(s)]"'v(r) formundadir.

ozellikleri saglanirsa @ halkasma R’nin S’ye gdre kesirlerinin bir sol halkasu (left

quotient ring) denir.

Tanim 2.4.3 Asagidaki 6zellikleri saglayan birimli bir Q( R) halkasina bir R halkasimin

bir sol kesir halkas: denir.

(i) RCQ(R)
(ii) R’nin her diizenli eleman1 Q(R)’de tersinir bir elemandir.

(iii) a,b € R ve a diizenli eleman olmak iizere Q(R)nin her ¢ elemani ¢ = a~'b

formundadar.

Lemma 2.4.4 S = {r € R:r diizenli eleman} kiimesi R'nin bir ¢arpimsal alt

monoididir.

ispat: ri,ro € S alalm. ryry € S yani riry diizenli oldugunu gosterelim. Kabul
edelim ki r(ry72) = 0 olsun. R halkasi birlegsmeli oldugundan (rry)rs = 0 olup
ro diizenli eleman oldugundan rr; = 0’dir. r; diizenli eleman oldugundan r» = 0
bulunur. Benzer olarak (rire)r = 0 olsun. R halkasi birlesmeli oldugundan r(rer) =
0 olup r; diizenli oldugundan ryr = 0 olur. 7o diizenli eleman oldugundan r = 0
elde edilir. Sonug olarak riry € S bulunur. 1z € S ve S’de birlesme ozelligi var

oldugundan S, R’nin ¢arpimsal monoididir.

Tamim 2.4.5 S ={r € R|r diizenli eleman} olmak {izere birebir olan ¢ : R — @
doniigiimii varsa (Q'ya R'nin klasik sag kesirler halkasi (classical right quotient ring)

denir.

13



Tanim 2.4.6 S, R’nin bir alt monoidi olsun. Bu durumda

(i) Herhangi s; € S ve 11 € R igin sery = 71381 olacak sekilde s, € S ve

ro € R vardir.
(ii) 7 € Rve s € Sigin rs = 0 ise s'r = 0 olacak gekilde s’ € S vardur.

ozellikleri saglanirsa S’ye bir Dominator (ya da Ore) kiime denir.

Onerme 2.4.7 R, S’ye gore kesir halkasina sahipse S bir Ore kiimedir.

2.5 Baz1 Halka Simiflar1

Bu kisimda yaridegismeli halkalarla iligkileri olan bazi halka simiflarinin tanimlar:

verilecek ve aralarindaki iligkiler incelenecektir.

Tanim 2.5.1 Krempa (1996) a bir R halkasinin bir endomorfizmas: olmak iizere
a € R i¢in aa(a) = 0 iken a = 0 oluyorsa a endomorfizmasin kat: olarak ad-
landirmugtir. Hong vd. (2000) R halkasiin béyle bir a-kat1 endomorfizmas: var ise

R halkasini a-kat: olarak adlandirmiglardir.

Tanim 2.5.2 Bir R halkasinin bir a elemani i¢in a™ = 0 olacak sekilde bir n dogal
say1st varsa a elemani sifirisli (nilpotent) olarak adlandirihr. Bu 6zelligi saglayan
en kiiciikk n dogal sayisina da a elemanimin sifirislilik indeksi (nilpotency index)
denir. Bir R halkasinin her bir elemani sifiriislii olan bir N idealine nil ideal denir

(Lam 2001).

Tanim 2.5.3 Bir R halkasinin sifirdan farkh sifirtislii elemani yoksa veya denk
olarak; a € R icin a*> = 0 olmasi a = 0 olmasim gerektiriyorsa, bu durumda R’ye
inmis (reduced) halka denir. Inmis bir halkanmn her alt halkasinin da inmis oldugu

aciktir (Lam 2001).

Uyar1 2.5.4 Hong vd. (2000) her a-kat1 halkanin inmig oldugunu ifade etmislerdir.
Kabul edelim ki R a-kat1 ve a € R olmak iizere a®> = 0 olsun. Bu durumda 0 =
aa(a?)a?(a) = aala)a(aa(a)) olup R a-kat1 oldugundan aa(a) = 0 ve buradan

a = 0 bulunur. Boylece R inmistir.
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Tanim 2.5.5 a,b,c € R i¢in abc = 0 iken acb = 0 oluyorsa R halkasi simetrik
(symetric) olarak adlandirilir (Lambek 1971). Ayrica Anderson ve Camillo (1999)
simetrik halkalar i¢in ZC5 notasyonunu kullanarak bu halka sinifinin 6zelliklerini

incelemislerdir.

Uyari 2.5.6 Shin (1973) her inmig halkanin simetrik oldugunu ifade etmistir. a,b, ¢ €
R icin abc = 0 olsun. Bu esitlik sagdan b ile carpilirsa abchb = 0 olur. R terslenebilir
oldugundan bcba = 0 bulunur. Son esitlik sagdan c ile carpilirsa bebac = 0 elde edilir.
R terslenebilir oldugundan cbachb = 0 olur. Bu durumda (cba)? = cbacba = 0 ve R
inmig oldugundan cba = 0 olup R terslenebilir oldugundan acb = 0 bulunur. Boylece
R simetriktir. Fakat Anderson ve Camillo (1999) simetrik olup, inmis olmayan halka
siiflarinin var oldugunu ifade etmislerdir. Degismeli halkalarin simetrik oldugu

aciktir.

Tanim 2.5.7 Habeb (1990); a,b € R i¢in ab = 0 iken ba = 0 oluyorsa R halkasini
sifur degismeli (zero commutative) olarak adlandirmigtir. Cohn (1999) bu ozelligi
saglayan halkalar1 terslenebilir (reversible) adi altinda incelemistir. Terslenebilir
halkalar ayn1 zamanda Anderson ve Camillo (1999) tarafindan sifir carpemlar degisir
(zero products commute) 6zelligine sahip halkalar olarak ZC5 ad1 altinda ¢aligilmigtir.
Ayrica Krempa ve Niewieczerzal (1977) bu 6zelligi saglayan halkalara Cy halka adin

vermislerdir.

Uyar: 2.5.8 Birimli simetrik bir halka terslenebilirdir. Gergekten; a,b € R igin
ab = 0 olsun. Buradan lab = 0 olup R simetrik oldugundan 1ba = ba = 0 elde edilir.
Fakat Anderson ve Camillo (1999) ve Marks (2002) bu gerektirmenin kargitinin
dogru olmadigim ifade etmislerdir. Ayrica halka birimli degil ise bu gerektirme

dogru degildir.
Uyar1 2.5.9 Uyar1 2.5.6] ve Uyari1 2.5.8 geregince R halkasi inmis ise terslenebilirdir.

Tamim 2.5.10 Bir R halkasinin e = e ozelligini saglayan bir e elemanina eskare
(idempotent) denir. Birimli bir halka her zaman 0 ve 1 egkare elemanlarina sahiptir.
R halkasinin bir e egkare eleman1 R'nin merkezinde ise, yani her a € R i¢in ae = ea

oluyorsa e eskare eleman1 merkezil eskare (central idempotent) olarak adlandirilir.
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Tanim 2.5.11 Bir R halkasinin tiim esgkare elemanlar1 merkezil ise R halkasi

Abelyan olarak adlandirilir. Terslenebilir halkalarin abelyan oldugu aciktar.

Tanim 2.5.12 Bir R halkasiin asal radikali R’nin tum sifirtisli elemanlarimi

iceriyorsa R halkasi 2-primal halka olarak adlandirilir (Marks 2003).

Tanim 2.5.13 a € R icin aRa = 0 iken a = 0 oluyorsa R halkasi yarasal
(semiprime) olarak adlandirilir. Yariasal halkalar sinifinin inmis halkalarim sinifini

kapsadig1 aciktir.

Uyar:1 2.5.14 Yukarida tanimlar: verilen halka siniflar1 igin agagidaki gerektirmeler
vardir. Fakat bu gerektirmelerin her birinin karsitinin genelde dogru olmadigini

gosteren ornekler mevcuttur.
a-katt = inmig = simetrik =- terslenebilir = Abelyan

Tanim 2.5.15 R bir halka olmak iizere f(z) = 321" ja;a’, g(x) = X7 bja’ € Rla]
icin f(z)g(x) = 0 iken her bir 7,7 i¢in @;b; = 0 oluyorsa R halkast Armendariz

olarak adlandirilir (Rege and Chhawchharia 1997).

Tanim 2.5.16 R bir halka olmak {izere; R halkasi Armendariz ve yaridegismeli ise

ideal-Armendariz olarak adlandirilir. Agik olarak inmig halkalar ideal-Armendarizdir.

Tanmim 2.5.17 Bir R halkasi i¢in f(z) = Y% a;x’, g(x) = 377 bz’ € Rlw;al
olmak tizere f(x)g(z) = 0 iken her 0 < i <m ve 0 < j < n i¢gin a;a'b; = 0 oluyorsa

R halkasi a-skew Armendariz olarak adlandirihr (Hong et al. 2003).

Tanim 2.5.18 R bir halka olmak iizere f(z) = > 21" ja;a’, g(x) = Y27 b2’ € Rla]
i¢cin f(x)R[z]g(x) = 0 iken her bir 4, igin a;Rb; = 0 oluyorsa R halkasi quasi-

Armendariz olarak adlandirihir (Hirano 2002).

Tanim 2.5.19 R bir halka olmak iizere f(z) = > 1" aa’, g(x) = 377_ € Rlz;q]
i¢in f(z)R[x;alg(z) = 0 iken her 0 < i < m ve 0 < j < n i¢in q;Ra’(b;) = 0

oluyorsa R halkas1 a-skew quasi-Armendariz olarak adlandirilir (Hong et al. 2010).
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Tanim 2.5.20 R bir halka olmak {izere R'nin bogtan farkl her alt kiimesinin sag (ya
da sol) sifirlayan1 bir egkare eleman tarafindan iiretiliyorsa, yani her bir ) # X C R
alt kiimesi igin rz(X) = eR (ya da [gr(X) = Rf) olacak sekilde bir ¢* = e € R (ya
da f? = f € R) varsa R halkas1 Baer olarak adlandirilir (Kaplansky 1968).

Tanim 2.5.21 R bir halka olmak iizere R'nin her bir temel sag ideali projektif
ya da denk olarak R’nin her bir elemaninin sag (ya da sol) sifirlayani bir egkare
eleman tarafindan tiretiliyorsa, yani her bir a € R elemani i¢in rg(a) = eR (ya da
Ir(a) = Rf) olacak sekilde bir ¢* = ¢ € R (ya da f? = f € R) varsa R halkasi
sag p.p (ya da sol p.p) olarak adlandirilir. R halkasi hem sag p.p hem de sol p.p ise
kisaca p.p-halka olarak adlandirilir.

Baer halkalarin p.p-halka oldugu agiktir. Bundan bagka Abelyan sag (sol) p.p-

halkalar inmis halkalardir.

Tanim 2.5.22 R bir halka olmak tizere aba = a olacak sekilde bir b € R varsaa € R
elemanina von Neumann dizenli denir. R halkasinin her elemani von Neumann

diizenli ise R halkasi von Neumann dizenli olarak adlandirilir.

Tanim 2.5.23 McCoy (1942)’un ¢alismasinda yer alan “degigsmeli bir halka tizerinde
iki polinom birbirini sifirlarsa her bir polinom ayni halkada sifirdan farklh bir sifirla-
yana sahiptir 7 ifadesine dayanarak Nielsen (2006) ve Rege ve Chhawchharia (1997)
R degismeli olmayan bir halka olmak tizere f(z)g(x) = 0 kosulunu saglayan sifirdan
farkll f(x),g(x) € R[z] polinomlar i¢in f(z)c = 0 (swrasiyla cg(x) = 0) olacak
sekilde sifirdan farkli ¢ € R varsa R halkasimi sag McCoy (sirasiyla sol McCoy)
olarak adlandirmiglardir. Bir halka hem sag hem de sol McCoy ise McCoy olarak

adlandirilir.
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3 YARIDEGISMELI HALKALAR

Genel olarak bir halkanin herhangi bir sag sifirlayani bir sag idealdir, fakat bir
sol ideal olmak zorunda degildir. Benzer durum herhangi bir sol sifirlayan igin de
gecerlidir. Bundan dolay1 bir halkanin sag/sol sifirlayani o halkanin bir ideali olmak
zorunda degildir. Bu 0zellige sahip olan halkalarin sinifina 6zel bir isim verilmesi
sebebiyle yaridegismeli halkalarin sinifi dogal olarak tanimlanmigtir. Yaridegismeli
halkalar agsagida belirtildigi gibi farkli yazarlar tarafindan farkl isimler altinda cali-

silmistir.

e Bell (1970); I bir R halkasinin bir ideali ve a,b € R olmak fiizere ab € [
iken aRb C I oluyorsa [ idealini IFP(Insertion of Factors Property)’ye sahip
olarak adlandirmigtir. R halkasinin sifir ideali IFP’ye sahipse R halkas1 IF'P

halka olarak adlandirilmigtir.

e Shin (1973); R halkasinin her a eleman: igin a’'nin R deki sag (sol) sifirlayan
R’nin bir ideali oluyorsa bu halkay1 ST halka olarak adlandirmistir.

e Narbonne (1982); IFP halkalar igin yaridegigmeli ifadesini kullanmigtir.

e Habep (1990) ise bu halka smifin1 zero insertive(zi) adi altinda incelemistir.

3.1 Yaridegismeli Halkalarin Diger Halka Simflariyla Iligkileri

Bu bolumde yaridegismeli halkalarin ozellikleri incelenecek ve diger bilinen halka
siiflariyla iligkileri arastirilarak bazi karakterizasyonlar ve érnekler verilecektir.

Ik olarak yaridegismeli halkalar1 karakterize eden asagidaki lemmay1 verelim.
Lemma 3.1.1 Herhangi bir R halkasi i¢cin agagidaki ifadeler birbirine denktir:
(1) R yandegismelidir.
(2) R’nin herhangi bir sag sifirlayani R’nin bir idealidir.

(3) R'nin herhangi bir sol sifirlayan1 R’nin bir idealidir (Shin 1973).
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Ispat: (1) = (2) R yandegismeli olsun. R'nin herhangi bir sag sifirlayam rz(a)
olmak tizere rg(a) her zaman R'nin sag idealidir. Simdi ise sol ideali oldugunu
gosterelim. Bunun i¢in her r € R ve her b € rg(a) i¢in rb € rg(a) oldugunu
gosterelim. b € rg(a) oldugundan ab = 0 olup kabulden arb = 0 bulunur. Bdoylece

rb € rr(a) ve buradan rg(a); R'nin bir idealidir.

(2) = (3) Kabul edelim ki R’'nin herhangi bir sag sifirlayan1 R'nin bir ideali olsun.
R’nin herhangi bir {z(a) sol sifirlayaninin bir ideal oldugunu gosterelim. [z(a)nin
her zaman sol ideal oldugu agiktir. Her r € R ve her b € lg(a) icin br € lg(a)
oldugunu gosterelim. b € lg(a) oldugundan ba = 0’dir. Bu durumda a € rg(b)
bulunur. Kabulden rg(b) (sol) ideal oldugundan her r € R igin ra € rg(b)’dir.

Boylece bra = 0 olup br € lg(a) elde edilir.

(3) = (1) R’nin herhangi bir sol sifirlayan1 R'nin bir ideali olsun. R’nin yaridegismeli
oldugunu gosterelim. Bunun i¢in a, b € R olmak iizere ab = 0 oldugunu kabul edelim.
Bu durumda a € lg(b)’'dir. Kabulden [g(b) (sag) ideal oldugundan her r € R igin
ar € lr(b) yani arb = 0 olup R yaridegismelidir.

Lemma B.1.T} bize Bell (1970) ve Shin (1973) tarafindan ¢aligilan halka simiflarinin
ayni oldugunu ifade etmektedir. Bu acidan; tez calismasinda yaridegismeli halkalar

i¢in agagidaki tanim esas alinacaktir.

Tamim 3.1.2 Bell (1970) ve Shin (1973) tarafindan yapilan caligmalar geregince
a,b € R olmak tizere ab = 0 iken aRb = 0 oluyorsa R halkasi yaridegismeli (semi-

commutative) olarak adlandirilir.
Onerme 3.1.3 Inmis halkalar yaridegismelidir (Lambek 1971).

ispat: R’nin inmis bir halka oldugunu kabul edelim. a,b € R olmak tizere ab = 0
olsun. Her r € R igin abr = 0 olup, Uyar1 2.5.6] geregince arb = 0’dir. Dolayisiyla
aRb = 0 olup R yaridegismelidir. O

Onerme 3.1.4 Simetrik halkalar yaridegismelidir (Shin 1973).

ispat: ab = 0 olsun. Her r € R i¢in abr = 0’dir. Halka simetrik oldugundan
dolay1 arb = 0 olup buradan aRb = 0’dir. Boylece R halkas:1 yaridegismelidir. Fakat
bu énermenin kargit1 dogru degildir (Shin 1973). O
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Onerme 3.1.5 Terslenebilir halkalar yaridegigmelidir (Kim and Lee 2003).

ispat: ab = 0 olsun. R terslenebilir oldugu icin ba = 0’dir. Buradan her r € R
igin bar = 0 olur. R terslenebilir oldugundan arb = 0 olup buradan aRb = 0’dir.
Boylece R yaridegismelidir. Fakat bu 6nermenin kargit1 dogru degildir (Kim and
Lee 2003). O

Onerme 3.1.6 Yaridegismeli halkalar Abelyandir.

ispat: R halkasiin herhangi bir e egkare elemani i¢in e(1 — e) = 0’dir. Buradan
R halkasi yaridegismeli oldugundan er(1 —e) = 0 olup er — ere = 0’dir. Yani
er = ere’dir. Benzer olarak (1—e)e = 0’dir. Buradan (1—e)re = 0 olup re = ere’dir.

Her iki durumdan sonug olarak er = re olup R halkasi Abelyandir. U

Uyar: 3.1.7 Yukarida belirtilen iligkiler gézoniine alindiginda Uyar1 5.4 de veri-

len gerektirmeler asagidaki bicimde yeniden ifade edilebilir.
a-katr = inmis = simetrik = terslenebilir = yaridegismeli = Abelyan

Simdi yaridegismeli halkalarin Armendariz halka sinifi ile iligkisini ortaya koyalim.
Asagida Huh vd. (2002) tarafindan ifade edilen hem Armendariz hem de yaridegigmeli

olan bir halka Ornegi verilmistir.

Sonuc 3.1.8 R Armendariz bir halka ve Z(R), R'nin merkezi olsun. Eger N, R'nin
tek tarafli Nil ideali ise Z(R) + N hem Armendariz hem de yaridegigmelidir.

Ispat: S = Z(R) + N < R olsun. Armendariz halkalarin alt halkalar1 da
Armendariz oldugundan agik olarak S alt halkast Armendarizdir. Huh vd. (2002)

tarafindan yapilan ¢aligmalar geregince a,b € R i¢in R Armendariz oldugundan;
ab=0= acb =0(c € Z(R))
ab=0=akb=0(k € N)

ozellikleri gegerlidir. a,b € Z(R) ve m,n € N olmak {izere a + m, b+ n € S i¢in
(a +m)(b+ n) = 0 oldugunu varsayalim. S Armendariz oldugundan ¢ € Z(R) ve
k € N igin yukaridaki ozelliklerden dolayi (a+m)c(b+n) = 0 ve (a+m)k(b+n) =0
olur. Boylece her ¢+ k € S igin (a + m)(c+ k)(b+n) = 0 ’dir. Sonug olarak S
yaridegismelidir. O
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Yukaridaki 6rnek gozoniine alindiginda Armendariz halkalar ve yaridegismeli hal-
kalar arasinda iligski oldugu diigtiniilebilir. Fakat sirasiyla Rege ve Chhawchharia
(1997) ve Huh vd. (2002) tarafindan verilen agagidaki iki 6rnek bunun dogru ol-

madigini gostermektedir.

Ornek 3.1.9 R = T(Z/8Z,7/8Z) halkas1 degigmeli oldugu icin yaridegismelidir.
4 0 4 1

Diger yandan, f(x) = (4,0)+ (4 1)z = | |+ | |z € R[] igin
0 4 0 4
4 0 41 0 4
f(z)f(x) = 0 ancak | | =1 | # 0 oldugundan dolay:
0 4 0 4 0 0

R halkas1 Armendariz degildir (Rege and Chhawchharia 1997).

Ornek 3.1.10 F bir cisim ve A = F la, b, c], F tizerindeki sifirdan farkl degismeli
olmayan a, b, ¢ bilinmeyenli sifir sabit terimli polinomlarinin serbest cebiri olsun. A
birimsiz halkasin1 ve F' 4+ A'nin her r € A igin cc, ac ve crc tarafindan iiretilen [
idealini diigiinelim. R = (F 4+ A)/I olsun. a + I,c¢+ I € R olmak tizere ac € [
oldugundan (a + I)(c + I) = 0 fakat abc ¢ I oldugundan (a+ I)(b+ I)(c+ 1) #0
olup R yaridegismeli degildir. Fakat R Armendarizdir (Huh et al. 2002).

3.2 Yaridegismeli Halkalarin Ozellikleri

Huh vd. (2002) yaridegismeli halkalarin alt halkalarinin da yaridegismeli oldugunu
acikga ifade etmiglerdir. Buna dayanarak Bir R halkasmin R[x] polinom halkast
yaridegismeli iken R’ nin yaridegismeli oldugu acgiktir. Fakat R yaridegismeli iken

R[z])’'in yaridegismeli olmadig agagidaki 6rnekte gosterilmistir.

Ornek 3.2.1 Z, iizerinde degismeli olmayan ayg, a1, as, by, by, ba, ¢ bilinmeyenli sifir
sabit terimli polinomlarimin serbest cebiri A = Zslag, a1, ag, by, b1, bz, ¢] olsun. Bi-

rimsiz olan A halkasini ve r € A olmak tlzere Zy + A’'nin,
aobo, a1by+asby, aphi+aibo, apby+aiby+agbo, azbs, agrbo, azrba, (ag+ai+as)r(bo+bi+bs)

elemanlar tarafindan iiretilen bir I idealini diisiinelim. Bu durumda A* € I oldugu
agiktir. R = (Zy + A)/I olsun. (ag + a1x + aox?®)(by + bix + boz?) € I[z] tir. Fakat
apchy + aicby ¢ I oldugu igin (ag + a1x + aox?)c(by + byw + byx®) & I[z]’tir. Boylece
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Rlz] yanidegismeli degildir. Simdi R’'nin yaridegismeli oldugunu gosterelim. Bunun
i¢in baz1 kavramlar: tanitalim: ag, ay, as, by, b1, bo, ¢ bilinmeyenlerinin her bir ¢arpimi
bir monomial olarak adlandirilir. Tam olarak n tane iiretecin bir carpimi olan o’ya
n.dereceden bir monomial denir. H,; Zo tizerinde n. dereceden monomiallerin tiim
lineer kombinasyonlarinin kiimesi olsun. Herhangi bir n i¢in H,, sonludur ve R'nin

I ideali homojendir (yani r; € H; olmak {izere Y ;_,r; € I ise r; € I'dur).

Iddia 1: f1, ¢ € H; olmak iizere, eger figi € I ise herhangi bir r € Z, + A icin
firg:r € I'dar.

ispat: I'min tammmindan agagidaki durumlar elde ederiz.

(fi=ao,91="bo), (/1 = az,g1 = b2) veya (f1 =ao+ a1+ as g1 =0by+b1+bo)
I'nin tammmim kullanilarak iddianin dogru oldugu goriliir. U
Iddia 2: f,g € A olmak fizere, eger fg € I ise her r € A icin frg € Idur.

Ispat:  Uygun fi,q1,71 € Hy, fo, go, 72 € Ha, f3, 93,75 € Hs ve fi,g1,74 € I icin
f=h+fot+tfs+fi,9=091+Gg2+gs+gaver=ry+ry+rs+ry oldugu goriilir.
t > 4 icin H; C I’dir. Boylece uygun bir h € [ igin frg = firig1 + h’tir. I homojen
oldugundan fg € I olmasi fig; € I olmasini gerektirir. Sonug olarak firigy € [
olup frg € I'dir.

R'nin yaridegismeli oldugunu gormek igin; y, z € Zy + A olmak iizere eger yz € [
ise her r € Zy + A icin yrz € I oldugunu gostermek yeterlidir. Oncelikle uygun
o, € Zy ve uygun ', 2 € Aicin y = a+ 1y ve z = 4 2/ olsun. Bundan dolay1
af+aZ +yB+y'2 =yz e dir. Boylece a = 0 veya 8 = 0 olmahdir. Varsayahm
ki @« = 0 olsun. O halde y/8 + 'z’ € I'dir. Eger § # 0 ise I homojen ve § € Z,
oldugundan ¢y’ € I’dir. Sonug olarak her r € Zy + A igin yrz = y'rz € I'dir. Eger
B = 0 ise o halde ¢z’ € I'dir ve boylece her r € Zy + A icin yrz = y'rz’ € [’dir.
Ikinci durum icin 2 = 0 iken ispat benzer sekilde yapilabilir. Sonug olarak R halkasi

yaridegismelidir. O

Asagidaki onermede; Armendarizlik kosulu altinda yaridegismeli olma 6zelliginin

polinom halkasina taginabildigi ifade edilmistir.
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Onerme 3.2.2 R Armendariz olan yaridegismeli bir halka ise, R[x] polinom halkasi

yaridegismelidir (Rege and Chhawcharria 1997).

Ispat: Kabul edelim ki R yaridegismeli ve Armendariz olsun. f (x)g(x) = 0 olacak
sekilde f(x),g(z) € R|x] alahm. R halkasi Armendariz oldugu igin her bir 7, j icin
a;b; = 0’dir. Ayrica R yaridegismeli oldugundan her bir 4, j, k icin a;c;b; = 0 olur.
Béylece h(z) = St _, cxz® € R[z] olmak iizere f(2)h(z)g(z) = 0 olup R[z] polinom
halkas1 yaridegismelidir. O

Yaridegismeli halkalara bir ornek olarak agsagidaki onerme verilebilir.

Onerme 3.2.3 R bir halka ve M, R'nin merkezil diizenli elemanlarim igeren carp-
maya gore kapali bir alt kiimesi olsun. R’'nin yaridegismeli olmasi i¢in gerek ve yeter

sart M'R = {u™'r | w € M,r € R}'nin yaridegismeli olmasidir (Huh et al. 2002).

Ispat: (<) R; M~'Rmin bir alt halkasi olarak diigiiniildiigiinde yaridegigmeli
halkalarin alt halkalar1 da yaridegismeli oldugundan, R'nin yaridegismeli oldugu

aciktir.

(=) R'nin yaridegismeli oldugunu kabul edelim. u,v € M, a,b € R igin a = u™'a,
B = v~ 'b olmak iizere o, € M~'R icin aff = 0 olsun. M, R’nin merkezinde
kapsandigindan a3 = u~tav™'b = (v *v"')ab = 0 olup u,v diizenli oldugundan
ab = 0 bulunur. R yaridegismeli oldugundan her r» € R i¢in arb = 0 olur. Bununla

birlikte 7 € R ve w € M olmak iizere v = w='r € M~'R icin
ayB = (uvw) tarb = (uwvw) '0 =0
olup M~!R'nin yaridegismeli oldugu goriiliir. O

Bu 6nermenin bir sonucu olarak R[z] polinom halkasinin yaridegismeli olmasi igin

asagidaki karakterizasyon ifade edilir.

Sonuc 3.2.4 R bir halka olmak iizere R[z]'in yaridegismeli olmasi igin gerek ve

yeter kosul R[z;z71]in yaridegismeli olmasidir (Huh et al. 2002).
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Ispat: Kabul edelim ki R[z] yaridegismeli olsun. M = {1,z,z? ...} kiimesinin
R[z)'in ¢arpimsal kapal bir alt kiimesi oldugu agiktir. M~!R[z] = R[z;z7!] oldugu
gozoniine almarak Onerme 323 geregince R[z] yaridegismeli iken R[z; z~ '] yaridegis-
melidir. Diger yandan R[z;z~!] yaridegismeli olsun. R[z]; R[x;z~']in alt halkasi

olarak diigtiniildiigiinde R[z]'in yaridegismeli oldugu aciktir. U

Simdi boliim halkasinin yaridegismeli olmasiyla ilgili bazi karakterizasyonlar verelim.
Bir R halkasmin herhangi sifirdan farkl bir I 6z ideali i¢in I ve R/I yaridegismeli
iken R’nin yaridegismeli olmasindan siiphe edilebilir. Fakat asagidaki ornekte bu

ifadenin dogru olmadig1 gosterilmistir.

Ornek 3.2.5 Huh vd. (2002) tarafindan yapilan galigmada ifade edilen F' boliimlii

F F
bir halka olmak tizere F' iizerinde 2 x 2 tipindeki matrislerin R = ust

0 F

tiggensel halkasini goz ontine alalim. F' boliimlii halka oldugundan yaridegismeli
oldugu aciktir. Onerme B0 geregince R Abelyan olmadigindan yaridegismeli
degildir. Simdi R'nin uygun sifirdan farkh bir I ideali i¢in R/I ve I'nin yaridegismeli

oldugunu gosterelim. R'nin sifirdan farkh 6z idealleri

F F 0 F 0 F
, ve
0 O 0 F 0 0
bi¢imindedir.
) F F
Ilk olarak I = olsun. O halde R/I = F olup R/I yaridegismelidir.
0 0
a b c d
Simdi I'nin yaridegismeli oldugunu gosterelim. , € I olmak
00 0 0
a b c d ac ad
lizere = 0 olsun. Bu durumda = 0 olup buradan
00 00 0 O
ac = 0 = ad bulunur.
e f
Eger a = 0 ise, e, f € F olmak {izere € [ igin;
0 0
0 b e f c d

0 0 0 0 0 0
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olur. Eger a # 0 ise, F' boliimlii halka oldugundan ¢ = d = 0 olup bu durumda

a b e f 0 0 0
00 0 0 00
elde edilir. Sonug olarak I yaridegismelidir.
0 F
J = olmak tizere R/J ve J'nin yaridegismeli oldugu da benzer sekilde
0 F
0 F
gosterilir. Son olarak K = olsun. O halde R/K = F @& F ve boylece
0 0

R/K yandegigmelidir. Aym zamanda K? = 0 olmasi K 'nin yaridegismeli olmasini

gerektirir.

I ideali tizerindeki kosgul giiclendirilerek agsagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.6 Bir R halkasinin uygun bir [ ideali igin R/I yaridegigmeli olsun.
Eger I inmis ise, R yaridegismelidir (Huh et al. 2002).

Ispat: R/I yaridegismeli ve [ inmig olsun. a,b € R i¢in ab = 0 oldugunu kabul
edelim. I, R'nin bir ideali oldugundan bIa C I olup kabulden (bla)? = 0 ve I inmis
oldugu icin bla = 0 olur. Diger yandan aRbI C I olup

((aRb)I)? = aRbIaRbI = aR(bla)RbI = aRORbI = 0

ve I inmig oldugundan aRbI = 0 bulunur. Boylece (aRb)* C aRbI =0 ve aRb C I
olup / inmig oldugundan aRb = 0 elde edilir. Boylece R yaridegismelidir. U

Bir R halkasinin bazi 6zel tipteki matris halkalarinin hangi kogullar altinda yaridegis-
meli oldugu farkli yazarlar tarafindan incelenmistir. n = 3 i¢in S3(R) halkasinin

yaridegismeli olmasi i¢in agagidaki karakterizasyon verilmistir.

Onerme 3.2.7 R inmig bir halka olmak tizere;

a b c
S3(R) = 0 a d ca,be,de R
0 0 a

yaridegismelidir (Kim and Lee 2003).
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a b ay by ¢

Ispat:  Kabul edelim ki R inmisve | 0 a; d; |,]| 0 a dy | € S3(R)
0 0 a 0 0 a
a; by ¢ as by ¢
icin 0 a d; 0 ay dy = 0 olsun. O halde agagidaki egitlikler elde
0 0 a 0 0 a
edilir.
ajas =0 (3.1)
aiby +bias =0 (3.2)
aico + bidy + cras =0 (3.3)
ardy + dias =0 (3.4)

Onerme B3 geregince inmis halkalarm yaridegismeli oldugu kullanilarak asagidaki
hesaplamalar yapilir. (3.1) esitliginden a; Ras = 0 bulunur. (3.2) esitligi sagdan as
ile carpilirsa aiboas + biasas = 0 olup biasas = 0 ve buradan bjas, = 0 elde edilir.
Bu durumda b; Ray = 0 olur. (3.2)’den a;by = 0 olur. Bundan dolay1 a; Rby = 0
bulunur. (3.4) esitligi sagdan as ile garpilirsa benzer sekilde dy Ras = 0 ve a3 Rdy = 0

olur. (3.3) esitligi sagdan as ile garpilirsa
0= a1C209 + b1d2a2 + C1Q909 = C1G202

olup buradan cjas = 0 bulunur. Bu durumda c; Ras = 0 olup asagidaki esitlik elde

edilir.
a1Cy + bldg =0 (35)

(3.5) esitligi sagdan a; ile ¢arpilirsa a;dy = 0 oldugundan Uyar1 2.5.9] geregince
dyaq = 0 bulunur. Bu ifade (3.5)’te yerine yazilirsa ajcoa; = 0 elde edilir. a3 Rce = 0

ve bidy = 0 oldugu icin by Rdy = 0 dir. Onceki sonuclar kullamlarak, r,s,t ve u € R

r s t
olmak iizere, herhangi bir | 0 r « | € S3(R) igin;
00 r
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aq b1 C1 r s t a9 bg Co

0 a1 d; 0 r u 0 ay dy | = 0'dir. Sonugta S3(R) yaridegis-
0 0 u 00 r 0 0 ae
melidir.

n > 4 i¢in S, (R) halkasimin yaridegismeli olmasindan siiphe edilebilir. Fakat agagida

verilen ornek bu ihtimali ortadan kaldirir.

Ornek 3.2.8 Kim ve Lee (2003)

01 -1 0 00 0O
00 0 0 0001 N
A= ,B = € S4(R) i¢gin AB = 0’dir fakat
00 0 O 0 0 01
00 0 O 00 0O
00 0O 0 0 01
0010 00 0O
C = € S4(R) i¢in ACB = # 0'dur.
00 0O 00 0O
00 0O 00 0O

Boylece Sy(R) yaridegismeli degildir. n > 5 i¢in de S, (R)’nin yaridegismeli olmadig:

benzer sekilde gosterilebilir.

Agagidaki teoremde UT M, (R)’'nin bagka bir 6zel alt halkasi olan U,,(R) nin yaridegis-

meli olmasi i¢in bir karakterizasyon verilmistir.

Teorem 3.2.9 R inmisg bir halka olmak tizere, agagidaki durumlar saglanir.
(1) Her n =2k + 1 > 3 igin U, (R) yardegismelidir.
(2) Her n =2k > 2 i¢in U, (R) yaridegismelidir (Gang 2007).

ispat:

(1) n=2k+1 > 3 olmak iizere;
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a 0 0
a 0
0
a
o =
ve
b 0 0
b 0
0
b
6:
p,q €{1,2,..

esitlikler elde edilir.

Cp,p

a1,k+1  A1k42
a2 k+1 A2 k42
Ak k+1 Ak k+2

a Qk+1,k+2

a
birs1  bigto
a2 k+1 b2,k+2
bik+1  br ko

b Dit1,k+2
b

=ab=0

a1 2k+1

a2 2k+1

Qg 2k+1
Qp41,2k+1
0
0

a

b1 2k+1

b2 2k41

b 21

brt1,2k+1

0
0
b

Cph+1 = abp ki1 + ap b =0

€ U,(R) i¢in

Cpktitq = phirig T pri1biiriireg + pryrsgh =0

Cht1k+14q = ODk11 kt14q T Q1 k41440 =0

R inmis oldugundan (3.6) esitliginden ba = 0 olur.

ile carpihrsa p = {1,2,...,k} icin bab, ;41 + bayr+1b = 0 bulunur.

., k} olmak {izere aff = (¢,,) = 0 olsun. Bu durumda agagidaki

3.6

w
|

w
oo

3.

)
)
)
9)

(
(
(
(

(3.7) esitligi soldan b

Bu-

radan ba, k110 = 0 olup apx41b = 0 olur. (3.7) esitliginde yerine yazilirsa

ab, p+1 = 0 olur. (3.9) esitligi kullamlarak benzer sekilde ¢ = 1,2, ..

.,k icin

b1 kt14+q = Qk+1 k11440 = 0 bulunur. (3.8) esitligi soldan b ile ¢arpildiginda
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0= babp7k+1+q + bap7k+1bk+1,k+1+q + bap,k+1+qb = bap7k+1+q olur. Béylece her-

hangi bir p,q € 1,2,...,k i¢in a, 41440 = 0 olarak bulunur. Herhangi bir

g €{L,2,...,k} icin;
abp k+1+q + Qpkr10k+1 k4149 =0 (3.10)

olup (3.10) esitligi sagdan a ile garpilirsa, herhangi bir p,q € 1,2,... & i¢in
0 = abp k+14¢0+0ap f1+1bk+1 k+14+q0 = abp k41440 elde edilir. Boylece herhangi bir
p.q € {1,2,...,k}i¢in aby k114, = 0 olarak bulunur. (3.10) esitligi kullanilarak

ap k+10k+1 k+14¢ = 0 bulunur. Her bir ;

¢c 0 - 0 g1 Crreee 0 Cloktl
¢ o+ 0 copp1 Cort2 0 C22k41
0
o ¢ bkt Crki2  c Cr2ktl € U,(R) icin

c Cht1,k+2 ° Ck41,2k+1

c 0

c 0

c

N ={1,2,...,n} olmak fizere , her bir (i,5) € N x N i¢in (ay8);; = d;; =0
oldugunu ispatlamamiz yeterlidir. R inmig oldugundan dolay1 yaridegismelidir.
Boylece p=1,2,...;kveq=1,2,...,k icin
d,, =achb =0
dp 1 =(ac)bppr1 + (acp 1 + priac)b =0
it 1,k4+1+q =(C) byt k149 + (ACH11 k149 + Qg1 4144C)0 = 0
ve
dpkt1+q = (aC)bprr11q + (@Cp 1 + Q410 Vi1 pt14gt
(Cpet14g + Op i+ 1Ch 1 kt14q + Apt144C)0 = 0

esitlikleri elde edilir. Her bir (¢, j) € N x N i¢in (ay3);; = d;; = 0’dir. Sonug

olarak ayf = 0 olup n = 2k + 1 > 3 i¢in U, (R) yaridegigmelidir.
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(2) Benzer olarak ispatlanir. O

Teorem B.2.97un bir sonucu olarak n = 2 alinirsa Uy (R) = T(R, R) olup asagidaki

sonu¢ verilebilir.

Sonuc 3.2.10 R inmis halka olsun. O halde T'(R, R) halkas: yaridegismelidir (Gang
2007).

Yukaridaki sonug dogrultusunda R yaridegismeli iken T'(R, R)’'nin yaridegismeli ol-

masindan giiphe edilebilir. Fakat asagidaki ¢érnek bu ihtimali ortadan kaldirir.

Ornek 3.2.11 Kim ve Lee (2003) tarafindan yapilan c¢alisma geregince H; reel
sayllar cismi iizerindeki Hamilton kuaterniyonlar1 ve R = T'(H,H) olmak {izere
R’nin kendisi ile asikar geniglemesi S ile gosterilsin. Ayni calisgmada R inmis iken

S = T(R, R)’nin terslenebilir (ve bundan dolay1 yaridegigmeli) oldugu ifade edilmistir.

Fakat
0 ¢ 7 0 0 1 k0O
0 0 0 0 0 0 0 k 0
0 0 0 ¢ 0 0 01
00) 0 0 00) 0 0
iken
0 i i 0 i 0 00 01 k0
() (o) ((0]) (o)) Ge) ()
0 0 0 =2 0 0 70 0 0 01 -
() GO UG ()
0 0 -2 0
(OO —2k> 40
0 0 0 0
0 0 0 0

oldugundan S = T'(R, R) yaridegismeli degildir.

Inmis bir R halkas: {izerinde S3(R) halkasim yaridegismeli oldugu Onerme B2 7Tde
ifade edilmistir. Fakat Ornek BZ8 geregince n > 4 icin S,(R)’nin yaridegismeli

30



olmadig1 bilinmektedir. Bundan hareketle Wang (2008) R’nin inmig olmasi duru-
munda her 2 < k < n—1i¢in S*(R) halkasimin UT M,,(R) nin maksimal yaridegismeli
alt halkas: oldugunu gostermistir. Boylece Onerme B2 ve Ornek B2.8de elde

edilen sonuclar genisletilmistir.

R halkasmnim inmis olmasi durumunda S*(R)nin yaridegismeli oldugunu gostermek

icin oncelikle asagidaki teoremi ifade edelim.

Teorem 3.2.12 R inmis olsun. Eger S*(R)’de AB = 0 ise, her i,j ve 2 < k <n
i¢in [A.B];; = 0’dir (Wang 2008).

Ispat:  Varsayalm ki A, B € S¥(R) icin AB = 0 olsun. n iizerinde tiimevarim
ile her i,j ve 2 < k < n igin [AB];; = 0 oldugunu ispatlayacagiz. n = 2 igin;

ai Gz by b

A= , B = > | olmalk fizere AB = 0’dan;
0 aj 0 bl
a1b1 =0 (311)
a1b2 + G,le =0 (312)

esitlikleri elde edilir. R inmisg oldugundan dolay1 bya; = 0’dir. (3.12) esitligi sagdan
a; ile carpilirsa aibsa; + asbia; = 0 olur. Bu durumda a,bsa; = 0 olup buradan
arby = azby = 0 bulunur. O halde; 7,5 = 1, 2. olmak tizere [A.B]; ; = 0’'dur.

aq «

Ap_1, By1 € S*71(R) olmak fizere her 4,7 ve 2 < k < n igin A = ve
0 Anfl

b
B = v € S¥(R) olmak iizere AB = 0 oldugunu kabul edelim. Boylece

0 Bn—l
A, 1B,y = 0 olup tiimevarim hipotezinden her 2 < ¢,j < n icin [A.B;; = 0

o v 1 An—l o Bn—l B
oldugu goriiliir. A = ve B = € S*(R) olsun. Benzer

0 aq 0 bl
sekilde her 1 <14,5 <n —1 i¢in [A.B]; ; = 0 elde edilir. AB = 0’dan

arbin + o+ apo1bpo1, 0+ apbppi1 + a1 pabpog .o arb =0 (3.13)

dir. [A.B];; = 0 yardimiyla sagdan carpma metodu kullanilarak (3.13) esitliginin sol
tarafindaki toplamin her bir terimin sifir oldugu elde edilir. Ttimevarim yontemiyle

her 4,5 ve 2 < k < n igin [A.B]; ; = 0 oldugu ispatlanmig olur. O
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Teorem 3.2.13 R inmis bir halka olsun. Her 2 < k < n i¢in S¥(R) yaridegismelidir
(Wang 2008).

Ispat: Kabul edelim ki A,B € S*(R) igin AB = 0 olsun. Her 2 < k < n
i¢in, n iizerinde tiimevarim yontemi ile S¥( R)’nin yaridegismeli oldugunu gosterelim.

ay Qag by bo

n = 2ign A = , B = € S2(R) olsun. AB = (’dan ve
0 aq 0 bl
Teorem B.2.12'den a1b; = 0, a;by = 0 ve asb; = 0 olarak bulunur. Herhangi bir
C1 C
C= € S2(R) igin R yaridegigmeli oldugundan
0 C1

alclbl = 0, a10162 = 0, a102b1 = O, CLQClbl =0

olur. Buda ACB = 0 oldugunu gosterir. n > 3 olmak iizere S;~| (R)nin yaridegismeli

a a
oldugunu varsayalim. Her2 < k <nve A, 1, B, 1 € S*"1(R) icin A = '
0 Anfl
by B " . :
B = € S¥(R) olmak iizere AB = 0’dan;
0 Bn—l
a1b1 =0 (314)
(116 + aBn—l =0 (315)
An1B,—1 =0 (3.16)

elde edilir. O halde Teorem [3.2.12/den, a5 =0, af3,_1 = 0 ve a1 B,,_1 = 0 bulunur.
Boylece R yardegismeli oldugundan C,_; € S¥”}(R) olmak iizere herhangi bir
C1 Y

¢ = S Ss(R) 1(;111 alclbl = 07 (1,101/8 = 07 aCn—an—l =0 ve
0 Cnfl

a1vB,_1 = 0’dir. Timevarim hipotezinden A, C, 1B, 1 = 0 olup ACB = 0

ispatlanmig olur. Sonug olarak S¥(R)’in yaridegismeli oldugu ispatlanir. O

Sonuc 3.2.14 R inmis bir halka olsun. Her n =2k > 2 ven =2k +1 > 3 icin
A, (R) + RE; ;, yaridegismelidir (Wang 2008).

Teorem 3.2.15 R inmig bir halka olsun. Her 2 < k < n — 1 icin S¥(R),
UT M, (R) nin maksimal yaridegismeli alt halkasidir (Wang 2008).
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Ispat: Varsayalim ki 7 bazi uygun 2 < k < n—1 icin S¥(R)’yi iceren UT M,,(R) nin
maksimal yaridegismeli bagka bir alt halkasi olsun. D = (a;;) € T\ S¥(R) vardir.
T'nin yaridegismeli olmadigini gostermek yeterlidir.

Asgagida belirtilen iki durum s6z konusudur:
1.Durum: Varsayalim ki aq1, ass, . . ., @y, arasinda birbirinden farkli iki eleman olsun.

e 2<i<kicinay =axp=...=a,_1,-1 # a; oldugunu kabul edelim. O halde;
ayy — ay # 0dir. A =D —ayl, = ij ai_,Vt €T, B=E;,, C=V"
olsun. O halde AB = 0 fakat AC'B’nin (1, n). girdisinden dolay1 AC' B # 0’dur.
Bu bir celigkidir.

ok <i<n-—1i¢n ay = aGr—1n-1 = ... = Git1i+1 # a; oldugunu kabul
edelim. O halde an, —a;; # 0'dir. A = D — ayl, = ?:_f aiitVt €T,
B =FE,;;, C=V""olsun. O halde BA = 0 fakat BCA'nn (1, n). girdisinden
dolay1r BC' A # 0’dir. Bu bir celigkidir.

2.Durum: Varsayalim ki a;; = ags = ... = ay, olsun.
e 0<t<j—i—licinay it =agj—i—t41 = .. = Qi_jppy14tk Ve 2 <1 < < k
icin a1 j_j41 = @2 j—4+2 = ... = aj—1 -1 7# a;; oldugunu kabul edelim. O halde

i1 =0 7 0dir. A=D—anly,— g;i_l a1,1+tvt_21;(1] aig;VITt e T
ve B = Ej,n ve O = Vit olsun. O halde AB = 0’dir. Fakat ACB 7& 0'dir. Bu

bir celigkidir.

e 0<t<j—i—1icin agptt = Qg1 htte1 = - =Apyp vek <1 <j<n-—1

IGIN Gp—jyin = Gn—jri-1n—1 = -+ = Qip1541 # a;; oldugunu kabul edelim.
_ Jj—i—-1 t

O halde ay—jyin —a;j # 0dir. A = D —apply — D 5y g1 hp14V" —

" Jai VI €T, B = Ey; ve C =V" olsun. O halde BCAnm (1,n).
girdisinden dolay1 BA = 0’dir. Fakat BC'A # 0’dir. Bu bir geligkidir. U

Sonug olarak S¥(R)’yi kapsayan ve yaridegismeli olan UTM,, (R)nin bagka bir alt
halkas! yoktur.
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Sonuc 3.2.16 R inmis bir halka olsun. O halde;

L a b
S;(R)=T(R,R) = ca,beR
0 a

UT Ms(R)'nin maksimal yaridegismeli alt halkasidir.
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4 BAZI GENISLETILMIS YARIDEGISMELI HALKA SINIFLARI

Bir halkanin herhangi bir endomorfizmasi, sifiriislii elemanlarinin kiimesi, merkezi
veya polinom halkas1 kullanilarak yaridegigmelilik tanimi genigletilmis ve bu sayede
pek cok farkli halka simifi insa edilmis ve oOzellikleri incelenmistir. Bu boliimde
bir takim genigletilmis yaridegismeli halka simiflar1 tanitilacaktir. Ik olarak bir
halkann tiim sifiriislii elemanlarimin kiimesi kullanilarak Liang vd. (2007) tarafindan

tanimlanan zayif yaridegismeli halka sinifi ele alinacaktir.

4.1 Zayif Yaridegismeli Halkalar

Tanim 4.1.1 Liang vd. (2007) herhangi a,b € R icin ab = 0 iken herhangi
bir r € R i¢in arb € nil(R) oluyorsa R halkasi zayif yaridegismeli halka olarak
adlandirmiglardir. Herhangi yaridegismeli bir halkanin zayif yaridegismeli oldugu

aciktir. Asagidaki 6rnekte ise bu ifadenin kargitinin dogru olmadig1 gosterilmektedir.

Onerme 4.1.2 Liang vd. (2007) R inmig bir halka olsun.

(

a a2 a3 ... Qaip
0 a o3 ... QAgpn
Sp(R) = 0 0 a U3n Da,a; €R

0 0 0 0 a

\ Vs

olmak fizere Ornek BZR de ifade edildigi gibi n > 4 i¢in S, (R) yaridegismeli degildir

fakat zayif yaridegismelidir. Bunu gostermek igin oncelikle agsagidaki iddiay1 ispat-

layalim.

Iddia1: Bir R halkasinm zaylif yaridegismeli olmasi i¢in gerek ve yeter sart herhangi
bir n igin UT'M,,(R) st tiggensel matris halkasinin zayif yaridegismeli olmasidir.

Zayif yaridegismeli bir halkanin herhangi bir alt halkasinin da zayif yaridegismeli
oldugu kolayca goriilebilir. Boylece UT'M,,(R) zayif yaridegismeli iken R’nin zayif

yaridegismeli oldugu agiktir. Aksine R zayif yaridegismeli olsun. AB = 0 olacak
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sekilde

a1
0
A= 0
0
alalim.
AB =

a1z a3
A2 Q23
0 as3
0 0
a11011
0

0

0

A1p
A2n

a3n,

0 ap,

a11b12 + a12b22

22092

0

0

bir bz bz
0 by bos
0 0 bss
0O 0 0 0

a11013 + a12ba3 4 a13b33

a22b93 + az3bs3

azzbss

0

e UTM,(R)

*

*

* =0
annbnn

oldugundan herhangi 1 < ¢ < n icin a;b; = 0 elde edilir. R zayif yaridegismeli

oldugundan herhangi bir ¢; € R igin (azciuby;)* = 0 olacak sekilde k; € N vardir.

k = max{ky, ks, ..
Herhangi C' =
ajic11bn
0
(ACB)* = 0
0

C11 C12

0 Co2

0 0

0 0
*

a22¢22b22
0
0

C13
C23

C33

Cin

Con

C3n

0 cum
* *
* %
a33c3zbss *

0

0 annCunbnn

., k,} olsun. Bu durumda her bir i i¢in (acibi)* = 0 olur.

€ UT M, (R) eleman i¢in

0 00

000 O

0

ve buradan (ACB)*" = 0 olup AC'B € nil(UT M, (R)) oldugundan UT M, (R) zayf

yaridegismelidir. R inmis oldugundan yaridegismelidir. Iddial geregince U TM,(R)

zayif yaridegismeli olup S,,(R); UT M, (R) nin bir alt halkas1 oldugundan zayif yari-

degismelidir.
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Iddia1’den asagidaki sonuca kolayca ulagilabilir.

Iddia2: Eger R inmig ise UT'M,,(R) iist ticgensel matris halkas1 zayif yaridegisme-
lidir.

Ornek 4.1.3 OrnekB.2.5/deki R = halkas1 abelyen olmadigindan dolay1
0 F

yaridegismeli degildir. Fakat yukaridaki 6nermede ifade edilen [ddia2 geregince R

zayif yaridegismelidir.
Onerme B2 de n = 2 durumu icin asagidaki sonug ifade edilebilir.

Sonuc 4.1.4 Bir R halkasinin zayif yaridegismeli olmasi icin gerek ve yeter kosul

T(R, R) halkasmin zayif yaridegismeli olmasidir (Liang et al. 2007).

Huh vd. (2002) bir R halkas1 ve herhangi pozitif n tamsayisi i¢in R inmis ise
Rlz]/(2™)’in terslenebilir oldugunu ifade etmiglerdir. Bundan dolay1 yaridegismelidir.
Buna dayanarak R terslenebilir ya da yaridegismeli iken, n > 2 igin R[z]/(z")’in
yaridegigsmeli olmasindan siiphe edilebilir. Gergekten agagidaki 6rnek bunun dogru

olmadigini gosterir.

Ornek 4.1.5 H, reel sayilar cismi tizerinde Hamilton kuaterniyonlar1, R = T'(H, H)
ve S = T(R, R) olsun. Bu durumda R halkas: terslenebilirdir.

0 1 0 —i 10/ i 0
olmak tizere H = {al 4+ bi + ¢j +dk : a,b,c,d € R} dir. H degismeli olmayan bo-
limlii bir halkadir. Bu durumda R = T'(H,H) terslenebilirdir. Dolaysiyla R
yaridegismelidir. Fakat Kim ve Lee (2003) geregince

s
S=T(R,R) = :rsEeER
0 r

varidegismeli degildir. Ayrica R[z]/(2?) = T(R, R) oldugunu goz oniine alalim.

Boylece herhangi n > 2 icin,

37



apg ap A ... QAp—1

0 apg ai; ... Qp—2
Rlz]/(a") = 0 0 ap ... ap3 | : w€ER
(Lo 0 0 ... a )

yaridegismeli degildir (Liang et al. 2007).

Fakat agagidaki sonugta R yaridegismeli iken R[x]/(z")’in zayif yaridegigmeli oldugu

ifade edilmigtir.

Sonuc 4.1.6 R halka ve n pozitif tam say1 olmak iizere R'nin zayif yaridegismeli
olmasi i¢in gerek ve yeter sart R[x]/(z")’in zayif yaridegismeli olmasidir (Liang et

al. 2007).

Yukaridaki Onerme I 2de Iddial’den, n > 2 olmak tizere R zayif yaridegismeli
iken M, (R) halkasmin zayif yaridegismeli olmasindan giiphe edilebilir. Fakat agagi-

daki 6rnek bunun dogru olmadigini gosterir.

Ornek 4.1.7 Zayif yaridegismeli olan Z tamsayilar halkasini ve Ms(Z) halkasini

ele alalim.

0 0 0 0 0 0

olup

01 11 11 11 .
= ¢ nil(My(Z))
0 0 11 0 0 0 0

oldugundan dolayr My(Z) zayif yaridegismeli degildir (Liang et al. 2007).

Huh vd. (2002)de elde edilen sonuglarda R yaridegismeli iken R[x] polinom hal-
kasinin yaridegismeli olmadigh ifade edilmistir. Ancak R yaridegismeli iken R[x]

polinom halkasinin zayif yaridegismeli oldugu ileride gosterilecektir.

Tanim 4.1.8 R halkasinin bir o endomorfizmasi icin a,b € R olmak flizere

ab =0 < aa(b) = 0 oluyorsa R'ye a-sartini saglayan bir halka denir.
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R’nin a-sartini saglayan yaridegismeli bir halka olmasi durumunda R[z;«a] skew

polinom halkasinin zayif yaridegismeli oldugu gosterilecektir.

Lemma 4.1.9 R, a-sarti saglasin. O halde a,b € R icin ab € nil(R) ise aa(b) €
nil(R)’dir (Liang et al. 2007).

Ispat: R a-sartimsaglasin ve a,b € R olmak iizere ab € nil(R) olsun. Bu durumda
(ab)k = 0 olacak sekilde k € N vardir. Yani; (ab)* = 0 iken a(bab...ab) = 0’dir.
R, a-sartm sagladigindan ac(bab...ab) = 0 olur. « endomorfizma oldugundan
ac(b)a(ab...ab) = 0 olup tekrar a-sart1 kullamlarak aa(b)ab...ab = 0 bulunur.
Aym sekilde devam edilerek (ac(b))* = 0 bulunur. Béylece aa(b) € nil(R) elde
edilir. 0

Lemma 4.1.10 R yaridegismeli bir halka olsun. O halde nil(R), R'nin bir idealidir
(Liu 2006).

Ispat: Kabul edelim ki R yaridegigmeli bir halka olsun. a,b € nil(R) alahm. Bu
durumda a™ = 0 ve b™ = 0 olacak sekilde m,n € N vardir. £k = m + n + 1 olsun.
Bu durumda (a + b)* = Y @b a®2b2 .. abs olur. 0 < iy, ig, ..., 05, 1,02, -5 Js <
kvei +io+ ... +%+Jj1+Jo+ ... +7Js = k oldugu aciktir. 2y + 19 + ... +
is > m ise a'a®...a = aT2t-Tis olur. Boylece R yaridegismeli oldugundan
a2z .. b = 0 yani (a + b)F = 0 elde edilir. i + iy + ... + iy < m
ise; j1,72,...,0s > n olup H1T2tFis = (O bulunur. R yaridegismeli oldugundan
a'bra2b2 .. b = 0 yani (a + b)* = 0 elde edilir. Boylece a + b € nil(R) olur.
Ayrica a € nil(R) ve r € R igin a™ = 0 egitligi ve R'nin yaridegismeli oldugu
kullamilarak (ar)™ = 0 ve (ra)™ = 0 olur. Boylece ar € nil(R) ve ra € nil(R)
oldugundan nil(R); R'nin idealidir.

Lemma 4.1.11 R, a-sartim saglayan yaridegismeli bir halka olsun. f(x) = ao +
ax + ...+ apx™, g(x) = by + bz + ... + bya™ € Rx;al, f(z)g(x) = 0 olacak
sekildeki polinomlar ise her bir i, j i¢in a;a’(b;) € nil(R)’dir (Liang et al. 2007).

Ispat: R, a-sartimu saglayan yaridegismeli bir halka ve f(z) = Y7 a2’

g(z) = Z;‘l:o bjxj € R[z; a] polinomlar igin;
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m+n
f@)g(z) = < > aﬂ%@)) " =0

k=0 \i+j=k
olsun. Polinomlarin esitliginden z*’l1 terimlerin katsayilar1 0’a esitlenirse;

Z a;a' (b)) =0

i+j=k
bulunur. Her bir 4, j igin a;a’(b;) € nil(R) oldugunu gostermek igin i + j iizerinde
tiimevarim uygulayalim. i = j = 0 olmak tizere i + j = 0 igin agby = 0 € nil(R)
oldugu (2%l terimin katsayisindan) aciktir. Kabul edelim ki 1 < p < m + n olmak
lizere i + j < p igin a;'(b;) € nil(R) olsun. Lemma geregince herhangi w € N
igin a;a"™(b;) € nil(R) ve buradan o't (b;)a; € nil(R) bulunur. z?’li terimin
katsayis1 olan;

Z a;a’(b;) =0 (4.1)

i+j=p
esitligi sagdan ag ile garpilirsa agb,ag + ayc(bp—1)ag + ... + apaP(by)ag = 0 olup
apbpag = — Y0 a;a'(by—;)ag € nil(R) ve buradan agb, € nil(R) bulunur. (4.1)
esitligi sagdan ay ile garpilirsa agb,a; + ay(bp—1)a;s + ... + apaP(bg)a; = 0 olup
aobyar + ara(by,_1)a; = — >0, a;a’(by,_;)ar € nil(R) ve buradan a;a(b,_1) € nil(R)
bulunur. Bu sekilde devam edilerek i+ j = p igin a;a’(b;) € nil(R) elde edilir. Sonug

olarak her 0 < i < m ve 0 < j <n i¢in a;a'(b;) € nil(R) oldugu goriiliir.

Lemma 4.1.12 R, a-sartin1 saglayan yaridegigmeli bir halka ve f(x) = ag + a1z +
...+ a,z™ € R[x;a] olsun. ag,ay,...,a, € nil(R) ise; f(x) € nil(R[z; o)) dir (Liang
et al. 2007).

Ispat: R, a-sartim saglayan yaridegismeli bir halka, f () = D", aix’ € Rlz;q]

i¢in ag, ai, . .., a, € nil(R) olsun. O halde a™ = 0 olacak sekilde mq, my,...,m, €
N vardir. & = mg +my + ... + my, + 1 olsun. Bu durumda; a;,,ai,,...,a; €
{ag,ay,...,a,} olmak tizere;

kn
(f(x))k = Z ( Z ai1ai1 (ai2)ail+i2 (aia) cet O‘il+i2+m+ik1(aik)> z”

s=0 i1+i2+...Fig=s
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bicimindedir.

ailail (am)aiﬁi?(ai?’) .. .a“”ﬁ'“”’“*l(aik) (4.2)

carpimini ele alalim. Kolayca kontrol edilebilir ki (4.2) ifadesindeki a;’ler m,’lerden
daha fazla olacak sekilde a; € {ag,ai,...,a,} vardir. (4.2)’de a;/nin s > m; defa
goriindiigiini kabul edebiliriz. b; € R, ji,J2,...,7s € N olmak {izere (4.2) ifadesi

yeniden diizenlenirse;
boa?* (ay)bia? ™2 (ay) . . . byl T2 Fs (g,)b,
olur. af = 0 ve R, sartin1 saglayan yaridegismeli halka oldugundan,
boa  (a;)bia? 72 (ay) . .. by_ya? TR (g,)by = 0
elde edilir. Boylece (4.2) esitligi 0’a esit olur. Sonug olarak
Z ailah(aig)ail—’—b (ai?)) N -ai1+i2+"'+ik_l(aik)) =0

i1+io+...+ip=s

olmasi f(z) € nil(R[x; a]) olmasim gerektirir. O

Teorem 4.1.13 R, a-sartini saglayan yaridegismeli bir halka olsun. Bu durumda

R|x; o] zayif yaridegismelidir (Liang et al. 2007).

ispat: R’nin, a-sartin1 saglayan yaridegismeli bir halka oldugunu kabul edelim.
f(x)g(z) = 0 olacak sekilde f(z) = Y a;ix’, g(x) = Y77 bja’ € Rlz;a] alahm.
R yaridegismeli oldugundan Lemma ELT.TIden herhangi 4,j i¢in (a;a’(b;))™ = 0
olacak sekilde n;; € N vardir. Boylece Lemma ET.9dan herhangi ¢ € N igin
(a;a (b)) = 0’dir. O halde h(z) = 3¢ c.a® € R[z; a] olmak fizere 0 < i < m,
0<j<nve0<s<kign a;a'(cs)a*(b;) € nil(R) olur. Buradan;
m+n+k ' '
st =3 (32 aatternn))
t=0 i+j+s=t
elde edilir. Lemma ETT0'dan herhangi ¢ icin ),  aia’(cs)a'**(b;) € nil(R) olup
Lemma L TIXden f(z)h(z)g(x) € nil(R[z; «]) bulunur. Sonug olarak R[z; ] zayif

yaridegismelidir. O
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Teorem 4.1.14 R yaridegigmeli bir halka olsun. Bu durumda R[z] zayif yaride-
gismelidir (Liang et al. 2007).

ispat: R yaridegismeli oldugundan Teorem LT3 den R|x; o] zayif yaridegigmelidir.
Ozel olarak o = 15 almirsa R[z; 1z] = R[z] zayif yaridegismelidir. O

Asagidaki onermede zayif yaridegismeli halkalara bir 6rnek verilmistir.
Onerme 4.1.15 Bir R halkas: icin agagidaki ifadeler denktir.

(1) R zayif yaridegigmelidir.

(2) M~Y(R) zayif yardegismelidir (Liang et al. 2007).

Ispat:  R; M~'(R)nin alt halkas: oldugu icin M~'(R) zayif yaridegismeli iken
R’nin zayif yaridegismeli oldugu agiktir. Simdi R’nin zayif yaridegismeli oldugunu
kabul edelim. w,v,w € M ve a,b,c € R ve v = w'c € M~*(R) olmak iizere
a=u"lta,f=v"'b e M~'(R)icin aB = 0 olsun. M; R’'nin merkezinde oldugundan
0=af=utav'b= (u v 1)ab olup ab = 0 bulunur. R zayif yaridegigmeli oldugu

icin (ach)™ = 0 olacak sekilde n € N vardir. Boylece
(ayB)" = (v taw tev™10)" = ((vwu) tach)” = ((vwu) )" (ach)™ = 0
oldugundan M~!(R) zayif yaridegismelidir. O

Sonuc 4.1.16 Bir R halkasi igin R[z]'in zayif yaridegismeli olmasi igin gerek ve
yeter sart R[z;x~!]’in zayif yaridegismeli olmasidir (Liang et al. 2007).

Ispat:  R[z]; R[z; 2 ']in alt halkas: oldugu icin R[z; 2] zayif yardegismeli iken
R[x]'te zayif yaridegismeli olur. Simdi R[z]'in zayif yaridegismeli oldugunu kabul
edelim. M = {1,z,2?, ...}, R[x]'in ¢arpimsal kapali bir alt kiimesidir. M~'R[z] =
Rz, 27'] oldugu kullamlarak Onerme geregince R[z;x71] zayif yaridegismeli

bulunur. O

Sonuc 4.1.17 R yandegismeli bir halka ise R[z; z~!] zayif yaridegismelidir. (Liang
et al. 2007).
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Ispat: R halkasi yaridegismeli iken R[z]| polinom halkasi zayif yaridegismeli olup
sonu¢ L LTI6 dan R[z, z7!] zayif yaridegismeli bulunur.

Teorem geregince R/I yaridegismeli olacak gekilde /; R’nin inmig bir ideali ise;
R'nin yaridegismeli oldugu bilinir. Fakat Ornek B2 te I ve R/I yaridegismeli iken
R'nin yaridegismeli olmadigr gosterilmistir. Asagidaki teoremde zayif yaridegismeli
R/I halkasi igin [ yaridegismeli iken R’nin zayif yaridegismeli oldugu ifade edilmistir.

Daha once elde edilen sonuglar bu teoremin bir sonucu olarak basitce ifade edilmistir.

Teorem 4.1.18 Bir R halkasi ve uygun bir [ ideali igin R/I zayif yaridegismeli
olsun. Eger I yaridegismeli ise R zayif yaridegismelidir (Liang et al. 2007).

Sonuc 4.1.19 Bir R halkasi ve uygun bir [ ideali igin R/I yaridegismeli olsun.
Eger I yaridegismeli ise R zayif yaridegismelidir (Liang et al. 2007).

Sonuc 4.1.20 Bir R halkasi igin eger I, R'nin R/I zayif yaridegismeli olacak
sekildeki inmig bir ideali ise R zayif yaridegismelidir (Liang et al. 2007).

Sonuc 4.1.21 Bir R halkas: igin eger I, R'min R/I yaridegismeli olacak gekildeki

inmig bir ideali ise R yaridegismelidir (Huh et al. 2002).

Onerme 4.1.22 R bir halka ve I, R'nin R/I zayif yaridegismeli olacak sekilde bir

ideali olsun. Eger I C nil(R) ise R zayif yaridegismelidir (Liang et al. 2007).

4.2 o-Yaridegismeli Halkalar

Bu boliimde Bager ve Kwak (2010) tarafindan bir halkanin bir endomorfizmasi
yardimiyla tanimlanan yaridegismeli halkalarin bir geniglemesi olan a-yaridegismeli

halkalar tanitilacak ve bazi ozelliklerine yer verilecektir.

Tanim 4.2.1 Bir R halkasinin o« endomorfizmas i¢in, a,b € R olmak iizere ab =
0 iken aRa(b) = 0 oluyorsa o’ya yaridegismeli endomorfizma denir. Eger bir R
halkasinin yaridegismeli bir & endomorfizmasi varsa R’ye a-yaridegismeli halka denir

(Bager and Kwak 2010).
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Uyar: 4.2.2 Eger R, 1gp-yaridegismeli ise yaridegismelidir. a-yaridegismeli bir R
halkasinin «(S) C S sartin saglayan her S alt halkasi da aym sekilde a-yaridegismeli
olur. Eger R bolge ise R'nin herhangi bir a endomorfizmasi i¢in R a-yaridegismelidir.
Her bolgenin inmig ve boylece yaridegismeli ayn1 zamanda a-yaridegismeli oldugu
gozontinde bulundurularak asagidaki érnekte a-yaridegismeli olmayacak sekilde de-

gismeli ve inmig bir halkanin bir endomorfizmasinin var oldugu gosterilmistir.

Ornek 4.2.3 Bilinen toplama ve ¢arpma iglemleriyle birlikte R = Zy & Zs halkasini
gozoniine alalim. R degismeli ve inmis oldugundan yaridegismelidir. o : R = R
olmak tizere a((a,b)) = (b,a) seklinde tanimlanan «, R'nin bir otomorfizmasidir.
a = (1,0), b =(0,1) € R igin ab = 0’dir. Fakat (1,1) € R i¢in (0,0) # (1,0) =
(1,0)(1,1)(1,0) = (1,0)(1, 1)(0,1) = a(1,1)a(b) € aRa(b) oldugundan dolay1 R,

a-yaridegigmeli degildir.

Asgagidaki 6rnekte R'nin sifirdan farkl uygun bir [ 6z ideali igin R/1, a-yaridegismeli
ve I, a-yaridegismeli iken R,a-yaridegismeli olmayacak sekilde R’'nin birimden farkl

bir a otomorfizmasinin var oldugu gosterilmistir.

Ornek 4.2.4 Baser ve Kwak (2010) tarafindan belirttigi gibi F' bir cisim olmak

F F
lizere R = ve o : R — R endomorfizmasi
0 F
a b a —b
(8% =
0 c 0 c
11 0 -1
ile tanimlh olsun. A = ve B = € R icin AB = 0’dir.
00 0 1
1 — _
Fakat € Rigin 0 # A a(B) € ARa(B) oldugu igin R a-
0 1 0 1

yaridegismeli degildir. R’nin sifirdan farkl;
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6z ideallerinin a-yaridegismeli oldugu kolayca gorilir. R/I = F ve R/J = F oldugu

F
icin, R/I ve R/J'de a-yaridegismelidir. Son olarak K = ideali icin
0 0

a 0O
R/K = + K : a,c € F ) boliim halkasi inmistir ve &, R/K fizerinde
0 ¢

birim déniigimdiir. Dolayisiyla R/K halkasi a-yaridegismelidir.

Bager ve Kwak (2010) ideal {izerindeki kosulu giiglendirerek; ideal a-kat1 ve buna
karsilik gelen boliim halkasi a-yaridegismeli iken halkanin a-yaridegismeli oldugunu

agagida yer alan onermedeki gibi gostermiglerdir.

Onerme 4.2.5 Bir R halkasmnin a(l) C I olacak sekildeki uygun bir [ ideali
icin R/I, a-yaridegismeli olsun. Eger [, birimsiz bir halka olarak a-kat1 ise R,

a-yaridegigmelidir (Bager and Kwak 2010).

Ispat: a,b € R i¢gin ab = 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda a + I,b +
I € R/I olup (a+ I)(b+ 1) = ab+ 1 = I ve R/I a-yaridegismeli oldugundan
(a+I)(R/I)a(b+ 1) = (a+I)(R/I)(ca(b) 4+ I) = I olur. Buradan her r +1 € R/I
icin (a + I)(r + I)(a(b) + I) = I olup ara(b) + I = ['dir. Yani ara(b) € I olur.
Dolaysiyla aRa(b) C I'dir. Diger yandan (a(b)Ia(a))? = a(b)la(a)a(b)lala) =
ab)la(ab)la(a) = 0’dir. a(b)la(a) € I ve I, a-kat1 ve boylece inmig oldugu igin
a(b)la(a) = 0’dir. I a-kat1 oldugundan aRa(b)Ia(aRa(b)I) = 0 olup aRa(b)l =0
bulunur. aRa(b)a(aRa(b)) C aRa(b)I = 0'dan aRa(b) = 0 olup R, a-yaridegismeli
dir. U

Huh vd. (2002) tarafindan yapilan ¢alismada yer alan Teorem [3.2.0} Onerme A2.5in

bir sonucu olarak agagidaki bicimde verilebilir.

Sonuc 4.2.6 Teorem B.2.0Idan R/I yaridegismeli olacak sekildeki bir I ideali igin
I inmis ise R yaridegismelidir (Huh et al. 2002).

Asgagidaki onermede a-yaridegismeli halkalarin baz 6zelliklerine yer verilmistir.
Onerme 4.2.7 a-yaridegigsmeli bir R halkasi igin;

(1) Eger o, R'nin bir monomorfizmas: ise a(1) = 1’dir.
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(2) a(l) = 1 olmasi igin gerek ve yeter sart R halkasimmin herhangi bir e oziislii

elemani i¢in a(e) = e olmasidir (Bager and Kwak 2010).
ispat:

(1) R a-yaridegismeli bir halka olmak iizere a’nin monomorfizma oldugunu kabul
edelim. a(1)(1—a(1)) = 0 olup kabiilden a(1) Ra(1 — (1)) = 0 olur. O halde
0=a(l)a(l—a(l) =a(l)(a(l) — a(a(l)) ve buradan «(1) = a(a(l)) elde

edilir. @ monomorfizma oldugu igin a(1) = 1’dir.

(2) a(l) =1 ve e =e € Rolsun. O halde e(1 —¢) = 0 ve (1 —e)e = 0'dur.
Boylece eRa(l —e) = 0 ve (1 — e)Ra(e) = 0’dir. Dolaysiyla ea(1 —e) = 0
olup e(1 — a(e)) = 0 ve buradan ea(e) = e’dir. Diger yandan (1 —e)a(e) =0
oldugu i¢in a(e) = ea(e) bulunur. Boylece a(e) = e elde edilir. Karsit ispat

ise aciktir. 0
Onerme A27de (1)’in kargitinin dogru olmadig: agagidaki 6rnekte gosterilmistir.

Ornek 4.2.8 F bir cisim ve R = F[z] olsun. R bolge oldugundan a-yaridegismeli bir
halkadir. f(x) € R igin a: R — R endomorfizmas: a(f(z)) = f(0) ile tanimlansim.
a(l) = 1’dir. Fakat o monomorfizma degildir (Bager and Kwak 2010).

Agagidaki onerme a-yaridegismeli halkalara bir 6rnek tegkil eder.

Onerme 4.2.9 a(l) = 1 olmak tizere R, a-yaridegismeli halka ve S bolge ise R ile
S’nin Dorroh geniglemesi D = R x S, a-yaridegismelidir (Bager and Kwak 2010).

ispat: (r1,81), (r2,82) € D igin (ry, s1)(r2, s2) = 0 olsun. O halde 17y + s179 +
5911 = 0 ve s189 = 0’dir. S bolge oldugundan s; = 0 veya sy = 0’dir. Eger s; = 0 ise
0 = riro+ 8119+ 8211 = rire+S9ry ve buradan r1(ro+s2) = 0’dir. R, a-yaridegismeli
bir halka ve «(1) = 1 oldugundan her ¢t € R i¢in 0 = rita(ry + s9) = rita(rs) +
ritse’dir. Herhangi (r,s) € D igin (11, s1)(r, $)a((r2, $2)) = ((rir+sr)a(ry) + (rir+
sr1)82,0) = 0 olup (71, s1)Da((rq, s2)) = 0’dir. Eger sy = 0 ise (r1 + s1)r2 = 0 ve
0 = (r1 + s1)Ra(ry) = 0’dir. Buradan benzer sekilde (71, s1)Da((ra, s2)) = 0 elde
edilir. Sonug olarak D = R x S, a-yaridegigmelidir. O
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Sonuc 4.2.10 Eger R yaridegismeli bir halka ve S bolge ise D = R x S, yaridegis-
melidir (Bager and Kwak 2010).

Onerme .29 da ifade edilen a(1) = 1 kogulunun kaldirilamayacag: asagidaki 6rnekte

gosterilmigtir.

Ornek 4.2.11 Baser ve Kwak (2010) tarafindan ifade edilen R = Z,®Z, halkasin,
a((a,b)) = (0,b) ile tamimh o : R — R endomorfizmasimi ve R'nin Z ile Dorroh
geniglemesi olan D’yi gozoniine alalim. D’de ((1,0),0)((1,0),—1) = 0’dwr. Fakat
((1,0),0) € D igin ((1,0),0)((1,0),0)a((1,0),—1) = (—(1,0),0) # 0’dir. Boylece
D, a-yaridegismeli degildir.

Agagidaki 6nermede bir halkanin polinom halkasinin a-yaridegismeli olmasi igin bir

karakterizasyon verilmistir.

Onerme 4.2.12 (1) = 1 olmak iizere R[z]'in a-yaridegismeli olmasi icin gerek ve

yeter sart R[z; x~!]’in a-yaridegismeli olmasidir (Bager and Kwak 2010).

Ispat: R[z]'in a-yardegismeli oldugunu kabul edelim. f(z),g(z) € Rlz;27"] icin
J(@)g@) = 0 olsun. fi(x) = f(@2)a", gi(x) = g(@)a” € Rla] ve fi(@)ga(z) = 0
olacak sekilde pozitif bir n tam sayis1 vardir. R[z], a-yaridegismeli oldugundan
fi(x)Rlz]a(gi(x)) = 0’dir. Herhangi h(z) € R[x;z7!] igin hy(z) = h(z)z™ € R|x]
olacak sekilde pozitif bir m tamsayisi vardir. fi(z)R[z]a(gi(z)) = 0 ve a(l) =
1 oldugundan f(z)h(z)a(g(z)) = fi(x)hi(x)a(gi(z))z™2""™ = 0 olur. Boylece
f(x)R[z; x~Ya(g(x)) tir. Sonug olarak; R[z;z~!], a-yaridegismelidir. O

Onerme 212 de « yerine birim endomorfizma almarak Onerme B.247de ifade edilen

agagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 4.2.13 Bir R halkasi i¢in, R[z]’in yaridegigmeli olmasi igin gerek ve yeter

sart R[x; x7!]’in yaridegismeli olmasidir (Huh et al. 2002).

Teorem 4.2.14 n bir pozitif tamsay1 ve R inmig bir halka olsun. «(1) = 1 olmak
lizere R a-yaridegismeli halka ise, R[z]/(2™) a-yaridegigmelidir. (Bager and Kwak

2010).
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Ispat: S = R[z]/(z") olsun. n = 1 ise S = R olup ispat aciktir. Eger n = 2
a b c d

ise S = T(R,R)dir. A= ,B = € T(R,R) i¢cin AB =0
0 a 0 ¢

olsun. O halde ac = 0 ve ad + bc = 0’dir. Bir R halkasinin inmis olmasi igin

gerek ve yeter sartin a,b € R icin ab® = 0 iken ab = 0 olmasi gerektigi kullanilarak

0 = ad + bc = (ad + be)c = bc*’den be = 0 olur. Buradan ad = 0 bulunur. O halde

h k
aRa(c) = 0, bRa(c) = 0 ve aRa(d) = 0’dir. Boylece; C' = € T(R,R)
0 h
aha(c) aha(d) + aka(c) + bha(c
icin ACa(B) = © (@) © © = 0’dir. Sonug olarak

0 ahao(c)
AT (R, R)aB = 0 olup S =2 T(R, R), a-yaridegigsmelidir. Varsayalim ki n > 3 olsun.

T = z+(2") olmak lizere f = ag+a T+ . +a, 17", g = bo+b1T+. .. +b, 17" € S
igin fg = 0 olsun. Eger her i, j i¢in i+j > nise a;b;z"7 = 0’dir. fg = 0 olmasindan

agsagidaki esitlikler elde edilir.

aobo =0 (43)

aobl + albo =0 (44)

(lobg + (llbl + (lzbo =0 (45)

aobn,Q + albn,3 + ...+ an,3b1 + an,Qbo =0 (46)
CLan,1 -+ albn,g + ...+ an,le -+ an,1b0 =0 (47)

Buradan i + j tizerinde tiimevarim uygulamir. (4.3) ve (4.4) esitligi sagdan by ile

carpilirsa; 0 = agbyby + aiboby = a1b2 olur. Boylece;
(Ilbo =0 ve CL()bl =0 (48)

olur. Benzer sekilde (4.3), (4.8), (4.5) esitligi sagdan by ile ve (4.5) esitligi sagdan
by ile carpilirsa 0 = apby = a1by = agbg oldugu goriiliir. i 4+ 7 =0,1,...,(n — 2) i¢in
a;b; = 0 oldugunu varsayalim. (4.7) esitligi sagdan b ile carpildiginda 0 = a,,—1b0bo

ve buradan a,_1by = 0 olup sonug olarak (4.7) esitliginden

aObn—l + a,lbn_z + ...+ a,n_gbl =0 (49)
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bulunur. (4.9) esitligi sagdan b, ile ¢arpildiginda a,,_2b1b; = 0 ve boylece a,,_2b; = 0
olur. Buradan agb,_1 + a1b,_2 + ... + a,_3bs = 0 oldugu elde edilir. Aym yolla
devam edildiginde ¢ + j = n — 1 olmak iizere her 7, j icin a;b; = 0 olarak bulunur.
Sonug olarak 7 + j < n — 1 olacak sekildeki her 4, j icin a;b; = 0’dir. Ve boylece
R, a-yandegismeli oldugundan herhangi bir pozitif ¢ tam sayisi igin a;Ra’(b;) = 0
olur. Sonugta fRa(g) = 0 olup Hirano (2002)'den fSa(g) = 0’dir. O halde S,
a-yaridegismelidir. U

Onerme 4.2.15 Bager ve Kwak (2010)

(1) R’nin a-kat1 halka olmasi icin gerek ve yeter kogul R'nin inmis, a-yaridegismeli

bir halka ve a’nin momomorfizma olmasidir.
(2) Eger R terslenebilir a-Armendariz halka ise R, a-yaridegigsmelidir.
ispat:

(1) Oncelikle R'nin a-kat1 oldugunu kabul edelim. Hong vd. (2000) tarafindan
yapilan calisma geregince herhangi bir a-kat1 halkanin inmis ve a’nin monomor-
fizma oldugu bilinmektedir. Varsayalim ki a,b € R i¢in ab = 0 olsun. O halde
ba = 0’dir. ara(b)a(ara(b)) = ara(ba)a(r)a?(b) = 0’dir. R, a-kat1 halka
oldugundan ara(b) = 0’dir. Boylece aRa(b) = 0 olup R, a-yaridegismelidir.

Diger yandan R’nin inmisg, a-yaridegismeli bir halka ve a’nin momomorfizma
oldugunu varsayalim. ac(a) = 0 olsun. O halde a(a)a = 0’dir. R'nin inmig
ve a-yaridegismeli olmasindan dolay1 a(a)Ra(a) = 0 'dir. Boylece a(a?) = 0
olup « inmig R halkasinin monomorfizmasi oldugundan a = 0 bulunur. Sonug

olarak R, a-kat1 halkadir.

(2) a,b € R igin ab = 0 olsun. R terslenebilir oldugundan ba = 0 olur. Hong vd.
(2006) tarafindan yapilan ¢aligmadan «(b)a = 0 oldugu elde edilir ve boylece
her r € R igin a(b)ar = 0’dir. R terslenebilir oldugundan ara(b) = 0’dir.
Boylece aRa(b) = 0 olup R a-yaridegigmelidir.

Bu énermede (2) durumunun tersi genelde dogru degildir. Ornek Z8 de a(f(z)) =

f(a) endomorfizmasi ile tanmimh olan R = F[x] halkasi degismeli bolgedir. Boylece
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R, a-yaridegismelidir. Fakat Hong vd. (2006) tarafindan yapilan galiyma geregince
a-Armendariz degildir. O

Lemma 4.2.16 Bager ve Kwak (2010)
(1) Eger R’'nin skew polinom halkas1 R[x; o yaridegismeli ise R a-yaridegismelidir.
(2) R, a-Armendariz halka olsun. Eger R, a-yaridegismeli ise R yaridegigmelidir.
ispat:

(1) Rx;a] yaridegismeli olsun. a,b € R i¢in ab = 0 olsun. O halde aR[z;a]b =0
olur. Boylece herhangi bir r € R igin arzb = ara(b)x = 0’dir. Sonug olarak

ara(b) = 0 olup R a-yaridegismelidir.

(2) ab=0 oldugunu varsayalim. R, a-yaridegismeli oldugundan aRa(b) = 0’dir.
p=arx,q=">€ Rlz;al ic¢in pg = arzb = ara(b)r = 0’dir. R, a-Armendariz

oldugundan arb = 0’dir. Boylece aRb = 0 olup R yaridegismelidir. U

Teorem 4.2.17 Bager ve Kwak (2010)

(1) Eger R, a-Armendariz ise; R'nin a-yaridegismeli olmasi icin gerek ve yeter

kogul R[z; ) nin yaridegismeli olmasidir.

(2) Eger R, Armendariz ise; R'nin a-yaridegismeli olmasi igin gerek ve yeter kogul

R[z])'in a-yaridegismeli olmasidir.

Sonuc 4.2.18 Rege ve Chhawchharria (1997) geregince; R; Armendariz olmak

lizere, eger R yaridegismeli ise R[x] yaridegigmelidir.

Teorem 4.2.19 «(1) = 1 olmak iizere, eger R, a-yaridegismeli halka ise R[z; o)’ daki
tiim oOzuslii elemanlarin kiimesi R'nin tiim 0ziislii elemanlarinin kiimesi ile kesisir ve

Rz; a] abelyandir (Bager and Kwak 2010).

ispat: Ik olarak R’nin abelyan oldugunu géosterelim. e, R’de keyfi bir dziislii
eleman olsun. O halde e(1 —e) =0 ve (1 —e)e = 0’dir. R, a-yaridegismeli oldugu

icin eRa(1 —e) = 0 ve (1 —e)Ra(e) = 0 olur. Onerme E27 geregince eR(1 —e) = 0
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ve (1 — e)Re = 0 bulunur. Bdéylece er(l —e) = 0 ve (1 — e)re = 0’dir. Buradan
er = ere = re ve boylece R abelyandir. f2 = f =ey+ex + ...+ e,a" € Rlx;ql

olsun. f% = f olmasmdan asagidaki esitlikler elde edilir.

el = eg (4.10)

eper + e1afeg) = e (4.11)

eoes + erafer) + exa’(eg) = ey (4.12)

eoen +era(en 1)+ ...+ en1a™ Hep) + ena”(eg) = ey (4.13)

(4.10) esitiginden eg, R'nin merkezinde ve 6ziisliisii elemanidir. Buradan a(eg) = e

oldugu kullanilarak asagidaki esitlikler elde edilir:

26160 = €1 (414)
epea + era(er) + exeg = €9 (4.15)
eoen + e1a(en_1) + ... +en_1a™ Hey) + eneo = €y (4.16)

(4.14) esitligi (1 — e) ile garpilirsa e; (1 — eg) = 0 ve bdylece e; = 0 bulunur. (4.15)
esitliginden 2epes = eo’dir. Benzer sekilde 2eges(1 — eg) = ex(1 — eg) oldugundan
es = 0 olur. Bu gekilde devam edildiginde ¢ > 1 i¢in e; = 0 elde edilir. Sonug olarak
[ =eo = (e0)? € R ve boylece R|x;a] abelyandir. O

Sonuc 4.2.20 Eger R yaridegismeli ise R[z]| abelyandir (Bager and Kwak 2010).

Uyar:1 4.2.21 R, a-yanidegismeli halka ise a,b € R i¢in ab = 0 iken aRa(b) = 0
oldugunu biliyoruz. Buradan aa(b) = 0’dir. R, a-yaridegismeli halka oldugu i¢in
aRa?(b) = O’dir. Tiimevarim hipotezi yardimiyla aRa*(b) = 0 ve aa®(b) = 0

bulunur.

Teorem 4.2.22 Bir R halkasinin a-kati olmasi i¢in gerek ve yeter sart R’'nin inmis,

a-yaridegigmeli bir halka ve a’nin monomorfizma olmasidir (Baser et al. 2008).

Ispat: R, a-kati halka olsun. O halde Hong vd. (2000) tarafindan yapilan

caligma geregince R inmis ve o monomorfizmadir. a,b € R i¢in ab = 0 oldugunu
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kabul edelim. Buradan ba = 0 olup keyfi bir » € R igin ara(b)a(ara(b)) =

ara(ba)a(r)a?(b) = 0’dir. R, a-kati oldugu igin ara(b) = 0 ve boylece aRa(b)

olarak bulunur. Sonug olarak R, a-yaridegismelidir. Aksine a € R i¢in aca(a)

=0
=0

oldugunu varsayalim. R inmisg ve a-yaridegismeli halka oldugu i¢in a(a)a = 0 ve

boylece a(a)Ra(a) = 0’dir. Sonug olarak « inmig R halkasinin monomorfizmasi

oldugu i¢in a(a?) = 0 ve buradan a = 0’dir. Sonug olarak R halkasi a-katidir.  [J

Yukaridaki teoremde yer alan R halkasinin inmis olmasi ve a’nin monomorfizma

olmasi1 sartinin indirgenemeyecegi agsagidaki ormekte gosterilmistir.

Ornek 4.2.23

(1)

a b a b a —b
R = la,b € Z 3 halkasini ve « = sek-

0 a 0 a 0 a
linde tanimlanan endomorfizmasini ele alalim. Burada o otomorfizmadir.

R’nin inmisg olmadigr ve boylece a-kati olmadigr agiktir.

A= ,B = eER

icin AB = 0 oldugunu kabul edelim. O halde ac = 0 ve ad + bc = 0’dir.

k
Herhangi bir € R elemani icin
0 h
a b h k c d ahc —ahd + akc + bhc
(0% =
0 a 0 h 0 ¢ 0 ahc

bulunur. ac = 0 oldugundan @ = 0 veya ¢ = 0’dir. a = 0 ise bc = 0 olur.
Boylece ARa(B) = 0 bulunur. ¢ = 0 ise ad = 0 olur. Buradan tekrar
ARa(B) = 0 elde edilir. Boylece R, a-yaridegismelidir.

F bir cisim ve R = Flx] olmak iizere o : R — R, a(f(z)) = f(0) ile tammh
olsun. O halde R degismeli bolge oldugundan inmistir. Fakat a’nin monomor-
fizma olmadigy agiktir. f(z), g(x) € R olmak iizere f(z)g(x) =0ise f(z) =0
veya g(x) = 0’dir. Ve boylece f(z) = 0 veya a(g(z)) = 0 olur. Dolayisiyla
f(z)Ra(g(z)) = 0 ve R a-yandegismelidir. 0 # z € R igin za(x) = 0
oldugundan R a-kati degildir (Baser et al. 2008).
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Uyar1 4.2.24 R bolge ise, herhangi bir o endomorfizmasi i¢in R yaridegismeli ve

a-yaridegismelidir. Fakat bolge olmayan a-yaridegismeli bir R halkas1 vardir.

Onerme 4.2.25 R a-yaridegismeli bir halka olsun. O zaman;

(1) a(1) = 1 olmas i¢in gerek ve yeter sart herhangi bir e € R 6ziisliisii elemani

i¢in a(e) = e olmasidir.
(2) Eger a(1) =1 ise, R Abelyandir (Baser et al. 2008).
ispat:
(1) a(1) = 1 olsun. Eger ¢ = ¢ € Rise e(1 —¢e) = 0 ve (1 —e)e = 0’dr.
Buradan R a-yaridegismeli oldugu i¢in eRa(1—e) = 0 ve (1—e)Ra(e) = 0’dur.
eRa(l —e) = 0'dan ea(l —e) = 0 olup e(l — a(e)) = 0’dwr. Sonug olarak

ea(e) = e'dir. Benzer gekilde (1 — e)a(e) = 0’dan ea(e) = a(e)'dir. eafe) =e

oldugundan a(e) = e olarak bulunur. Karsit1 agiktir.

(2) a(l) = 1 oldugunu varsayalim. (1)’dekine benzer gekilde eRa(l —e) = 0
ve (1 — e)Ra(e) = 0’dir. Boylece (1)'den eR(1 —e) = 0 ve (1 —e)Re =0
olur. Buradan her r € R i¢in er(l —e) = 0 ve (1 — e)re = 0’dir. Bdylece

er = ere = re’dir. Sonug olarak R abelyandir. U

Onerme E2Z25teki a(1) = 1 sartinin fazladan olmadig1 agagidaki 6rnekte goriilmek-
tedir.

Ornek 4.2.26 Bager vd. (2008) tarafindan yapilan calismada yer alan

a b
R = la,b,c € Z
0 ¢
halkasini ve
a b a 0
(8% =
0 c 00
a b a v
ile tanimli o endomorfizmasini ele alalim. A = , B = € Ricin
0 ¢ 0 ¢

eger AB = 0 ise aa’ = 0 ve boylece a = 0 yada a’ = 0’dir. Buradan AR«(B) = 0’dur.
Yani R a-yaridegismelidir. a(1) # 1 ise R abelyan degildir.
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Yaridegismeli bir R halkasinin agikar geniglemesi olan T'(R, R) halkasi yaridegigmeli
degildir. Buradan hareketle a-yaridegismeli bir R halkasimnin T'(R, R) asikar genis-
lemesinin @-yaridegismeli olmasindan giiphe edilebilir. Fakat asagidaki ornek bu

ifadenin dogru olmadigini gosteririr.

Ornek 4.2.27 Bager vd. (2008) tarafindan yapilan ¢alismada yer alan

a b a —b a b
« = ve R= la,b € Z
0 a 0 a 0 a

01 —1 1 0 1 11
0 0 0 —1 0 0 01
A= B= € T(R, R)
0 0 01 0 0 01
0 0 0 0 0 0 00
( 10 0 0 )
0 1 0 0
icin AB = 0’dir. Fakat C' = € T(R, R) i¢in
0 0 10
0 0 01
00 ( 0 2
00 0 0
0+ — ACa(B) € AT(R, R)aB
0 0 0 0
0 0 0 0

oldugundan T'(R, R), a-yaridegismeli degildir.

Onerme 4.2.28 R inmis bir halka olsun. Eger R a-yaridegismeli halka ise T(R, R)
a-yaridegismeli halkadir (Bager et al. 2008).

ispat: R halkasmin inmis ve a-yaridegismeli oldugunu kabul edelim. Inmis
halkalarin yaridegismeli oldugunu ve bir R halkasinin inmig olmasi igin gerek ve yeter

sart a,b € R icin ab® = 0 iken ab = 0 olmas1 gerektigini goz oniinde bulunduralim.
a b c d

A= , B= € T(R,R)
0 a 0 c



icin AB = 0 olsun. O halde ac = 0 ve ad 4 bc = 0’dir. Boylece
0 = ad + bc = (ad + bc)c = bc?

oldugundan bc = 0 olur. Buradan ad = 0’dir. O zaman aRa(c) = 0,bRa(c) =0 ve

h k
aRa(d) = 0’dir. Dolayisiyla C = € T(R, R) igin
0 h

ACa(B) = ah(;(c) aha(d) + a:a((c)) + bha(c) 0

bulunur. Sonug olarak AT(R, R)a(B) = 0 olup T'(R, R) a-yaridegismeli halkadir.[]
Sonuc 4.2.29 Eger R, a-kat1 halka ise T'(R, R) a-yaridegismeli halkadir.

Simdi a-yaridegismeli halkalarin matris halkalariyla iligkilerinden s6z edelim. S3(R)
a-yaridegigmeli olmayacak sekilde inmig bir R halkasinin var oldugu agagidaki érnekte

gosterilmistir.

Ornek 4.2.30 Bager vd. (2008) tarafindan yapilan ¢alismada yer alan degismeli

inmig R = Zy®Zs, halkasimi ve a(a, b) = (b, a) ile tanimh otomorfizmasini diigiinelim.

(1,0) (0,0) (0,0 (0,1) (0,0) (0,0)
A=1| (0,00 (1,00 (0,0) |.B=1] (0,0) (0,1) (0,0) | € S3(R)
(0,0) (0,0) (1,0) (0,0) (0,0) (0,1)

icin AB = 0 fakat AAa(B) = A # 0 olup S3(R) a-yaridegismeli degildir.

Bununla birlikte inmis ve a-yaridegismeli bir R halkasi i¢in S3(R) nin a-yaridegigmeli

oldugu asagidaki énermede ifade edilmistir.

Onerme 4.2.31 R inmis bir halka olsun. Eger R, a-yaridegismeli ise S5(R), a-
yaridegismelidir (Baser et al. 2008).

a b c a b
ispat: A=\ 0 a d |,B= 0 o d | € S3(R) icin AB = 0 olsun. Bu
0 0 a 0 0 o
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durumda agagidaki denklemler elde edilir.

aa’ =0 (4.17)

abl +ba' =0 (4.18)

ac +bd +ca' =0 (4.19)
ad + da' =0 (4.20)

(4.17)’den aRa(a’) = 0 olur. (4.18) esitliginde (ab’ + ba’)a’ = ba™ = 0 ve boylece
ba’ = 0 ve all = 0’dir. Benzer sekilde (4.20) esitliginden da’ = 0 ve ad’ = 0’dir.
Ayrica (4.19) esitliginde 0 = (ad 4+ bd' + ca’)a’ = ca’? olmasi ca’ = 0 ve ac’ +bd' =0
olmasimi gerektirir. O halde 0 = a(ac + bd' = a?c’ ve boylece ac’ = 0 ve bd’' = 0’dur.
Sonug olarak aRa(a’) = 0, aRa(b') = 0, bRa(a’) = 0, aRa(c') = 0, aRa(d) = 0,
bRa(d') =0, cRa(a’) = 0 ve dRa(a’) = 0’dir. Boylece AS3(R)a(B) = 0 olup S3(R),

a-yaridegigmelidir. O
Sonuc 4.2.32 R inmis bir halka ise, S3(R) yaridegismelidir (Kim and Lee 2003).

Onerme I23Tden n > 4 icin S, (R) halkasimn a-yaridegismeli olmasindan siiphe

edilebilir. Fakat agagidaki ornek bunun dogru olmadigini gosterir.

Ornek 4.2.33 R a-kat1 bir halka olmak fizere a(1) =1 oldugu kullanilarak

01 -1 0 0000
00 0 O 0 001
A= ,B = € S4(R) i¢gin AB = 0'dir. Fakat
00 0 O 0 001
00 0 O 0000
0000 0001
0010 N 000 0 '
C= € S4(R) igin 0 # = ACa(B) € S4(R)’dir.
0000 0000
0000 0000

Boylece ASy(R)a(B) # 0 ve Sy(R), a-yaridegismeli degildir. Benzer olarak n > 5
icin S, (R), a-yaridegismeli degildir.
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4.3 Nil Yaridegismeli Halkalar

Bu boliimde iki farkl tanim yapilan nil-yaridegismeli halka smifi tamtilacaktir. Ik
tanim Chen (2011) tarafindan yapilmig ve bazi 6zellikleri incelenmistir. Qu ve Wei
(2014) aymi gekilde tamimlanan nil-yaridegismeli halkalarin diger halka simiflariyla
iligkilerini aragtirmiglardir. Ayrica Mohammadi (2012) nil-yaridegismeli halka sii-

fimin farkli bir tanimini yapmis ve buna baglh olarak ozelliklerini incelemistir.

Tanim 4.3.1 Chen (2011) bir R halkasi; a,b € R olmak iizere herhangi r € R igin
ab € nil(R) iken aRb C nil(R) sartini sagliyorsa bu halkay1 nil-yaridegismeli olarak
adlandirmigtir. Eger R'nin bir [ ideali bu sart1 sagliyorsa bu ideale nil-yaridegismeli

1deal denir.

Bu halka smnifi igin farklh yazarlar tarafindan iki farkli tanim yapildigindan dolay1
elde edilen sonuglar ispatsiz olarak kisaca ifade edilecektir. Chen (2011) nil-yaride-

gismeli halkalarin agagida ispatsiz olarak verilen 6zelliklerini ifade etmistir.

(1) Nil-yaridegismeli olmayan, zayif yaridegismeli bir R halkasi vardir. Ayrica R
halkasi Armendariz fakat nil-yaridegismeli olmayan bir S homomorfik goriin-

tiisiine sahiptir.

(2) R bir halka ve I, R'nin bir ideali olmak tizere, eger I ve R/I nil-yaridegismeli

ise R nil-yaridegigmelidir.

(3) R bir halka ve I, R'nin nil(R)'de kapsanan bir ideali olmak {izere, R'nin
nil-yaridegismeli olmasi i¢in gerek ve yeter sart R/I’'nin nil-yaridegismeli ol-

masidir.

(4) Bir R halkasinin nil-yaridegismeli olmasi i¢in gerek ve yeter sart UT M, (R)
halkasinin nil-yaridegismeli olmasi; ve bunun i¢in gerek ve yeter sart ise n > 2

icin R[z]/(x™)’in nil-yaridegismeli olmasidir.
(5) R[z] polinom halkasi nil-yaridegismeli olmayan bir R halkasi vardir.

(6) R nil-yaridegismeli bir halka olsun. Eger R Armendariz ise R|x] nil-yaridegis-

melidir.

o7



(7) Nil-yaridegismeli bir R halkasi agik olarak sonludur.

(8) R, bir a endomorfizmasi igin a-gartin1 saglayan bir halka olsun. ki, ko, ..., k,
negatif olmayan tam sayilar ve a,as,...,a, R’deki sabit elemanlar olmak
lizere ajagas . . . a, = 0 olmasi igin gerek ve yeter sart a* (a;)a*?(as) . .. a*(a,)

= (0 olmasidir.

(9) R, a-sartim saglayan bir halka olsun. ajasas. . .a, € nil(R) olmasi i¢in gerek
ve yeter sart o*i(ay)a*?(ay) ... a*"(a,) € nil(R) olmasidir. Herhangi a,b € R

icin ab € nil(R) olmas i¢in gerek ve yeter sart ac(b) € nil(R) olmasidir.

(10) R yaridegismeli bir halka ve o R’'nin bir endomorfizmasi olsun. Eger R, a-

sartin sagliyorsa nil(R[z; ) = nil(R)[x; o dir.

(11) R yandegigmeli bir halka olsun. Eger R, a-sartin1 saghyorsa R|x;«] nil-

yaridegismelidir.

(12) R yandegismeli bir halka ve « bir endomorfizmasi olsun. Eger R, a-gartim

saghyorsa R[z; o] zayif yaridegismelidir.

Tanim 4.3.2 Qu ve Wei (2011) ise bir R halkasinin nil-yaridegismeli olmasi i¢in
gerek ve yeter sartin herhangi n > 2 i¢in ay,as,...,a, € R igin ajas...a, €
nil(R) iken herhangi r,79,...,7,—1 € R igin ayrasrs...a,_17n_1a, € nil(R) ol-

mas1 gerektigini ifade etmislerdir.

Qu ve Wei (2011) nil-yaridegigsmeli halkalar ile ilgili agagida ispatsiz olarak ifade

edilen ozellikleri elde etmiglerdir.

(1) Bir R halkas: igin agagidaki ifadeler denktir:
(a) R nil-yaridegismeli halkadir.
(b) Herhangi a € nil(R) i¢in aR C nil(R)’dir.

(¢) Herhangi a € nil(R) igin Ra C nil(R)’dir.

(2) Nil-yaridegismeli halkalar agik olarak sonludur. Ayrica hem nil-yaridegismeli

halkalar hem de 2-primal halkalar acik olarak sonludur.
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(3) Eger R zayif-yaridegismeli halka ve e € E(R) ise;
(a) eR(1 —e) C J(R).
(b) Eger ReR = R ise e = 1dir.
(c) Eger M € M, (R) ve e € E(R) ise ya e € M yada 1 — e € M’dir.
(4) Nil-yaridegismeli bir R halkasi igin agagidaki ifadeler birbirine denktir:
(a) b€ nil(R) ve a € R igin (ba — 1)R = R’dir.
(b) Her bir e € E(R) igin eRe nil-yaridegismelidir.
(c) Eger R yariasal halka ise R inmistir.
(d) Eger z,z € R i¢in x + z € nil(R)xz ise Rx = Rz'dir.
(5) Bir R halkasinin nil-yaridegigsmeli halka olmasi i¢in gerek ve yeter gsart herhangi

a,b,c € R igin abc € nil(R) iken herhangi r1,7e € R i¢in aricrab € nil(R)

olmasidir.
(6) Bir R halkasi i¢in agagidaki ifadeler denktir.
(a) R nil-yaridegigmelidir.
(b) Herhangi n > 2 i¢in UT'M,,(R) nil-yaridegismelidir.

(¢) L3(R) nil-yaridegismelidir.

(7) R bir halka ve e € E(R), R’de sol merkezil eleman olsun. eRe ve (1—e)R(1—e¢)

nil-yaridegismeli ise R nil-yaridegismelidir.

(8) R degismeli inmig bir S halkasi tizerinde bir cebir ve D, S ile R nin Dorroh

geniglemesi olmak iizere, eger R nil-yaridegismeli ise D’de nil-yaridegismelidir.

(9) Eger R, nil-yaridegismeli halkalarin sonlu ailesinin ¢arpimsal alt kiimesi ise R

nil-yaridegismelidir.

Tanim 4.3.3 Mohammadi vd. (2012) a,b € Nil(R) i¢in ab = 0 iken aRb = 0

oluyorsa R halkasini nil-yaridegismeli olarak adlandirmiglardir.
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Agagida Mohammadi vd. (2012) tarafindan yapilan ¢alismada yer alan sonuglar yer

almaktadir.
(1) Her inmis R halkasi i¢in T5(R) nil-yaridegismelidir fakat yaridegismeli degildir.
(2) Her inmisg R halkasi i¢in V' (R) nil-yaridegismelidir fakat yaridegismeli degildir.
(3) Her inmig R halkasi i¢in S(R) nil-yaridegismeli fakat yaridegismeli degildir
(4) Eger R nil-yaridegismeli halka ise nil(R), R'nin idealidir.
(5) Eger R yaridegismeli bir halka ise nil(R), R'nin idealidir.
(6) Nil-yaridegismeli halkalar 2-primaldir.
(7) Nil-yaridegismeli halkalar nil-Armendarizdir.
(8) Nil-yaridegismeli halkalar zayif-Armendarizdir.
(9) Nil-yaridegismeli halkalarin sonlu ¢arpimlari da nil-yaridegismelidir.

(10) R’nin nil-yaridegigmeli olmasi igin gerek ve yeter kogul M ! R'nin nil-yaridegismeli

olmasidir.

(11) Bir R halkast i¢in R[z]’in nil-yaridegismeli olmasi igin gerek ve yeter kosul

R[z; x7'’in nil-yaridegismeli olmasidir.
(12) R yarasal sag Goldie halkasi igin agagidakiler denktir:
(a) R inmistir.
(b) R yaridegismelidir.
(¢) R nil-yaridegismelidir.
(d) @ inmistir.
(e) @ yaridegismelidir.
(f) @ bolimlii halkalarin sonlu direkt garpimidir.
(13) Yarasal bir R halkasi igin agagidakiler denktir:
(a) R inmistir.

60



(b) R simetriktir.

(¢) R terslenebilirdir.

(d) R yaridegismelidir.
(e) R nil-yaridegigmelidir.

(f) R 2-primaldir.
(14) Bir R halkasi igin asagidakiler denktir:

(a) R nil-yaridegigmelidir.
(b) Her bir U C nil(R) i¢in 7,u(ry(U), R'nin idealidir.

(c) Her bir V' C nil(R) i¢in L) (V), R'nin idealidir.
(15) R nil-yaridegismeli halka olsun. O halde

(a) Her bir U C nil(R) icin R/rp(r)(U) nil-yaridegismelidir.

(b) Her bir V' C nil(R) icin R/l,ur)(V') nil-yaridegismelidir.
(16) Eger R nil-yaridegismeli ise nil(R[x]) C nil(R)[z] tir.
(17) Eger R nil-yaridegismeli ise nil(R[x]) = nil(R)|x] tir.
(18) Eger R yaridegismeli ise nil(R[z]) = nil(R)[x]tir.

(19) Eger R nil-yaridegismeli ve Armendariz ise R[z| nil-yaridegigmelidir.

4.4 Merkezil Yaridegismeli Halkalar

Bu boliimde Wang ve Wei (2014) tarafindan yapilan galigmada, halkanin merkezi
kullanilarak tanimlanan yaridegismeli halkalarin bir bagka geniglemesi olan merkezil

yaridegismeli halka sinifi tamitilacak ve kisaca ozelliklerine yer verilecektir.

Tanim 4.4.1 Herhangi a,b,r € R igin ab = 0 iken arb € Z(R) oluyorsa R halkasi

merkezil yaridegismeli olarak adlandirilir.

Wang ve Wei (2014) tarafindan yapilan galigmada elde edilen sonuglar ispatsiz olarak

asagida verilmistir.
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(1) Bir R halkasi igin agagidakiler denktir:

(a) Herhangi 0 # a € nil(R) igin aR C nil(R)
(b) Herhangi 0 # a € nil(R) ve 11,72 € R igin riary € nil(R)

(¢) R nil-yaridegismelidir.
(2) Merkezil yaridegismeli halkalar nil-yaridegigmelidir.

(3) R nil-yaridegismeli olsun. O zaman;

; )
aip a2 aiz ... Qip
0 g2 Q923 ... Qop

Vo(R) = 0 0 asg ... as, rayb €R1<i<j<n

0 0 0 0 apm

\ V

halkasida nil-yaridegismelidir.

(4) R halkasimin merkezil yaridegismeli olmasi i¢in gerek ve yeter sart R'nin abelyan
ve herhangi e € R egkaresi i¢in er ve (1 — e)R'nin her ikisinin de merkezil

yaridegismeli olmasidir.

(5) Eger R inmis ise merkezil yaridegismelidir. Tersi ise R asagidaki sartlardan

herhangi birini sagladiginda gecerlidir.

(a) R yariasal halkadir.
(b) R sag(sol) projektif halkadur.

(¢) R sag(sol) quasi-Baer halkadir.

(6) I bir R halkasinin ideali olsun. Eger I inmig ise ve R/I merkezil yaridegismeli

bir halka ise R merkezil yaridegismelidir.
(7) R Armendariz halka olsun. Asagidaki sartlar denktir.
(a) R merkezil yaridegigmelidir.

(b) R[z| merkezil yaridegismelidir.
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4.5 Giiclii Yaridegismeli Halkalar

R halkas1 yaridegismeli iken R[z]'in yaridegismeli olmadigi Huh vd. (2002)nin
caligmalarinda gosterilmistir. Rege ve Chhawcharria (1998) nin ¢alismalarinda ise R
yaridegismeli iken R'nin Armendariz olmasi durumunda R[z]’in yaridegismeli oldugu

gosterilmigtir.

Bu béliimde Kwak vd. (2012) tarafindan tamimlanan polinom halkasi yaridegismeli
olan halka smifi, yani giiclii yaridegismeli halka sinifi tanitilarak o6zellikleri ayrintil

olarak incelenecektir.

Tamm 4.5.1 Kwak vd. (2012) bir R halkasinin R|x] polinom halkas1 yaridegigmeli
ise R halkasim gucli yaridegismeli halka olarak adlandirmiglardir. Yani f(z), g(x) €
R[z] i¢in f(z)g(z) = 0 iken f(z)R[zx]g(xr) = 0 oluyorsa R halkasma gicli

yaridegismeli halka denir.

Uyari1 4.5.2

(1) Gigli yaridegismeli halkalarin smifi alt halkalar ve direk ¢arpimlar altinda

kapalidir.

(2) Inmis halkalar Armendariz ve yaridegismeli oldugu icin polinom halkalar: ya-
ridegismelidir. Boylece inmisg halkalar giicli yaridegigmelidir. Fakat Kim ve
Lee (2003) tarafindan verilen bir 6rnekten dolay1 terslenebilir olan bir halka

gliclii yaridegismeli olmayabilir.

R giiclii yaridegismeli iken R[z] yaridegismelidir. Yaridegismeli halkalarin alt
halkalar1 da yaridegismeli oldugundan R yaridegismeli olur. Fakat Huh vd.
(2002) tarafindan yapilan ¢alisma geregince bu ifadenin karsit1 dogru degildir.

(3) Inmis halkalar hem simetrik hem de giiclii yaridegismelidir. Giiclii yaridegismeli
halkalar ve simetrik halkalar da yaridegismelidir. Fakat simetrik halkalar
ve glicli yaridegismeli halkalarin bagimsiz oldugu asagidaki iki ornekte ifade

edilmigtir.
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Ornek 4.5.3

(1) D basit bir bolge ve F' = Dla,b,c] K tzerindeki degismeli olmayan a,b,c

bilinmeyenleri tarafindan iiretilen serbest cebir olsun.
I = (FaF)*+ (FbF)? + (FcF)* 4+ FabcF + FbcaF + FcabF C F

ve R = F/I olsun. R simetrik degildir fakat giiglii terslenebilirdir. O zaman
R giiclii yaridegigmelidir.

(2) A= Zslag, ay,as, by, by, b, c|, Zy tizerindeki degismeli olmayan ag, ay, az, by, b1,
by, ¢ bilinmeyenleri ile polinomlarin serbest cebiri olsun. r,ry,ry, 173,74 € A
olmak tizere I, (Zy + A)'nin;
apbo, agbr +a1by, agba+a1by+azby, a1ba+asby, azbs, agrby, asrbs, byag, byai+biag,
boas +biay +beag, bias +bsay, baas, borag, baras, (ag+ay+az)r(bo+by+b2), (bo+
by + by)r(ag + a1 + az),r1rorsry
tarafindan iretilen ideali olmak tizere R = (Zy + A)/I olsun. R ne giiclii

yaridegismelidir ne terslenebilirdir. Fakat simetriktir.

Kim ve Lee (2003) R halkasi terslenebilir iken 7'(R, R)nin yaridegismeli olmak
zorunda olmadigini gostermiglerdir. Boylece T'(R, R) giiglii yaridegismeli degildir.
Asgagidaki 6nermede T'(R, R)'nin giiclii yaridegismeli olmasi i¢in bir karakterizasyon

verilmigtir.

Onerme 4.5.4 R yariasal bir halka olmak tizere agagidaki ifadeler denktir:
(1) R giiglii yaridegismelidir.
(2) T(R, R) giiclii yaridegigmelidir.
(3) Herhangi pozitif n tamsayisi i¢in R[z|/(z™) gliclii yaridegismelidir.

Kwak (2012) tarafindan ifade edilen agagidaki 6rnek yaridegismeli bir halkanin ho-

momorfik goriintiisiiniin yaridegismeli olmadigin1 gosterir.

Ornek 4.5.5 D bir boliimlii halka ve A = Dls, ¢] degismeli olmayan s, ¢ degiskenleri
tizerinde serbest cebir olsun. O halde A'nin bir bolge oldugu agiktir. Boylece A hem
Armendariz hemde yaridegismelidir. R = A/(s?) béliim halkasimi gozoniine alalim.

a = a+ (s?) olmak iizere 55 = 0 fakat 5R5 # 0 oldugundan R yaridegismeli degildir.

64



Giiglii yaridegismeli halkalarin homomorfik gortintiisii de giiglii yaridegismeli ol-
mak zorunda degildir. Ornek E5Hte verilen A ve R halkalar icin A'min giiclii
yaridegismeli oldugu fakat R’nin yaridegismeli ve giiclii yaridegismeli olmadigi go-

rilir.

Onerme 4.5.6

(1) R giiglii yaridegismeli bir halka olsun. Eger A, R'nin bostan farkhi bir alt

kiimesinin tek tarafli sifirlayam ise R/A giiclii yaridegismelidir.

(2) R halkasin bir [ ideali igin R/I giiclii yaridegigmeli olmak tizere eger I inmig

birimsiz bir halka ise R giiclii yaridegismelidir.
ispat:

(1) @ # S C R olmak iizere, gliglii yaridegismeli bir R halkasi i¢in A = rz(.S) olsun.
R yaridegismeli oldugu igin A idealdir. R = R/A olmak iizere f(x),g(x) €
R[z] i¢in f(x)g(xz) = 0 olsun. O halde Sf(x)g(z) = 0 olup Sf(x)Rg(z) = 0
olur. Boylece f(z)Rg(x) = 0 ve R/A giiclii yaridegismelidir. Sol sifirlayan icin

de ispat benzer sekilde gosterilebilir.

(2) f(z),9(z) € R[z] olmak tizere f(z)g(x) = 0 olsun.

g(2)I f(z) C I[z],(g(x)If(x))* = 0 ve I inmis oldugu icin f(z)Rg(z) C I[z] ve
g(x)1f(x) = 0'dir. Béylece (f(x)Rg(x)I)* = f(z)Rg(x)Lf(x)Rg(x)] = 0 ve
boylece f(x)Rg(x)l = 0’dir. f(z)Rg(x) C I[z] oldugundan (f(x)Rg(x))* C
f(@)Rg(x)I = 0’dwr. I[z] inmis oldugu i¢in f(x)Rg(z) = 0’dir. Sonug olarak
R giiclii yaridegigmelidir. O

Onerme @5.6/daki I'min inmis olma sartiun digiirilemeyecegi asagidaki 6rnekte

gosterilecektir.

Ornek 4.5.7 F bir cisim olmak fizere giiclii yaridegismeli olmayan bir R = Us(F)

halkasini diigiinelim. R’nin sifirdan farkli 6zidealleri sadece

F F 0 F 0 F
-[1: 7-[2: 7-[3:
0 O 0 F

)
)
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idealleridir. O halde R/I; ve R/I5, F’ye izomorftur ve

a 0
R/I3 = +I3:a,ceF
0 ¢

inmig bir halkadir. Ve bdylece her bir i = 1,2,3 igin R/I; giiglii yaridegigmelidir.

Burada [; idealleri inmig degildir.

Onerme 4.5.8 R gliclii yaridegismeli halkalarin direkt toplami olsun. O zaman R

gliclii yaridegismelidir.

Teorem 4.5.9 R halkasinin giiclii yaridegismeli olmasi icin gerek ve yeter sart

R[z])’'in giiglii yaridegigmeli olmasidir.

Ispat: R’ninideal-Armendariz oldugunu varsayalm. p(y) = fot+fily)+. . .+ fay™
,q(y) = g0+ 91(y) + ...+ gny™ € (R[z])(y) olmak iizere p(y)q(y) = 0 olsun. Her bir
0<i<mve0<j<nicina,...,a,,bj,...,bj, € Rolmak lzere f; = a;,+a; v+
ot gy = byt wt by, a7 yiele alahm. k= Y7 deg(fi)+>]"_ deg(g;)
olsun. p(z¥) = fo + fi(z%) + ... + fa®™ ve q(z*) = go + g1(2%) + ... + gu2z™™Vdir.
Sirasiyla f;’nin ve g;'nin katsayilari p(z*) ve g(2*)nin katsayilarma denk olarak
diigiiniilebilir. p(y)q(y) = 0 oldugundan z, R[x]'te R'nin elemanlar ile yer degisir.
Ve R[z]'te p(z¥)q(2*) = 0’dir. R halkasi giiclii yaridegismeli oldugu i¢in herhangi
0<k<m+mnveherl;,s;i¢n >, ., fiR[z]g; = 0 ve p(y)R[z]q(y) = 0 olup R[z]

gliclii yaridegismelidir. O

Onerme 4.5.10 M , R'nin merkezil diizenli elemanlarii iceren carpimsal kapal
alt kiimesi olsun. O halde R’nin giiclii yaridegismeli olmasi igin gerek ve yeter sart

M~ R'nin giiclii yaridegismeli olmasidir.
ispat: R’nin giiclii yaridegismeli oldugunu kabul edelim.
Flz] =u"f(z), Glz] =v "g(z) € (M~ R)[a]
icin F[z]G[z] = 0 olsun. Buradan f(z)g(x) = 0 oldugunu soyleyebiliriz. R giiclii
yaridegismeli oldugundan f(z)Rg(z) = 0 ve bdylece herhangi bir s diizenli elemam

i¢in f(z)(S7'R)g(x) = 0’dir. Buradan F[z](M~*(R))G[x] = 0 olup M~ R'nin giiglii
yaridegismelidir. O
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Sonuc 4.5.11 Bir R halkas i¢in asagidakiler denktir:
(1) R giiglii yaridegismeli halkadir.
(2) R[z] glglii yaridegismeli halkadir.
(3) R[z;x~!] gliclii yaridegismeli halkadir.

Onerme 4.5.12

(1) R halkasimin merkezil bir e egkaresi i¢in, R'nin giiglii yaridegismeli olmasi i¢in

gerek ve yeter gsart eR ve (1 — e)R'nin giiclii yaridegismeli olmasidir.

(2) R degismeli S bolgesi tizerinde bir cebir ve D, R ile S’nin Dorroh geniglemesi
olsun. O halde R’nin gii¢lii yaridegismeli olmasi igin gerek ve yeter sart D’nin

gliclii yaridegismeli olmasidir.
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5 SKEW POLINOM HALKASININ YARIDEGISMELILIGI

Bu béliim; tez galigmasinin orijinal boliimiinii olugturmaktadir. Bager vd. (2015)
tarafindan elde edilen sonuglar ayrintili bicimde sunulacaktir. Bu boliimde ilk olarak
skew polinom halkas:1 yaridegismeli olan halkalarin sinifi tanitilarak o6zellikleri ifade
edilecektir. Daha sonra bu halka sinifinin diger halka simiflariyla iligkisi incelenecek-

tir.

5.1 Giiclii a-Yaridegismeli Halkalar ve Ozellikleri

Asagidaki 6rnekte, bir halkanin yaridegismeli olma 6zelliginin skew polinom halkasina

tasinmadigr ifade edilmigtir.

Ornek 5.1.1 Bilinen toplama ve ¢arpma iglemleriyle birlikte R = Zy & Zs halkasini
ele alalim. R inmig oldugu i¢in yaridegismelidir. R'nin a(a,b) = (b, a) ile tamimh «
endomorfizmasini ele alalm. p(z) = (1,0) ve g(x) = (0, 1)z € Rx; o] i¢in p(x)q(z) =
(1,0)(0,1)x = 0 iken p(z)zq(z) = (1,0)x(0, 1)z = (1,0)((0,1))2z* = (1,0)(1,0)z* =
(1,0)z* # 0 oldugundan p(z)R[z; alq(x) # 0 olup R[z;a] yaridegismeli degildir.

Yukarida verilen 6rnegin bir sonucu olarak agagidaki tanim ifade edilmistir.

Tamim 5.1.2 Bir R halkasinin a(1) = 1 6zelligine sahip bir @ endomorfizmasi igin

Rlz; o] yanidegismeli ise R’ye gi¢li a-yaridegismeli halka denir.

Her giiclii a-yaridegismeli halka yaridegismeli ve boylece Abelyandir. Giiglii a-
yaridegismeli bir halkanin a(S) C S olacak sekildeki her S alt halkasi da giiclii
a-yaridegismelidir. «; D’nin bir monomorfizmasi olmak tizere her D bolgesi igin, D
a-kat1 oldugundan, D[z;«| inmig ve boylece yaridegismeli olup D giiglii a-yaride-

gigmelidir.

Bir R halkasinin terslenebilirligi R[z; «| skew polinom halkasina tagimamadigi igin
Jin vd. (2017) terslenebilir halkalarin bir geniglemesi olan gii¢lii a-terslenebilir
halka simfin1 tammmlamiglardir. R[z; o skew polinom halkas: terslenebilir olan bir R
halkas1 giicli a-terslenebilir olarak adlandirilmigtir. Uyari B. 1.7 de ifade edilen ters-
lenebilir ve yaridegismeli halkalar arasindaki iligkinin benzeri bu halka simiflarinin

genisletilmigleri arasinda da mevcuttur.
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Uyar1 5.1.3 Herhangi giiclii a-terslenebilir halka giiclii a-yaridegismelidir. Fakat

bu gerektirmenin karsitinin dogru olmadig1 asagidaki ornekte gosterilmistir.

Ornek 5.1.4 R = Z[t] polinom halkasim ve f(t) € R olmak iizere a(f(t)) = f(0)
ile tamimlanan « : R — R endomorfizmasin1 gézoniine alalim. Jin vd. (2017)

tarafindan yapilan calisma geregince R gliclii a-terslenebilir degildir.

Simdi R'nin giiglii a-yaridegismeli oldugunu gosterelim. Her 4, j icin f;(t), 9;(t) € R
olmak tizere p(z) = fo(t)+fi()z+.. 4 fm(t)2™, q(x) = go(t)+g1(H) 4. . +gn(t)2" €
Rlz;a] i¢in p(x)q(z) = 0 oldugunu kabul edelim. Burada genelligi bozmaksizin
p(z) # 0 kabul edilir.

1.durum: Kabul edelim ki fy(t) # 0 olsun. p(z)g(x) = 0 oldugu kullanilarak sabit
terim fy(t)go(t) = 0 olup R bir bolge oldugundan go(t) = 0 bulunur. 2’li terimin
Katsayisi fo(t)ga(t) + fu(Da(go(t)) = 0 olup go(t) = O yerine vazihrsa fo(t)g (£) =
0 olur. Buradan g¢;(t) = 0 elde edilir. z*’li terimin katsayisindan fo(t)ga(t) +
Fi(t)a(gi(t)+ fo(t)a?(go(t)) = 0 olup g2(t) = 0 elde edilir. Bu sekilde devam edilerek
go(t) = q1(t) = ... = gn(t) = 0 yani g(z) = 0 olur. Boylece p(z)R|x; a]g(x) = 0 olup

R giiclii a-yaridegismelidir.

2.durum: 0 < k£ < m olmak iizere fo(t) = fi1(t) = ... = fr_1(f) = 0 olacak sekilde

fr(t) # 0 var oldugunu kabul edelim. z*’li terimin katsayisindan

Fo(t)g(t) + fr(t)a(ge-1(1)) + -+ fea () (g2()) + fu(t)a" (g0(1)) = O

olup kabulden f(t)a'(go(t)) = 0 bulunur. fi.(t) # 0 ve R bir bolge oldugundan
a*(go(t)) = 0 ve bundan dolay1 a(go(t)) = 0 elde edilir. z**’li terimin katsayisindan

Folt)grri(t) + ft)al(gn(t)) + ...+ fut)a" (91(1)) + frra ()" (g0(t)) = 0

olup kabulden fi.(t)a*(g1(t)) = 0 bulunur. Yukaridaki argiimana benzer olarak
a®(g1(t)) = a(gi(t)) = 0 bulunur. Bu sekilde devam edilerek her 0 < j < n igin
a(gj(t)) = 0 elde edilir. Boylece zq(z) = 0 bulunur. Sonug olarak herhangi r € R ve
s > 0 i¢in p(x)(rz®)q(z) = 0 bulunur. Ayrica p(z)rq(x) = rp(z)q(x) = 0 olduguna
dikkat edilir. Sonug olarak 1.durum ve 2.durumdaki hesaplamalar gézoniine alindi-

gimda p(z)R[z; alq(x) = 0 olup R'nin giiclii a-yaridegismeli oldugu agiktir.
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Uyar: 5.1.5 Yukaridaki ornekten de goriilecegi gibi giiglii a-yaridegismeli bir

halkanin a endomorfizmasi monomorfizma olmak zorunda degildir.

Onerme 51T de giiclii a-yaridegismeli halka simfinin bazi genisletilmis Armendariz
halka simiflariyla iligkileri incelenmektedir. Oncelikle bu genigletilmis Armendariz

halka smiflarinin tanimlarimi verelim.

Tanim 5.1.6 R bir halka olmak tizere; R halkasi Armendariz ve yaridegismeli ise

ideal-Armendariz olarak adlandirilir. Acik olarak inmig halkalar ideal-Armendarizdir.

Tamm 5.1.7 R bir halka, a, R'nin bir endomorfizmasi ve p(z) = Y /" a;a’,
q(x) = Y7 objx7 € R[r;a] olmak iizere p(z)g(z) = 0 iken her 0 < i < m ve
0 <7 < nign aioz"(bj) = 0 oluyorsa R a-skew Armendariz olarak adlandirilir.

(Hong et al. 2003).

Tamm 5.1.8 R bir halka, a, R'nin bir endomorfizmasi ve p(z) = Y /" a;a’,
q(x) = YU b2’ € Rlz;a] olmak iizere p(z)R[z; alg(z) = 0 iken a;Ra’(b;) = 0

oluyorsa R a-skew quasi-Armendariz olarak adlandirihr (Hong et al. 2010).

Uyar1 5.1.9 Herhangi bir a-kat1 R halkasi i¢in R[z;a] inmistir ve Armenda-
riz (1974) geregince Armendariz olup R, a-skew Armendariz’'dir. Diger yandan
R[z; ] inmig oldugundan yaridegismeli olup R giiclii a-yaridegigsmelidir. Bu bilgi-
lerin 1g1¢1nda a-skew Armendariz ve giiclii a-yaridegismeli halkalarin iligkili oldugu
diistiniilebilir. Fakat Huh vd. (2002) ve Rege ve Chhawchharia (1997) tarafindan

elde edilen sonuglar geregince bu halka simiflar1 birbirinden bagimsizdir.

Uyar1 5.1.10 « herhangi bir R halkasinin bir epimorfizmasi olmak iizere R a-skew

Armendariz iken a-skew quasi-Armendariz’dir.

Asagidaki 6nermede giiclii a-yaridegismeli halkalarin yaridegismeli ve a-yaridegismeli
halkalarla iligkileri incelenmektedir. Ayrica Uyari B.I.I0Mun kargitinin hangi kosul-

larda saglandigl aragtirilmigtir.
Onerme 5.1.11

(1) R giglii a-yaridegismeli bir halka ise, R hem yaridegismeli hem de a-yaride-
gismelidir.
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(2)

(3)

(4)

R a-skew Armendariz bir halka ve «, R’nin bir epimorfizmasi olsun. R’nin
yaridegismeli ve a-yaridegismeli olmasi igin gerek ve yeter sart R’nin giiglii

a-yaridegigmeli olmasidir.

R giiglii a-yaridegigmeli bir halka ve «,, R’'nin bir epimorfizmasi olsun. R’nin
a-skew Armendariz olmasi i¢in gerek ve yeter sart R'nin a-skew quasi-Armen-

dariz olmasidir.

R gii¢lii a-yaridegigmeli bir halka ise herhangi e = e € R igin a(e) = e'dir.

ispat:

(1)

R’nin giiglii a-yaridegismeli oldugunu kabul edelim. Herhangi a,b € R igin
ab = 0 olsun. Kabulden herhangi € R|[x; a] i¢in arb = 0 ve buradan aRb = 0
olup R yaridegismelidir. Diger yandan sz € R[x;a] igin ve aszb = 0 ve

asa(b)x = 0 olup aRa(b) = 0 olarak bulunur. Boylece R a-yaridegismelidir.

«, R’nin bir epimorfizmasi olmak tizere R'nin a-skew Armendariz oldugunu
kabul edelim. Yeter kosul i¢in ispat (1)'den aciktir. Gerek kogul icin ispat
yapmak yeterlidir. Bunun i¢in R'nin yaridegismeli ve a-yaridegismeli oldugunu
kabul edelim. R'nin gii¢lii a-yaridegismeli oldugunu géstermek i¢in p(z)q(x) =
0 olacak sekilde p(z) = 3" a;a’,q(x) = >7_;bj2/ € Rlz;a] alahm. R'nin
a-skew Armendariz oldugu kullanilarak her 4, j i¢in a;,a’(b;) = 0 bulunur. R
varidegismeli oldugundan a;Ra’(b;) = 0 olur. R a-yaridegismeli oldugu igin
0 < t < m olmak tizere a;Ra'*(b;) = 0 olup buradan (a;z*)(Ra')(b;) = 0
elde edilir. Boylece herhangi ¢ € R i¢in p(z)(ca?)g(x) = 0 olup sonug olarak
p(z)R[z; alq(x) = 0 oldugundan R giiclii a-yaridegigmelidir.

R’nin giiclii a-yaridegismeli ve a’nin bir epimorfizma oldugunu kabul edelim.
Uyari geregince gerek kosulun ispati aciktir. Yeter kosulu ispatlamak
i¢cin R'nin a-skew quasi-Armendariz oldugunu kabul edelim. p(z)g(x) = 0 ola-
cak sekilde p(z) = Y1 air', q(x) = Y77 bja/ € Rlw;al olsun. R giiclii
a-yaridegismeli oldugundan p(z)R[x;a]q(x) = 0 olup R'nin a-skew quasi-
Armendariz oldugu kullamlarak her i, j igin a;Ra‘(b;) = 0 bulunur. Sonug

olarak a;a’(b;) = 0 olup R a-skew Armendarizdir.
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(4) R'min giclii a-yaridegismeli oldugunu kabul edelim. Bu durumda R[z;a]
varidegismeli oldugundan Abelyandir. Boylece herhangi ¢* = e € R|x;q]

icin xe = ex. Diger taraftan xe = a(e)x dir. Boylece a(e) = e elde edilir. O

Asagidaki 6rnekte, Onerme 5111 (1)’in kargitinim dogru olmadig ve (2)’de halkanim

a-skew Armendariz olma sart1 kaldirildiginda ifadenin saglanmadigi gosterilmisgtir.

Ornek 5.1.12 Zs uzerindeki degismeli olmayan ag, ay, as, by, b1, b, ¢ bilinmeyenleri

ile birlikte A = Zslag, ay, as, bo, b1, bz, ¢| polinomlarin bir serbest cebiri ve «;
alag) = b, a(ay) = by, a(az) = be, a(by) = ag, a(by) = ay, a(by) = ag, a(c) = ¢

ile tanimli A’nin bir otomorfizmasi ve B, A’daki sifir sabit terimli tiim polinomlarin
kiimesi olsun. r,7r1,79,73,74 € B olmak tizere I, A’'nin agbgy, agby + a1bg, agbs +a1b; +
asbo, arby + agby, asba, agrby, asrbs, boag, boar + brag, boaz + biay + baag, biaz + baay,
baag, borag, baras, (ag 4 a1 + az)r(bo + by + by), (by + by + ba)r(ao + ay + az), apao,
Q9G2, QTag, AaTAg, boby, baba, borby,barbs, T1721T3Ty, agar + arag, apas + aja; + asayg,
ajas + asay, boby + bibg, bobs + b1by + bobg, biby + baby, (ag + a1 + az)r(ag + a1 + as),
(bo+b1+b2)7(bo+by+bo) tarafindan tiretilen ideali olmak tizere B* C I oldugu agiktir.
R = A/I olsun. o(I) C I oldugundan s € Ai¢in R'nin o(s+1) = a(s)+1 ile tammh
o otomorfizmasi elde edilebilir. Burada 0? = 1z'dir. A'min her elemanimi R’deki
goriintiisityle basitge belirleyebiliriz. Kim vd. (2014) tarafindan yapilan ¢aligma
geregince R hem yaridegismeli hem de a-yaridegismelidir. Fakat R ne giiclii -
yaridegismeli nede a-skew Armendarizdir. ag+a12*+asz?, by +b2% + byt € Rlx; 0]
icin,
(ap + a12* + axx™®)(by + b12* + bya*) = 0

olur. Fakat agca, + aycag # 0 oldugu igin;
(ap + ar12® + asax®)cx(by + bia® + bya?)
= (ag + a12* + agx*)cla(by) + a(by))2? 4+ a(by)z*)x
= (ap + a12* + aza*)(ap + a1 2® + azx®) #0
olup R[x;o] yaridegigmeli degildir. Ayrica
(ap + a12* + axx™®)(by + b12* + bya*) = 0
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egitliginden agb; # 0 olup R a-skew Armendariz degildir.

Onerme B.I.TTFin bir sonucu olarak, e endomorfizmasi birim endomorfizma alinirsa,

agagidaki sonug elde edilir.
Sonuc 5.1.13

(1) R giiglii a-yaridegismeli halka ise Abelyandir.

(2) R halkas1 Armendariz iken R'nin yaridegismeli olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

R’nin giiclii yaridegismeli olmasidir.

(3) R halkas: gii¢lii yaridegismeli iken R'nin Armendariz olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul R’nin quasi-Armendariz olmasidir.
ispat:

(1) R giiclii a-yaridegismeli iken Onerme [F.ITIT(1) geregince yaridegismeli olup
boylece R Abelyandir.

(2) R Armendariz olsun. R giiclii yaridegismeli bir halka iken yaridegismeli oldugu
aciktir. R’nin yaridegismeli olmasi durumunda ise R Armendariz oldugundan

Rlx] yaridegismeli olup R giiglii yaridegismelidir.

(3) Kabul edelim ki R giiglii yaridegismeli ve Armendariz olsun. f(x)R[z|g(x) =0
olacak sekilde f(z) = >71" a2’ g(x) = D27_bja? € R[r] alalim. Bu durumda
f(z)g(x) = 0 olup R Armendariz oldugundan a;b; = 0 bulunur. R giicli
yaridegismeli oldugu i¢in a;R[z]b; = 0 olur. Ozel olarak a;Rb; = 0 olup R

quasi-Armendarizdir. O

Asagidaki 6nermede, bir halkanin giiclii a-yaridegismeli olma 6zelliginin direkt toplam
ile direkt carpima tagmmabildigi ve gilicli «-yaridegismeli olmasi icin baz
karakterizasyonlar ifade edilmistir. Oncelikle agagida bazi kavramlarin tanimlarini
hatirlatalm. J(R), R'nin Jacobson radikali olmak tizere R/J(R) bir béliimlii halka
ise R halkas1 yerel (local) olarak adlandirilir. R/J(R) yaribasit (semisimple) Ar-
tinian ise R ye yarwyerel (semilocal) denir. R yariyerel ve egkareleri modiilo J(R)’ye
gore yiikseltilebiliyorsa R yaritam (semiperfect) olarak adlandirihir. Yerel halkalar

Abelyan ve yariyereldir.
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Onerme 5.1.14

(1) Her bir v € I i¢in 0, R,'nin bir endomorfizmasi olmak iizere agagidakiler

denktir:

(i) Her bir v € I i¢in R, giiglii o,-yaridegismelidir.
(i) v € I'igin [[,op R, gliclii o-yaridegismelidir.

(ili) v € I' i¢in R,’larmn direk toplam giiglii o-yaridegismelidir

(2) R bir halka olmak iizere herhangi ¢? = e € R igin o(e) = e sartim saglayan o

R’nin bir endomorfizmasi olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler gegerlidir.

(i) R'min giiglii o-yaridegismeli ve yaritam olmasi igin gerek ve yeter kogul
R'nin lokal giigli o,-yaridegismeli halkalarin sonlu direkt toplami ol-

masidir.

(ii) e bir R halkasmin merkezi eskaresi olmak iizere e R ve (1—e) R'nin gii¢lii o-
yaridegismeli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R'nin giiclii o-yaridegismeli

olmasidir.
ispat:

(1) (i) = (¢i)'nin gosterilmesi yeterli olacaktir. p(z)g(z) = 0 olacak sekilde p(x) =
0r(@))s 4(2) = (@5(@))y € TLep Byl o] alahm, po(2), 4,(x) € Rya;0)
olmak {izere her bir v € I i¢in p.(x)g,(x) = 0’dir. Hipotez geregi her r., € R,,
herhangi s > 0 ve her bir v € I i¢in p,(z)(r,2°)g,(x) = 0 olur. Buradan her
r € (ry)y € [I,ep By ve s > 0 igin p(z)(rz®)g(x) = 0 olur. Béylece R,’larm

direkt carpimi giiclii o-yaridegismeli bulunur.

(2) (i) R'min giiglii o-yaridegismeli ve yaritam oldugunu kabul edelim. R yaritam
oldugu igin Lambek (1966)’da yapilan galigmalar geregince R toplamla-
r1 1 olan yerel egkarelerin bir sonlu ortagonal {ej,es,...,e,} kiimesine
sahiptir. Her bir e;Re; lokal halka olacak sekilde R = Y7 | ;R yazlr.
Sonu¢ B.I.I3] (1)’den R Abelyandir. Bdéylece her bir ;R e¢;R = e;Re;

ozelligine sahip R'nin idealidir. Her bir 4 i¢in kabul geregince o(e;R) C
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e;R oldugundan her bir e;R alt halka olarak giiclii o-yaridegismelidir.
Diger taraftan R'nin gii¢lii o,-yaridegismeli yerel halkalarin direk toplam
oldugunu kabul edelim. Yerel halkalar yaritam oldugu i¢in R yaritamdir.
Boylece (1) geregince R giiclii o-yaridegigmelidir.

(ii) Giigli o-yaridegismeli halkalarin sinifi alt halkalar altinda kapali oldu-
gundan R = eR & (1 — e)R olmak {izere ispat (1)’den agiktir. O

Asagidaki 6nermede bir halkanin Jordan geniglemesi kullanilarak gii¢lii a-yaridegis-

meli olmasi i¢in bir karakterizasyon verilmistir.

Onerme 5.1.15 R bir halka ve a, R'nin bir monomorfizmast olsun. R’nin glicli
a-yaridegigmeli olmasi igin gerek ve yeter kogul A(R, o) Jordan geniglemesinin giiglii

a-yaridegigmeli olmasidir.

ispat: R; Jordan genislemesinin bir alt halkasi olarak gozoniine alindiginda
yeter kosulun ispat1 agiktir. Gerek kosulun ispatlanmasi yeterlidir. Bundan dolay1
A = AR,a) = {t7rt': v € R,i > 0} olmak iizere R'nin gii¢lii a-yaridegismeli
oldugunu kabul edelim. af,b; € R ve v(i),u(j) > 0 i¢in a; = t7"Wajt*® ve
b.

j =t u0) olmak tizere p(x) = Y7 aiat, q(x) = > i obr! € Alr;al igin

p(x)q(z) = 0 olsun. Her bir j > 0 icin z7'ra’ = =)ol (r)2™ zelligi ve A'nin
a otomorfizmasi kullanilarak s > 0 ve o, 8; € R i¢in a; = t ™ oyit® ve b; = t7°3;t°

yazilabilir. Bu durumda,;

k=0 \i+j=k
m-+n
— > t_saitsozi(t_sﬁjts)> 2"
k=0 \i+j=k
m+n
- (Z t oyttt Bj)ts) F
=0 \i+j=k

(Z am/(@-)) :ck> t*

Z ( Z Oél'O'i(ﬁj)> l’k =0

k=0 \i+j=k

olur. Boylece;
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olur.
Zaw q( ZBJWGR:EQ]

olsun. p(x) = t=°p'(z)t* ve q(x) = t=°¢(x)t* oldugu ve yukaridaki sonug kullamlarak
P ()¢ (z) = 0 bulunur. R giiclii « yaridegismeli oldugundan her r € R ve [ > 0 igin
p'(x)R[x;ald () = 0’dir. Yani p/(z)(rz!)¢’(z) = 0 olur. Buradan herhangi u > 0
icin
=/ () (ra')g' ()" = 0 (%)
bulunur. r € R olmak iizere a = t~°rt® olsun. ¢ = s olarak alalim. (*) esitliginden,
p(a)(az)q(z) = (P (2)t°) (ax’) (t~*¢ (2)t°)
=1t Sp’(a:)ts(t sptsa )t =3¢/ (x)t?

= t7°p/ (2)rtt*alq ()t
= t7°p/(z)ra'q/ (x)t°
=0
elde edilir. Boylece p(z)A[z; aq(z) = 0 olup A giiclii a-yaridegismelidir. O

Herhangi bir @ endomorfizmasina gore gii¢lii a-yaridegismeli olan bir halkanin (o :

~Y

R = S) izomorf oldugu S halkasmin da cao~'-yaridegismeli oldugu asagidaki

onermede ifade edilmistir.

Onerme 5.1.16 o : R — S bir halka izomorfizmasi olsun. R'nin giclii a-
yaridegismeli olmasi icin gerek ve yeter kosul S’nin giiclii oo™ -yaridegismeli ol-

masidir.

Ispat: Her 4,7 icin a; = o(a;), b; = o(b;) € S olmak fizere;

Za,x q(x beJGRxa

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,
m n
() = Z ax’ ¢ (x) = Z i) € Slz;oa0 ]
i=0 =0
olmasidir. o birebir ve érten oldugu i¢in o(r) = 7’ olmak tizere ' € S < r € R'dir.

Herhangi r € R ve s > 0 igin,
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olup boylece;

& <Z a(a»(oao—l)f(a(r)<aaa-1>80<bj>>> R

k=0 \i+j=k

= ( > a;(o—ao—1)i<r'<aaal)s<b;))> 2" =0

k=0 \i+j=k
& 0= p(@)("a*)¢ (x) € Sa; oa01]
elde edilir. 0

Asgagidaki teoremde; glicli a-yaridegismeli halkalar, a-kati halkalar kullanilarak

karakterize edilmigtir.

Teorem 5.1.17 R’nin a-kat1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart R'nin yariasal, giiclii

a-yaridegigmeli ve a’'nin bir monomorfizma olmasidir.

ispat: R a-kat1 olsun. Bu durumda R[x; ] inmis olup yaridegigsmelidir. Boylece
R giiglii a-yaridegismelidir. R, a-kati iken Hong vd. (2003) geregince R inmig
ve a monomorfizmadir. Bdylece R'nin yariasal oldugu agiktir. Diger taraftan
R’nin yanasal, giicli a-yaridegismeli ve a’nin bir monomorfizma oldugunu kabul
edelim. a € R icin afa)a = 0 olsun. Onerme LI (1)’den R a-yaridegismeli
olup a(a)Ra(a) = 0 bulunur. R'nin yariasal oldugu kullanilarak a(a) = 0 olur. «

monomorfizma oldugundan a = 0 elde edilir. Sonug olarak R, a-katidir. U

Asagidaki 6rnek, Teorem B.I.I7de yer alan R'nin yariasal ve a’nin monomorfizma

olma sartinin kaldirilamayacagini gosterir.
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Ornek 5.1.18

a b a b a —b
(1) R = ra,beZ p ve o = ile tanimh

0 a 0 a 0 a
«; R'nin bir otomorfizmasi olsun. R giiclii a-terslenebilir olup Uyari

geregince giiclii a-yaridegismelidir. Fakat R yariasal olmadigindan R a-kat1

degildir.

(2) Ornek BEI4lde yer alan R = Z[t] giiclii a-yaridegismeli halkasim ve mo-
nomorfizma olmayan « endomorfizmasini hatirlayalim. R bolge oldugu igin

yariasaldir. Fakat 0 # x € R igin za(z) = 0 oldugu i¢gin R a-kat1 degildir.

Jordan geniglemesinde herhangi u > 0, r € Rigin o'(r) = o'(r)z " “a" = o (r)a"
oldugu gozoniine almarak x~‘rz? — o'(r)z?~* ile tanimlanan izomorfizma yardimiyla
Rlz,z % a] =2 A(R, )z, z"; o] oldugu gériiliir. Onerme FIIRin sonucu olarak

agagidaki denk kogullar ifade edilir.

Sonuc 5.1.19 R yariasal bir halka ve o R'nin bir monomorfizmasi olsun. Asagidaki

ifadeler birbirine denktir:
(1) R giiglii a-terslenebilirdir.
(2) R giiglii a-yaridegigmelidir.
(3) R a-yaridegigmelidir.
(4) R a-katidir.
(5) R[z,z~'; a] inmistir.
(6) A(R,«) glglii a-terslenebilirdir.
(7) A(R, «) giglii a-yaridegigmelidir.
(8) A(R,a) a-yaridegigmelidir.

(9) A(R, ) a-katidir.
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Ispat: 4) = (1) = (2) = (3) ve (9) = (6) = (7) = (8) oldugu agiktir.
Teorem (.. 17 nin bir sonucu olarak (3) = (4) ve (8) = (9) gerektirmeleri ispatlanir.
(2) = (7) Onerme FIIin sonucudur. Nasr-Isfahani ve Moussavi (2009) R’nin

- a]’in inmig olmas1 gerektigini

a-kat1 olmasi igin gerek ve yeter kosulun Rz, z~
ifade etmislerdir. R[z,z™';a]'nin, A(R,a)[z,z7!; a)ya izomorf olmasimdan dolay:

(4) ve (5)’in denk olduklar elde edilir. O

McCoy (1942) degismeli bir R halkasi tizerinde ” f(z)’in R[z]|te bir sifir bolen ol-
mast i¢gin gerek ve yeter kogulun f(z)c = 0 olacak gekilde 0 # ¢ € R var ol-
masidir” ifadesini ispatlamigtir. Fakat Weiner (1952) bu ifadenin degismeli olmayan
halkalarda dogru olmadigim géstermistir. Bu sonuca dayanarak Nielsen (2006)
degigmeli olmayan R halkasi {izerinde 0 # ¢ € R icin 0 # f(x),g(z) € R[z] ol-
mak tizere f(x)g(x) = 0 iken f(z)c = 0 (swrasiyla cg(x) = 0) oluyorsa R halkasi
sag McCoy (swrasiyla sol McCoy) olarak adlandirmigtir. R halkasi hem sag Mc-
Coy hem sol McCoy ise McCoy olarak adlandirihr. Nielsen (2006) terslenebilir
halkalarin McCoy oldugunu gostermistir. Fakat ayni calismada McCoy olmayan
yaridegismeli halka ornegi verilmigtir. Bir halka tizerindeki McCoy olma kogulu skew
polinom halkasina Bager vd. (2009) tarafindan genigletilmistir. Herhangi sifirdan
farkll p(x),q(z) € Rlx;a] polinomlar: igin p(z)g(z) = 0 iken p(z)c = 0 olacak
sekilde 0 # ¢ € R varsa R halkasi a-skew McCoy olarak adlandirilmigtir. Asagidaki
onermede glicli a-yaridegismeli halkalarin a-skew McCoy halkalarla iligkisi ince-

lenmisgtir.
Onerme 5.1.20 Eger R giiclii a-yaridegismeli bir halka ise R a-skew McCoydur.

Ispat:  R'nin gliclii a-yaridegismeli bir halka oldugunu kabul edelim. Herhangi
0 # p(x),q(x) € R[z; ] i¢in p(x)g(xz) = 0 olsun. Kabulden p(z)R[z; a]q(x) = 0'dir.
Hong vd. (2010)’dan p(z)R[z; a]c = 0 olacak sekilde 0 # ¢ € R vardir. Buradan
p(x)e =0 olup R a-skew McCoydur. O

«a birim endomorfizma olarak alinirsa Onerme B.1.20/nin bir direk sonucu olarak

Kwak vd. (2012) tarafindan ifade edilen asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 5.1.21 R halkas1 giiclii yaridegismeli bir halka ise McCoydur.
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5.2 Giiclii a-Yaridegismeli Halka Ornekleri

Bu boliimde giiclii a-yaridegismeli bir halkanin giiclii a-yaridegismeli olan genisle-

melerine ornekler verilecektir.

Teorem 5.2.1 R degismeli bir .S bolgesi tizerinde bir cebir ve a R’nin bir endo-
morfizmasi olmak tizere R'nin giiclii a-yaridegismeli olmasi igin gerek ve yeter kogul

R ve S’nin D Dorroh geniglemesinin giiclii a-yaridegismeli olmasidir.

Ispat: a(l) = 1 oldugu gozoniine alimarak slr € R olacak sekilde s € S belirlenip
R = {r+s/| (r,s) € D} yazlabilir. R giiglii a~yaridegismeli iken D’nin giiclii a-
yaridegismeli oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun i¢in R giiglii a-yaridegigsmeli

olmak tizere
p(z) = o (a;, b)a', q(x) = B)_y(c;, dj)a’ € Dlz; al

icin p(z)q(x) = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda p(x)q(z) = 0 esitliginden

2¥'I1 terimin katsayisi

2 (Z <az-,bi>ai<cj,dj>> =D (,Z <a¢,bi><al'<cj>,dj>) =0 (51)

bulunur. Ayrica a(1) = 1 oldugundan her s € S i¢in a(s) = a(s.1) = sa(l) =
sl = s olup bu durum ispatin geri kalan kisminda referans verilmeksizin kul-
lantlacaktir. (5.1) esitliginden f(z) = 77" bia’,g(x) = 7 dja’ € S[a] olarak
alimirsa f(z)g(x) = 0 bulunur. S[z] bir bolge oldugundan f(z) = 0 yada g(x) = 0
olmak zorundadir. f(z) =0 ise (5.1) esitliginden;
m+n '
> ( > (aia'(c)) + dj)ﬁ)) " =0
k=0 \i+j=k
olup
m+n ' m+n ‘
0= Z ( Z (a;(a'(c;) + dj)) zk = Z ( Z (a; ' (c; + dj)) 2" (5.2)
k=0 \itj=k k=0 \i+j=k
elde edilir. p'(z) = Y gaa',q'(x) = Y7 _o(¢; + dj)a? € R[r;a] olarak almirsa
(5.2) esitligi geregince p'(z)¢'(x) = 0 bulunur. R giiclii a-yaridegismeli oldugundan
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herhangi r +s € R ve t > 0 i¢in p'(z)((r + s)z")¢'(x) = 0 olur. Buradan

0= Z ( Z a;a'((r + s)at(c; + dj))) gkt

m-+n
- Z ( Z ai(a'(r) + s) (™ (c;) + dj)) Rt

olur. Boylece;

Z Z (a;, 0)a‘((r, S)at((Cj,dj)))> Rt

k=0 \i+j=k

= Z Z (ai, 0)(0/(7“), S)(Oéi+t(0j), dj)) oFrt

i+i=k

=3 (3 @lal(r) + s)aite) + dy). 0>> =0

it+j=k
elde edilir. Bu durumda herhangi (r,s) € D ve t > 0 igin p(x)(r,s)x'q(x) = 0

bulunur.

Diger yandan g(z) = 0 olmasi durumunda ise yukaridaki ispata benzer olarak her-
hangi (r,s) € D ve t > 0 igin p(x)(r, s)z'q(x) = 0 elde edilir. Sonug olarak R’'nin S
ile D Dorroh geniglemesi giiclii a-yaridegismelidir. U

Onerme F.IT4(2-ii) ve Teorem F2Z1I7in bir sonucu olarak, o birim endomorfizma
olarak alindiginda, Kwak vd. (2012) tarafindan ifade edilen agagidaki sonug verile-
bilir.

Sonuc 5.2.2

(1) ebir R halkasinin merkezi egkare eleman olmak tizere R'nin giiglii yaridegismeli

olmasi igin gerek ve yeter sart eR ve (1—e)R'nin giiclii yaridegigsmeli olmasidir.

(2) R; degismeli bir S bolgesi tizerinde bir cebir ve D; R'nin S ile Dorroh geniglemesi
olmak tlizere R'nin giiclii yaridegismeli olmasi icin gerek ve yeter sart D’nin

gliclii yaridegismeli olmasidir.

Bir halka yaridegismeli iken polinom halkasi yaridegismeli olmak zorunda degildir.
Ancak halkanin Armendariz olmasi1 durumunda bu 6zellik polinom halkasina tagin-
maktadir. Asagidaki teoremde of = 1 Ozelligine sahip bir halka giiclii a-yaridegis-

meli iken onun polinom halkasinin giiclii a-yaridegismeli oldugu ifade edilmistir.
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Teorem 5.2.3 « bir R halkasinin o = 1y olacak sekilde bir endomorfizmas: olmak
lizere R'nin giiclii a-yaridegigmeli olmasi igin gerek ve yeter kosul R[x]'in gliclii

a-yaridegigmeli olmasidir.

Ispat: Giiclii a-yaridegismeli halkalar alt halkalar altinda kapali oldugundan
gerek kosulun ispatlanmasi yeterlidir. R’'nin giiclii a-yaridegismeli oldugunu kabul
edelim. Her bir 0 <7 <m, 0 <j <n, aj,...,a,,,bj,bj,...,bj, € Ri¢in

Joo Jv;
filx) = ai, + apx + ..+ a;, T
9i(®) =bj, + bjyx + ... + b, a"

olmak tizere p(y)q(y) = 0 olacak sekilde p(y) = fo(x) + fi(x)y + ... + fu(z)y™,
q(y) = go(z) + g1(2)y + . .. + gn(2)y"™ € Rx]]y; @] alalim.

C = {aio,...,aiwi,bjo,bjl,...,ijj|0§i§m,0§j Sn} ve yr:a(r)y

oldugu goz éniine alinarak p(y) ve ¢(y) yeniden diizenlenirse h(z) = p(y) = ho(y) +
h(y)e + ...+ hgas l(z) = q(y) = b(y) + Lh(y)z + ...+ 1(y)z* € Rly;alfz] ve

h(z)l(x) = 0 olur. Sifir polinomunun derecesi sifir olmak {izere
{deghi(y), degly(y) | 0<i<u,0<j<s}

kiimesindeki maksimal elemandan daha biiytlik olacak sekilde bir pozitif £ tamsayist

secelim.

h(y™) = ho(y) + b ()y™ + ...+ ha(y)y™

™) =lo(y) + hyy™ + ...+ Ly)y™
olmak tizere h;(y) (sirasiyla [;(y)) ve h(y™*) (sirasiyla {(y™*)) nin katsayilar1 ayni olup
bu katsayilarin kiimesi C’ye esittir. p(y)q(y) = 0 = h(z)l(x) ve a'* = 1 oldugundan
h(y™)l(y™*) = 0 elde edilir. r € R icin a(r) = a(r) oldugu gozoniine alimarak kabul
geregince herhangi r € R ve v > 0 icin h(y™)ry?l(y"*) = 0 bulunur. Her ); ve ¢;
icin

3 (30 o) o

=0 i+j=t
olur. a'* = 15 oldugundan her bir 0 < ¢ < m + n igin Divjm i) (ry)li(y) = 0
olur. Sonug olarak herhangi r € R ve v > 0 icin p(y)(ry”)q(y) = 0 olup R[z] giiclii

a yaridegigmelidir. O
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Asagidaki onermede; of = 1p ozelligine sahip giicli a-yaridegismeli bir halkanin

Laurent polinom halkasinin da giiclii @-yaridegismeli oldugu gosterilmistir.

Onerme 5.2.4 « bir R halkasinm o = 15 olacak sekilde bir endomorfizmasi olmak
lizere R'nin giiclii a-yaridegismeli olmasi i¢in gerek ve yeter kogul R[x; z~!]’in giiglii

a-yaridegigmeli olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki R gliclii a-yaridegismeli bir halka ve her bir 0 < i < m ve

0<j<nign ag,... Ay, b, € R ve s;,w;, kj, z; € Z olmak tizere

filz) = Z a,x", g;(x) = Z by’ € Rlz; 2]
v=k;

u=s;

olsun. (R[z;z™1])[y, a]’'daki
p(y) = fo(x) + fil@)y + ... + fm(2)y™

() = go() + g1 (2)y + ... + gn(z)y"
polinomlart i¢in p(y)q(y) = 0 oldugunu kabul edelim. s = max {|s;| | i=0,1,...,m}
ve k = maz {|k;] | 7=0,1,...,n} olacak sekilde k, s pozitif tamsayilar1 segelim.
fi(x) = fi(z)z® ve gj(x) = g;(x)x" olmak iizere;
ply) = =*fy) = fole) + fil@)y + .. + fr(@)y™

k

q(y) = 2%g(y) = go(x) + g1(x)y + ... + g (x)y"

olarak alinirsa Teorem [B.2.3iin ispatina benzer sekilde R[z;x~1]in giiclii a-yaride-

gismeli oldugu gosterilir. U

Kwak vd. (2012) tarafindan ispatlanmig olan agagidaki sonuglar, Teorem [£.2.3] ve

Onerme [F.247in bir sonucu olarak ispatsiz bicimde daha basitce ifade edilebilir.
Sonuc 5.2.5 Bir R halkas i¢in agagidakiler denktir.

(1) R giiglii yaridegismelidir.

(2) R[z] glglii yaridegismelidir.

(3) R[z;x~!] gliclii yaridegismelidir.
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Onerme 5.2.6 R bir halka ve o, R'nin bir otomorfizmas: olmak iizere, M, R'nin
merkezil diizenli elemanlarini iceren carpimsal kapali alt kiimesi ve her m € M igin
a(m) = m olsun. Bu durumda bir R halkasimin gii¢lii a-yaridegismeli olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul M~ R'nin giiclii a-yaridegismeli olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki R giiclii a-yaridegismeli ve P (r) =u(ap +ayx+ ...+
apr®), Q(z) = v by + bix + ... + ba") € M1R[x;a] i¢in P(z)Q(z) = 0 olsun.

Bu durumda

0= P(z)Q(x)
= u Y agv ™' + ara(v) e 4 . 4 apa () 2F) (b + bz + ...+ Dya™)

olur. Hipotez geregince 0 < i < k i¢in o’(v)™' = v™! oldugundan;

0= P(z)Q(x)
= (uv) Yag + a1z + ... + azz®) (by + byx + ... + bpz™)

elde edilir. p(z) = ag+a1z+...+apz”®, q(z) = bp+bix+...+b,z" € Rlx] olsun. Bu
durumda p(x)q(z) = 0 olup R giiglii a-yaridegismeli oldugundan p(z) R[z; alg(x) = 0
olur. Herhangi r='s € M~'R ve t > 0 igin a/(m)~! = m™! oldugu goz oniine

aliarak;
P(z)(r ' sz")Q(x)
= u_l(ao +ax+...+ akxk)(r_lsxt)v_l(bo +bz+ ...+ ba™)u”

= (urv) 'p(z)(sz")q(x) =0

1

elde edilir. Sonuc olarak M 'R giiclii a-yandegismelidir. Giiclii a-yaridegismeli

halkalarin siifi alt halkalar altinda kapali oldugu i¢in ispatin karsiti agiktir. O

R bir halka ve «, R'mnin bir endomorfizmasi olmak tizere UT'My(R) alt halkas
Abelyan olmadig1 i¢in (n > 2icin) M, (R) ve UT'M,,(R) matris halkalar: yaridegismeli
degildir. Ayrica Kim ve Lee (2003) tarafindan yapilan galigma geregince (n > 4
icin) D, (R) matris halkas: yaridegismeli degildir. Bundan dolayr Onerme G.I1T]
geregince (n > 2 icin) M, (R), UTM,(R) ve (n > 4 i¢in) D, (R) matris halkalar
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gliclii a-yaridegismeli degildir. Bu ifade edilen durum ileride yapilacak olan ispat-
larda referans verilmeksizin kullanilacaktir. Diger yandan Jin vd. (2017) tarafindan
yapilan galigma geregince a-kati bir R halkasi tizerinde (n > 2 igin) V,,(R) matris

halkas: giiclii a-terslenebilir oldugundan giiglii a-yaridegismelidir.

Agagidaki 6nermede a-kat1 bir R halkasi iizerinde n = 2,3 i¢in D,(R) matris

halkasinin giiclii a-yaridegismeli oldugu ifade edilmistir.
Onerme 5.2.7 R, a-kat1 bir halka ise n = 2, 3 icin D, (R) giiglii a-yaridegigmelidir.

Ispat:  Dy(R) = Vi(R) oldugundan a-kati olan bir R halkasi iizerinde Ds(R) nin
gliclii a-yaridegismeli oldugunu gostermemiz yeterlidir. Kabul edelimki R a-kati ve

A; = (aVs), B; = (b9)w,) € Ds(R) olmak iizere
p(x) = Ai', q(x) =) Bz’ € Dy(R)[z;a]
=0 7=0
icin p(z)q(z) = 0 olsun. D3(R)[x;a] = D3(R|x; ) oldugu kullamlarak

s, = Za(i)$t$i7 Qu, = Z bDu,z? € Rlx;al
=0 =0
olmak itzere p(x) = (pu(x)), 4(x) = (qus(x)) € Ds(Rli; a]) yamlabilir. p(x)g(z) = 0

olmasindan asagidaki egitlikler elde edilir:

pu(z)qu(r) =0 (5.3)

pu(®)qi2(z) + pr2(@)qui(z) = 0 (5.4)

P11 (®)qu3(2) + pr2(@)qes(x) + prs(x)qu(z) =0 (5.5)
p11(2)q23(2) + pas(@)qui(z) = 0 (5.6)

R a-kat1 oldugu i¢in R[z;«] inmistir. R herhangi bir inmig halka ve a,b € R igin
ab = 0 iken aRb = 0 ve ba = 0 ve ab® = 0 iken ab = 0 oldugu asagidaki ispatlarda

kullanilacaktir. (5.3) esitliginden R giiglii a-yaridegismeli oldugundan;
pu(x)Rlz; afgin(x) =0 (5.7)

esitligi elde edilir. (5.4) ve (5.6) esitlikleri sagdan ¢y (z) ile carpilirsa, pio(2)q3, (x) =
0 ve po3(2)q?, (z) = 0 oldugundan pia(x)q11(x) = 0 ve pas(z)qii(z) = 0 olur. Ayrica
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p11(x)qia(x) = 0 ve p11(z)ges(x) = 0 bulunur. Béylece,

pu(z)R[zalqiz(v) = 0, piz(z)R[z; algn(z) =0 (5.8)
p1(z)R[z; a]gas(w) = 0, pas(w)Rlz; alqui(z) =0

olur. (5.5) esitligi sagdan qi1(z) ve gos3(z) ile garpildiginda pi3(x)qi(z) = 0 ve
p12(2)go3(x) = 0 olup yukaridaki metoda benzer olarak pi1(x)gi3(x) = 0 elde edilir.
Boylece

p11(7) R[z; o] quz(x) = 0, pra(2) R[z; ages(x) = 0, p13(z) R[z; alqui(z) =0 (5.9)
bulunur. Sonug olarak D3(R) giiclii a-yaridegigmelidir. O

Onerme G.27deki R'nin ”a-kati olma sart1” R’nin ”giiclii a-yaridegismeli olma
kogulu” ile zayiflatilamaz. Ornek (1)’deki giiglii a-yaridegismeli olan fakat -
kat1 olmayan R halkasini goz 6niine alalm. Bager vd. (2008) tarafindan ifade edildigi
iizere Dy(R) halkas: a-yaridegismeli degildir. Onerme I IT'den Dy(R) giiclii a-ya-
ridegismeli degildir. Ayrica Onerme FEZTde; Kim ve Lee (2003) tarafindan elde

edilen baz1 sonuglar genisletilmistir.

Giiclii a-yaridegismeli halkalarin sinifi homomorfik goriintiiler altinda kapali degildir.
Gergekten; R, katsayilari tamsayilar olan kuaterniyonlar halkasi ve «, R’nin bir
monomorfizmasi ise R bir bolge oldugundan gii¢lii a-yaridegismelidir. Ayrica g her-
hangi bir tek asal say1 olmak iizere Goodearl ve Warfield (1989) tarafindan ifade
edildigi iizere R/qR = Ms(Z,) olur. Daha once de bahsedildigi gibi M(Z,) giicli
a-yaridegismeli degildir. Bundan dolay1 R/gR boliim halkas giiglii a-yaridegismeli
degildir.

Asgagidaki 6nermede giiclii a-yaridegismeli bir halkanin homomorfik goriintiisiiniin
gliclii a-yaridegismeli olmasi icin bir karakterizasyon verilmistir. Ayrica bolim
halkas1 giiclii @-yaridegismeli olan bir halkanin hangi kogulda giiclii a-yaridegismeli

oldugu incelenmigtir.
Onerme 5.2.8

(1) R giglii a-yaridegismeli bir halka olmak tizere I, R deki herhangi bogtan farklh

bir kiimenin tek yanh sifirlayani ve (1) C [ ise, R/I giiglii a-yaridegigsmelidir.
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(2)

a bir R halkasinin bir endomorfizmasi ve I, R/I giiglii a-yaridegismeli olacak
sekilde R'nin bir a-ideali olsun. [ birimsiz bir a-kati1 halka ise, R giicli a-

yaridegismelidir.

ispat:

(1)

Kabul edelim ki R gii¢lii a-yaridegismeli ve ) £ S C R igin I = rg(S) olsun.
Onerme [5.IITI (1) geregince R yaridegismeli olup ve Lemma B TI'den I R’nin
iki yanh idealidir. p(z)g(x) = 0 olacak sekilde
pla) =Y awa', q(z) =Y b’ € R/I[x;a]
i=0 =0
alalim. Bu durumda
p(z) = Zaixi, q(z) = ijxj € R[z; o]
i=0 =0
olmak tizere p(x)q(z) € I = rg(S) oldugundan Sp(z)q(x) = 0 olur. R giiclii
a-yaridegismeli halka oldugundan Sp(z)R[x;a]q(x) = 0 olup herhangi r € R
ve t > 0 igin Sp(x)(rz')q(z) = 0 bulunur. Boylece
m+n '
(5 (5 atvaon) ) -
k=0 \i+j=k
ve bundan dolayz;
m+n ' B
(32 aataiin) <o
k=0 \i+j=Fk
olup herhangi » € R ve t > 0 icin p(z)(7z')q(z) = 0 oldugundan R/I giiclii

a-yaridegismelidir. Sol sifirlayan icin de benzer durum gecerlidir.

Kabul edelim ki R/I giicli a-yaridegismeli ve I a-kat1 olsun. p(z),q(z) €
Rlz; a] i¢in p(x)q(z) = 0 oldugunu kabul edelim. R/I giiglii a-yaridegismeli
oldugu i¢in p(z)R/I[x; alq(x) C I[z; ) dir.

(q(@) [z alp(x))* = q(x)I[2; a]p(x)q(2)] [z; alp(z) = 0
ve I a-kat1 oldugundan I[z; o] inmisg olup ¢(x)I[z; a]p(z) = 0’dir. Boylece;
(p(z) Rlw; lq(2)I[x; a)* = p(2)R[z; alq(x)][z; a]p(z) Rlz; o]q(x)I[z;a] = 0
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olup I[z; @] inmis oldugundan p(x)R[z; a|q(z)I[z; a] = 0 bulunur.
(p(2)Rlz; alq(x))* € p(x) Rlw; a]q(2)I[z;a] = 0
ve (p(z)R[z; a]q(x) C I[x; o] oldugundan I'nin inmis oldugu kullanilarak
p(z)Rz; alq(z) = 0
bulunur. Boylece R giiclii a-yaridegismelidir. 0

Onerme5.2.8 (2)’deki I'nin a-kat1 olma sartinin indirgenemeyecegi asagidaki érnekte

ifade edilmistir.

. F F
Ornek 5.2.9 F bolumli halka olmak tizere R = halkasimi ve

ile tanimli @ otomorfizmasini ele alalim. Sonu¢ B.I.13[den R Abelyan olmadigindan

0 F
glcli a-yaridegismeli degildir. I = a-ideali a-kat1 degildir.
0 0
a 0O
R/I = +1:a,ceF
0 ¢

boliim halkasi inmig ve &, R/I iizerinde monomorfizma oldugu i¢in R/, a-kat1 ve

boylece giiclii a-yaridegismelidir.
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