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GIRIS

Belirli zaman araliklarinda kendini tekrar eden siirece periyodiklik, eger bu du-
rumu gercekleyen bir fonksiyon varsa bu tiir fonksiyona da periyodik fonksiyon
denir. Matematik , Fizik, Kimya, Biyoloji gibi bir ¢ok disiplinde bir ¢ok olay
peryodiktir ve peryodik olarak gerceklenir. Periyodik olaylari ifade etmek i¢in
kullanilan bir sinif fonksiyon da trigonometrik fonksiyonlardir. Bunun sebebi
peryodikligin daha kolay anlagilmasmi saglamasimdandir. Ornegin dogada ba-
sit peryodik olaylar, matematik olarak siniis ve kosiniis fonksiyonlari ile gos-
terilebilir.Fiziksel olarak gergeklenen bir diyapozonun titregimleri 6rnek olarak

verilebilir. Eger olay n defa tekrarlaniyorsa basit titresimleri gosteren fonksiyon
Asin 2mnt veye A cos2mnt

den ibarettir. Bununla birlikte basit siniis ve kosiniis fonksiyonlar ile ifade
edilen olaylara Basit Harmonik Titresim denir. Bundan dolay1 peryodik fonksiy-

onlar1 bir Trigonometrik seri ile gosterme geregi duyulmustur. Boyle bir seri

WE

ft) =

(a cosnt + b, sinnt)

3
i
o

seklindeki Fourier Serisidir. Fourier Serisi Elektromagnetik teorisinde, Akustik,
Ist Akiminda ve Matematik-Fizik in bir ¢ok alaninda oldukca ¢nemlidir. Eger

bir f fonksiyonu

NE

ft) =

(ay, cosnt + by, sinnt)

3
Il
=)

seklinde ifade edilirse, bu fonksiyonda a,, ve b, keyfi olarak belirlenen sabitler
dizisi olmak iizere, a,, e ve b, e hangi degerleri verirsek verelim f (¢) daima 27
periyodlu periyodik fonksiyon olacaktir. Dolayisiyla cosnt, sin nt fonksiyonlari
n = 0,1, ... i¢gin degisik formdaki periyodik fonksiyonlarin yap: taslar1 olarak
diistiniilebilir. Fransiz Matematikci Jean Baptiste Joseph Fourier periyodik
fonksiyonlar1 bir takim fark denklemlerinin ¢oziimiinde ele almigtir.

Fourier 1700 lerin sonuna dogru yaptigi caligmalarinda periyodik bir f fonksiy-
onunu yukarida da ifade edildigi gibi



ft)=ao+ Z (ay, cosnt + by, sinnt)

n=1

seklinde vermigtir. Bu tamimlamalardan sonra, siniisoidal olmayan sinyaller
Fourier serileri vasitasiyla siniisoidal olarak ifade edilmigtir.

Yapilan bu temel caligmalardan sonra, Fourier Serileri iizerine bir ¢ok temel
calismalar ve bu ¢aligmalarin farklh disiplinlerde uygulamalar: yapilmistir.

Bu Tezi olugtururken temel olarak R. YARASA’min 1979 yilinda terciimesini
yaptig1 "Fourier Analysis" kitabini temel kaynak olarak gz oniine aldik.

Bu galigmada ortogonal sistemleri ele alarak bunlar igin Fourier Serilerini
yazdik ve ozelliklerini inceledik. Agyrica Fourier Serilerinin farkh gekillerini

ifade ederek bu seriler yardimiyla Fourier Integrallerini ele aldik



1. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 1.1 (Siireklilik) : AC R, f: A — R bir fonksiyon ve a € A olsun.

lim f () = f (a) (1.1)

ise f fonksiyonuna a noktasinda siireklidir denir. Eger f fonksiyonu A
kiimesinin her noktasinda siirekliyse fonksiyon A tizerinde siireklidir denir.
Tanim 1.2 (Pargali Siirekli Fonksiyon) : Bir [a, b] aralig iizerinde pargal
stirekli fonksiyondan su anlagilir. [a,b] araligimmda a =t <ty < ... < t, = b
ozelligine sahip sonlu sayida t1,ts ,t, noktalarmi alalim. f(¢) her kismi ¢,
< t <ty arahiginda(iginde) siirekli ve araligin ug noktalarima her iki taraftan
yaklagmasi halinde, yani sagdan f(¢; +0) ve soldan da f (¢;11 —0) sonlu
limitleri varsa, f (t) ye|a, b] arahginda pargali siirekli fonksiyon denir.
Tanim 1.3 (Periyodik Fonksiyon) : Belirli zaman araliklarinda kendini
tekrar eden siirece periyodiklik bu tiir fonksiyonlara da periyodik fonksiyon-
lar denir. Matematik ve uygulamali bilimlerde pek ¢ok olay peryodiktir. Reel
eksen iizerinde tanmimh bir f (x)fonksiyonu bir 7" degeri i¢in f () = f (z +T)
ozelligini tagiyorsa bu fonksiyona periyodik fonksiyon ve 7" sayisina da periyod
denir. T lerin en kiigiigiine esas veya asli peryod denir ( Hwei P. H. 1967,
Yarasa 1976).

Peryodik fonksiyonlarin baz 6zelliklerini su sekilde verebiliriz. f bir peryodik

fonksiyon ve T' de bu fonksiyonun peryodu olmak iizere,
a+T/2 T/2

1. /f(t)dt: /f(t)dt

a—T/2 —T/2

dir. Ozellikle a = T'/2 almirsa,
T/2

/Tf(t)dt_ /f(t)dt

~T/2
oldugu gortiliir.
T+t t

2. /f(t)dt:/f(t)dt



3. 9(0)= [ 7 (w)du

ise ancak ve ancak

T/2
/ f(t)dt =0 oldugunda g (t +7T') = g (¢) dir.
~T/2
c+T T

4. /f(t)dt:/f(t)dt
dir c 0

Tanim 1.4 (Fourier Serisi) : 27 peryodlu bir f (¢) fonksiyonu bazi kogullari

sagladiginda trigonometrik bir seri ile gosterilebilir.

o

ft) = % + Z (an cosnt + b, sinnt) (1.2)

n=1
seklinde olan bu seriye fourier serisi denir (Yarasa 1976).
f(t) nin (1.2) serisi ile gosterilebilmesi Dirichlet kogullar: ile belirlenmigtir
(Yarasa 1976).
Tanim 1.5 (Dirichlet Kosullar1) : f(¢), (—m,7) araliginda tanimlanmig
27 peryotlu bir fonksiyon olsun.
a. f(t),(—m,m) araliginda siirekli veya pargali siirekli bir fonksiyondur.
b. f(t) fonksiyonunun bir peryod i¢indeki maksimum ve minimumlar: sonlu
sayida olmalidir.
c. f (t) fonksiyonu bir peryod araliginda mutlak integrallenebilirdir.
Bu kogullara Dirichlet kosullar:1 denir. Dolayisiyla 27w peryodlu bir f (#)

fonksiyonu (—, 7) araliginda Dirichlet kogullarimi sagladiginda Fourier serisi,

- t t
f )= %—l—; (ancos$+bnsin?)

veya kisaca

f (t):%—i-;cncos <nT7rt+¢n>



olarak yazilir. % = w alinarak,

[ = % + ch cos (nwt + ¢,,)

n=1

¢ cos (nwt + ¢,,) = ¢p. [cos (nwt) . cos ¢, — sin (nwt) . sin @,

ap = Cp €08, by =—c,sing,

b
¢, = arctan a—n, Cn = /a2 + b2

oldugu kolayca goriiliir. aq : apsisten itibaren ortalama yiikseklik, ¢, cos (nwt + ¢,,):
Fourier Serisinin Genel Terimi, w: esas Frekans Acisi(birim zamandaki radyan
sayisi,uygulamada ac1 birimi olarak derece kullanilirsa da, matematikte radyan
birimi tercih edilir. 1rad = iﬂ ~ 57.29°), ¢,,: Harmonik Amplitiid(dalganin
genligi), ¢,: Faz Agsidir(dalganin yatay eksende ne kadar kaydigidir).

Burdan hareketle bu siniisodial hareketler frekans, periyod, genlik olarak ad-
landirilan 6zellikleriyle olusurlar ve frekans boyutlu analizler olarak ifade edilir-

ler (Yarasa 1976).

Tanim 1.6 (Mutlak Integrallenebilme) : f (t) fonksiyonu bir peryod ar-

aliginda

/| f ()] dt = sonlu < oo (1.3)

ise mutlak integrallenebilirdir denir (Dym 1985).

Tanim 1.7 (Frekans ve Periyot) : Frekans ; siiregteki dongiisel hareket-
lerin ne siklikta oldugunu 6zetlemektedir. Bir bagka deyisle; 27 de bir tamam-
lanan dongii sayisi ifade etmektedir.Periyot ; siirecin dongiisel hareketi
tamamlamasi i¢in gereken zaman uzunlugunu gostermektedir (Yarasa 1976).
Tanim 1.8 (Frekans Agisi) : w, esas Frekans Acisi(birim zamandaki radyan
sayisi ) (Yarasa 1976).

Tanim 1.9 (Amplitiid) :Bir dalganin yiiksekligi yani dalganin maksimum ya
da minimum noktasi ile yatay eksen arasimndaki uzakhga .Amplitiid(genlik)
denir. Dalganin maksimum noktasi ile minimum noktas1 arasindaki aralik olan
ve genligin iki kat1 olarak ifade edilen deger dalga siddeti olarak bilinmektedir
(Yarasa 1976).



Tanmim 1.10 (Jordan Kriteri) : f (¢) nin sonlu degisimli oldugu her aralikta
onun Fourier serisi yakinsaktir ve fonksiyonun siirekli oldugu bir araligin i¢inde
de diizgiin yakimsaktir (Yarasa 1976).

Tanim.1.11 (Ortogonal Fonksiyonlar) : {p, (¢)} fonksiyon dizisinin her

hangi iki fonksiyonu (a,b) araliginda

[entwp ya=d O 7T (1.4

) #0 m=n icin
esitligini saghyorsa {¢,, (t)} dizisi (a,b) arahginda Ortogonaldir denir.
Tanmim 1.12 (Dirichlet Teoremi) : (—m, ) araliginda tanimlanan 27 pery-
odlu f (t) fonksiyonu, Dirichlet kogullarimi sagladigindan (—m,7) araliginda
(1.2) Fourier serisi ile gosterilebilir. Serinin degeri (Schwartz 1966, Hwei P.
H. 1967, Yarasa 1976).

1. f(t) nin siirekli oldugu biitiin noktalarda(araligin i¢inde) f (¢) nin degerine
esit,

2. Siireksizlik noktalarinda

ft+0)+ f(t—0)
2

degerine esit.

3. Araligin u¢ noktalarinda, t = —mw, t =7 de

f(=m+0)+ f(x -0
2

ifadesine egit olur. Boylece f (¢) nin Fourier serisi

Qo > .
f)= 5 T ;:1 (a, cosnt + b, sinnt) (1.5)
veya
Qo >
= — 1.
f () 5 + ngl cpcos (nt+ ¢,) (1.6)

seklinde yazilir.



Tanim 1.13 (Fourier Integrali) : Eger f (t) fonksiyonu her sonlu aralikta
Dirichlet kogullarimi sagliyor ve (—oo, 00) araliginda mutlak integrallenebiliy-

orsa yani

[ 1 wlae< 7)

olacak gekilde bir M sayisi1 bulunabiliyorsa

f(t)_%f 7f(u)ej““du 9t (1.8)

integraline f (t) fonksiyonunun Fourier Integrali denir (Schwartz 1966, Hwei

P. H. 1967, Stein 1971, Dym 1985, Korner 1988).



2. FOURIER SERIiSi

Bu baglik altinda peryodik fonksiyonlarin 6zelliklerini kullanarak Fourier serisini
ve farkl tiplarini ele alarak detayl bir inceleme yapacagiz.

2.1 Fourier Serisi

271 peryodlu bir f (¢) fonksiyonu baz kogullar sagladiginda trigonometrik bir
seri ile gosterilebilir (Yarasa 1976).

% + nio:l (ay cosnt + b, sinnt) (2.1)
seklinde olan bu seriye Fourier serisi denir. 27 peryodlu f (¢) fonksiyonunun
(2.1) serisi ile ifade edilmesi Dirichlet sartlar ile saglanmigtir. Simdi Dirichlet
sartlarim ele alalim.

27 peryodlu f (t) fonksiyonu (—m, ) araliginda tanimlanmig bir fonksiyon
olsun. Eger bu fonksiyon agsagidaki sartlar1 sagliyorsa bu fonksiyona Dirichlet
sartlarina sahip bir fonksiyon, bu sartlara da Dirichlet sartlar1 denir.

a. f(t), (—m,m) aralginda siirekli veya pargali siirekli bir fonksiyondur. Bu-

rada [a, b] araliginda parcal siirekli fonksiyondan su anlagilir:

1[{1]
P d .
i ,,«—'\r”
N

Sekil 2.1, f(t) fonksiyonunun parcali sturekliligi

[a,b] araliginda a = t; < ty < ... < t, = b 6zelligine sahip sonlu sayida
t1,ta. . ,t, noktalarim alahm. Eger f(¢) fonksiyonu her ¢; < t < ;41 alt ar-
aliginda(iginde) siirekli ve araligin ug noktalarina her iki taraftan yaklagilmasi
halinde, yani sagdan f (¢; + 0) ve soldan da f (¢;;1 — 0) yaklagildiginda sonlu

limitlere sahipse o zaman f (¢) ye bu aralikta pargal siirekli fonksiyon denir.

8



b. f(t) fonksiyonunun bir peryod igindeki maksimum ve minimumlar1 sonlu
sayida olmalidir f/(¢) tiirevi pargali siirekli olabilir. (a) ve (b) kosullarmi
saglayan fonksiyonlara parcali diizgiin siirekli denir.

c. f(t) fonksiyonu bir peryod araliginda mutlak integrallenebilirdir. Yani

/] f ()] dt = sonlu < oo

olmahdir.

Ozellikle t = —7 ug noktasinda fonksiyonun aldigi deger ¢ nin sagdan —
ye yaklagirken aldigyr f (—m + 0) degeridir. ¢t = 7 icin de f (7 — 0) degeri
anlagilacaktir. Bunlar egit veya farkl olabilirler.

Dirichlet Teoremi (Schwartz 1966, Yarasa 1976, Korner 1988).

(—m, ) araliginda tanimlanan 27 peryodlu f (¢) fonksiyonu, Dirichlet kogullarimi
sagladigindan (—m, 7) arahginda (2.1) Fourier serisi ile gosterilebilir.

1. Serinin degeri, f (¢) nin siirekli oldugu biitiin noktalarda (araligin iginde)
f (t) nin degerine esit,

2. Serinin degeri, siireksiz noktalarinda,

fE+0)+f({E-0)
2

degerine esit

3. Serinin degeri, araligin u¢ noktalarinda yani ¢t = —7 , ¢ = 7 noktalarinda,

f(=m+0)+ f(x-0)
2

ifadesine esit olur.

Bunlarim sonucu olarak, f (¢) nin Fourier serisi

ft)= % + » (a,cosnt + by, sinnt) (2.2)
n=1
veya
f) = % + nz:l ¢ cos (nt + ¢,) (2.3)



seklinde yazilir. Buradaki (2.3) serisinin ¢, cos (nt + ¢,,) genel terimine f ()
fonksiyonunun n.Harmonik fonksiyonu denir. Burada ag, a,, b,, ler Fourier kat-
sayilaridir.

2.2 Ortogonal Fonksiyonlar :

{¢,, (1)} fonksiyon dizisinin her hangi iki fonksiyonu (a, b) arahiginda

[entwpmpa=d " T (2.4

] #0 ,m=mn ign
esitligini sagliyorsa {y,, (t)} dizisi (a,b) araliginda Ortogonaldir denir.

Bu durumda, dizinin her bir ¢, (t),p5 (t),...,0,, (t) eleman1 digerinin ortogo-
nalidir. Dolayisiyla bu fonksiyonlar (a,b) de ortogonal bir ciimle olugtururlar.

Simdi bu durumu 6rneklerle gosterelim.

1. {sint,sin2t,...,sinnt} dizisi (0, 7) araliginda ortogonaldir. Gergekten,

™ ™

0
/(pm (t) p, (t)dt = /sin mt.sinnt.dt =< -
0 0 9

,m # n igin

,m =n icin

esitligi kolayca goriiliir.

2. {1,sint,cost,sin 2t, cos 2t, ...,sinnt, cosnt} dizisi (0,27) ve (—m, ) aralik-
larinda ortogonal, fakat (0,7) de ortogonal degildir. n # 0 olan biitiin n ler

icin,

/ cosntdt =0

sinntdt =0

ve

10



™

/ cosnt cosmtdt =

—Tr
™

m #n icin
T m=mn igin

. 0 m#n igin
/ sin nt cos mtdt = (2.5)
a T m=mn i¢in

m # n 1¢in
/ sin nt sin mtdt = 7 ¢

—T

T m=mn i¢in
olarak hesaplanir.

(2.4) de m = n igin elde edilen integralin

b

/ 22 (1) dt = A, = g (2.6)

a

degerine ¢, (t) in Normu denir.

Eger ¢, (t) = (An)_l/ %, (t) almirsa yukardaki integralin normu 1 olur. Yani,

b
2

/ () e, ] =1 (2.7)

a

dir. Bu durumda,
e1(t) v (1) @ (1)

dizisini goz oniine aliyoruz demektir. Normu 1 e esit olan (2.8) dizisi Orto-

(2.8)

normal ciimle, ¢, (t) fonksiyonlarina da Normalize edilmis fonksiyon denir.
Diger bir deyisle,
b . .
0 m#n igin

/ P (1) 0y, (8) dt = (2.9)

1 m=n icin
a

esitligini saglayan {p,, (t)} ciimlesine Ortonormal ciimledir denir.
Ornegin,

2 2

2m
/1dt = 2, /sin2 ntdt =, /cos.2 nt.dt=n (n>1)
0

0 0

oldugundan dolayn,

1 sint cost sinnt cosnt

T R R
11




ifadesi ortonormal bir ciimle olusturur. Bu ciimlede iki farkli fonksiyonun
carpiminin 0 dan 27 ye kadar integrali sifir ve herbirinin karesinin 0 dan 27 ye
kadar integrali de 1 e esit olacaktir.

2.3 Euler-Fourier Formiilii

{¢,, () Honksiyonlar ciimlesi (a, b) de ortonormal bir ciimle ve f (¢) fonksiyonu

da
f(t)=croy (t) 4+ capy (1) + ... + cnip, () + ... (2.10)

seklinde bir seri ile ifade edilmig olsun. Burada f (¢) fonksiyonu (a,b) de in-
tegrallenebilen bir fonksiyondur. Bu serideki ¢, katsayilarini belirlemek ic¢in

(2.10) ifadesinin her iki yanim soldan ¢,, () ile garparsak,

F @)@ (t) = cro1 () @, (£) + copa (1) @, (£) + oo+ oy () + ..

olacaktir. Elde edilen bu ifadenin her iki yanini terim terime, a dan b ye
kadar integre edersek, (m # n) olan terimlerin integrali sifir olacagindan, yalniz

ca? (t) terimli integral kalacaktir. Boylece (2.9) geregince,

b b

[t0e. 0 —a[awi-

a

a. (2.11)
%z/ﬂw%@w

olur. Bu da ¢, katsayilarini belirler. Bulunan (2.11) formiiliine Euler-Fourier

formiilii denir. ¢, katsayilarma {p, (t)} yardimiyla elde edilen Fourier kat-

sayilar ve (2.10) seklindeki seriye de {¢,, () }ile ilgili Fourier serisi denir(Genellestirilmis
Fourier Serisi) (Hwei P.H. 1967, Yarasa 1976).
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2.4 Fourier Katsayilar: :
(2.2) de ifade edilen f () nin trigonometrik Fourier Serisindeki {¢,, (¢)} or-

togonal ctimle
{1,sint, cost,sin 2t, cos 2t, ..., sin nt, cos nt }

seklindedir. Diger yandan (2.5) esitliklerini ve (2.11) formiiliinii kullanarak,

G = %/f(t)dt

a, = % /f (t) cosntdt (2.12)
b, = %/f (t) sin ntdt

egitlikleriyle ifade edilen aq,a,,b, bulunur. Bulunan bu ag,a,,b, ifadeler
Fourier Katsayilar: i¢in formiillerdir (Schwartz 1966, Stein 1971, Yarasa 1976).

Verilmig bir fonksiyonun (2.2) Fourier serisi

Qo - .
f)= 5 Z (a,, cosnt + b, sinnt)

n=1

agihmina Harmonik Analiz denir. (2.2) serisinin terimleri 27 peryodlu peryo-
dik fonksiyonlardir. Eger bu seri (—m,7) araliginda yakinsak ise ¢ nin biitiin
degerleri icinde yakinsaktir. Buna ilave olarak, serinin 27 peryodik tekrar-
lamada aldig1 deger(serinin toplami), (—m,7) araliginda aldig1 degere esittir.
Ayrica Fourier Serisi (—m, ) araliginin disinda da 27 peryodu ile f (¢) yi ifade
eder. ag,a,,b, katsayilarmi veren (2.12) formiilleri herhangi 27 uzunluklu bir
aralikta da gegerlidir. Bu halde (2.12) integralinin alt ve tist sinir degerleri o
dan a + 27 ye kadar olur(a herhangi bir ag1)

Eger f(—m+0) # f(m—0) ise, t = £7 ug noktalar siireksizlik noktalari
olur. (sekil 2.2 de goriildiigii gibi) (—m, 7) de siirekli olan fonksiyon, peryodik

tekrarlamadan dolay1 ug noktalarda siireksiz olmaktadir.

13



i

Sekil 2.2. t=2n ug noktalanmin stireksizlifinin gisterimi

Ornek 1 :(—7, ) arahginda tanimlanmig 27 peryodlu f (t) = t fonksiyonunun

Fourier Serisini bulalim.

Fonksiyon (—, 7) araliginda siirekli, fakat ug noktalarda siireksizdir. Bu nok-

talarda fonksiyonun aldigr deger

f (o) = f(—T('—O);-f(—ﬂ'—l-O) _ —7T—2|-7T 0

dir. Aym sekilde f(7) = 0 olarak yazilir.

Sekil 2.3, i penyodlu f{t)=t fonksiyonunun gosterimi

(2.12) formiilleri yardimyla, ag ay,, b, katsayilarim hesaplayalim.

™

1
ao :—/tdtzo
™

—T
m

1
an, :—/tcosmf:O
s

—T
K

1 2 12
b, = —/tsinntdt = —Zcosnm = (—=1)""" =
m n n

—T

14



Boylece verilen fonksiyonun Fourier Serisi

sin2t sin3t sin4dt
f@):tzz(mw— -

5 + 3 1 +...),(—7r<t<7r)

olarak yaziliyor. ¢ = 4+ i¢in seri f (¢) nin degerine degilde, f (¢) nin (—m,7)
noktalarinda sagdan ve soldan aldigi degerlerin aritmetik ortalamasina, yani
yukarda ifade edildigi gibi sifira yaklagir. ¢ = £ icin serinin her terimi sifirdir.

Yani f (—7) = f (7)) = 0 dir.
Ornek 2 : 27 peryodlu

(0 —n<t<0 i¢in

f)y=<1 O<t<gi§in

0 Z<t<r ig
L 5 <t <7 1¢In
fonksiyonu icin Fourier serisini arayalim. Bunuin i¢in ilk olarak Fourier kat-

sayilarina bakalim.

jus

T 0 2 ™
1 1 1 1 1
ao :—/f(t)dt:— 0dt+—/1dt+—/0dt:—
s T ™ T 2

— — 0 3

™

2
1 1 1
an = —/f (t) cosntdt = —/1.cosnt.dt = —sin (%)
T T nm
S 0
;
0 , n=2k igin

= (1) .
—_ =2k+1
k+ ) " +4 e

(k=0,1,..)

\
™

b, = /f (t) sinntdt =

—T

—1
1.sinntdt = — 2—-1
sinn — (cosnm/ )

o
S~ I

1

1—(—1)"

% ,n=2k icin
m

15



olarak belirlenir. Dolayisiyla f (¢) nin Fourier Serisi

1 1 . . cos3t  sin 3t
ft)=- —cost + sint + sin 2t — +
4 T 3 3
cos 5t n sin7t cos Tt N sin 6t
5 7 7 3

1
dir. t=0,%t= g noktalarinda seri 3 degerine yaklagmaktadir. Serinin ¢ = 0

1
icin degeri fonksiyonun aldigi 3 degerine yaklasacagindan

1_1+1 ) 1+1 1+
2 4 3 5 7 7

yazilir. Buradan da

o114 +
4 3 5 7
bulunur.
fit)
— =1 3
. W —— ‘-'-J'-—r-*—-—L-‘-II
] e

sekil 2.4. In peryodlu f(t) fonksiyonu ghsterimi

2.5 Kosiniis ve Siniis Serileri :

Fourier katsayilarinin hesaplanmasinda bizlere kolaylik saglayacak su teoremi
verelim.

Teorem: Bir f (t) fonksiyonu (—«, «) araliginda ¢ift fonksiyon yani f (—t) =
f(t) ise

/af(t)dt:2/af(t)dt



dir.

Cift Fonksiyonun Fourier Serisi :

b, =0
2 s
o = — / f(t)dt
™ (2.13)
OTI'
2
a, = —/f (t) cosntdt
T
0
katsayilar1 yardimiyla,
ft) = % +Zancosnt
n=1 (214)
olarak yazilir.
Tek Fonksiyonun Fourier Serisi :
ag — 0
n 0
¢ . (2.15)
2
b, = —/f (t) sinntdt
™
0
katsayilar1 yardimiyla,
f@)= Z b, sinnt
n=1 (216)

esitligi yazilir.

(ift fonksiyonun agiliminda yalniz kosiniislii terimler, tek fonksiyounun agiliminda
ise yalniz siniislii terimler bulundugundan (2.14) serisine Kosiniis serisi,ya da
(2.16) serisine Siniis serisi denir.

Ornek 3. (—, ) de tanimlanms 27 peryodlu f (t) = |¢| fonksiyonunun(iicgen

dalga) Fourier serisini hesaplayalim.

17



fit}

=iy =N

Sekil 2.5, 2n peryodiu f{t)=|t| fonksiyanu gosterimi

Bu fonksiyon icin, f(—t) = f(t) saglandigindan f (¢) ¢ift fonksiyondur(Oy
eksenine gore simetrigi var.). Bundan dolay1 f (t) = t fonksiyonu (0,7) de

kosintis serisine agcilir.

o0
ao
It| = ) + Zancosnt
n=1
olacaktir. Burada,

™

2
ao :—/tdtzw
T

0
2 2
a, = —/tcosntdt =—[(-1)" —1]
0

T ™
0 n ¢ift igin
= —4
—  n=2%k+1
T (2k+1)
k=0,1,2,..

esitlikleri yazildigindan,

T 4 cos 3t cos(2n+ 1)t
=5 —=(cost+——+..+ ——F +..
2 7 3 (2n +1)

elde edilir. ¢t = 0 igin serinin degerinden ve f (0) = 0 degerinde,

g1yt Lo Ly
B 9 25 49 7

esitligi bulunur.

Ornek 4. (—n,7) de tammlanmis 27 peryodlu

18



(
-1 —7n<t<0 igin

ft)y=91 O<t<m icin

\ 0 t=0,t==+m icin

fonksiyonun Fourier serisini yaziniz.
f(=t) = —f(t) esitligi saglandigindan f (¢) fonksiyonu tek fonksiyon(orjine

gore simetrik)olup Fourier serisi

f@) = i by, sinnt
n=1

seklindedir. Burada,

Qo =0
a, =0

2 2
b, = —/1.sinntdt =—(1-(-1)"
T

™
0

0 n cift igin

n tek icgin

oldugundan,

f(t) =

N |

g t+sin3t+ +sin(2n—1)t+
in e ——— 4 ...
3 2n—1

yazilir.

LY
—_— f—
I I
= B
S S

Sekil 2.6. 2n peryodiu f{t) fonksivonu

19



2.6 Yarim Aralk Uzantilar

(0, m)araliginda tanimlanmig herhangi bir fonksiyon (0, 7) de yalniz kosiniis ter-
imlerini kapsayan (2.14) serisi ile gosterilebilecegi gibi, yalniz siniis terimlerini
kapsayan (2.16) serisi ile de gosterilebilir. Katsayilar (2.14) veya (2.16) ile
hesaplanir. Her iki seri (0, 7) araliginin iginde f (¢) fonksiyonunu, siireksizlik
noktalarinda aritmetik ortalamay: verir. (0, 7) araligimin diginda ise tamamen
farkli fonksiyonlar gosterirler.

(0, ) araliginda tanimlanan f (¢) fonksiyonunu (—m, 0) araligina, ¢ift fonksiyon
olacak gekilde uzatalim(0y eksenine gore simetrigini alarak). Boylece (—m, )
araliginda 27 peryodlu cift fonksiyon elde ederiz. Bu fonksiyon kosiniis serisi ile
gosterilir(Sek 2.7). Benzer olarak (0, 7) de tanimlanmus olan f () fonksiyonu
(—m,0) arahigina, orjine gore simetrigi alinarak uzatihirsa (—m, ) araliginda

27 peryodlu tek fonksiyon olacagindan, bu fonksiyon siniis serisi ile gosterilir

(Sek.2.8).

fit) 100)
— //“ '\ JT o r\\ i-‘\-'—t
NS NS = \‘__ 17
sekil 2.7. 2m peryodlu cift fonksiyon Sekil 2.8. 2n peryodiu tek fonksiyon

Kosiniis serisine aciliminda

dir.
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Birinci halde 0, £ siireklilik noktalar: ikinci halde siireksizlik noktalar1 olur.
Genel olarak bu agagidaki teoremde belirtilmistir.

Teorem : (0,7) araliginda parcali diizgiin siirekli(kendisi ve tiirevi siirekli
veya parca parca siirekli) f () fonksiyonunun Fourier kosiniis serisi ve siniis
serisi, 0 < t < 7 de f (¢) nin siirekli oldugu her noktada f () ye, ve f (¢) nin

siireksiz oldugu herhangi ¢, noktasinda

5 1f (to+0) + £ (tg — 0)

degerine yaklagir( Hwei P.H. 1967, Yarasa 1976).

Kosiniis serisi t =0 da f(0+0), ¢ = 7 de f (7 — 0) ye yaklagmaktadir ve her
yerde siireklidir. Siniis serisi ise ¢ = 0, 7 icin sifira yaklagir.

Bu teoremden su sonug ¢ikarilir.

(0,7) de stirekli olan bir fonksiyon i¢in Fourier kosiniis serisi, bu aralikta f (¢)
ye yaklagir. Fakat siniis serisi bu yaklagim igin f(0) = f(7) = 0 kosulunu
gerektirir. Yani

(0,7) de siirekli ve t = 0, t = 7 de sifir olan fonksiyon bu aralikta siniis serisi
ile gosterilir.

Ornek 5 : (0,7) araliginda verilmis f (t) = t* fonksiyonunun siniis ve kosiniis
serilerini yaziniz.

a. f(t) = t* fonksiyonunun, orjine gére simetrigini alarak (—m,0) araligina
uzatahm. Bu halde (—m,7) de 27 peryodlu tek fonksiyon elde etmig olu-

ruz(Sek.2.9). Bu fonksiyonun Fourier serisi:

-

sekil 2.9, f{t)=t* fonkskyonunun ghsterimi
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a, =0
2” 2(—1)" 41(—=1)" — 1
by Z—/tzsinntdt: (=1 7T_|_ [( 3 ]
& n nemw

0

esitlikleri yardimiya,

2 _ oo sint_sin2t+sin3t_ 8 sint+sin3t+
B 1 2 3 ) w1’ 3B

olarak yazilir. Sekilden de goriildiigii gibi ¢ = 0 , ¢ = 7 de fonksiyon ve serinin
degeri sifirdir(t = 7 siireksizlik noktasidir).

b. Bu kez f(t) = t* fonksiyonunun Oy eksenine gore simetrigini alarak
(—m,0) araligima uzatalim. Bu halde fonksiyon ¢ift oldugundan kosiniis serisine

agihir(Sek 2.10).

b, =0
2 [ 272
a :—/t%lt:i
T 3
07T
2 4
an, :—/tzcosntdtz(—l)n—2
m
0

olup

w2 > cosnt
=" +4) (-1)"
7 P U

serisi elde edilir. Ozellikle ¢ = 0 icin serinin toplami f (0) a esittir. Boylece

7#_1 1+1 1+
12 4 9 16 7

oldugu goriiliir.
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sekil 2.10. f{t)=t* fonksiyonunun gosterimi

2.7 2] Peryodlu Peryodik Fonksiyonlarin Fourier Serisi
(—1,1) arahginda tanimlanmg (20) peryodlu bir fonksiyon kosiniis ve siniis ter-

imli bir seriye agilabilir. (0,/) araliginda tanimlanmig bir fonksiyon ise yalniz

- o : I o
kosiniis veya siniis serisine acilir. ¢ yerine t = —, 7 = T dontistimii yapilarak
T

elde edilen

T
r=1(%)=e0
s
7 degigkeninin ¢ (7) fonksiyonu, (—m,7) araliginda tammlanmig 27 peryodlu
bir fonksiyondur. ¢ (7) nin Fourier serisi ise,

[e.o]

p(1) = % + Z (ay, cosnt + b, sinnt)

n=1

olup bu serideki Fourier katsayilari,

7r
1 s

a, = —/go (1) cosnrdr
T
L

b, = —/gp (1) sinnrdr
7r

—T

t
esitliklerinde 7 = WT, dr = %dt alindiginda,
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l
1
ag = — f (t) dt
l;{'

!
1 t
a, = 7/f (t) cos ?dt (2.17)

b, = /f sin”—“tdt

olarak elde edilir. Boylece (—I, [) araliginda Dirichlet kogullarim saglayan f ()

fonksiyonu ic¢in Fourier serisi,

ag > nmnt
=3 + Z (an cos — —i— by, sin T) (2.18)

n=1

veya daha sade olarak,

- t
= %—i—;cncos (%—i—(ﬁn)

) T
seklinde yazilir. 7= alinirsa,

ft) = % + i ¢ cos (nwt + ¢,,) (2.19)

olur. Burada

b
Cn = a2 +12, ¢, = arctana—"

n

oldugu kolayca goriiliir. Ayrica, ¢, cos (nwt + ¢,,): Fourier serisinin genel ter-
imi, w : esas frekans acisi, ¢, : Harmonik amplitiid ve ¢,, : Faz agisidir.

Diger yandan (2[) peryodlu herhangi 2! uzunlugundaki bir aralikta Fourier

Katsayilari,
a+2]
1
:7/f®ﬁ
a+2l
t
/ f(t)cos ﬂdzf
a+2l

/ f (t)sin n—mdt
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seklindedir. Bu katsayilar o = —[ igin (2.17) katsayilarim verecektir.
Ornek 6 : (—1,1) araliginda 2/ = 2 peryodlu f (t) = t — > fonksiyonunun
Fourier serisini bulalim.

(2.17) formiillerine gére Fourier Katsayilar:

1

1 2
=— [ (t—1)dt=—=
aop 1/( ) 3

-1
1

1
a, = —/(t—t2)cosndet

1
P
COSTn
= e 70
1
t
b, = 1/(t—t2)sinnT7Tdt
—1
_ 2cosTn
a nmw

olarak hesaplanir. Boylece

f (t) B 1 n 4 (cosmwt cos2nt n cos 3t
3 n? 1 4 9
+2 sin 7t _ sin 27t n sin 37t _
T 1 2 3

olur.

Sekil 211 fjt)=t-t" fonksiyonu
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2.8 Sonlu Fourier Serisi ile Yaklagim
Eger bir f (t) fonksiyonu, bagka bir S, (¢) fonksiyonu ile yaklagik olarak gos-

terilmek istenirse,

| f () = Sn(t)]
veya (2.20)
[ f () = Sn (1)])*
farki, bu yaklagimdaki hatay1 verir. n — oo igin (2.20) farklar sifira giderse
Sy (t) dizisi de f (t) ye yaklagir denir. ¢ nin [a, b] araliginda degigsmesi halinde
olugacak hata ise (2.20) nin a dan b ye kadar integrali

b
/If(t)—Sn(t)ldt

veya (2.21)

/ L (8) = 5, () dt

a

ile bulunur. Bunlara <<Ortalama Hata>> veya <<Ortalama Kare Hata>>
denir. n — oo i¢in yukardaki integralin sifira yaklagmasi S, (t) dizisinin f ()
ye yakinsak oldugunu verir.

Bir {¢p,, (t)} ciimlesi |a, b] de ortonormal yani

b
0 m#mn igin
Jenttren @it = < (2:22)
J 1 m=mn igin
olsun. {¢,, (t)} ortonormal ciimlenin elemanlarinin lineer bir bagntisi ile gos-

terilen n.kismi toplam

Sp (t) = a1y (t) + agp, (B) + ... + angp,, (t) (2.23)

ise, her f (t) igin S, (t) nin f (¢) ye yaklagmasi
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a (2.24)
— [0~ e 0+ s O+ .+ g () e

a
hatasinin minumum olmasi demektir. Bunun i¢in «; katsayilar: nasil olmalidir.

Bunu anlamak i¢in integral i¢indeki kareyi agalim.

b

E:/f? (t)dt—2/(a1<p1 (£) + sy (£) + o+ onipy (0)F (£)

a

b
f/@wﬂﬂ+&wﬂﬂ+m+awmwfﬁ

(2.11) de ifade edilen

o= [10¢. 0

seklindeki Fourier Katsayilar1 yardimiyla sag taraftaki ikinci integral

b
/(algol (1) + agps (1) + ... + anp, (0)f (t) dt = a1er + agey + ... + apey

a

seklinde yazilir. Aym gekilde (2.22) yardimiyla sag tarafdaki iigiincii integral

b
/(awl (t) + oy (8) + .. + gy, ()%dt = f + a3 + ... + o

a

olarak ifade edilir. Boylece (2.24) esitligi

b

E = / f? (t)dt—Qiaici—l—iaf
=1 =1

a
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olur. Bu da

b n n
E:/fQ(t)dt—;c?—l—;(ai—cf

demektir. Burada E yi minumum yapan a; nin se¢imi «; = ¢; olmasinmi gerek-

tirir. Dolayisiyla «; ler Fourier Katsayilar1 olmahdir. Boylece

b
min F = / FPyda=>Y c (2.25)
; i=1
olur. (2.24) esitligi £ > 0 oldugunu gosterir. Zira integrant karedir.

b

E:/fQ(t)dt—zn:cfzo

a

veya (2.26)

n b
2< | () dt

n

b
Burada n — oo biiyiidiikge Zcf toplami da biiytir. Fakat / f2(t)dt den
i=1 )
kiigiik kalacagindan ¢ den meydana gelen niimerik seri yakisaktir. Bunu su

teoremle soyleyelim.
b
Teorem : ¢, = / f(t) g, (t) dt integralleri {¢,, (¢)} ortonormal ctimle ile ilgili

n

f(t) nin Fourier serisinin katsayilar ise, Zc? serisi yakimsaktir ve Bessel
i=1
esitsizligi denilen
N b
d ad< / F2(t)dt
i=1 J
esitsizligini saglar.

Yakinsak bir serinin genel teriminin sifira yaklagmasi gereginden

lime, =0

n—o0
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dir(Fourier Katsayilar Dizisi yakinsaktir). O halde su teoremi verebiliriz.

Teorem : n — oo i¢in Fourier Katsayilar:

o = /f (1) g (1) dt

sifira gider.

Uygulamalar i¢in n — oo da kare hata sifir olmalidir. (2.25) minimum hatanin
sifira yaklagmasi ile hatanin sifira yaklagacagr agiktir. Bu halde (2.26) Bessel
egitsizligi simdi ifade edecegimiz Parseval esitligi olarak bilinen esitlige doniige-
cektir.

Teorem(Parseval Teoremi) : cip, (t)+...4+cnp, (t), bir f () fonksiyonunun
ortonormal {¢,, (t)} ctimlesinin terimleri ile olugsmus n.ci kismi agilin ise n —

oo gittiginde ortalama kare hata sifira yaklasir. Boylece

Z 2 = / F2(t) dt (2.27)

seklindeki Parseval esitligi elde edilir. Dolayisiyla Fourier serisi f (¢) ye yakin-
sak olur (Yarasa 1976).
Ortogonal {p, (t)} ciimlesinin elemanlar ve (2.11) esitligi ile belirtilen ¢,
katsayilari ile diizenlenmis S, (), eger her f (t) i¢in f (¢) ye yakmsarsa {¢p,, ()}
ortogonal ciimlesine kapali dir denir.
Eger {p,, (t)} climlesinin biitiin ¢, (¢) fonksiyonlarina ortogonal olan sifirdan
farkl hig bir f (¢) fonksiyonu yoksa, f (t) ye gore {¢,, (t)} ciimlesine Tam(Complete)
denir.
Teorem : Her kapali ortogonal {¢p,, ()} ciimlesi tamdir.
Teorem(Trigonometrik Fourier Serileri Igin Parseval Teoremi) :
(—m, ) araliginda 27 peryodlu diizgiin siirekli, integrallenebilir f (¢) fonksiy-
onunun Fourier serisi

f(t) = % + g:l (ay, cosnt + b, sinnt)

olduguna gore Parseval esitligi
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o

1/ 2
;/fz (t)dt = % + ; (a? +b2) (2.28)

dir. Gergekten f (t) serisinin her iki tarafim1 f (t) ile garpip (—m,7) arasinda

integre edersek(Seri diizgiin yakinsak oldugundan bu iglem yapilabilir),

/fQ (t)ydt = %/f (t)dt + Z an/f (t) cosntdt + bn/f (t) sin ntdt
—T —T n=1 —T —T
a [e.e]
= anmr + Z (apman, + b,mby,)

n=1

[e.9]

ve
1/wf2(t)dt —a3+2( 2 4+ 02)
7r 2 — n T on

oldugunu goriiliir (Yarasa 1976).
2.9 Fourier Serisinin Tiiretilmesi ve Integrasyonu
Bir f (t) fonksiyonunun
% + ; (ay, cosnt + by, sinnt)
Fourier serisini, terim terim tiireterek elde edilecek serinin, f (¢) nin tiirevi
olan f’ (t) ye her zaman yakisadig1 sdylenemez. Ilk serinin yakinsak olmasima

karsin, bunu tiireterek bulunan tiirev serisi iraksak olabilmektedir. Ornegin ¢

t
nin her degeri icin yakinsak olan 27 peryodlu 3 nin

sin3t  sin bt
:

— =sint —
2

Fourier serisini terim terim tiireterek elde edilen
cost — cos 3t + cos bt — ...

serisi ¢ nin her degeri i¢in raksaktir. Bu durum peryodik (27 peryodlu) olan

t
3 fonksiyonunun =+, 37, 57, ...de siireksiz olmasindan ileri gelmektedir.
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Fourier Serisini tiiretebilme ihtimali seriyi meydana getiren f (¢) fonksiyonunun
t nin her degeri i¢in siirekli olmasin gerektirir (Seeley 1966, Yarasa 1976, Dym
1985).

Teorem: f (t), 2w peryodlu siirekli bir fonksiyon ve f(—7) = f(7) olsun.
Eger f (t) parcali siirekli ise f (t) nin Fourier serisini terim terim tiireterek
elde edilen seri f () ye yakinsar.

Gergekten f (t) parcali siirekli ve tiiretilebilir bir fonksiyon oldugundan f* (t)

nin Fourier serisi

/ Oéo > .
f )= 5t Z (o, cosnt + f3,, sinnt)

n=1

dir.(Yarasa 1976). Burada katsayilari belirleyelim. Hipotezden,

olur. a,, ve 3, i¢in kismi integrasyonu uygulayalim.

™

1 17
a, = —/f’ (t) cosntdt = — | f(t) cosnt|” _+ —/f (t) nsinntdt
m 7r

esitligin sag tarafindaki ilk terim sifir ve ikinci terim de f (¢) nin Fourier serisin-
deki b,, yi verir. Boylece a,, = nb,, olur. Benzer yolla 3, = —na, bulunur.

dolayisiyla, f’(¢) nin Fourier serisi

f )= Z (—nay, sinnt + nb,, cos nt)
= (2.29)

olarak bulunur.

Yukardaki iglemlerden goriildiigii gibi, Fourier Serisini terim terim tiireterek
elde edilen serinin Fourier Katsayilar1 £n ile carpilmaktadir. n in artan deger-
lerine karsilik a,,, b, yeterince kiiciik kalmazlarsa, baslangictaki serinin yakin-
sak olmasina kargin tiiretilmis seri yakinsak olmaz.

Teorem : 27 peryodlu f (t) fonksiyonu sonlu her aralikta kendisi ve tiirevi

parcali siirekli ise, a,, b, Fourier Katsayilari
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M M
n n

Y

bagintisini gergekler. Yani nh_)rglo Nay, nhm nb,, limitleri sonludur (Yarasa 1976).

Tiiretilmis seri Fourier serisi oldugundan yakinsakligi, kullanilan metodlarla
denenebilir. £’ (¢) Dirichlet kogullarim saghyorsa, f (t) nin Fourier Serisi siirekli
oldugu her noktada f’ () ye yakinsak olur.

Ornek 7: 27 peryodlu f (t) = ¢ fonksiyonunun (—7, ) arahgidaki Fourier

serisi

:_+4Z cosnt

dir. (—m,7) de siirekli olup f(—m) = f (7) = 7* oldugundan terim terim

tiiretilebilir. Tiirev serisi olan

4 Z n+1 sm nt

bu seri f (t) = t* fonksiyonunun tiirevi olan 2t ye yaklagir. Gergektende ¢ nin

Fourier serisi

o0

Z TL+1 Sln nt

=1

dir.

2.10 Fourier Serisinin Integrasyonu

Fourier serisinin terim terim integre edilmesi tiiretilmesinde oldugu kadar giicliik
gostermez.

f(t), 2m peryodlu ve (—m, ) araliginda pargal siirekli bir fonksiyon olmak

lizere

= /f (x)dx (2.30)

integrali ile tanimlanan F' () fonksiyonu da siirekli ve parcal diizgiin siirekli bir

fonksiyon olsun. (2.30) ile tamimlanan F'(t), 27 peryodlu peryodik fonksiyon

32



oldugunda F (7) = F (—mn) kosulu saglaniyorsa siirekli kalir. Diger taraftan

F (—m) = 0 nedeni ile (2.30) da ¢ yerine 7 yazilirsa

F(w):/f(t)dtzo

olur. Boylece

T

/f (t)dt = mag =0 (2.31)

bulunur. ag, f (¢) nin ilk Fourier Katsayisidir. ag = 0 halinde her ¢ igin peryo-

dik F'(t) fonksiyonunun Fourier serisinin F (t) ye yakisadigimi styleyebiliriz.

ap # 0 halinde ise f (¢) nin Fourier serisini terim terim integre ederek bulunan

t
ap - 1 .
F(t):/f(f)drz§t+zlﬁ(ansmnt—bncosnt)
0 n=

serisinde %t gibi peryodik olmayan bir terim bulunacagindan F (t) peryodik
olmaz. Ancak ay = 0 halinde f(¢) Fouurier serisinin terim terim integrali
f (t) nin integraline yaklagir.

n > 1 igin A,, f (t) nin Fourier kosiniis katsayilarimi B,, de Fourier siniis

katsayilarim gostersin. Bu durumda,

™ . t7r . t
TA, = /F (t) cosntdt = ‘F(t) S _/smn F(t)dt
no|__ n

ifadesinde F’ (t) = f (t) olmas1 kullanilirsa,

™

TA :/Smntf(t)dt
n

s (2.32)
g = b
n
1 T

yazilir. Benzer sekilde,
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B, =

- (2.34)

elde edilir. Bu durumlari su teoremde ifade edelim.

Teorem : f (t), 27 peryodlu ve Fourier Serisi
Z (@, cosnt + by, sinnt)
n=1

olan bir fonksiyon (ag = 0) ve

:/tf(x)d:v

ile tamimlanan 27 peryodlu fonksiyon olduguna gore, F'(¢) nin Fourier serisi,

f (t) nin Fourier serisini terim terim integre ederek elde edilen

n=1

t
Ao - ap . bn
— /f (1)dr = 5 + Z <E sinnt — ) cos nt) (2.35)

seridir. 11k terim

™

Aoz—%/tf(t)dt

ile verilmektedir. ag # 0 halinde ise teorem ( ft)— %) ye uygulanir. Yukari-
daki teoremin F’ (t) = f (¢) nin serisinin diizgiin yakisak olmasimi istememesi
ilgingtir. Genel olarak terim terim integrasyon tiiretmeye oranla daha az
kosullar istemektedir.

Ornek 8. f(t) = t nin Fourier serisi
= t
Z ! —Smn (2.36)

seklindedir. Bu seriyi integre ederek,

1 1 1
al-mtm-pte

1 1 1
b. 1+2—4+§+E+
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toplamlarini hesaplayalim.

/f /xd:c

olarak tanmimlanan F () nin Fourier serisi

t

Ao .
F(t) = /xdx =5 + ; (A, cosnt + B, sinnt) (2.37)
dir. Burada
-1 T 1 7 27T2
Ay=— [tf(t)dt = — [tf(t)dt = —Z—
U T 3
ve
A, =g, o
n n

2
oldugundan, f(t) = t nin (2.36) serisinde a, = 0, b, = (—=1)""" = esitlik-
n

lerinden,

2(=1)"
n
dir. Boylece (2.37) esitliginden
2 72 72 = cos nt
Fity =5 -2 =-T 123 (-1
®) 2 2 3 * (=1) n?
9 . cosn:; (2.38)
T n
2 =—=+4) (-1)"

elde edilir.

Simdi birde (2.36) esitligini terim terim integre ederek ayni sonucu bulalim.

F(t) = /xda;_QZ/ "18“1”%9;

—C’+22 cosnt
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C, t? fonksiyonunun ilk Fourier katsayisidir. Dolayisiyla,

1 7T252 2
C=— | —=dt = —
2 ) 2 6

—T

olarak bulunur. C' yukarda yerine yazilirsa,

2 2 > cosnt
— = — 42 —-1)"
2 6 + ;( ) n?

serisi bulunur. Bu ise (2.38) ifadesidir(¢? fonksiyonu siirekli bir fonksiyondur.
(7 & 2nm, 72) noktalar sivri noktalar olup, f (t) = t fonksiyonundaki sicrama
noktalarina karsi gelir).

a. (2.38) serisinde ¢t = 0 yazilirsa,

2 > 1
0=—+4 "=
AR
ve
2 _q 1 N 1 1 N
12 22 32 42
bulunur.

b. (2.38) ifadesi igin Parseval teoremini uygulayalim.

oldugundan,

esitligi yardimiyla,
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bulunur.
Ornek 9. Ornek 8 deki sonuctan yararlanarak
it — 13

7)) =5 ]

fonksiyonunun Fourier serisini hesaplayiniz. Biz

:—+4Z cosnt

oldugunu gormiistiik. ag/2 = 7%/3 dir ve sifirdan farkhidir. Bu nedenle f () —

ag/2 fonksiyonunu integre edecegiz.

t
2 o0
) _ COS NI
/<x —§>dx—4;/(—1) 5
3wt e sinnt
A N
g =AY ()

bulunur.

2.11 Fourier Serisinin Kompleks Sekli

Fourier Serisinde, trigonometrik foksiyonlar yerine iistel imajiner fonksiyon-
lar1 kullanarak seri ve seri ile ilgili hesaplamalar basitlegtirilebilir. (2.18)

esitliginde ? yerine w acisal frekansi yazarak seriyi tekrar ele alalim.

= ?O + ; ap, cos nwt + by, sin nwt) (2.39)
(2.39) serisinde,
Jnwt —jnwt Jnwt _ —jnwt
cos nwt = ﬁ, sin nwt = # (2.40)
2 29

formiillerini gz 6niine alacak olursak,

) ejnwt + e—jnwt 6jnwt _ e—jnwt
Gy, cos nwt + b, sin nwt = 5 + by, T
. 4]
— Gn — jb” ejnwt + an + Jb" e—jnwt
2 2

esitliginden ve
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=S On T O 9.41
c c 5 ( )

tanimlamasindan,

a, cos nwt + b, sin nwt = ¢,,e?™" + c_, e 7""

yazilir. Boylece ag/2 = ¢ alarak, (2.39) Trigonometrik Fourier Serisinin kom-

pleks sekli,

f(t)=co+ Z(cnej"‘”t + eI (2.42)

n=1

olur. Burada ¢, ve c_, (2.41) ile verilen a,, b, degerlerine bagh katsayilardir.

Ayrica (2.42) ifadesi,

_CO+§ :Cnejnwt+ § : cnejnwt

n=—oo

seklinde yazilarak,

= > ™ (2.43)

n=—oo

oldugu goriiliir.

o, Cn, C_y, Fourier katsayilari,

_a 1

Co —2—2l/f(t)dt
1
- —'bn
2( Jbn)
1
2l

/ f (t) cosnwtdt — j / f (t) sin nwtdt
(2.44)

/ f (t) [cos nwt — j sin nwt] dt

/f —]nwtdt

esitlikleri ile hesaplanir. Benzer olarakta
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1 1

I

— : _ Jnwt

Con = 3 (an + jbyn) QZ/f (t) ™ dt
2

bulunur. ¢, ve c_,, lerin her ikisini birlikte (n = 0, £1, £2, ...tam sayilar1 olmak

iizere)

l
1 .
n = ﬂ/f (t) e 7™tdt, n=0,+1,+2, ... (2.45)
—1

olarak tek formiille gosterebiliriz. (2.43) ve (2.45) Fourier serisinin kompleks

gosterimidir.

f(t) — Tio Cnejnwt

n=—oo

] l n=0,+£1,£2 .. (2.46)
. - t —jnwt
c 2l/f( e dt
—l

¢, katsayisi genel olarak

a+2]

Cn = 2% / f(t)edmtat (2.47)

seklinde yazilir. Bunlara ek olarak fiziksel hesaplar reel biiyiikliiklerle ilgili
oldugundan kompleks olarak bulunan sonuglarin reel biiyiikliiklere cevrilmesi
zorunludur.

(2.43) kompleks serisinden, (2.39) reel (trigonometrik) seriye gecilebilir. Bunun

icin de (2.41) esitliklerinden a,,, b, ler ¢,, c¢_, lere bagh olarak ¢oziiliirler.

ap = 2co
an =j(ca+cn) =jlcn+c)=2Re(c,) (2.48)
by = j(en—cn) = jlcn—0)=—2Im(c,)
Burada c_,, ¢, nin eslenik kompleksidir. ¢, = ¢, Re ve Im notasyonlar ¢, in
reel ve imaginer kisimlarini belirtmektedir.

Ornek 11 :

f(t):%t;0<t<T,f(t+T):f(t)
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olarak tamimlanan ve peryodik tekrarlanan testere disi fonksiyonun kompleks

Fourier serisini yazalim. Bunun icin,

ar []

Sekil 2.12. f[t)=(E/T)t phstenmi

(2.43) formiiliinu yani,

- ’ 2m
t g n]nWt' = —
F =3 e =

n=—oo

esitligini kullanacagiz. Dolayisiyla Fourier katsayilari,

T

T
1 ; 1 [(E, .
— —Jjnwt — — | Tt
Cn T/f(t)e dt T/Tte dt
0

0
integralinde kismi integrasyon yontemiyle

Cp =

E {Te_j n2m 1

— . —jn2m
T2 —jnw (]’I’L(JJ)2 (6 1):|

esitliginde e=7"?" = 1 olusu kullanilarak
—F E E

_ _ — im/2 2.49
JTnw ‘727m 27m€ ( )

Cn

bulunur. ¢, esitliginde n = 0 igin ¢y belirtilemediginden ayrica hesaplayacagiz.

E

| r ol
_ _ 2 34
co_f/f(zf)dt_T2 thdt = -
0 0

olur. ¢y ve ¢, degerlerini (2.43) de yerlerine koyarak

(e o]

FE E . .
t _ = = gT/2 jjnwt
f() 2+n=Zoo27Tn€ ¢
(n#0)
L 1 itnwtsn/2)
2 27 n



elde edilir. Simdi bu agilimi Trigonometrik gekle doniistiirelim. Bunun igin

(2.48) formiilleri ve (2.49) dan

—2F FE
ag =2¢o = E,a, =2Re(c,) =0,b, = —2Im(¢,) = — = ——

™ ™

bulunur. Bu degerleri

[e.e]

+ (an, cos nwt + by, sin nwt)
1

n=

%o
2

de yerlerine yazilirsa

E E <X sinnwt
ft)=5——=

2 T n

n=1

bulunur.

Ornek 12. Ornek 11 de oldugu gibi, aym isaretli, yani negatif kism tiste
alinmig peryodik siniis fonksiyonunun serisini yaziniz.

f(t)=Esinnt , 0 <t <1 veriliyor. Burada peryod 2l = 1, w = T — 9x olur.

l
(2.47) formiiliinii @ = 0 alarak gozonune alacagiz.

2l
1 :
— —Jjnwt

E sin mte I3t ¢

\H

&’Itq &’Itq =

j(@n—1)nt o—J(@n+1)mt } 1
)

1
/ e]7rt e ]7rt 6 ]n27rtdt
0

—j(2n—1) —j(@2n+1
2K

(4 - 1) e~ j(2n—1)m e—j(2n+1)7r —
n J—

1
2F
olarak hesaplanir. ¢, den n = 0 i¢gin ¢g = — bulunur(veya / Esintdt den
T
0

hesaplanir).

Bu yapilanlar geregince f (¢) nin kompleks Fourier serisi
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2F — 1 .
_ _ == j2mnt
) T An? — 1°

olup, trigonometrik Fourier serisini yazalim.

—4E
an = 2Relen) = gy
AE
ag = 200 = —

s
b, =-—-2Im(c,) =0

esitlikleri yardimiyla,

2FE  4F X cos 2mnt
f="—=—">

T T 4n? — 1
n=1

olacaktir.
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2.12 Kompleks Fourier Serisinin Ortogonalligi
Kompleks Fourier Serisi igin {¢, (¢)} ortogonal fonksiyonlar ciimlesi e/™*

e~Im! fonksiyonlarimdan olugsmustur. Burada,

o, (1) = €™, g, (t) =™

ve ¢, (t) nin eglenik kompleksi, @,, (t) = ™™ olmak tizere {p, (t)}, n =
0,+1,+2, ...ciimlesi ortogonaldir. Gercekten de,

b l
/@n (t) /6 ]nwtefjmwtdt

-l
l

— /e—j(n mwtdt

1
0 m#n i¢in
m =mn i¢in

oldugu kolayca goriiliir. O halde

/—2l }7 ) ) )

climlesi ortonormaldir.
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3. FOURIER INTEGRALI

3.1 Fourier Integrali

Fourier Serileri, Dirichlet kogullarimi saglayan peryodik fonksiyonlarla iligkili
gesitli problemlerin incelenmesinde giiglii bir aracdir. Bir ¢ok pratik prob-
lemlerde peryodik fonksiyonlar bulunmaz. Bu cesit problemlerde(Mekanik-
Elektrik Sistemleri v.s) etkiyen kuvvet veya voltaj peryodsuz olabilir. Ornegi,
bir kez meydana gelen ve tekrarlanmayan Puls gibi. Bu tiir fonksiyonlar icin
Fourier Serisini kullanamayiz. Fakat verilen bir peryodik fonksiyonun peryodu
sonsuza gittiginde, serinin yaklagtig1 limiti (sayet varsa) inceleyerek, peryodik
olmayan fonksiyonlarin uygun bir gésterimini elde edebiliriz.

Bu tiir problemleri ¢ozebilmek i¢in Fourier Analiz yéntemi olusturulmustur.
Yukarda soylediklerimizi bir érnekle aciklayalim (Gelfand 1964, Yarasa 1976).
Ornek 3.1 : 2 = 4 peryodlu f; (t) fonksiyonu(Sek 3.1)

1 —-1<t<1
fi(t) =
0 —2<it<—-11<t<?2
seklinde tanimlansin. Bu peryodik fonksiyonun, peryodunun giderek biiyiiy-

erek sonsuza gitmesi halinde peryodik olmayan bir sekle doniigtiigiinii gorelim.

Ti'-[l;l

w1t

Sikil 3.1, 21=4 peryodiu f{t) fonksyonu

Bunun i¢in, [ = 4, [ = 8 ve [ — oo degerlerini vererek elde ettigimiz sekiller

asagida goriildiigii gibi olacaktir.
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¥
-

Sekil 3.2. I=4, |=8 ve |»== degerlerini vererek elde edilen fonksiyonlarin gosterimi

f1 (t) cift fonksiyon oldugundan kosiniis serisine,

t 27t t
fi(t) = %+a1008%+ agcosTﬂqL,,,—l—ancosnTﬁ—I—... (3.1)

olarak agilir. Burada

I
2 2
_ g ==
o z/ l
0
) !
a, = i/cosndet
0
_ 2sinnr/I
1 nx/l

dir. a,, nmw/l frekansinin fonksiyonu olarak degismektedir. nm/l = w,, alinirsa,

2 sinw,,
ap = =
I wy

wy ler n ye ardigik degerler vererek elde edilmekte ve ardigik iki deger arasin-
daki fark sabit olup ? dir. n indisi tam sayilar olduklarimdan a,, amplitiidleri(w,,
degistikce) siirekli bir egri gostermezler.

a, ler,
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2 sinw,,

V=T

egrisinde w nin sadece ardigik degerlerine karsilik bulunan ? aralikli ordinat
degerleridir. Bu nedenle a,, nin grafigi olan amplitiidd spektrmuna “Cizgi
Spektrmu” ismi verilir. Bu durum Sekil 3.3 del = 2, [ =4 ve |l —
icin ¢izilmis a, nin grafiklerinde belirgin olarak gortinmektedir.

[ sonsuz biiyiidiikce(Sekil 3.3 ten de anlagilacag: tizere) (3.1) esitligi ile goster-
ilen f; (t) serisinin terimlerinin frekanslar1 giderek siklagmakta ve katsayilar: da
sifira yaklagmaktadir. Bundan dolay1 f; (¢) serisini limiti integral olan sonsuz
kiiciik terimlerin toplami olarak diisiinebiliriz

Simdi genel halde | — oo igin Fourier serisinin alacag: sekli aragtiralim.
Dogal olarak, bu durumda f (¢) peryodik degildir ve biz peryodik olmayan

fonksiyonlarin Fourier gosterimini yapacagiz demektir.

ay
2y
0 2é ., D:6 —-—
. Tl gy oy .ar.
J n?
T -
4 e — —
A “
L=i
- B
Fza

!}eki-l 3.3. 12 == igin f(t) fonksiyonunun gésterimi

Her sonlu (-, ) araliginda Dirichlet kogullarn saglayan ve (—oo, c0) araliginda

mutlak integrallenebilir olan f (¢) fonksiyonunun kompleks Fourier serisi olan

FH)= 3 qemt (=) (32



seriyi ele alahim. Burada

l
1 ,
_ —Jjnwt
Cn 21/]“ (t)e dt
—1

seklinde olan ¢, katsayilarii (3.2) de yerine yazarsak f(¢) ifadesi,
oo 1 ! i
= _ —jnwt Jnwt
0= X (g froeal .
N ! - (3.3)
10 = 3 |on [F@emdu) e
2m [
1

n=—oo

seklinde olur. Simdi bu toplamin [ — oo i¢in limitini arayalim.
w = ? den goriilecegi gibi | — oo olurken, w kiigiilerek sifira yaklagmaktadir.

Genel terim frekansi nw = n% dir ve iki ardisik frekans arasindaki fark %

olupbunu

m+)7m nm w

——==-=A
z R
ile gostererek (3.3) de yerine koyarsak
f) = Z %/f (u) e AW dy | AV AL (3.4)

-l

olur. Burada

!
1 . )
v (nAw) = —/f (u) e InAw gy | gInAwt
2T
-1

tamimlamasini yapacak olursak (3.4) esitligi

e}

ft)= Z ¢ (nAw) .Aw (3.5)

n=—oo

seklinde olacaktir.
[ sonsuz arttiginda Aw sifira yaklagir. n de sonsuza gittiginden nAw (ve ya

(3.3) deki nw)harmonikleri siirekli degiseceginden spektrumda siirekli siralanacak-
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tir. Diger bir deyisle nw ya karsi gelen tek tek harmonikler yerine limitte
nAw — w almabilir.

[ — 00 (Aw — 0) igin (3.5)toplaminin limiti belirli integralin tanimina gore

e

—00

integralini verecektir. O halde [ — oo limitinde (3.4) esitligi

f(t):%]o 7f(u)e_j”“du et (3.6)

seklinde bir integrale varir.

Bu egitlik limit olarak elde edilmig peryodik olmayan f (¢) fonksiyonunu siirekli
harmonikler ile gbsterme olanagini verir. Kuskusuz, bu formiillerin ¢gikarhginda
Matematik formasyonundan daha ¢ok miihendislikteki uygulamalar: ve kul-
lanma yontemleri 6nemlidir.

Ayrica klasik matematik ile gosterilmeyen bazi fonksiyonlarin ele alinmalarimi
miimkiin kilar.

Yukarda f (t) ile yapilan iglemlerin gegerli olmasini saglayan simirlamalar goyle
belirlenmistir.

1. f(t),—o0 < t < oo araliginda reel degigkenin tek degerli fonksiyonu ol-
malidir. Bununla beraber sonlu sayida siireksizlik noktalar1 bulunabilir.

2. Bir t, siireksizlik noktasindaki degeri:

F(to) =2 (Flto+0)+ flto—0)

ortalama degerine egittir. (1) ve (2) birlikte soyle ifade edilir. f (¢) her sonlu
aralikta Dirichlet kogullarini saglamalidir.

3. f(t),(—o00,00) araliginda mutlak integrallenebilir olmali. Yani

/V@Wﬁ<M

olacak gekilde M sayis1 bulunabilmelidir.
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Bu kosullar altinda (3.6) esitligine f (¢) fonksiyonunun Fourier Integrali

denir ve

Fw) = / £ (1) et

seklinde gosterilir. Yine Burada

yazilir.

(3.7)

(3.8)

Fourier Integrali elektrik kominikasyonunda, bazi integrallerin hesaplanmasinda

ve kismi diferensiyel denklemlerin ¢ziimiinde giiglii bir yontemdir. (3.7) ve

(3.8) formiilleri

Fw) = \/%/f(t) e Itdt

Ft) = \/% / F () et

olarakta yazilir. Buna Simetrik Sekil denir.
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3.2 Fourier Integralinin Trigonometrik Sekli

(3.6) esitliginde, Euler formiillerini kullanarak

Flt) = %77 £ () 500 dyles

1
= 2—/ /f (u) (cosw (t —u) + jsinw (t — u)) dudw
s
yazilir.  f (t) fonksiyonunun reel olmasi nedeni ile ikinci siniislii terim sifir

alinarak

(t) = %/ /f (u) cosw (t — u) dudw (3.10)

bulunur. (3.10) de cosw (t — u) ,w nin gift fonksiyonudur. Bu nedenle w

tizerindeki integrasyon smurlar1 (0, 00) almmasi ve v = x yazilmas ile (3.10)

>1|'—

//f cosw (t — x) dedw (3.11)
0 —oo

olur. Bu (3.11) ifadesi Fourier Serisinin [ — oo i¢in elde edilen degeridir.

(3.11) asagidaki teoremle belirtilmigtir.
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3.3 Fourier Teoremil:

f (t) fonksiyonu her sonlu aralikta Dirichlet kogullarim saglar ve (—oo,00)
araliginda mutlak integrallenebilir bir fonksiyon ise (3.11) f(¢) nin siirekli
oldugu her yerde f (t) degerine ve siireksiz oldugu noktalarda ise sag ve sol

limitlerinin aritmetik ortalamasina esittir. Yani her ¢ icin

f(t—f—())—;— //f cosw (t — z) dx dw (3.12)

esitligi saglanir. Bu teoreme Fourier Teoremi denir.

(3.11), (3.8) nin trigonometrik gosterimidir. (3.11) asagidaki sekillerde de

yazilabilir.
1 oo o0
f@ = —//f )cosw (t — x) drdw
7r
0 —oco
1
= —/ / x) coswt coswr + f (x) sinwt sinwz| dz | dw
7r
0 Lo
Burada

Aw) = /f ) cos wxdx

(3.13)
B(w) = /f sinwzdz
tanmimlamalarin yaparak (3.11) ifadesi
1 o0
f(t —/ )coswt + B (w) sinwt| dw (3.14)
s
0

yazilir.

Bu formiil (—o0, 00) araligy icinde f (¢) fonksiyonunu harmonik titresime gore
verir.Bu titresimin w frekans: siirekli olarak 0 dan oo a kadar degigir. A (w),
B (w) fonksiyonlar1 w frekansina bagh olmasindan dolayr amplitiid ve baglangig

fazinin dagilim kanununu gosterir.
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f (t) nin ¢ift fonksiyon olmasi halinde B (w) = 0 olup,

Aw) = 2/ f(z)coswrdx
0 (3.15)
fi) = %/A (w) cos wtdw

dir. f () nin tek fonksiyon olmas: halinde ise A (w) = 0 olacagindan

oo

B(w) = 2/f (x) sinwzdzx
0 (3.16)
f@ = %/A (w) sin wtdw

yazilir.
Simdi Fourier integrali ile bazi integrallerin hesaplanmasina iligkin 6rnekler
verelim.

Ornek 3.2:
1 |t <1

ft)=
0 |t>1

olarak tanimlanan fonksiyonun Fourier Integralini bulunuz.

& T}

Sekil 3.4, ) fenksiyonunun ghsterimi

sekli goz oniinde bulundurulusa, (3.11) esitligi
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f(z)cosw (t — z) dedw

0 = -

cosw (t — z) dedw

[
-4/
0 "1 (3.17)
[

1 1
— sinw (t+ 1) —sinw (t — 1)) dw
7r

f(t) _ g/smwcoswtdw
T

w
0

olacaktir.. f (t) nin ¢ = +1 noktasindaki ortalama degeri

dir. Boylece (3.12) Fourier Integral Teoremine gore (3.17) (f (¢) nin yukarda

verilen degerini yerine koyarak)integralinin degeri

—1<t<1 icin

T
sin w cos wt T
/ =11

" W = t==1 1¢in

° 0 t<—1;¢t>1icn

olarak belirlenir(Bu integrale Dirichletin siireksizlik faktorii denmektedir).

Ornek 3.3 : /smw
w

£ 0

Ornek 3.2.de bulunan sonucta ¢t = 0 alinirsa,

dw = g oldugunu gosteriniz.

Si (y) = / S (3.18)



integralinin y (reel) sonsuz igin limitidir. Si-integral fonksiyonu (tanimindan),
Si(0) = 0 ve Si(o0) = g degerlerini almakta ve Si(—y) = —Si(y) esitligini
sagladigl igin de tek fonksiyondur. Grafigi (Sek 3.5) de gosterilmistir.

(3.17) integralini Si-integral olarak gosterebiliriz. Bunun i¢in (3.17) de cos wt. sinw

carpimini toplam sekline gevirirsek

a a a

2/@@, — E/dele/de (3.19)
s w 7 w 7 w
0 0 0

olur.
f(t)

L7/ N S

X pee NG

2 "
! .
: I
| :
L s T
/4 2K

$ekil 3.5. f(t) si-integral tek fonksiyonunun gosterimi

Birinci integral de w + wt = x doniisiimii yapallm, 0 < w < a igin 0 <
x < a(t+1) ve ikinci integralde w — wt = —z alahm. 0 < w < a igin

0<z<a(t—1)olacagindan (3.19)

a (t+1)a (t—1)a

g/coswt sinwdw :l / sina:dm B l / sinxdx (3.20)
T
0

™ w ™
0 0

ve (3.18) e gore
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a

5 . 1 1
_/wdw = —Si(a(t+1))— =Si(a(t—1))
m W m m

0

elde edilir.
Ornek 3.4: f(t) = e~ (a > 0) fonksiyonunun Fourier Integralini hesaplayimiz.

f (t) cift fonksiyondur. (3.16) yi uygulayarak

Aw) = 2/6“” coswrdr =

0

2a
a? + w?
o

2a cos wt

7 ] a? + w?
0

ft) =ealtl = dw (t>0,a>0)

olur. Buradan da .

cos wt m
R g, = Ll
/a2 + oﬂdw ~ 24" (3:21)
0

bulunur.
f(t) = e (¢t > 0igin) foksiyonunun f(—t) = —f(t) tek fonksiyon olarak
tanimlanmasi halinde benzer iglemlerle

o0

w sin wt T _at
/mdw = 56 (t > 0,a > 0) (322)
0

bulunur. (3.21), (3.22) integrallerine “Laplace Integralleri” denir.
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