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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

FOURIER SER·ILER ve FOURIER ·INTEGRALLER·I

Fatma Nur CAN

Afyon Kocatepe Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç. Dr. Hüseyin YILDIRIM

Bu tez üç bölümden oluşmaktad¬r. Birinci bölümde çal¬̧smam¬z için gerekli

olan tan¬m ve temel teoremler verildi. ·Ikinci bölümde Fourier Serisi ve Fourier

Serisinin çeşitli tipleri ele al¬nd¬. Üçüncü bölümde Fourier ·Integrali, Fourier

·Integrali ile Fourier Serisi aras¬ndaki iliskiler ve Fourier ·Integrallerinin uygula-

malar¬verildi.

2012, vii+57 sayfa

Anahtar Kelimeler : Fourier Serisi, Fourier ·Integrali, Ortogonal Fonksiyon-

lar, Ortogonal ve Ortonormal kümeler
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ABSTRACT

M. Sc. Thesis

FOURIER SERIES and FOURIER INTEGRALS

Fatma Nur CAN

Afyon Kocatepe University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Hüseyin YILDIRIM

This Thesis Consists of three parts. In the �rst part, the necessary theorems

and basic de�nations are given. In the second part, we discussed Fourier Series

and the various types of Fourier Series. In the third part, Fourier Integral, the

relations between Fourier Integral and Fourier Series and the applications of

Fourier Integrals are given.

2012, vii+57 Page

Key Words : Fourier Series, Fourier Integral, Orthogonal Functions, Or-

thogonal and Orthonormal Sets
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Şekil 2.9 f(t)=t3 fonksiyonunun gösterimi 21
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G·IR·IŞ

Belirli zaman aral¬klar¬nda kendini tekrar eden sürece periyodiklik, e¼ger bu du-

rumu gerçekleyen bir fonksiyon varsa bu tür fonksiyona da periyodik fonksiyon

denir. Matematik , Fizik, Kimya, Biyoloji gibi bir çok disiplinde bir çok olay

peryodiktir ve peryodik olarak gerçeklenir. Periyodik olaylar¬ifade etmek için

kullan¬lan bir s¬n¬f fonksiyon da trigonometrik fonksiyonlard¬r. Bunun sebebi

peryodikli¼gin daha kolay anlaş¬lmas¬n¬sa¼glamas¬ndand¬r. Örne¼gin do¼gada ba-

sit peryodik olaylar, matematik olarak sinüs ve kosinüs fonksiyonlar¬ile gös-

terilebilir.Fiziksel olarak gerçeklenen bir diyapozonun titreşimleri örnek olarak

verilebilir. E¼ger olay n defa tekrarlan¬yorsa basit titreşimleri gösteren fonksiyon

A sin 2�nt veye A cos 2�nt

den ibarettir. Bununla birlikte basit sinüs ve kosinüs fonksiyonlar¬ ile ifade

edilen olaylara Basit Harmonik Titreşim denir. Bundan dolay¬peryodik fonksiy-

onlar¬bir Trigonometrik seri ile gösterme gere¼gi duyulmuştur. Böyle bir seri

f(t) =
1X
n=0

(an cosnt+ bn sinnt)

şeklindeki Fourier Serisidir. Fourier Serisi Elektromagnetik teorisinde, Akustik,

Is¬Ak¬m¬nda ve Matematik-Fizik in bir çok alan¬nda oldukca önemlidir. E¼ger

bir f fonksiyonu

f(t) =
1X
n=0

(an cosnt+ bn sinnt)

şeklinde ifade edilirse, bu fonksiyonda an ve bn key� olarak belirlenen sabitler

dizisi olmak üzere, an e ve bn e hangi de¼gerleri verirsek verelim f (t) daima 2�

periyodlu periyodik fonksiyon olacakt¬r. Dolay¬s¬yla cosnt; sinnt fonksiyonlar¬

n = 0; 1; ::: için de¼gi̧sik formdaki periyodik fonksiyonlar¬n yap¬taşlar¬olarak

düşünülebilir. Frans¬z Matematikçi Jean Baptiste Joseph Fourier periyodik

fonksiyonlar¬bir tak¬m fark denklemlerinin çözümünde ele alm¬̧st¬r.

Fourier 1700 lerin sonuna do¼gru yapt¬¼g¬çal¬̧smalar¬nda periyodik bir f fonksiy-

onunu yukar¬da da ifade edildi¼gi gibi
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f (t) = a0 +
1X
n=1

(an cosnt+ bn sinnt)

şeklinde vermi̧stir. Bu tan¬mlamalardan sonra, sinüsoidal olmayan sinyaller

Fourier serileri vas¬tas¬yla sinüsoidal olarak ifade edilmi̧stir.

Yap¬lan bu temel çal¬̧smalardan sonra, Fourier Serileri üzerine bir çok temel

çal¬̧smalar ve bu çal¬̧smalar¬n farkl¬disiplinlerde uygulamalar¬yap¬lm¬̧st¬r.

Bu Tezi oluştururken temel olarak R. YARASA�n¬n 1979 y¬l¬nda tercümesini

yapt¬¼g¬"Fourier Analysis" kitab¬n¬temel kaynak olarak göz önüne ald¬k.

Bu çal¬̧smada ortogonal sistemleri ele alarak bunlar için Fourier Serilerini

yazd¬k ve özelliklerini inceledik. Ayr¬ca Fourier Serilerinin farkl¬ şekillerini

ifade ederek bu seriler yard¬m¬yla Fourier ·Integrallerini ele ald¬k

2



1. TEMEL KAVRAMLAR

Tan¬m 1.1 (Süreklilik) : A � R ; f : A! R bir fonksiyon ve a 2 A olsun.

lim
x!a
f (x) = f (a) (1.1)

ise f fonksiyonuna a noktas¬nda süreklidir denir. E¼ger f fonksiyonu A

kümesinin her noktas¬nda sürekliyse fonksiyon A üzerinde süreklidir denir.

Tan¬m 1.2 (Parçal¬Sürekli Fonksiyon) : Bir [a; b] aral¬¼g¬üzerinde parçal¬

sürekli fonksiyondan şu anlaş¬l¬r. [a; b] aral¬¼g¬nda a = t1 < t2 < ::: < tn = b

özelli¼gine sahip sonlu say¬da t1; t2;:::,tn noktalar¬n¬ alal¬m. f (t) her k¬smi ti

< t < ti+1 aral¬¼g¬nda(içinde) sürekli ve aral¬¼g¬n uç noktalar¬na her iki taraftan

yaklaşmas¬ halinde, yani sa¼gdan f (ti + 0) ve soldan da f (ti+1 � 0) sonlu

limitleri varsa, f (t) ye[a; b] aral¬¼g¬nda parçal¬sürekli fonksiyon denir.

Tan¬m 1.3 (Periyodik Fonksiyon) : Belirli zaman aral¬klar¬nda kendini

tekrar eden sürece periyodiklik bu tür fonksiyonlara da periyodik fonksiyon-

lar denir. Matematik ve uygulamal¬bilimlerde pek çok olay peryodiktir. Reel

eksen üzerinde tan¬ml¬bir f (x)fonksiyonu bir T de¼geri için f (x) = f (x+ T )

özelli¼gini taş¬yorsa bu fonksiyona periyodik fonksiyon ve T say¬s¬na da periyod

denir. T lerin en küçü¼güne esas veya asli peryod denir ( Hwei P. H. 1967,

Yarasa 1976).

Peryodik fonksiyonlar¬n baz¬özelliklerini şu şekilde verebiliriz. f bir peryodik

fonksiyon ve T de bu fonksiyonun peryodu olmak üzere,

1.

a+T=2Z
a�T=2

f (t) dt =

T=2Z
�T=2

f (t) dt

dir. Özellikle a = T=2 al¬n¬rsa,
TZ
0

f (t) dt =

T=2Z
�T=2

f (t) dt

oldu¼gu görülür.

2.

T+tZ
T

f (t) dt =

tZ
0

f (t) dt

3



3. g (t) =

tZ
0

f (u) du

ise ancak ve ancak
T=2Z

�T=2

f (t) dt = 0 oldu¼gunda g (t+ T ) = g (t) dir.

4.

c+TZ
c

f (t) dt =

TZ
0

f (t) dt

dir

Tan¬m 1.4 (Fourier Serisi) : 2� peryodlu bir f (t) fonksiyonu baz¬koşullar¬

sa¼glad¬¼g¬nda trigonometrik bir seri ile gösterilebilir.

f (t) =
a0
2
+

1X
n=1

(an cosnt+ bn sinnt) (1.2)

şeklinde olan bu seriye fourier serisi denir (Yarasa 1976).

f (t) nin (1.2) serisi ile gösterilebilmesi Dirichlet koşullar¬ ile belirlenmi̧stir

(Yarasa 1976).

Tan¬m 1.5 (Dirichlet Koşullar¬) : f (t), (��; �) aral¬¼g¬nda tan¬mlanm¬̧s

2� peryotlu bir fonksiyon olsun.

a. f (t),(��; �) aral¬¼g¬nda sürekli veya parçal¬sürekli bir fonksiyondur.

b. f(t) fonksiyonunun bir peryod içindeki maksimum ve minimumlar¬sonlu

say¬da olmal¬d¬r.

c. f (t) fonksiyonu bir peryod aral¬¼g¬nda mutlak integrallenebilirdir.

Bu koşullara Dirichlet koşullar¬denir. Dolay¬s¬yla 2� peryodlu bir f (t)

fonksiyonu (��; �) aral¬¼g¬nda Dirichlet koşullar¬n¬sa¼glad¬¼g¬nda Fourier serisi,

f (t) =
a0
2
+

1X
n=1

�
an cos

n�t

l
+ bn sin

n�t

l

�
veya k¬saca

f (t) =
a0
2
+

1X
n=1

cn cos

�
n�t

l
+ �n

�

4



olarak yaz¬l¬r.
�

l
= ! al¬narak,

f (t) =
a0
2
+

1X
n=1

cn cos (n!t+ �n)

cn cos (n!t+ �n) = cn: [cos (n!t) : cos�n � sin (n!t) : sin�n]

an = cn cos�n; bn = �cn sin�n
�n = arctan

bn
an
; cn =

p
a2n + b

2
n

oldu¼gu kolayca görülür. a0 : apsisten itibaren ortalama yükseklik, cn cos (n!t+ �n):

Fourier Serisinin Genel Terimi, !: esas Frekans Aç¬s¬(birim zamandaki radyan

say¬s¬,uygulamada aç¬birimi olarak derece kullan¬l¬rsa da, matematikte radyan

birimi tercih edilir. 1rad =
180

�
� 57:29�); cn: Harmonik Amplitüd(dalgan¬n

genli¼gi), �n: Faz Aç¬s¬d¬r(dalgan¬n yatay eksende ne kadar kayd¬¼g¬d¬r).

Burdan hareketle bu sinüsodial hareketler frekans, periyod, genlik olarak ad-

land¬r¬lan özellikleriyle oluşurlar ve frekans boyutlu analizler olarak ifade edilir-

ler (Yarasa 1976).

Tan¬m 1.6 (Mutlak ·Integrallenebilme) : f (t) fonksiyonu bir peryod ar-

al¬¼g¬nda

�Z
��

j f (t)j dt = sonlu <1 (1.3)

ise mutlak integrallenebilirdir denir (Dym 1985).

Tan¬m 1.7 (Frekans ve Periyot) : Frekans ; süreçteki döngüsel hareket-

lerin ne s¬kl¬kta oldu¼gunu özetlemektedir. Bir başka deyi̧sle; 2� de bir tamam-

lanan döngü say¬s¬n¬ ifade etmektedir.Periyot ; sürecin döngüsel hareketi

tamamlamas¬için gereken zaman uzunlu¼gunu göstermektedir (Yarasa 1976).

Tan¬m 1.8 (Frekans Aç¬s¬) : !, esas Frekans Aç¬s¬(birim zamandaki radyan

say¬s¬) (Yarasa 1976).

Tan¬m 1.9 (Amplitüd) :Bir dalgan¬n yüksekli¼gi yani dalgan¬n maksimum ya

da minimum noktas¬ile yatay eksen aras¬ndaki uzakl¬¼ga .Amplitüd(genlik)

denir. Dalgan¬n maksimum noktas¬ile minimum noktas¬aras¬ndaki aral¬k olan

ve genli¼gin iki kat¬olarak ifade edilen de¼ger dalga şiddeti olarak bilinmektedir

(Yarasa 1976).
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Tan¬m 1.10 (Jordan Kriteri) : f (t) nin sonlu de¼gi̧simli oldu¼gu her aral¬kta

onun Fourier serisi yak¬nsakt¬r ve fonksiyonun sürekli oldu¼gu bir aral¬¼g¬n içinde

de düzgün yak¬nsakt¬r (Yarasa 1976).

Tan¬m.1.11 (Ortogonal Fonksiyonlar) : f'n (t)g fonksiyon dizisinin her

hangi iki fonksiyonu (a; b) aral¬¼g¬nda

bZ
a

'm (t)'n (t) dt =

8<: 0 m 6= n için

6= 0 m = n için
(1.4)

eşitli¼gini sa¼gl¬yorsa f'n (t)g dizisi (a; b) aral¬¼g¬nda Ortogonaldir denir.

Tan¬m 1.12 (Dirichlet Teoremi) : (��; �) aral¬¼g¬nda tan¬mlanan 2� pery-

odlu f (t) fonksiyonu, Dirichlet koşullar¬n¬ sa¼glad¬¼g¬ndan (��; �) aral¬¼g¬nda

(1.2) Fourier serisi ile gösterilebilir. Serinin de¼geri (Schwartz 1966, Hwei P.

H. 1967, Yarasa 1976).

1. f (t) nin sürekli oldu¼gu bütün noktalarda(aral¬¼g¬n içinde) f (t) nin de¼gerine

eşit,

2. Süreksizlik noktalar¬nda

f (t+ 0) + f (t� 0)
2

de¼gerine eşit.

3. Aral¬¼g¬n uç noktalar¬nda, t = ��, t = � de

f (�� + 0) + f (� � 0)
2

ifadesine eşit olur. Böylece f (t) nin Fourier serisi

f (t) =
a0
2
+

1X
n=1

(an cosnt+ bn sinnt) (1.5)

veya

f (t) =
a0
2
+

1X
n=1

cn cos (nt+ 'n) (1.6)

şeklinde yaz¬l¬r.

6



Tan¬m 1.13 (Fourier ·Integrali) : E¼ger f (t) fonksiyonu her sonlu aral¬kta

Dirichlet koşullar¬n¬sa¼gl¬yor ve (�1;1) aral¬¼g¬nda mutlak integrallenebiliy-

orsa yani
1Z

�1

jf (t)j dt < M (1.7)

olacak şekilde bir M say¬s¬bulunabiliyorsa

f (t) =
1

2�

1Z
�1

24 1Z
�1

f (u) e�j!udu

35 ej!td! (1.8)

integraline f (t) fonksiyonunun Fourier ·Integrali denir (Schwartz 1966, Hwei

P. H. 1967, Stein 1971, Dym 1985, Korner 1988).
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2. FOURIER SER·IS·I

Bu başl¬k alt¬nda peryodik fonksiyonlar¬n özelliklerini kullanarak Fourier serisini

ve farkl¬tiplarini ele alarak detayl¬bir inceleme yapaca¼g¬z.

2.1 Fourier Serisi

2� peryodlu bir f (t) fonksiyonu baz¬koşullar¬sa¼glad¬¼g¬nda trigonometrik bir

seri ile gösterilebilir (Yarasa 1976).

a0
2
+

1X
n=1

(an cosnt+ bn sinnt) (2.1)

şeklinde olan bu seriye Fourier serisi denir. 2� peryodlu f (t) fonksiyonunun

(2.1) serisi ile ifade edilmesi Dirichlet şartlar¬ile sa¼glanm¬̧st¬r. Şimdi Dirichlet

şartlar¬n¬ele alal¬m.

2� peryodlu f (t) fonksiyonu (��; �) aral¬¼g¬nda tan¬mlanm¬̧s bir fonksiyon

olsun. E¼ger bu fonksiyon aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼gl¬yorsa bu fonksiyona Dirichlet

şartlar¬na sahip bir fonksiyon, bu şartlara da Dirichlet şartlar¬denir.

a. f (t), (��; �) aral¬¼g¬nda sürekli veya parçal¬sürekli bir fonksiyondur. Bu-

rada [a; b] aral¬¼g¬nda parçal¬sürekli fonksiyondan şu anlaş¬l¬r:

[a; b] aral¬¼g¬nda a = t1 < t2 < ::: < tn = b özelli¼gine sahip sonlu say¬da

t1; t2;:::,tn noktalar¬n¬alal¬m. E¼ger f (t) fonksiyonu her ti < t < ti+1 alt ar-

al¬¼g¬nda(içinde) sürekli ve aral¬¼g¬n uç noktalar¬na her iki taraftan yaklaş¬lmas¬

halinde, yani sa¼gdan f (ti + 0) ve soldan da f (ti+1 � 0) yaklaş¬ld¬¼g¬nda sonlu

limitlere sahipse o zaman f (t) ye bu aral¬kta parçal¬sürekli fonksiyon denir.

8



b. f(t) fonksiyonunun bir peryod içindeki maksimum ve minimumlar¬sonlu

say¬da olmal¬d¬r f 0(t) türevi parçal¬ sürekli olabilir. (a) ve (b) koşullar¬n¬

sa¼glayan fonksiyonlara parçal¬düzgün sürekli denir.

c. f (t) fonksiyonu bir peryod aral¬¼g¬nda mutlak integrallenebilirdir. Yani

�Z
��

j f (t)j dt = sonlu <1

olmal¬d¬r.

Özellikle t = �� uç noktas¬nda fonksiyonun ald¬¼g¬ de¼ger t nin sa¼gdan ��

ye yaklaş¬rken ald¬¼g¬ f (�� + 0) de¼geridir. t = � için de f (� � 0) de¼geri

anlaş¬lacakt¬r. Bunlar eşit veya farkl¬olabilirler.

Dirichlet Teoremi (Schwartz 1966, Yarasa 1976, Korner 1988).

(��; �) aral¬¼g¬nda tan¬mlanan 2� peryodlu f (t) fonksiyonu, Dirichlet koşullar¬n¬

sa¼glad¬¼g¬ndan (��; �) aral¬¼g¬nda (2.1) Fourier serisi ile gösterilebilir.

1. Serinin de¼geri, f (t) nin sürekli oldu¼gu bütün noktalarda (aral¬¼g¬n içinde)

f (t) nin de¼gerine eşit,

2. Serinin de¼geri, süreksiz noktalar¬nda,

f (t+ 0) + f (t� 0)
2

de¼gerine eşit

3. Serinin de¼geri, aral¬¼g¬n uç noktalar¬nda yani t = �� , t = � noktalar¬nda,

f (�� + 0) + f (� � 0)
2

ifadesine eşit olur.

Bunlar¬n sonucu olarak, f (t) nin Fourier serisi

f (t) =
a0
2
+

1X
n=1

(an cosnt+ bn sinnt) (2.2)

veya

f (t) =
a0
2
+

1X
n=1

cn cos (nt+ 'n) (2.3)

9



şeklinde yaz¬l¬r. Buradaki (2.3) serisinin cn cos (nt+ 'n) genel terimine f (t)

fonksiyonunun n:Harmonik fonksiyonu denir. Burada a0; an; bn ler Fourier kat-

say¬lar¬d¬r.

2.2 Ortogonal Fonksiyonlar :

f'n (t)g fonksiyon dizisinin her hangi iki fonksiyonu (a; b) aral¬¼g¬nda

bZ
a

'm (t)'n (t) dt =

8<: 0 ;m 6= n için

6= 0 ;m = n için
(2.4)

eşitli¼gini sa¼gl¬yorsa f'n (t)g dizisi (a; b) aral¬¼g¬nda Ortogonaldir denir.

Bu durumda, dizinin her bir '1 (t),'2 (t),...,'n (t) eleman¬ di¼gerinin ortogo-

nalidir. Dolay¬s¬yla bu fonksiyonlar (a; b) de ortogonal bir cümle oluştururlar.

Şimdi bu durumu örneklerle gösterelim.

1. fsin t; sin 2t; :::; sinntg dizisi (0; �) aral¬¼g¬nda ortogonaldir. Gerçekten,

�Z
0

'm (t)'n (t) dt =

�Z
0

sinmt: sinnt:dt =

8<: 0 ;m 6= n için
�

2
;m = n için

eşitli¼gi kolayca görülür.

2. f1; sin t; cos t; sin 2t; cos 2t; :::; sinnt; cosntg dizisi (0; 2�) ve (��; �) aral¬k-

lar¬nda ortogonal, fakat (0; �) de ortogonal de¼gildir. n 6= 0 olan bütün n ler

için,

�Z
��

cosntdt = 0

�Z
��

sinntdt = 0

ve

10



�Z
��

cosnt cosmtdt =

8<: 0 m 6= n için

� m = n için
�Z

��

sinnt cosmtdt =

8<: 0 m 6= n için

� m = n için
�Z

��

sinnt sinmtdt =

8<: 0 m 6= n için

� m = n için

(2.5)

olarak hesaplan¬r.

(2.4) de m = n için elde edilen integralin

bZ
a

'2n (t) dt = An = k'k (2.6)

de¼gerine 'n (t) in Normu denir.

E¼ger 'n (t) = (An)
�1=2 'n (t) al¬n¬rsa yukardaki integralin normu 1 olur. Yani,

bZ
a

h
(An)

�1=2 'n (t) dt
i2
= 1 (2.7)

dir. Bu durumda,
'1 (t)p
A1
;
'2 (t)p
A2
; :::;

'n (t)p
An
; ::: (2.8)

dizisini göz önüne al¬yoruz demektir. Normu 1 e eşit olan (2.8) dizisi Orto-

normal cümle, 'n (t) fonksiyonlar¬na daNormalize edilmi̧s fonksiyon denir.

Di¼ger bir deyi̧sle,

bZ
a

'm (t)'n (t) dt =

8<: 0 m 6= n için

1 m = n için
(2.9)

eşitli¼gini sa¼glayan f'n (t)g cümlesine Ortonormal cümledir denir.

Örne¼gin,

2�Z
0

1dt = 2�;

2�Z
0

sin2 ntdt = �;

2�Z
0

cos2 nt:dt = � (n � 1)

oldu¼gundan dolay¬,

1p
2�
;
sin tp
�
;
cos tp
�
; :::;

sinntp
�
;
cosntp
�
; :::

11



ifadesi ortonormal bir cümle oluşturur. Bu cümlede iki farkl¬ fonksiyonun

çarp¬m¬n¬n 0 dan 2� ye kadar integrali s¬f¬r ve herbirinin karesinin 0 dan 2� ye

kadar integrali de 1 e eşit olacakt¬r.

2.3 Euler-Fourier Formülü

f'n (t)gfonksiyonlar cümlesi (a; b) de ortonormal bir cümle ve f (t) fonksiyonu

da

f (t) = c1'1 (t) + c2'2 (t) + :::+ cn'n (t) + ::: (2.10)

şeklinde bir seri ile ifade edilmi̧s olsun. Burada f (t) fonksiyonu (a; b) de in-

tegrallenebilen bir fonksiyondur. Bu serideki cn katsay¬lar¬n¬belirlemek için

(2.10) ifadesinin her iki yan¬n¬soldan 'n (t) ile çarparsak,

f (t)'n (t) = c1'1 (t)'n (t) + c2'2 (t)'n (t) + :::+ cn'
2
n (t) + :::

olacakt¬r. Elde edilen bu ifadenin her iki yan¬n¬ terim terime, a dan b ye

kadar integre edersek, (m 6= n) olan terimlerin integrali s¬f¬r olaca¼g¬ndan, yaln¬z

cn'
2
n (t) terimli integral kalacakt¬r. Böylece (2.9) gere¼gince,

bZ
a

f (t)'n (t) dt = cn

bZ
a

'2n (t) dt = cn

cn =

bZ
a

f (t)'n (t) dt

(2.11)

olur. Bu da cn katsay¬lar¬n¬belirler. Bulunan (2.11) formülüne Euler-Fourier

formülü denir. cn katsay¬lar¬na f'n (t)g yard¬m¬yla elde edilen Fourier kat-

say¬lar¬ve (2.10) şeklindeki seriye de f'n (t)gile ilgili Fourier serisi denir(Genelleştirilmi̧s

Fourier Serisi) (Hwei P.H. 1967, Yarasa 1976).
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2.4 Fourier Katsay¬lar¬:

(2.2) de ifade edilen f (t) nin trigonometrik Fourier Serisindeki f'n (t)g or-

togonal cümle

f1; sin t; cos t; sin 2t; cos 2t; :::; sinnt; cosntg

şeklindedir. Di¼ger yandan (2.5) eşitliklerini ve (2.11) formülünü kullanarak,

a0 =
1

�

�Z
��

f (t) dt

an =
1

�

�Z
��

f (t) cosntdt

bn =
1

�

�Z
��

f (t) sinntdt

(2.12)

eşitlikleriyle ifade edilen a0; an; bn bulunur. Bulunan bu a0; an; bn ifadeler

Fourier Katsay¬lar¬için formüllerdir (Schwartz 1966, Stein 1971, Yarasa 1976).

Verilmi̧s bir fonksiyonun (2.2) Fourier serisi

f (t) =
a0
2
+

1X
n=1

(an cosnt+ bn sinnt)

aç¬l¬m¬na Harmonik Analiz denir. (2.2) serisinin terimleri 2� peryodlu peryo-

dik fonksiyonlard¬r. E¼ger bu seri (��; �) aral¬¼g¬nda yak¬nsak ise t nin bütün

de¼gerleri içinde yak¬nsakt¬r. Buna ilave olarak, serinin 2� peryodik tekrar-

lamada ald¬¼g¬de¼ger(serinin toplam¬), (��; �) aral¬¼g¬nda ald¬¼g¬de¼gere eşittir.

Ayr¬ca Fourier Serisi (��; �) aral¬¼g¬n¬n d¬̧s¬nda da 2� peryodu ile f (t) yi ifade

eder. a0,an,bn katsay¬lar¬n¬veren (2.12) formülleri herhangi 2� uzunluklu bir

aral¬kta da geçerlidir. Bu halde (2.12) integralinin alt ve üst s¬n¬r de¼gerleri �

dan �+ 2� ye kadar olur(� herhangi bir aç¬)

E¼ger f (�� + 0) 6= f (� � 0) ise, t = �� uç noktalar¬ süreksizlik noktalar¬

olur. (̧sekil 2.2 de görüldü¼gü gibi) (��; �) de sürekli olan fonksiyon, peryodik

tekrarlamadan dolay¬uç noktalarda süreksiz olmaktad¬r.
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Örnek 1 :(��; �) aral¬¼g¬nda tan¬mlanm¬̧s 2� peryodlu f (t) = t fonksiyonunun

Fourier Serisini bulal¬m.

Fonksiyon (��; �) aral¬¼g¬nda sürekli, fakat uç noktalarda süreksizdir. Bu nok-

talarda fonksiyonun ald¬¼g¬de¼ger

f (��) = f (�� � 0) + f (�� + 0)
2

=
�� + �

2
= 0

dir. Ayn¬şekilde f (�) = 0 olarak yaz¬l¬r.

(2.12) formülleri yard¬m¬yla, a0;an; bn katsay¬lar¬n¬hesaplayal¬m.

a0 =
1

�

�Z
��

tdt = 0

an =
1

�

�Z
��

t cosnt = 0

bn =
1

�

�Z
��

t sinntdt = � 2
n
cosn� = (�1)n�1 2

n

14



Böylece verilen fonksiyonun Fourier Serisi

f (t) = t = 2

�
sin t� sin 2t

2
+
sin 3t

3
� sin 4t

4
+ :::

�
; (�� < t < �)

olarak yaz¬l¬yor. t = �� için seri f (t) nin de¼gerine de¼gilde, f (t) nin (��; �)

noktalar¬nda sa¼gdan ve soldan ald¬¼g¬de¼gerlerin aritmetik ortalamas¬na, yani

yukarda ifade edildi¼gi gibi s¬f¬ra yaklaş¬r. t = �� için serinin her terimi s¬f¬rd¬r.

Yani f (��) = f (�) = 0 dir.

Örnek 2 : 2� peryodlu

f (t) =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

0 � � < t < 0 için

1 0 < t <
�

2
için

0
�

2
< t < � için

fonksiyonu için Fourier serisini arayal¬m. Bunu¬n için ilk olarak Fourier kat-

say¬lar¬na bakal¬m.

a0 =
1

�

�Z
��

f (t) dt =
1

�

0Z
��

0dt+
1

�

�
2Z
0

1dt+
1

�

�Z
�
2

0dt =
1

2

an =
1

�

�Z
��

f (t) cosntdt =
1

�

�
2Z
0

1: cosnt:dt =
1

n�
sin
�
n�
2

�

=

8>>>>>>><>>>>>>>:

0 ; n = 2k için

(�1)k

(2k + 1) �
; n = 2k + 1; için

(k = 0; 1; :::)

bn =

�Z
��

f (t) sinntdt =

�
2Z
0

1: sinntdt =
�1
n�
(cosn�=2� 1)

=

8>>>><>>>>:
1

(2k + 1) �
; n = 2k + 1 için

1� (�1)k

2k�
; n = 2k için
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olarak belirlenir. Dolay¬s¬yla f (t) nin Fourier Serisi

f (t) =
1

4
+

�
1

�
cos t+ sin t+ sin 2t� cos 3t

3
+
sin 3t

3

+
cos 5t

5
+
sin 7t

7
� cos 7t

7
+
sin 6t

3
+ :::

�
d¬r. t = 0; t =

�

2
noktalar¬nda seri

1

2
de¼gerine yaklaşmaktad¬r. Serinin t = 0

için de¼geri fonksiyonun ald¬¼g¬
1

2
de¼gerine yaklaşaca¼g¬ndan

1

2
=
1

4
+
1

�

�
1� 1

3
+
1

5
� 1
7
+ :::

�
yaz¬l¬r. Buradan da

�

4
= 1� 1

3
+
1

5
� 1
7
+ :::

bulunur.

2.5 Kosinüs ve Sinüs Serileri :

Fourier katsay¬lar¬n¬n hesaplanmas¬nda bizlere kolayl¬k sa¼glayacak şu teoremi

verelim.

Teorem: Bir f (t) fonksiyonu (��; �) aral¬¼g¬nda çift fonksiyon yani f (�t) =

f (t) ise

�Z
��

f (t) dt = 2

�Z
0

f (t) dt

dir. E¼ger fonksiyon tek fonksiyon f (�t) = �f (t) ise

�Z
��

f (t) dt = 0

16



d¬r.

Çift Fonksiyonun Fourier Serisi :

bn = 0

a0 =
2

�

�Z
0

f (t) dt

an =
2

�

�Z
0

f (t) cosntdt

(2.13)

katsay¬lar¬yard¬m¬yla,

f (t) =
a0
2
+

1X
n=1

an cosnt
(2.14)

olarak yaz¬l¬r.

Tek Fonksiyonun Fourier Serisi :

a0 = 0

an = 0

bn =
2

�

�Z
0

f (t) sinntdt

(2.15)

katsay¬lar¬yard¬m¬yla,

f (t) =
1X
n=1

bn sinnt
(2.16)

eşitli¼gi yaz¬l¬r.

Çift fonksiyonun aç¬l¬m¬nda yaln¬z kosinüslü terimler, tek fonksiyounun aç¬l¬m¬nda

ise yaln¬z sinüslü terimler bulundu¼gundan (2.14) serisine Kosinüs serisi,ya da

(2.16) serisine Sinüs serisi denir.

Örnek 3. (��; �) de tan¬mlanm¬̧s 2� peryodlu f (t) = jtj fonksiyonunun(üçgen

dalga) Fourier serisini hesaplayal¬m.
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Bu fonksiyon için, f (�t) = f (t) sa¼gland¬¼g¬ndan f (t) çift fonksiyondur(0y

eksenine göre simetri¼gi var.). Bundan dolay¬ f (t) = t fonksiyonu (0; �) de

kosinüs serisine aç¬l¬r.

jtj = a0
2
+

1X
n=1

an cosnt

olacakt¬r. Burada,

a0 =
2

�

�Z
0

tdt = �

an =
2

�

�Z
0

t cosntdt =
2

�n2
[(�1)n � 1]

=

8>>>>>>><>>>>>>>:

0 n çift için

�4
� (2k + 1)2

n = 2k + 1

k = 0; 1; 2; :::

eşitlikleri yaz¬ld¬¼g¬ndan,

jtj = �

2
� 4

�

�
cos t+

cos 3t

32
+ :::+

cos (2n+ 1) t

(2n+ 1)2
+ :::

�
elde edilir. t = 0 için serinin de¼gerinden ve f (0) = 0 de¼gerinde,

�2 = 8

�
1 +

1

9
+
1

25
+
1

49
+ :::

�
eşitli¼gi bulunur.

Örnek 4. (��; �) de tan¬mlanm¬̧s 2� peryodlu
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f (t) =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�1 � � < t < 0 için

1 0 < t < � için

0 t = 0; t = �� için

fonksiyonun Fourier serisini yaz¬n¬z.

f (�t) = �f (t) eşitli¼gi sa¼gland¬¼g¬ndan f (t) fonksiyonu tek fonksiyon(orjine

göre simetrik)olup Fourier serisi

f (t) =
1X
n=1

bn sinnt

şeklindedir. Burada,

a0 = 0

an = 0

bn =
2

�

�Z
0

1: sinntdt =
2

�
(1� (�1)n)

=

8>>><>>>:
0 n çift için

4

�
n tek için

oldu¼gundan,

f (t) =
4

�

�
sin t+

sin 3t

3
+ :::+

sin (2n� 1) t
2n� 1 + :::

�
yaz¬l¬r.
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2.6 Yar¬m Aral¬k Uzant¬lar

(0; �)aral¬¼g¬nda tan¬mlanm¬̧s herhangi bir fonksiyon (0; �) de yaln¬z kosinüs ter-

imlerini kapsayan (2.14) serisi ile gösterilebilece¼gi gibi, yaln¬z sinüs terimlerini

kapsayan (2.16) serisi ile de gösterilebilir. Katsay¬lar (2.14) veya (2.16) ile

hesaplan¬r. Her iki seri (0; �) aral¬¼g¬n¬n içinde f (t) fonksiyonunu, süreksizlik

noktalar¬nda aritmetik ortalamay¬verir. (0; �) aral¬¼g¬n¬n d¬̧s¬nda ise tamamen

farkl¬fonksiyonlar gösterirler.

(0; �) aral¬¼g¬nda tan¬mlanan f (t) fonksiyonunu (��; 0) aral¬¼g¬na, çift fonksiyon

olacak şekilde uzatal¬m(0y eksenine göre simetri¼gini alarak). Böylece (��; �)

aral¬¼g¬nda 2� peryodlu çift fonksiyon elde ederiz. Bu fonksiyon kosinüs serisi ile

gösterilir(Şek 2.7). Benzer olarak (0; �) de tan¬mlanm¬̧s olan f (t) fonksiyonu

(��; 0) aral¬¼g¬na, orjine göre simetri¼gi al¬narak uzat¬l¬rsa (��; �) aral¬¼g¬nda

2� peryodlu tek fonksiyon olaca¼g¬ndan, bu fonksiyon sinüs serisi ile gösterilir

(Şek.2.8).

Kosinüs serisine aç¬l¬m¬nda

f (�0) = f (0) ; f (�� + 0) = f (� � 0)

sinüs serisine aç¬l¬m¬nda

f (�0) = � f (0) ; f (�� + 0) = �f (� � 0)

d¬r.
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Birinci halde 0;�� süreklilik noktalar¬ikinci halde süreksizlik noktalar¬olur.

Genel olarak bu aşa¼g¬daki teoremde belirtilmi̧stir.

Teorem : (0; �) aral¬¼g¬nda parçal¬düzgün sürekli(kendisi ve türevi sürekli

veya parça parça sürekli) f (t) fonksiyonunun Fourier kosinüs serisi ve sinüs

serisi, 0 < t < � de f (t) nin sürekli oldu¼gu her noktada f (t) ye, ve f (t) nin

süreksiz oldu¼gu herhangi t0 noktas¬nda

1

2
[f (t0 + 0) + f (t0 � 0)]

de¼gerine yaklaş¬r( Hwei P.H. 1967, Yarasa 1976).

Kosinüs serisi t = 0 da f (0 + 0), t = � de f (� � 0) ye yaklaşmaktad¬r ve her

yerde süreklidir. Sinüs serisi ise t = 0; � için s¬f¬ra yaklaş¬r.

Bu teoremden şu sonuç ç¬kar¬l¬r.

(0; �) de sürekli olan bir fonksiyon için Fourier kosinüs serisi, bu aral¬kta f (t)

ye yaklaş¬r. Fakat sinüs serisi bu yaklaş¬m için f (0) = f (�) = 0 koşulunu

gerektirir. Yani

(0; �) de sürekli ve t = 0; t = � de s¬f¬r olan fonksiyon bu aral¬kta sinüs serisi

ile gösterilir.

Örnek 5 : (0; �) aral¬¼g¬nda verilmi̧s f (t) = t2 fonksiyonunun sinüs ve kosinüs

serilerini yaz¬n¬z.

a. f (t) = t2 fonksiyonunun, orjine göre simetri¼gini alarak (��; 0) aral¬¼g¬na

uzatal¬m. Bu halde (��; �) de 2� peryodlu tek fonksiyon elde etmi̧s olu-

ruz(Şek.2.9). Bu fonksiyonun Fourier serisi:
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a0 = 0

an = 0

bn =
2

�

�Z
0

t2 sinntdt =
2 (�1)n �

n
+
4 [(�1)n � 1]

n3�

eşitlikleri yard¬m¬ya,

t2 = 2�

�
sin t

1
� sin 2t

2
+
sin 3t

3
� :::

�
� 8

�

�
sin t

13
+
sin 3t

33
+ :::

�
olarak yaz¬l¬r. Şekilden de görüldü¼gü gibi t = 0 , t = � de fonksiyon ve serinin

de¼geri s¬f¬rd¬r(t = � süreksizlik noktas¬d¬r).

b. Bu kez f (t) = t2 fonksiyonunun 0y eksenine göre simetri¼gini alarak

(��; 0) aral¬¼g¬na uzatal¬m. Bu halde fonksiyon çift oldu¼gundan kosinüs serisine

aç¬l¬r(Şek 2.10).

bn = 0

a0 =
2

�

�Z
0

t2dt =
2�2

3

an =
2

�

�Z
0

t2 cosntdt = (�1)n 4
n2

olup

t2 =
�2

3
+ 4

1X
n=1

(�1)n cosnt
n2

serisi elde edilir. Özellikle t = 0 için serinin toplam¬f (0) a eşittir. Böylece

�2

12
= 1� 1

4
+
1

9
� 1

16
+ :::

oldu¼gu görülür.
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2.7 2l Peryodlu Peryodik Fonksiyonlar¬n Fourier Serisi

(�l; l) aral¬¼g¬nda tan¬mlanm¬̧s (2l) peryodlu bir fonksiyon kosinüs ve sinüs ter-

imli bir seriye aç¬labilir. (0; l) aral¬¼g¬nda tan¬mlanm¬̧s bir fonksiyon ise yaln¬z

kosinüs veya sinüs serisine aç¬l¬r. t yerine t =
l�

�
; � =

�t

l
dönüşümü yap¬larak

elde edilen

f (t) = f

�
l�

�

�
= ' (�)

� de¼gi̧skeninin ' (�) fonksiyonu, (��; �) aral¬¼g¬nda tan¬mlanm¬̧s 2� peryodlu

bir fonksiyondur. ' (�) n¬n Fourier serisi ise,

' (�) =
a0
2
+

1X
n=1

(an cosn� + bn sinn�)

olup bu serideki Fourier katsay¬lar¬,

a0 =
1

�

�Z
��

' (�) d�

an =
1

�

�Z
��

' (�) cosn�d�

bn =
1

�

�Z
��

' (�) sinn�d�

eşitliklerinde � =
�t

l
; d� =

�

l
dt al¬nd¬¼g¬nda,
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a0 =
1

l

lZ
�l

f (t) dt

an =
1

l

lZ
�l

f (t) cos
n�t

l
dt

bn =
1

l

lZ
�l

f (t) sin
n�t

l
dt

(2.17)

olarak elde edilir. Böylece (�l; l) aral¬¼g¬nda Dirichlet koşullar¬n¬sa¼glayan f (t)

fonksiyonu için Fourier serisi,

f (t) =
a0
2
+

1X
n=1

�
an cos

n�t

l
+ bn sin

n�t

l

�
(2.18)

veya daha sade olarak,

f (t) =
a0
2
+

1X
n=1

cn cos

�
n�t

l
+ �n

�
şeklinde yaz¬l¬r.

�

l
= ! al¬n¬rsa,

f (t) =
a0
2
+

1X
n=1

cn cos (n!t+ �n) (2.19)

olur. Burada

cn =
p
a2n + b

2
n; �n = arctan

bn
an

oldu¼gu kolayca görülür. Ayr¬ca, cn cos (n!t+ �n): Fourier serisinin genel ter-

imi, ! : esas frekans aç¬s¬, cn : Harmonik amplitüd ve �n : Faz aç¬s¬d¬r.

Di¼ger yandan (2l) peryodlu herhangi 2l uzunlu¼gundaki bir aral¬kta Fourier

Katsay¬lar¬,

a0 =
1

l

�+2lZ
�

f (t) dt

an =
1

l

�+2lZ
�

f (t) cos
n�t

l
dt

bn =
1

l

�+2lZ
�

f (t) sin
n�t

l
dt
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şeklindedir. Bu katsay¬lar � = �l için (2.17) katsay¬lar¬n¬verecektir.

Örnek 6 : (�1; 1) aral¬¼g¬nda 2l = 2 peryodlu f (t) = t � t2 fonksiyonunun

Fourier serisini bulal¬m.

(2.17) formüllerine göre Fourier Katsay¬lar¬

a0 =
1

1

1Z
�1

(t� t2) dt = �2
3

an =
1

1

1Z
�1

(t� t2) cos n�t
l
dt

= �4 cos �n
n2�2

(n 6= 0)

bn = 1

1Z
�1

(t� t2) sin n�t
l
dt

= �2 cos �n
n�

olarak hesaplan¬r. Böylece

f (t) = �1
3
+
4

�2

�
cos �t

1
� cos 2�t

4
+
cos 3�t

9
� :::

�
+
2

�

�
sin �t

1
� sin 2�t

2
+
sin 3�t

3
� :::

�
olur.
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2.8 Sonlu Fourier Serisi ile Yaklaş¬m

E¼ger bir f (t) fonksiyonu, başka bir Sn (t) fonksiyonu ile yaklaş¬k olarak gös-

terilmek istenirse,

veya

j f (t)� Sn (t)j

[ f (t)� Sn (t)]2
(2.20)

fark¬, bu yaklaş¬mdaki hatay¬verir. n ! 1 için (2.20) farklar¬s¬f¬ra giderse

Sn (t) dizisi de f (t) ye yaklaş¬r denir. t nin [a; b] aral¬¼g¬nda de¼gi̧smesi halinde

oluşacak hata ise (2.20) nin a dan b ye kadar integrali

veya

bZ
a

j f (t)� Sn (t)j dt

bZ
a

[ f (t)� Sn (t)]2 dt

(2.21)

ile bulunur. Bunlara ��Ortalama Hata��veya ��Ortalama Kare Hata��

denir. n ! 1 için yukardaki integralin s¬f¬ra yaklaşmas¬Sn (t) dizisinin f (t)

ye yak¬nsak oldu¼gunu verir.

Bir f'n (t)g cümlesi [a; b] de ortonormal yani

bZ
a

'n (t)'m (t) dt =

8<: 0 m 6= n için

1 m = n için
(2.22)

olsun. f'n (t)g ortonormal cümlenin elemanlar¬n¬n lineer bir ba¼g¬nt¬s¬ile gös-

terilen n:k¬smi toplam

Sn (t) = �1'1 (t) + �2'2 (t) + :::+ �n'n (t) (2.23)

ise, her f (t) için Sn (t) nin f (t) ye yaklaşmas¬
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E =

bZ
a

[ f (t)� Sn (t)]2 dt

=

bZ
a

[f (t)� (�1'1 (t) + �2'2 (t) + :::+ �n'n (t))]
2 dt

(2.24)

hatas¬n¬n minumum olmas¬demektir. Bunun için �i katsay¬lar¬nas¬l olmal¬d¬r.

Bunu anlamak için integral içindeki kareyi açal¬m.

E =

bZ
a

f 2 (t) dt� 2
bZ
a

(�1'1 (t) + �2'2 (t) + :::+ �n'n (t))f (t) dt

+

bZ
a

(�1'1 (t) + �2'2 (t) + :::+ �n'n (t))
2dt

(2.11) de ifade edilen

cn =

bZ
a

f (t)'n (t) dt

şeklindeki Fourier Katsay¬lar¬yard¬m¬yla sa¼g taraftaki ikinci integral

bZ
a

(�1'1 (t) + �2'2 (t) + :::+ �n'n (t))f (t) dt = �1c1 + �2c2 + :::+ �ncn

şeklinde yaz¬l¬r. Ayn¬şekilde (2.22) yard¬m¬yla sa¼g tarafdaki üçüncü integral

bZ
a

(�1'1 (t) + �2'2 (t) + :::+ �n'n (t))
2dt = �21 + �

2
2 + :::+ �

2
n

olarak ifade edilir. Böylece (2.24) eşitli¼gi

E =

bZ
a

f 2 (t) dt� 2
nX
i=1

�ici +

nX
i=1

�2i
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olur. Bu da

E =

bZ
a

f 2 (t) dt�
nX
i=1

c2i +
nX
i=1

(�i � ci)2

demektir. Burada E yi minumum yapan ai nin seçimi �i = ci olmas¬n¬gerek-

tirir. Dolay¬s¬yla �i ler Fourier Katsay¬lar¬olmal¬d¬r. Böylece

minE =

bZ
a

f 2 (t) dt�
nX
i=1

c2i (2.25)

olur. (2.24) eşitli¼gi E � 0 oldu¼gunu gösterir. Zira integrant karedir.

veya

E =

bZ
a

f 2 (t) dt�
nX
i=1

c2i � 0

nX
i=1

c2i �
bZ
a

f 2 (t) dt

(2.26)

Burada n ! 1 büyüdükçe
nX
i=1

c2i toplam¬da büyür. Fakat

bZ
a

f 2 (t) dt den

küçük kalaca¼g¬ndan c2i den meydana gelen nümerik seri yak¬nsakt¬r. Bunu şu

teoremle söyleyelim.

Teorem : cn =

bZ
a

f (t)'n (t) dt integralleri f'n (t)g ortonormal cümle ile ilgili

f (t) nin Fourier serisinin katsay¬lar¬ ise,
nX
i=1

c2i serisi yak¬nsakt¬r ve Bessel

eşitsizli¼gi denilen

nX
i=1

c2i �
bZ
a

f 2 (t) dt

eşitsizli¼gini sa¼glar.

Yak¬nsak bir serinin genel teriminin s¬f¬ra yaklaşmas¬gere¼ginden

lim
n!1

cn = 0
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d¬r(Fourier Katsay¬lar Dizisi yak¬nsakt¬r). O halde şu teoremi verebiliriz.

Teorem : n!1 için Fourier Katsay¬lar¬

cn =

bZ
a

f (t)'n (t) dt

s¬f¬ra gider.

Uygulamalar için n!1 da kare hata s¬f¬r olmal¬d¬r. (2.25) minimum hatan¬n

s¬f¬ra yaklaşmas¬ile hatan¬n s¬f¬ra yaklaşaca¼g¬aç¬kt¬r. Bu halde (2.26) Bessel

eşitsizli¼gi şimdi ifade edece¼gimiz Parseval eşitli¼gi olarak bilinen eşitlige dönüşe-

cektir.

Teorem(Parseval Teoremi) : c1'1 (t)+:::+cn'n (t), bir f (t) fonksiyonunun

ortonormal f'n (t)g cümlesinin terimleri ile oluşmuş n:ci k¬smi aç¬l¬m¬ise n!

1 gitti¼ginde ortalama kare hata s¬f¬ra yaklaş¬r. Böylece

nX
i=1

c2i =

bZ
a

f 2 (t) dt (2.27)

şeklindeki Parseval eşitli¼gi elde edilir. Dolay¬s¬yla Fourier serisi f (t) ye yak¬n-

sak olur (Yarasa 1976).

Ortogonal f'n (t)g cümlesinin elemanlar¬ ve (2.11) eşitli¼gi ile belirtilen cn
katsay¬lar¬ile düzenlenmi̧s Sn (t), e¼ger her f (t) için f (t) ye yak¬nsarsa f'n (t)g

ortogonal cümlesine kapal¬d¬r denir.

E¼ger f'n (t)g cümlesinin bütün 'i (t) fonksiyonlar¬na ortogonal olan s¬f¬rdan

farkl¬hiç bir f (t) fonksiyonu yoksa, f (t) ye göre f'n (t)g cümlesineTam(Complete)

denir.

Teorem : Her kapal¬ortogonal f'n (t)g cümlesi tamd¬r.

Teorem(Trigonometrik Fourier Serileri ·Için Parseval Teoremi) :

(��; �) aral¬¼g¬nda 2� peryodlu düzgün sürekli, integrallenebilir f (t) fonksiy-

onunun Fourier serisi

f (t) =
a0
2
+

1X
n=1

(an cosnt+ bn sinnt)

oldu¼guna göre Parseval eşitli¼gi
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1

�

�Z
��

f 2 (t) dt =
a20
2
+

1X
n=1

�
a2n + b

2
n

�
(2.28)

d¬r. Gerçekten f (t) serisinin her iki taraf¬n¬f (t) ile çarp¬p (��; �) aras¬nda

integre edersek(Seri düzgün yak¬nsak oldu¼gundan bu i̧slem yap¬labilir),

�Z
��

f 2 (t) dt =
a0
2

�Z
��

f (t) dt+

1X
n=1

24an �Z
��

f (t) cosntdt+ bn

�Z
��

f (t) sinntdt

35
=
a0
2
a0� +

1X
n=1

(an�an + bn�bn)

ve

1

�

�Z
��

f 2 (t) dt =
a20
2
+

1X
n=1

(a2n + b
2
n)

oldu¼gunu görülür (Yarasa 1976).

2.9 Fourier Serisinin Türetilmesi ve ·Integrasyonu

Bir f (t) fonksiyonunun

a0
2
+

1X
n=1

(an cosnt+ bn sinnt)

Fourier serisini, terim terim türeterek elde edilecek serinin, f (t) nin türevi

olan f 0 (t) ye her zaman yak¬nsad¬¼g¬söylenemez. ·Ilk serinin yak¬nsak olmas¬na

kaŗs¬n, bunu türeterek bulunan türev serisi ¬raksak olabilmektedir. Örne¼gin t

nin her de¼geri için yak¬nsak olan 2� peryodlu
t

2
nin

t

2
= sin t� sin 3t

3
+
sin 5t

5
� :::

Fourier serisini terim terim türeterek elde edilen

cos t� cos 3t+ cos 5t� :::

serisi t nin her de¼geri için ¬raksakt¬r. Bu durum peryodik (2� peryodlu) olan
t

2
fonksiyonunun ��;�3�;�5�; :::de süreksiz olmas¬ndan ileri gelmektedir.
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Fourier Serisini türetebilme ihtimali seriyi meydana getiren f (t) fonksiyonunun

t nin her de¼geri için sürekli olmas¬n¬gerektirir (Seeley 1966, Yarasa 1976, Dym

1985).

Teorem: f (t) ; 2� peryodlu sürekli bir fonksiyon ve f (��) = f (�) olsun.

E¼ger f
0
(t) parçal¬sürekli ise f (t) nin Fourier serisini terim terim türeterek

elde edilen seri f
0
(t) ye yak¬nsar.

Gerçekten f
0
(t) parçal¬sürekli ve türetilebilir bir fonksiyon oldu¼gundan f

0
(t)

nin Fourier serisi

f
0
(t) =

�0
2
+

1X
n=1

(�n cosnt+ �n sinnt)

d¬r.(Yarasa 1976). Burada katsay¬lar¬belirleyelim. Hipotezden,

�0 =
1

�

�Z
��

f 0 (t) dt =
1

�
[f (�)� f (��)] = 0

olur. �n ve �n için k¬smi integrasyonu uygulayal¬m.

�n =
1

�

�Z
��

f 0 (t) cosntdt =
1

�
j f (t) cosntj��� +

1

�

�Z
��

f (t)n sinntdt

eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki ilk terim s¬f¬r ve ikinci terim de f (t) nin Fourier serisin-

deki bn yi verir. Böylece �n = nbn olur. Benzer yolla �n = �nan bulunur.

dolay¬s¬yla, f 0 (t) nin Fourier serisi

f
0
(t) =

1X
n=1

(�nan sinnt+ nbn cosnt)
(2.29)

olarak bulunur.

Yukardaki i̧slemlerden görüldü¼gü gibi, Fourier Serisini terim terim türeterek

elde edilen serinin Fourier Katsay¬lar¬�n ile çarp¬lmaktad¬r. n in artan de¼ger-

lerine kaŗs¬l¬k an; bn yeterince küçük kalmazlarsa, başlang¬çtaki serinin yak¬n-

sak olmas¬na kaŗs¬n türetilmi̧s seri yak¬nsak olmaz.

Teorem : 2� peryodlu f (t) fonksiyonu sonlu her aral¬kta kendisi ve türevi

parçal¬sürekli ise, an; bn Fourier Katsay¬lar¬
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janj �
M

n
; jbnj �

M

n

ba¼g¬nt¬s¬n¬gerçekler. Yani lim
n!1

nan, lim
n!1

nbn limitleri sonludur (Yarasa 1976).

Türetilmi̧s seri Fourier serisi oldu¼gundan yak¬nsakl¬¼g¬, kullan¬lan metodlarla

denenebilir. f
0
(t) Dirichlet koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa, f (t) nin Fourier Serisi sürekli

oldu¼gu her noktada f 0 (t) ye yak¬nsak olur.

Örnek 7: 2� peryodlu f (t) = t2 fonksiyonunun (��; �) aral¬¼g¬ndaki Fourier

serisi

t2 =
�2

3
+ 4

1X
n=1

(�1)n cosnt
n2

d¬r. (��; �) de sürekli olup f (��) = f (�) = �2 oldu¼gundan terim terim

türetilebilir. Türev serisi olan

4
1X
n=1

(�1)n+1 sinnt
n

bu seri f (t) = t2 fonksiyonunun türevi olan 2t ye yaklaş¬r. Gerçektende t nin

Fourier serisi

t = 2
1X
n=1

(�1)n+1 sinnt
n

d¬r.

2.10 Fourier Serisinin ·Integrasyonu

Fourier serisinin terim terim integre edilmesi türetilmesinde oldu¼gu kadar güçlük

göstermez.

f (t), 2� peryodlu ve (��; �) aral¬¼g¬nda parçal¬sürekli bir fonksiyon olmak

üzere

F (t) =

tZ
��

f (x) dx (2.30)

integrali ile tan¬mlanan F (t) fonksiyonu da sürekli ve parçal¬düzgün sürekli bir

fonksiyon olsun. (2.30) ile tan¬mlanan F (t), 2� peryodlu peryodik fonksiyon
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oldu¼gunda F (�) = F (��) koşulu sa¼glan¬yorsa sürekli kal¬r. Di¼ger taraftan

F (��) = 0 nedeni ile (2.30) da t yerine � yaz¬l¬rsa

F (�) =

�Z
��

f (t) dt = 0

olur. Böylece

�Z
��

f (t) dt = �a0 = 0 (2.31)

bulunur. a0; f (t) nin ilk Fourier Katsay¬s¬d¬r. a0 = 0 halinde her t için peryo-

dik F (t) fonksiyonunun Fourier serisinin F (t) ye yak¬nsad¬¼g¬n¬söyleyebiliriz.

a0 6= 0 halinde ise f (t) nin Fourier serisini terim terim integre ederek bulunan

F (t) =

tZ
0

f (�) d� =
a0
2
t+

1X
n=1

1

n
(an sinnt� bn cosnt)

serisinde
a0
2
t gibi peryodik olmayan bir terim bulunaca¼g¬ndan F (t) peryodik

olmaz. Ancak a0 = 0 halinde f (t) Fouurier serisinin terim terim integrali

f (t) nin integraline yaklaş¬r.

n � 1 için An; f (t) nin Fourier kosinüs katsay¬lar¬n¬Bn de Fourier sinüs

katsay¬lar¬n¬göstersin. Bu durumda,

�An =

�Z
��

F (t) cosntdt =

����F (t) sinntn
�����
��
�

�Z
��

sinnt

n
F { (t) dt

ifadesinde F 0 (t) = f (t) olmas¬kullan¬l¬rsa,

�An =

�Z
��

sinnt

n
f (t) dt

An = �bn
n

(2.32)

A0 = �
1

�

�Z
��

tf (t) dt (2.33)

yaz¬l¬r. Benzer şekilde,
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Bn =
an
n

(2.34)

elde edilir. Bu durumlar¬şu teoremde ifade edelim.

Teorem : f (t), 2� peryodlu ve Fourier Serisi

1X
n=1

(an cosnt+ bn sinnt)

olan bir fonksiyon (a0 = 0) ve

F (t) =

tZ
��

f (x) dx

ile tan¬mlanan 2� peryodlu fonksiyon oldu¼guna göre, F (t) nin Fourier serisi,

f (t) nin Fourier serisini terim terim integre ederek elde edilen

F (t) =

tZ
��

f (�) d� =
A0
2
+

1X
n=1

�
an
n
sinnt� bn

n
cosnt

�
(2.35)

seridir. ·Ilk terim

A0 = �
1

�

�Z
��

t f (t) dt

ile verilmektedir. a0 6= 0 halinde ise teorem
�
f (t)� a0

2

�
ye uygulan¬r. Yukar¬-

daki teoremin F 0 (t) = f (t) nin serisinin düzgün yak¬nsak olmas¬n¬istememesi

ilginçtir. Genel olarak terim terim integrasyon türetmeye oranla daha az

koşullar istemektedir.

Örnek 8. f (t) = t nin Fourier serisi

t = 2

1X
n=1

(�1)n�1 sinnt
n

(2.36)

şeklindedir. Bu seriyi integre ederek,

a. 1� 1

22
+
1

32
� 1

42
+ :::

b. 1 +
1

24
+
1

34
+
1

44
+ :::
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toplamlar¬n¬hesaplayal¬m.

F (t) =

tZ
��

f (x) dx =

tZ
��

xdx

olarak tan¬mlanan F (t) nin Fourier serisi

F (t) =

tZ
��

xdx =
A0
2
+

1X
n=1

(An cosnt+Bn sinnt) (2.37)

dir. Burada

A0 =
�1
�

�Z
��

tf (t) dt =
�1
�

�Z
��

tf (t) dt = �2�
2

3

ve

An = �
bn
n
;Bn =

an
n

oldu¼gundan, f (t) = t nin (2.36) serisinde an = 0; bn = (�1)n�1 2
n
eşitlik-

lerinden,

An =
2 (�1)n

n2
; Bn = 0

d¬r. Böylece (2.37) eşitli¼ginden

F (t) =
t2

2
� �

2

2
= ��

2

3
+ 2

1X
n=1

(�1)n cosnt
n2

t2 =
�2

3
+ 4

1X
n=1

(�1)n cosnt
n2

(2.38)

elde edilir.

Şimdi birde (2.36) eşitli¼gini terim terim integre ederek ayn¬sonucu bulal¬m.

F (t) =

tZ
0

xdx = 2

1X
n=1

tZ
0

(�1)n�1 sinnx
n

dx

t2

2
= C + 2

1X
n=1

(�1)n cosnt
n2

35



C; t2 fonksiyonunun ilk Fourier katsay¬s¬d¬r. Dolay¬s¬yla,

C =
1

2�

�Z
��

t2

2
dt =

�2

6

olarak bulunur. C yukarda yerine yaz¬l¬rsa,

t2

2
=
�2

6
+ 2

1X
n=1

(�1)n cosnt
n2

serisi bulunur. Bu ise (2.38) ifadesidir(t2 fonksiyonu sürekli bir fonksiyondur.

(� � 2n�; �2) noktalar sivri noktalar olup, f (t) = t fonksiyonundaki s¬çrama

noktalar¬na kaŗs¬gelir).

a. (2.38) serisinde t = 0 yaz¬l¬rsa,

0 =
�2

3
+ 4

1X
n=1

(�1)n 1
n2

ve

�2

12
= 1� 1

22
+
1

32
� 1

42
+ :::

bulunur.

b. (2.38) ifadesi için Parseval teoremini uygulayal¬m.

a0 =
�2

3
; an = (�1)n

4

n2
; bn = 0

1

�

�Z
��

f 2 (t) dt =
a20
2
+

1X
n=1

�
a2n + b

2
n

�
oldu¼gundan,

1

�

�Z
��

t4dt =
�4

18
+

1X
n=1

16

n4

eşitli¼gi yard¬m¬yla,

1X
n=1

1

n4
=
31�4

1440
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bulunur.

Örnek 9. Örnek 8 deki sonuçtan yararlanarak

f (t) =
�2t� t3
3

; [��; �]

fonksiyonunun Fourier serisini hesaplay¬n¬z. Biz

t2 =
�2

3
+ 4

1X
n=1

(�1)n cosnt
n2

oldu¼gunu görmüştük. a0=2 = �2=3 d¬r ve s¬f¬rdan farkl¬d¬r. Bu nedenle f (t)�

a0=2 fonksiyonunu integre edece¼giz.

tZ
��

�
x2 � �

2

3

�
dx = 4

1X
n=1

tZ
��

(�1)n cosnx
n2

dx

t3

3
� �

2t

3
= 4

1X
n=1

(�1)n sinnt
n3

bulunur.

2.11 Fourier Serisinin Kompleks Şekli

Fourier Serisinde, trigonometrik foksiyonlar yerine üstel imajiner fonksiyon-

lar¬ kullanarak seri ve seri ile ilgili hesaplamalar basitleştirilebilir. (2.18)

eşitli¼ginde
�

l
yerine ! aç¬sal frekans¬yazarak seriyi tekrar ele alal¬m.

f (t) =
a0
2
+

1X
n=1

(an cosn!t+ bn sinn!t) (2.39)

(2.39) serisinde,

cosn!t =
ejn!t + e�jn!t

2
; sinn!t =

ejn!t � e�jn!t
2j

(2.40)

formüllerini göz önüne alacak olursak,

an cosn!t+ bn sinn!t =
ejn!t + e�jn!t

2
+ bn

ejn!t � e�jn!t
2j

=
an � jbn

2
ejn!t +

an + jbn
2

e�jn!t

eşitli¼ginden ve
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cn =
an � jbn

2
; c�n =

an + jbn
2

(2.41)

tan¬mlamas¬ndan,

an cosn!t+ bn sinn!t = cne
jn!t + c�ne

�jn!t

yaz¬l¬r. Böylece a0=2 = c0 alarak, (2.39) Trigonometrik Fourier Serisinin kom-

pleks şekli,

f (t) = c0 +
1X
n=1

(cne
jn!t + c�ne

�jn!t) (2.42)

olur. Burada cn ve c�n (2.41) ile verilen an; bn de¼gerlerine ba¼gl¬katsay¬lard¬r.

Ayr¬ca (2.42) ifadesi,

f (t) = c0 +
1X
n=1

cne
jn!t +

�1X
n=�1

cne
jn!t

şeklinde yaz¬larak,

f (t) =
n=1X
n=�1

cne
jn!t (2.43)

oldu¼gu görülür.

c0; cn; c�n Fourier katsay¬lar¬,

c0 =
a0
2
=
1

2l

lZ
�l

f (t) dt

cn =
1

2
(an � jbn)

=
1

2l

24 lZ
�l

f (t) cosn!tdt� j
lZ

�l

f (t) sinn!tdt

35
=
1

2l

lZ
�l

f (t) [cosn!t� j sinn!t] dt

=
1

2l

lZ
�l

f (t) e�jn!tdt

(2.44)

eşitlikleri ile hesaplan¬r. Benzer olarakta
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c�n =
1

2
(an + jbn) =

1

2l

lZ
�l

f (t) ejn!tdt

bulunur. cn ve c�n lerin her ikisini birlikte (n = 0;�1;�2; :::tam say¬lar¬olmak

üzere)

cn =
1

2l

lZ
�l

f (t) e�jn!tdt; n = 0;�1;�2; ::: (2.45)

olarak tek formülle gösterebiliriz. (2.43) ve (2.45) Fourier serisinin kompleks

gösterimidir.

f (t) =
n=1X
n=�1

cne
jn!t

cn =
1

2l

lZ
�l

f (t) e�jn!tdt

n = 0;�1;�2; ::: (2.46)

cn katsay¬s¬genel olarak

cn =
1

2l

�+2lZ
�

f (t) e�jn!tdt (2.47)

şeklinde yaz¬l¬r. Bunlara ek olarak �ziksel hesaplar reel büyüklüklerle ilgili

oldu¼gundan kompleks olarak bulunan sonuçlar¬n reel büyüklüklere çevrilmesi

zorunludur.

(2.43) kompleks serisinden, (2.39) reel (trigonometrik) seriye geçilebilir. Bunun

için de (2.41) eşitliklerinden an; bn ler cn; c�n lere ba¼gl¬olarak çözülürler.

a0 = 2c0

an = j
�
cn + cn

�
= j (cn + cn) = 2Re (cn)

bn = j
�
cn � cn

�
= j (cn � cn) = �2 Im (cn)

(2.48)

Burada c�n; cn nin eşlenik kompleksidir. cn = cn Re ve Im notasyonlar¬cn in

reel ve imaginer k¬s¬mlar¬n¬belirtmektedir.

Örnek 11 :

f (t) =
E

T
t ;0 < t < T ;f (t+ T ) = f (t)
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olarak tan¬mlanan ve peryodik tekrarlanan testere di̧si fonksiyonun kompleks

Fourier serisini yazal¬m. Bunun için,

(2.43) formülünu yani,

f (t) =
1X

n=�1
cne

jn!t ;! =
2�

T

eşitli¼gini kullanaca¼g¬z. Dolay¬s¬yla Fourier katsay¬lar¬,

cn =
1

T

TZ
0

f (t) e�jn!tdt =
1

T

TZ
0

E

T
te�jn!tdt

integralinde k¬smi integrasyon yöntemiyle

cn =
E

T 2

�
Te�jn2�

�jn! � 1

(jn!)2
�
e�jn2� � 1

��
eşitli¼ginde e�jn2� = 1 oluşu kullan¬larak

cn =
�E
JTn!

= j
E

2�n
=

E

2�n
ej�=2 (2.49)

bulunur. cn eşitli¼ginde n = 0 için c0 belirtilemedi¼ginden ayr¬ca hesaplayaca¼giz.

c0 =
1

T

TZ
0

f (t) dt =
E

T 2

TZ
0

t2dt =
E

2

olur. c0 ve cn de¼gerlerini (2.43) de yerlerine koyarak

f (t) =
E

2
+

1X
n=�1
(n6=0)

E

2�n
ej�=2ejn!t

=
E

2
+
E

2�

1X
n=�1
(n6=0)

1

n
ej(n!t+�=2)
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elde edilir. Şimdi bu aç¬l¬m¬Trigonometrik şekle dönüştürelim. Bunun için

(2.48) formülleri ve (2.49) dan

a0 = 2c0 = E; an = 2Re (cn) = 0; bn = �2 Im (cn) =
�2E
2�n

= � E
�n

bulunur. Bu de¼gerleri

f (t) =
a0
2
+

1X
n=1

(an cosn!t+ bn sinn!t)

de yerlerine yaz¬l¬rsa

f (t) =
E

2
� E
�

1X
n=1

sinn!t

n

bulunur.

Örnek 12. Örnek 11 de oldu¼gu gibi, ayn¬ i̧saretli, yani negatif k¬sm¬üste

al¬nm¬̧s peryodik sinüs fonksiyonunun serisini yaz¬n¬z.

f (t) = E sin �t , 0 � t � 1 veriliyor. Burada peryod 2l = 1; ! = �

l
= 2� olur.

(2.47) formülünü a = 0 alarak gözönune alaca¼g¬z.

cn =
1

2l

2lZ
0

f (t) e�jn!tdt

=

1Z
0

E sin �te�jn2�tdt

=
E

2j

1Z
0

(ej�t � e�j�t) e�jn2�tdt

=
E

2j

�
e�j(2n�1)�t

�j (2n� 1) �
e�j(2n+1)�t

�j (2n+ 1)

�1
0

=
�2E

(4n2 � 1)� ; e
�j(2n�1)� = e�j(2n+1)� = �1

olarak hesaplan¬r. cn den n = 0 için c0 =
2E

�
bulunur(veya

1Z
0

E sin �tdt den

hesaplan¬r).

Bu yap¬lanlar gere¼gince f (t) nin kompleks Fourier serisi
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f (t) = �2E
�

1X
n=�1

1

4n2 � 1e
j2�nt

olup, trigonometrik Fourier serisini yazal¬m.

an = 2Re (cn) =
�4E

(4n2 � 1)�
a0 = 2c0 =

4E

�

bn = �2 Im (cn) = 0

eşitlikleri yard¬m¬yla,

f (t) =
2E

�
� 4E
�

1X
n=1

cos 2�nt

4n2 � 1

olacakt¬r.
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2.12 Kompleks Fourier Serisinin Ortogonalli¼gi

Kompleks Fourier Serisi için f'n (t)g ortogonal fonksiyonlar cümlesi ejn!t;

e�jn!t fonksiyonlar¬ndan oluşmuştur. Burada

'n (t) = e
jn!t; 'm (t) = e

jm!t

ve 'm (t) nin eşlenik kompleksi, �'m (t) = e�jm!t olmak üzere f'n (t)g, n =

0;�1;�2; :::cümlesi ortogonaldir. Gerçekten de,

bZ
a

'n (t) �'m (t) dt =

lZ
�l

e jn!te�jm!tdt

=

lZ
�l

e�j(n�m)!tdt

=

8<: 0 m 6= n için

2l m = n için

oldu¼gu kolayca görülür. O halde

�
ejn!tp
2l

�
; n = 0;�1;�2; :::

cümlesi ortonormaldir.
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3. FOURIER ·INTEGRAL·I

3.1 Fourier ·Integrali

Fourier Serileri, Dirichlet koşullar¬n¬sa¼glayan peryodik fonksiyonlarla ili̧skili

çeşitli problemlerin incelenmesinde güçlü bir araçd¬r. Bir çok pratik prob-

lemlerde peryodik fonksiyonlar bulunmaz. Bu çeşit problemlerde(Mekanik-

Elektrik Sistemleri v.s) etkiyen kuvvet veya voltaj peryodsuz olabilir. Örne¼gi,

bir kez meydana gelen ve tekrarlanmayan Puls gibi. Bu tür fonksiyonlar için

Fourier Serisini kullanamay¬z. Fakat verilen bir peryodik fonksiyonun peryodu

sonsuza gitti¼ginde, serinin yaklaşt¬¼g¬limiti (̧sayet varsa) inceleyerek, peryodik

olmayan fonksiyonlar¬n uygun bir gösterimini elde edebiliriz.

Bu tür problemleri çözebilmek için Fourier Analiz yöntemi oluşturulmuştur.

Yukarda söylediklerimizi bir örnekle aç¬klayal¬m (Gelfand 1964, Yarasa 1976).

Örnek 3.1 : 2l = 4 peryodlu fl (t) fonksiyonu(Şek 3.1)

fl (t) =

8<: 1 � 1 < t < 1

0 � 2 < t < �1 1 < t < 2

şeklinde tan¬mlans¬n. Bu peryodik fonksiyonun, peryodunun giderek büyüy-

erek sonsuza gitmesi halinde peryodik olmayan bir şekle dönüştü¼günü görelim.

Bunun için, l = 4; l = 8 ve l ! 1 de¼gerlerini vererek elde etti¼gimiz şekiller

aşa¼g¬da görüldü¼gü gibi olacakt¬r.
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fl (t) çift fonksiyon oldu¼gundan kosinüs serisine,

fl (t) =
a0
2
+ a1 cos

�t

l
+ a2 cos

2�t

l
+; ; ;+an cos

n�t

l
+ ::: (3.1)

olarak aç¬l¬r. Burada

a0 =
2

l

lZ
0

dt =
2

l

an =
2

l

lZ
0

cos n�t
l
dt

=
2

l

sinn�=l

n�=l

d¬r. an; n�=l frekans¬n¬n fonksiyonu olarak de¼gi̧smektedir. n�=l = !n al¬n¬rsa,

an =
2

l

sin!n
!n

!n ler n ye ard¬̧s¬k de¼gerler vererek elde edilmekte ve ard¬̧s¬k iki de¼ger aras¬n-

daki fark sabit olup
�

l
dir. n indisi tam say¬lar olduklar¬ndan an amplitüdleri(!n

de¼gi̧stikçe) sürekli bir e¼gri göstermezler.

an ler,
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y =
2

l

sin!n
!n

e¼grisinde ! n¬n sadece ard¬̧s¬k de¼gerlerine kaŗsil¬k bulunan
�

l
aral¬kl¬ordinat

de¼gerleridir. Bu nedenle an nin gra�¼gi olan amplitüd spektrmuna �Çizgi

Spektrmu� ismi verilir. Bu durum Şekil 3.3 de l = 2; l = 4 ve l ! 1

için çizilmi̧s an nin gra�klerinde belirgin olarak görünmektedir.

l sonsuz büyüdükçe(Şekil 3.3 ten de anlaş¬laca¼g¬üzere) (3.1) eşitli¼gi ile göster-

ilen fl (t) serisinin terimlerinin frekanslar¬giderek s¬klaşmakta ve katsay¬lar¬da

s¬f¬ra yaklaşmaktad¬r. Bundan dolay¬fl (t) serisini limiti integral olan sonsuz

küçük terimlerin toplam¬olarak düşünebiliriz

Şimdi genel halde l!1 için Fourier serisinin alaca¼g¬şekli araşt¬ral¬m.

Do¼gal olarak, bu durumda f (t) peryodik de¼gildir ve biz peryodik olmayan

fonksiyonlar¬n Fourier gösterimini yapaca¼g¬z demektir.

Her sonlu (�l; l) aral¬¼g¬nda Dirichlet koşullar¬¬sa¼glayan ve (�1;1) aral¬¼g¬nda

mutlak integrallenebilir olan f (t) fonksiyonunun kompleks Fourier serisi olan

f (t) =

1X
n=�1

cne
jn!t (! =

�

l
) (3.2)
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seriyi ele alal¬m. Burada

cn =
1

2l

lZ
�l

f (t) e�jn!tdt

şeklinde olan cn katsay¬lar¬n¬(3.2) de yerine yazarsak f (t) ifadesi,

f (t) =

1X
n=�1

24 1
2l

lZ
�l

f (t) e�jn!tdt

35 ejn!t
f (t) =

1X
n=�1

24 1
2�

lZ
�l

f (u) e�jn!udu

35 ejn!t�
l

(3.3)

şeklinde olur. Şimdi bu toplam¬n l!1 için limitini arayal¬m.

! =
�

l
den görülece¼gi gibi l ! 1 olurken, ! küçülerek s¬f¬ra yaklaşmaktad¬r.

Genel terim frekans¬n! = n
�

l
d¬r ve iki ard¬̧s¬k frekans aras¬ndaki fark

�

l
olupbunu

(n+ 1) �

l
� n�

l
=
�

l
= �!

ile göstererek (3.3) de yerine koyarsak

f (t) =
1X

n=�1

24 1
2�

lZ
�l

f (u) e�jn�!udu

35 ejn�!t�! (3.4)

olur. Burada

' (n�!) =

24 1
2�

lZ
�l

f (u) e�jn�!udu

35 ejn�!t
tan¬mlamas¬n¬yapacak olursak (3.4) eşitli¼gi

f (t) =
1X

n=�1
' (n�!) :�! (3.5)

şeklinde olacakt¬r.

l sonsuz artt¬¼g¬nda �! s¬f¬ra yaklaş¬r. n de sonsuza gitti¼ginden n�! (ve ya

(3.3) deki n!)harmonikleri sürekli de¼gi̧sece¼ginden spektrumda sürekli s¬ralanacak-
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t¬r. Di¼ger bir deyi̧sle n! ya kaŗs¬ gelen tek tek harmonikler yerine limitte

n�! ! ! al¬nabilir.

l!1 (�! ! 0) için (3.5)toplam¬n¬n limiti belirli integralin tan¬m¬na göre

1Z
�1

' (!) d!

integralini verecektir. O halde l!1 limitinde (3.4) eşitli¼gi

f (t) =
1

2�

1Z
�1

24 1Z
�1

f (u) e�j!udu

35 ej!td! (3.6)

şeklinde bir integrale var¬r.

Bu eşitlik limit olarak elde edilmi̧s peryodik olmayan f (t) fonksiyonunu sürekli

harmonikler ile gösterme olana¼g¬n¬verir. Kuşkusuz, bu formüllerin ç¬karl¬̧s¬nda

Matematik formasyonundan daha çok mühendislikteki uygulamalar¬ ve kul-

lanma yöntemleri önemlidir.

Ayr¬ca klasik matematik ile gösterilmeyen baz¬fonksiyonlar¬n ele al¬nmalar¬n¬

mümkün k¬lar.

Yukarda f (t) ile yap¬lan i̧slemlerin geçerli olmas¬n¬sa¼glayan s¬n¬rlamalar şöyle

belirlenmi̧stir.

1. f (t) ;�1 < t < 1 aral¬¼g¬nda reel de¼gi̧skenin tek de¼gerli fonksiyonu ol-

mal¬d¬r. Bununla beraber sonlu say¬da süreksizlik noktalar¬bulunabilir.

2. Bir t0 süreksizlik noktas¬ndaki de¼geri:

f (t0) =
1

2
( f (t0 + 0) + f (t0 � 0))

ortalama de¼gerine eşittir. (1) ve (2) birlikte şöyle ifade edilir. f (t) her sonlu

aral¬kta Dirichlet koşullar¬n¬sa¼glamal¬d¬r.

3. f (t) ; (�1;1) aral¬¼g¬nda mutlak integrallenebilir olmal¬. Yani

1Z
�1

jf (t)j dt < M

olacak şekilde M say¬s¬bulunabilmelidir.
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Bu koşullar alt¬nda (3.6) eşitli¼gine f (t) fonksiyonunun Fourier ·Integrali

denir ve

F (!) =

1Z
�1

f (t) e�j!tdt (3.7)

şeklinde gösterilir. Yine Burada

f (t) =
1

2�

1Z
�1

F (!) ej!td! (3.8)

yaz¬l¬r.

Fourier ·Integrali elektrik kominikasyonunda, baz¬integrallerin hesaplanmas¬nda

ve k¬smi diferensiyel denklemlerin çözümünde güçlü bir yöntemdir. (3.7) ve

(3.8) formülleri

F (!) =
1p
2�

1Z
�1

f (t) e�j!tdt

f (t) =
1p
2�

1Z
�1

F (!) ej!td!

(3.9)

olarakta yaz¬l¬r. Buna Simetrik Şekil denir.
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3.2 Fourier ·Integralinin Trigonometrik Şekli

(3.6) eşitli¼ginde, Euler formüllerini kullanarak

f (t) =
1

2�

1Z
�1

1Z
�1

f (u) ej!(t�u)dud!

=
1

2�

1Z
�1

1Z
�1

f (u) (cos! (t� u) + j sin! (t� u)) dud!

yaz¬l¬r. f (t) fonksiyonunun reel olmas¬ nedeni ile ikinci sinüslü terim s¬f¬r

al¬narak

f (t) =
1

2�

1Z
�1

1Z
�1

f (u) cos! (t� u) dud! (3.10)

bulunur. (3.10) de cos! (t� u) ; ! n¬n çift fonksiyonudur. Bu nedenle !

üzerindeki integrasyon s¬n¬rlar¬(0;1) al¬nmas¬ve u = x yaz¬lmas ile (3.10)

f (t) =
1

�

1Z
0

1Z
�1

f (x) cos! (t� x) dxd! (3.11)

olur. Bu (3.11) ifadesi Fourier Serisinin l ! 1 için elde edilen de¼geridir.

(3.11) aşa¼g¬daki teoremle belirtilmi̧stir.
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3.3 Fourier Teoremi·I:

f (t) fonksiyonu her sonlu aral¬kta Dirichlet koşullar¬n¬ sa¼glar ve (�1;1)

aral¬¼g¬nda mutlak integrallenebilir bir fonksiyon ise (3.11) f (t) nin sürekli

oldu¼gu her yerde f (t) de¼gerine ve süreksiz oldu¼gu noktalarda ise sa¼g ve sol

limitlerinin aritmetik ortalamas¬na eşittir. Yani her t için

f (t+ 0) + f (t� 0)
2

=
1

�

1Z
0

1Z
�1

f (x) cos! (t� x) dx d! (3.12)

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Bu teoreme Fourier Teoremi denir.

(3.11), (3.8) nin trigonometrik gösterimidir. (3.11) aşa¼g¬daki şekillerde de

yaz¬labilir.

f (t) =
1

�

1Z
0

1Z
�1

f (x) cos! (t� x) dxd!

=
1

�

1Z
0

24 1Z
�1

[f (x) cos!t cos!x+ f (x) sin!t sin!x] dx

35 d!
Burada

A (!) =

1Z
�1

f (x) cos!xdx

B (!) =

1Z
�1

f (x) sin!xdx

(3.13)

tan¬mlamalar¬n¬yaparak (3.11) ifadesi

f (t) =
1

�

1Z
0

[A (!) cos!t+B (!) sin!t] d! (3.14)

yaz¬l¬r.

Bu formül (�1;1) aral¬¼g¬içinde f (t) fonksiyonunu harmonik titreşime göre

verir.Bu titreşimin ! frekans¬sürekli olarak 0 dan 1 a kadar de¼gi̧sir. A (!) ;

B (!) fonksiyonlar¬! frekans¬na ba¼gl¬olmas¬ndan dolay¬amplitüd ve başlang¬ç

faz¬n¬n da¼g¬l¬m kanununu gösterir.
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f (t) nin çift fonksiyon olmas¬halinde B (!) = 0 olup,

A (!) = 2

1Z
0

f (x) cos!xdx

f (t) =
1

�

1Z
0

A (!) cos!td!

(3.15)

dir. f (t) nin tek fonksiyon olmas¬halinde ise A (!) = 0 olaca¼g¬ndan

B (!) = 2

1Z
0

f (x) sin!xdx

f (t) =
1

�

1Z
0

A (!) sin!td!

(3.16)

yaz¬l¬r.

Şimdi Fourier integrali ile baz¬ integrallerin hesaplanmas¬na ili̧skin örnekler

verelim.

Örnek 3.2:

f (t) =

8<: 1 jtj < 1

0 jtj > 1

olarak tan¬mlanan fonksiyonun Fourier ·Integralini bulunuz.

şekli göz önünde bulundurulusa, (3.11) eşitli¼gi
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f (t) =
1

�

1Z
0

1Z
�1

f (x) cos! (t� x) dxd!

=
1

�

1Z
0

1Z
�1

cos! (t� x) dxd!

=
1

�

1Z
0

1

!
(sin! (t+ 1)� sin! (t� 1)) d!

f (t) =
2

�

1Z
0

sin! cos!t

!
d!

(3.17)

olacakt¬r..f (t) nin t = �1 noktas¬ndaki ortalama de¼geri

f (1) =
1 + 0

2
=
1

2

dir. Böylece (3.12) Fourier ·Integral Teoremine göre (3.17) (f (t) nin yukarda

verilen de¼gerini yerine koyarak)integralinin de¼geri

1Z
0

sin! cos!t

!
d! =

8>>><>>>:
�

2
� 1 < t < 1 için

�

4
t = �1 için

0 t < �1; t > 1 için
olarak belirlenir(Bu integrale Dirichletin süreksizlik faktörü denmektedir).

Örnek 3.3 :

1Z
0

sin!

!
d! =

�

2
oldu¼gunu gösteriniz.

Örnek 3.2.de bulunan sonuçta t = 0 al¬n¬rsa,

f (0) =
2

�

1Z
0

sin!

!
d!

olur. f (0) ; f (t) nin tan¬m¬ndan f (0) = 1 dir. O halde

1Z
0

sin!

!
d! =

�

2

elde edilir. Bu integral sinüs-integral ismi verilen

Si (y) =

yZ
0

sin!

!
d! (3.18)
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integralinin y (reel) sonsuz için limitidir. Si-integral fonksiyonu (tan¬m¬ndan),

Si (0) = 0 ve Si (1) = �

2
de¼gerlerini almakta ve Si (�y) = � Si (y) eşitli¼gini

sa¼glad¬¼g¬için de tek fonksiyondur. Gra�¼gi (Şek 3.5) de gösterilmi̧stir.

(3.17) integralini Si-integral olarak gösterebiliriz. Bunun için (3.17) de cos!t: sin!

çarp¬m¬n¬toplam şekline çevirirsek

2

�

aZ
0

cos!t sin!

!
d! =

1

�

aZ
0

sin (! + !t)

!
d! +

1

�

aZ
0

sin (! � !t)
!

d! (3.19)

olur.

Birinci integral de ! + !t = x dönüşümü yapal¬m, 0 � ! � a için 0 �

x � a (t+ 1) ve ikinci integralde ! � !t = �x alal¬m. 0 � ! � a için

0 � x � a (t� 1) olaca¼g¬ndan (3.19)

2

�

aZ
0

cos!t sin!

!
d! =

1

�

(t+1)aZ
0

sin x

x
dx � 1

�

(t�1)aZ
0

sin x

x
dx (3.20)

ve (3.18) e göre
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2

�

aZ
0

cos!t sin!

!
d! =

1

�
Si (a (t+ 1))� 1

�
Si (a (t� 1))

elde edilir.

Örnek 3.4 : f (t) = e�ajtj (a > 0) fonksiyonunun Fourier ·Integralini hesaplay¬n¬z.

f (t) çift fonksiyondur. (3.16) yi uygulayarak

A (!) = 2

1Z
0

e�ajxj cos!xdx =
2a

a2 + !2

f (t) = e�ajtj =
2a

�

1Z
0

cos!t

a2 + !2
d! (t > 0; a > 0)

olur. Buradan da
1Z
0

cos!t

a2 + !2
d! =

�

2a
e�ajtj (3.21)

bulunur.

f (t) = e�ajtj (t > 0 için) foksiyonunun f (�t) = �f(t) tek fonksiyon olarak

tan¬mlanmas¬halinde benzer i̧slemlerle

1Z
0

! sin!t

a2 + !2
d! =

�

2
e�at (t > 0; a > 0) (3.22)

bulunur. (3.21), (3.22) integrallerine �Laplace ·Integralleri�denir.
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