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Haziran 2011

Damisman: Yrd. Doc.Dr. Nilgiin SONMEZ

Bu tezin amaci, hiperbolik uzaydaki izometrileri incelemektir. Birinci boliim
de hiperbolik geometrinin ortaya cikisi aciklanmustir. Ikinci boliimde Poincaré
tist yar1 diizlemindeki baz1 temel kavramlar tammmlanmistir. Uciincii boliimde
Poincaré iist yar1 diizleminin izometrileri verilmistir. Dérdiincii boliimde hiper-
bolik uzayin izometrileri ve kiirenin stereografik izdiigiimii incelenmigtir.

2011, Sayfa : 91

Anahtar Kelimeler: Hiperbolik Uzay, Inversiyon, Izometri, Stereografik

Izdiistim.

il



ABSTRACT
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The aim of this thesis was to examine isometries in hyperbolic space. In
the first chapter, the emergence of the hyperbolic geometry was explained.
In the second chapter, some general concepts in Poincaré upper half plane
were defined. In the third chapter, isometries of the Poincaré upper half plane
were given. In the fourth chapter, isometries of the hyperbolic space and
stereographic projections of sphere were examined.
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1 GIRIS

Oklid’ in diizlem geometrisi 5 temel postulata dayanir.

Postulat I. Her nokta cifti yalniz ve ancak bir tek dogru parcasi ile birlestirilebilir.
Postulat II. Herhangi bir dogru parcasi her iki dogrultuda sonsuza kadar uzatilabilir.
Postulat ITI. Merkezi ve yaricap: verilen sadece bir tek cember cizilebilir.

Postulat IV. Biitiin dik acgilar birbirine esdegerdir.

Postulat V. Herhangi farkli iki dogru iiciincii bir dogru tarafindan kesildiginde bu
iigiincii dogruya gore aym tarafta olusan i¢ acilar siirekli sekilde iki dik agidan kiigiik
kaliyor ise bu takdirde ilk iki dogru bu iki dik agidan kiiciik acilarin olustugu bolge

icinde kesigirler.
Postulat V in esdegeri Playfair Postulatidir .

Playfair Postulati. Bir dogru ve disinda bir nokta verildiginde verilen noktadan gecen

ve verilen dogruya paralel olan bir tek dogru vardir (Kurbay 2007).

Hiperbolik geometrinin cikisi Oklid’in bes temel postulatindan besincisine dayanmak-
tadir. Besinci postulatin ayni zamanda paralellik postulatina denk oldugu Oklid’in ilk
dort postulatindan kolaylikla goriilmektedir. 2000 yildan beri matematikgiler ilk dort
postulattan beginci Postulati elde etmeye calismiglardir. Her bir durum i¢in ilave pos-
tulatlar yaparak 5. Postulata ulagmaya ¢alismiglar. Her bir durumda da bu postulat-
larin gercekte 5. Postulata denk oldugu sonucuna varmiglardir. Ozellikle 19. Yiizyildan
itibaren matematikciler 5. Postulat1 degisik bir agidan incelemeye ¢alismiglar ve sonugta

asagidaki postulata ulagmiglardir.

Diizlemde bir dogru ve iizerinde olmayan bir nokta verildiginde , bu noktadan gegen ve

verilen dogruya paralel birden ¢cok dogru vardir.



Bu postulat 6klid geometrideki paralellik postulati gibi hiperbolik geometri veya oklid

olmayan geometrinin temelini olusturmustur.

Hiperbolik geometride bes temel model ve bunlar arasinda izometrik gegisler vardir.
Bu modeller: Ust yari diizlem modeli, Disk modeli, Yar1 kiire modeli, Klein modeli,

Hiperboloidal model (Yakut 2004).

Bu tezde beg temel modelden biri olan Poincaré iist yar:1 diizleminin ve hiperbolik uzayin

izometrileri incelenecektir.

Dort boliimden olugsan bu ¢aligmanin ilk boliimiinde Hiperbolik geometrinin ortaya
cikisindan bahsedildi. Ikinci boliimiinde Poincaré iist yar1 diizlem modeliyle ilgili bazi
temel kavramlar 6zetlendi. Uciincii boliimde Poincaré iist yar1 diizlem modelinin izometri-
leri olan hiperbolik hareketler incelendi. Dordiincii boliimde hiperbolik uzayin izometri-

leri olan hiperbolik hareketler ve stereografik izdiistim incelendi.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezi anlagilir kilmak i¢in Poincaré yari-diizleminde (H-diizlemi) bazi kavram
ve ozellikler, Millman ve Parker, Stahl, Yakut, Martin, Sénmez, Salihova, Kurbay kay-

naklar: esas alinarak ozetlendi.

Tanim 2.1. Elemanlar: noktalar olarak adlandirilan bir P kiimesi , P nin dogru olarak
adlandirilan bazi alt kiimelerinin toplulugu £ , 7 da nokta ve dogrular arasinda
tizerinde olma (incidence)  bagintist olmak tizere ( P.LT)
sistemi agagidaki iki aksiyomu sagliyorsa bu sistem bir soyut geometri olarak ad-
landirilir :

(i) VA ,BeP igin Ael ve Be [ olacak sekilde bir tek [ € £ dogrusu vardir.

(ii) Her dogru en az iki noktay1 kapsar.
(P ,L T) soyut geometrisi S =( P ,L ,Z ) seklinde gosterilir.

Tanim 2.2. § =( P ,L 7 ) soyut geometrisi agagidaki kosgullar1 sagliyorsa incidence
geometridir, denir:
(i) £ de farkh iki noktay: tizerinde bulunduran bir tek dogru vardir.

(ii) Dogrudag olmayan ii¢ A, B, C' € P noktalar1 vardir.

Tanim 2.3. [, G =(P ,L 7 ) incidence geometrisinin bir dogrusu olsun. d , G iizerinde
uzaklik fonksiyonu olmak iizere asagidaki kogullar saglaniyorsa f : 1 — R fonksiyonu [
icin bir cetveldir denir:

(i) f fonksiyonu bire-bir ve drtendir .

(ii) [ tizerindeki her P | () nokta gifti i¢in

| f(P) = f(Q) | = d(P,Q)

dir. Bu denkleme cetvel denklemi denir.



Tanim 2.4. Bir d : P x P —R fonksiyonu agagidaki ozellikleri saglarsa bir metrik-
tir denir:

(M1) Her A,Be P i¢in d(A,B) >0,

(M2) Her ABe Picin d(A,B)=0<= A=B,

(M3) Her A,Be P igin d(A,B)=d(B,A),

(M4) Her A,B,Ce P i¢cin d(A,B) <d(A,C) + d(C,B).

Tamim 2.5. ( P ,L 7 ) incidence geometrisi d uzaklik fonksiyonu ile bir likte VI € £
i¢in bir cetvele sahip ise cetvel postulatine sagliyor denir. Bu durumda M ={P L 7, d}
ye bir metrik geometri denir (Salihova 2006).

Tanim 2.6 (Arada Olma). Herhangi bir geometride d uzaklik fonksiyonu olmak
iizere arada olmanin tanimi agagidaki gibidir:

P, A ile B noktalar1 arasinda bir nokta olmak iizere,
(i) d(A, P)+d(P,B) = d(A, B) dir.
(ii) A, P, B dogrudagtur.

Bu durum kisaca A — P — B olarak gosterilir.

Tanim 2.7. Herhangi bir [ dogrusu, AABC ii¢geni ve A — D — B olacak sekilde D € [
noktasi icin I N AC # @ veya | N BC # @ oluyorsa bu geometriye Pasch Postulatin

saglayan metrik geometri denir (Millman and Parker 1991).

Tanim 2.8. P ={(x,y): z,y € R} olsun. a sabit gercel say1 olmak iizere R? nin

L, = {(z,y) eR?: 2 =a}
seklindeki her alt kiimesine bir dikey dogru denir. m ve b sabit gercel sayilar olmak

iizere R? nin

Ly = {(x,y) € R*:y=mz+b}
seklindeki her alt kiimesine dikey olmayan dogru denir. Lg tiim dikey ve dikey olmayan

dogrularin kiimesi olsun. Burada (z,y) Z L, < x=a ve (z,y) Z L,y < y=mz+b

4



olmak iizere G ={R? Lp,Z} bir soyut geometridir. G ={R? Lp,Z} diizlem modeli

kartezyen diizlem olarak adlandirilir.

Tamim 2.9 (Noktanin dogruya olan uzakligi ). Bir P noktasi ile bir [ dogrusu
verilmis olsun. P noktasi ile bu dogru {izerindeki en yakin nokta arasindaki uzakliga P

noktasinin | dogrusuna olan uzaklhgr denir ve

d(P,l) = mind(P, X)

Xel

seklinde yazilir (Salihova 2006).

Aksiyom 2.1 ( Archimedean aksiyomu). A ve B noktalarindan gegen herhangi
bir dogru [ olsun. Bu dogru iizerinde A ve B noktalar1 arasinda olacak sekilde bir A;
noktasi alinsin. A; noktasindan sonra As, A, noktasindan sonra Az noktasni alarak Aj,

Ag, As, ... noktalar dizisini olugturalim.

AA17 A1A27 A2A37 A3A47"'

dogru pargalar: birbirine egit olsun. Bu noktalar dizisinde B noktasi, A ve A,, arasinda

kalacak sekilde bir tek A,, noktasi vardir.

Onerme 2.1. Iki dogruyu ic ters acilar1 esit olacak sekilde kesen bir dogru var ise bu

iki dogru birbirine paraleldir.

Teorem 2.1. Asagidaki durumlar soyut geometrinin sartlari altinda bir birine denktir:
(a) Playfair Postulat:
(b) Oklidin besinci Postulat:

(c) Her ti¢genin i¢ agilarmim toplami 180° dir.

ispat. (b=a) Oklidin besinci Postulatinin gecerli oldugunu kabul edelim. C'D dogrusu
verilsin (Sekil 2.1). C'D dogrusu tizerinde olmayan bir X noktasi ve bu noktadan gegen
AB dogrusu almsin. Oyle ki DY X ve AXY acilar: birbirine esit olsun. X noktasindan

gecen bir tek dogrunun var oldugunu gosterecegiz. Onerme 2.1 e gére AB dogrusu C'D



dogrusuna paraleldir. Eger A'B' dogrusu X noktasindan gecen herhangi bir dogru ise

ya
AXY <AXY = DYX = n-CYX
ya da
B'XY<BXY = CYX = n—-DYX
dir. Yani,
m—%@ < 7
veya

—_—

B'XY+DYX < w

dir. Her iki durumda da Oklidin besinci postulatina gére A'B' dogrusu C'D dogrusunu

keser.

Sekil 2.1 Oklidin V. postulat1 ve Playfair postulat1 arasindaki iligki



(a=-c) Playfair postulatinin gegerli oldugunu kabul edelim. AABC verilmis olsun
(Sekil 2.2). BC' dogrusuna paralel ve A noktasindan gecen bir DE dogrusu ve

BAD = ABC
olacak sekilde bir D'A dogrusunu alalim. Onerme 2.1 e gére D' A dogrusu BC' dogrusuna

paraleldir. Bu yiizden D'A dogrusu ve DE dogrusu ¢akigik olmalhdir.

BAD = ABC

dir. Benzer sekilde,

EAC = BCA

dir. Sonug olarak,

ABC + BCA+CAB = BAD+ EAC+CAB = =

dir.

Sekil 2.2 Playfair postulat1 ve iiggenin i¢ acilar1 arasindaki iligki



(c=b) Her ii¢genin i¢ agilarimin toplaminin 7 oldugunu kabul edelim. Sekil 2.3 de
k keseni AB ve C'D dogrularmi A ve C noktalarinda kesmis ve oo = A/C’B, B = CAB

olsun. Eger,

a+f < 7

ise AB ve C'D dogrularinin kesisecegi gosterilecektir.

Sekil 2.3 Ucgenin ic acilar1 ve Oklidin V.postulat: arasindaki iligki

Simdi CD dogrusu iizerinde D, Dy, Ds,... noktalar kiimesini tanimla
yalim. Bu noktalar D; = D ve D,, C ile D,; arasinda olacak sekilde dizilsin.
AD,, = D, D, olsun. Buradan AAD, D, ikizkenar iiggendir ve

571, - m = Dn/A-l)\n,1

ise



dir. Tiimevarim ilkesinden,

01
bn = G n=123.

yazilabilir. Eger 3, = @ denirse

a+p,+06, = =

ve buradan

limg, = n—a—-1lmé, = 71—a—-0 >

dir. Yani bazi sonlu n sayilar icin 3, > [ dir. O halde AB dogrusu, AC'D,, ii¢geninin
icinden gecer ve Pasch Postulatina gére AB dogrusu C'D dogrusunu kesmek zorundadr.
Teoremin ilk kisminda ag1 tartigmalarina gore benzer olarak AB ve C'D dogrularinin
Oklid’in besinci postulatina uygun k nin aym tarafinda kesismek zorunda olduklar

sonucuna varilir (Stahl 1993).
Tanim 2.10 (H-Diizlemi ve H-Uzaklg1). Oklid diizlemde x- ekseni, alt ve {ist yar1

diizlemleri arasinda gegisi saglayan bir dogrudur. x-ekseninin {ist kismina yani,

H={(z,y) € B* |y > 0}

ye Poincaré yar1 diizlemi veya kisaca H-diizlemi denilmektedir. Poincaré yari diizlemi
hiperbolik diizlem modelllerinden biridir. Pi(z,y), P(z + dz,y), Ps(z + dz,y + dy)

sonsuz kiigiik ticgen olusturmak tizere, P, ile P3 noktalar1 arasindaki oklid uzaklik,

dE(Pl,Pg) = 1/ dI’Q + dy2

dir. P; ile P; noktalar1 arasindaki Poincaré uzaklhig da,

N/ dz? + dy?
dy (P, Py) = Y T (2.1)

Y



formiilii ile tanimlanir.

Tanim 2.11 (H-diizlemindeki dogrularin simiflandirilmasi). H-diizleminde dogru-

lar

oL={(z,y) e H|x=a} I.tip dogrular (diiz jeodezikler)
Ly ={(z,y) € H| (z - o)+ = r2} I1.tip dogrular (egri jeodezikler)

olarak adlandirilirlar.

Onerme 2.2. C = (c,0) merkezli, 7 yaricaph IL tip bir dogru ve Py (21, 11), Pa(2, y2)

noktalar1 bu dogru tizerindeki noktalar olsun. P; ve P, noktalar1 arasindaki dy uzakhig,

ys —yi+ x5 — a3
2(.%'2—5131)

C —_=

ve

ro= (901—0)24“9% = ($2—C>2+y§

olmak {izere

r1—c+r

dH(Pl,PQ) = 1Il #

Y2
dir.

10



ispat.

2 1 12
dy (P, Py) = VITY T,

2 2 dx
= —dr =7 _—
o Y s T2 —(x—0¢)

z2
1

T2

—(x—c)+r| ™

(x—c+r)(z—c+r)
(—(z—c)+r)(x—c+r)

2
x1

= —In
2

(x —c+r)
)

2

= In o2

(xg —c+7r)
Ya

(x1 —c+7r)
n

—1In

(xg —c+7)

Y2
(x1 —c+r)

U1

Onerme 2.3. C = (c,0) merkezli, r yaricaph I tip bir dogru verilsin. P, ve P,
bu dogru iizerinde iki nokta olsun. CP; ve C'P, dogru parcalari pozitif yonde x-
ekseniyle o ve 8 agilar1 yapsin. Bu takdirde verilen noktalar arasindaki dy uzakligi

(Sekil 2.4),
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csc B — cot 8

di (P, Py) = 1
(P, ) . csca — cot

formiiliiyle bellidir.

Y

Sekil 2.4 dj uzakhig

Ispat. Dogru iizerindeki (x,y) noktasindan gegen yarigapin x-ekseniyle yapmis oldugu

ac1 t olsun.

T =c+rcost dr = —rsintdt

y =rsint dy = r cos tdt

olmak iizere
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B \/(—7" sin tdt)® + (r cos tdt)?

rsint

du(P1, Py) = /
B /B rdt
~ ), rsint
B
= /csctdt

csc 5 — cot B
csc o — cot «v

= In

dir.

Onerme 2.4. ,L dogrusu iizerinde bulunan Pi(a,y;) ve Py(a,ys) noktalar: arasindaki

dy uzaklhig

dy (P, Py) = ln%
1
dir.
ispat.
v2 /a2
du(Pr,Py) = / vy
no Y
/yzdy
B Y1 Y
= In|ys| — In |y
= In ¥
U1
dir.

Onerme 2.5. P,P; ve P, P, x-ekseni iizerinde ayni merkezli cember yaylar1 C, Py, P}

ve C, Py, Py iicliileri dogrudag olsunlar (Sekil 2.5). Bu takdirde P, Py ve P, Py ayni dy

13



uzunluguna sahiptirler (Sénmez 2006).

Sekil 2.5 Eg hiperbolik uzunluktaki yaylar

14



3 HIiPERBOLIK DUZLEMDE IZOMETRILER

Tanim 3.1 (Izometri). (P ,£ ,d ) ve (P 'L ,d) metrik geometriler olmak tizere her
A, B € P igin,

p:P—P

d(pA,eB) = d (A B)
esitligini saghyorsa ¢ ye ( P ,L,d) ve ( P'.L' ,d) arasinda bir izometri denir
(Sonmez 2006).

Izometri, direkt izometri ve kargit izometri olmak iizere ikiye ayrilir. Direkt izometri
yonii korur. Bu izometri kat1 hareketler olarak da adlandirihr. Otelemeler ve dénmeler

direkt izometridir. Karsit izometri yonii ters ¢evirir. Yansimalar kargit izometridir.

Bu tezde oteleme ve donmelere kat1 hareket, inversiyon ve yansimalara hareket adi

verilecektir.

Tanmim 3.2. A herhangi bir nokta ve &k € NT olsun. A noktasimi kendisine doéniistiiren
ve diger bir P noktasini d (A, P') = k.d (A, P) olacak gekilde bir P' noktasina déniigtiiren

bir déniigiime merkezi A olan ve oram k olan radyal déniigiim denir (Hacisalihoglu 1998).
® : H? — H? bir izometri olmak iizere bu izometri bir radyal doniistimdiir (Int.Kyn.2).

Tanim 3.3. (P ,£) ve (P' ,L') insidens geometriler olmak iizere her [ € L igin ¢(l) € L'
olacak gekilde bir ¢ : P — P' doniisiimiine kolinasyon denir (Sénmez 2006).

Izometriler uzaklig1 koruyan kolinasyonlardir.

Teorem 3.1. Eger bir izometri bir dogru tizerindeki farkl iki noktay: sabit birakir ise

bu izometri dogru iizerindeki noktalar kiimesini sabit birakir.

Ispat. Bir dogru iizerinde A ve B noktalar1 olsun. Bu noktalardan farkl bir P nok-

tast alinsin. P noktasi bu noktalardan farkli oldugundan AP uzakhg: sifirdan farkl
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olur. Eger BP uzakhig bilinirse P noktasi bulunabilir. Izometri uzakhig koruyan bir
kolinasyon oldugu i¢in A ve B noktalarim sabit birakan izometri P noktasini da sabit
birakmalidir. Yani, A ve B noktalarim sabit birakan izometri A ve B noktalarindan

gegen dogru iizerindeki biitiin noktalar1 sabit birakmalidir (Martin 1982).

Teorem 3.2. Dogrudag olmayan ii¢ noktanin herbirini sabit birakan hareket bir birim

doniisiimdiir.

Sekil 3.1 Sabit ii¢ noktadan gecen diizlem

Ispat. A, B, C dogrudas olmayan belli iic nokta olsun ve o da bunlarmm herbirini
sabit birakan hareket olsun (Sekil 3.1). Iki noktadan herbirini sabit birakan bir hareket
bu noktadan gecen dogrunun biitiin noktalarim da sabit biraktigindan « hareketi AB,
BC', AC dogrularinin biitiin noktalarini sabit birakir. Bu dogrulardan hicbiri tizerinde
bulunmayan bir nokta P olsun. Eger () noktas1 AB dogrusu iizerinde A ve B den farkli
bir nokta ise PQ dogrusu AC ve BC' dogrularindan her ikisine birden paralel olmaz,
birini, 6rnegin AC' yi bir R noktasinda kesmesi gerekir. « hareketi () ve R yi sabit
biraktigindan @) R dogrusunun biitiin noktalarini da sabit birakir, dolayisiyla o hareketi
P noktasini da sabit birakir. O halde « hareketi diizlemin her noktasini sabit birakir

(Hacisalihoglu 1998).
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Teorem 3.3. Dogrudas olmayan belli {ic noktayi, sirasi ile, yine dogrudag olmayan

belli ii¢ noktaya doniigtiiren iki hareket mevcut olamaz.

Ispat. «, 8 izometrileri dogrudas olmayan ti¢ A, B, C' noktalarini, sirasi ile, dogrudas
olmayan A', B', C' noktalarina doniistiirdiigiinii kabul edelim. O zaman a8~ " izometrisi
A, B, C noktalarinin herbirini sabit birakir ve bundan dolay1 + 6zdeslik doniistimii olmak

zorundadir. a8~! =1 den

(a8 = 18
a(578) =
o = P
a = p

elde edilir (Martin 1982).
Teorem 3.4. Bir hareket ya direkt veya kargitdir.

Ispat. H bir hareket A, B, C' dogrudas olmayan ii¢ nokta H(A, B) = A', B' olsun.
O zaman H hareketi C' noktasin1i AC' = A'C'" ve BC = B'C" olacak sekilde bir C"
noktasina gonderir. C" niin yeri A'B' dogrusunun iki yanindan birinde Cj veya C)
olarak Sekil 3.2 de goriildiigii gibidir. Eger C" niin yeri C] ise H hareketi ABC' ii¢geninin
agilarinin yonlerini korur; eger C" niin yeri C; de ise H hareketi acilarin yonlerini ters
gevirir. A, B, C gibi dogrudag olmayan ii¢ noktay1 A', B', C" gibi dogrudas olmayan
ii¢ noktaya doniigtiiren bir tek hareket var oldugundan H(A, B, C) = A, B', C]
ise, yani agilarin yonleri korunursa yegane olan H direkt bir harekettir; benzer sekilde
H(A, B, C)= A", B', Cise, yani agilarin yonleri ters doniisiirse, yegane olan H karsit
bir harekettir. O halde H hareketi ya direkt ya da karsitdir (Hacisalihoglu 1998).
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Sekil 3.2 Direkt ve karsit hareket

3.1 H-Diizleminde Inversiyon

Tanim 3.1.1. H-diizleminde I ve II tipindeki dogrular ile {ist yar1 diizlemdeki ¢em-
berleri, yine I ve II tipindeki dogrular ile {ist yar1 diizlemdeki ¢cemberlere doniistiiren

doniisiimlere nversiyon denir.

Onerme 3.1.1. Bir dogrunun bir cembere teget olmasi icin gerek ve yeter sart aym

yay1 goren teget-kirig agiyla gevre aginin esit olmasidir.

Onerme 3.1.2. P noktasi, verilen bir cemberin disinda ve PT, cembere T noktasinda

teget olsun. PB dogrusu da, AB kirig olacak sekilde ¢emberi kessin. Bu takdirde

PA.PB = PT?

olur.

Ispat. Onerme 3.1.1 e gore ATP = PBT dir (Sekil 3.1.1). TPA agist TPA ve
BPT iicgenlerinin ikisinde de ortak oldugundan dolay1 bu iiggenler benzerdir. Benzerlik

oranindan
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PA PT
PT PB

yazilir.

Sekil 3.1.1 Cemberde kuvvet

C merkezli ve k yarigapl bir gember verilsin. Eger
(a) C, PP' dogru pargasinin diginda olacak sekilde, C', P, P' noktalar1 dogrudaslarsa,
(b) CP.CP' = k?

ise P ve P' noktalar1 gembere gore simetriktir.

Ayrica, bir gembere gore P noktasi ile P' noktasinin simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter
sart P' noktasi ile P noktasmin simetrik olmasidir. Ustelik P noktasmin kendisiyle
simetrik olmasi icin gerek ve yeter sart P noktasi cemberin iizerinde olmalidir. Cemberin
icinde bir P noktasi verilsin. Bu noktanin karsiligi olan P' simetriksel noktas1 agagidaki

sekilde bulunabilir:

QR dogru parcasi, P den gecen ¢emberin kirise ve C'P yaricap dogrusuna dik olsun
(Sekil 3.1.2). P' noktasi, C'P yaricap dogrusu ile gembere ) noktasinda teget dogrunun
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kesigimidir. C' sabit bir nokta ve k pozitif bir reel bir say1 olsun. P ve P' noktalarini,

C merkezli ve k yarigapli cembere gore simetrik yapan I¢ inversiyonu,

Ie(P) = P

seklinde bir fonksiyondur. Iy inversiyonu, C' noktasinda tammsizdir. Inversiyonlar,
yansimalara benzeyen involusyonlardir. I¢; inversiyonun sabit noktalar1, C' merkezli ve
k yaricapli cemberi olusturan noktalardir. C' noktasinin kendisi hari¢, C' den gegen her-
hangi bir m dogrusunun noktalari, /¢ ile m nin geri kalan noktalarina dontisiir. Sonug
olarak; I¢ boyle bir m dogrusunu kendisine doniigtiirtir. Demek ki, aymi inversiyon C

merkezli cemberi de, C' merkezli bagka bir gembere doniigtiiriir.

s |

Sekil 3.1.2 H-diizleminde inversiyon

Teorem 3.1.1. I inversiyonu,
(a) C' den gegen dogrulart kendilerine,
(b) C' den gegmeyen dogrulari, C' den gegen ¢emberlere,
(¢) C den gegen ¢emberleri, C' den gegmeyen dogrulara,
(d) C den ge¢meyen ¢emberleri, C' den gegmeyen gemberlere doniistiiriir. Cemberi

dogruya doniistiiren veya dogruyu cembere doniistiiren inversiyonda, C' merkezinden
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gecen dogrunun verilen dogruya dik oldugu, cemberi cembere doniistiiren inversiyonda

da merkezlerin dogrudas oldugu bilinmektedir.

ispat.

(a) Bu durum agikardir.

(b) m, C den gegmeyen bir dogru ve H noktasi, CH dogrusu, m ye dik olacak
sekilde m nin bir noktas: olsun (Sekil 3.1.3). P, m nin keyfi bir noktas1 ve

H = Ick(H)
ve

P = Ick(P)
olsun.

CHCH = k* = CPCP

oldugundan,

o cp

cpP CH
yazilabilir.

Ustelik, ﬁ(ﬁ, HCP ve P'CH' iiggenlerinin her ikisinde de ortak oldugundan, bu iki

iiggen benzerdir ve buradan,

Suf
o
Q
I
o
Su
Q
I
o] 3

olur.

21



Sekil 3.1.3 Inversiyon ile dogru ve cember arasindaki iligki

H', P ve P' noktalarindan bagimsiz oldugundan, P', C'H' capma sahip cember

tizerindedir.

(c) Ustteki ispattan aciktir ki, m dogrusu, CH' dogru parcasi olarak secilebilir.
Bu nedenle, C' den gecen herhangi bir ¢cember, C' den ge¢cmeyen bazi m dogrularinin

gortintiisiidiir. /¢y inversiyonundan istenen bulunur.

(d) p, C den ge¢meyen bir ¢cember ve P, bu gember iizerinde bir nokta olsun.
DE dogru parcasini, C' den gegen dogru iizerinde ve bu ¢emberin ¢api olarak alalim.
Ic j inversiyonu sirasiyla D, F, P noktalarimi D', E', P' noktalarina donfistiirmiis olsun

(Sekil 3.1.4).
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Sekil 3.1.4 Inversiyon ile cemberler arasimdaki iliski

CPCP = CD.CD' = CECE = k?

oldugundan dolayn,

¢p  CP

CP CD
ve

CE  CP

CcP CFE
soylenebilir.

DCP agisi, DC'P, D'C'P', ECP, P'C'E' iiggenlerinin ortak agis1 oldugundan dolay1, ilk
ikisinin ve son ikisinin birbirlerine benzer olduklarim soyleyebiliriz. CDP =CPD ve
CEP=CPE dir. Ucgende bir dis ac1 kendisine komsu olmayan iki ic a¢inin toplamina

. 7T o
esit ve capl goren cevre agl 5 oldugundan,
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EPD = CPD—CPE

— CDP—CEP
pr— ﬁP\E

B T

2

olur. D' ve E' noktalarinin, P ve P' noktalarindan bagimsiz olmasindan dolayi, P'

noktasi, D'E' ¢apina sahip ¢ember iizerindedir.

Tanim 3.1.2. Eger iki cember tegetleri birbirine dik olacak sekilde kesisirlerse bu

¢emberlere ortogonal ¢ember denir.
Ortogonal ¢emberlerin tegetleri, kesim noktasindan gegen yarigapa diktir.

Onerme 3.1.3. ¢, C merkezli ve k yaricapli cember ve p bagka bir cember olsun.
Bu takdirde, I inversiyonunun p yi sabit birakmasi i¢in gerek ve yeter sart p ve ¢

¢emberleri ortogonal olmalidir.

Ispat. p, ¢ ya ortogonal bir ¢ember olsun ve onlarm 7' gibi bir noktada kesigtiklerini
kabul edelim. P, p ¢emberinin keyfi bir noktasi ve (), p ¢cemberi ile C'P keseninin

kesisimi olsun. Onerme 3.1.2 den,

CPCQ = CT? = k?

Ierx(P) = Q

sonucu ortaya ¢ikar. Oyleyse, I inversiyonu p cemberini kendisine doniigtiiriir.

Tersine, p ¢emberi I inversiyonu ile sabit kalsm. I¢y, ¢ nun icindeki ve disindaki

noktalar1 degistirir. p ¢emberinin ¢ ¢emberini S ve T gibi iki noktada kesistiklerini
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kabul edelim. /¢, inversiyonu, p ve C'S, C'T" dogrularini sabit biraktigindan dolay1, /¢
ile S ve T noktalar1 sabit kalir. P, p ¢gemberinin herhangi bir noktas1 ise bu takdirde,

@, p cemberi ile C'P keseninin kesim noktasidir.

CPCQ = CT? = k?

oldugundan,

cpP cT

cT  CQ
sonucu ortaya ¢ikar. Buradan C'PT ve CT( iiggenleri benzerdir. Ayrica,

CTP = CQT
ve Onerme 3.1.1 den, (Sekil 3.1.5) T noktasmdan gecen p ve ¢ cemberleri birbirlerine
ortogonaldir (Sénmez 2006).

Sekil 3.1.5 Ortogonal cemberler

Inversiyonlar kat: hareketler degildirler. Ancak inversiyonlar kati hareketler ile cok
onemli bir 6zellik paylagirlar. Her iki doniisiim de acilarin 6lgiistinii korur. Diizgiin
dogrular genel olarak yaylara doniistiiriildiigii icin inversiyonlar acilari aynen koru-
mazlar. Ancak inversiyonlar verilen herhangi bir agiyr aym olgiiye sahip bagka bir

aclya doniigtiirebilirler. Bu arada inversiyonlarin agilarin yonlerini ters gevirdigine
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dikkat edilmesi gerekir. Bu yiizden inversiyonlarin acilar1 korudugu soylendiginde isaret

degismesine ragmen igaretsiz 6l¢iimiin korundugu kastedilecektir (Stahl 1993).

Tanim 3.1.3. w = f(z) doéniisiimii bir 2o noktasindan gegen egrilerin arasindaki agilar
ve agilarin yonlerini koruyor ise bu doniisiime 2y noktasindaki konformal doniigiim denir

(Int.Kyn.3).

Bu tezde konformal terimi ac1 6l¢iisiinii koruyan anlaminda kullanilacaktir.

Sekil 3.1.6 Konformal doniigiim

Teorem 3.1.2. Inversiyonlar diizlemin konformal doniistimleridir.

Ispat. Ic i, bir inversiyon olsun. Kutup noktasi C' ve kutup ekseni x-ekseni alarak bir

kutupsal koordinat sistemi olugturalim.

r = f(0) a<0<p

0<p



olan h' egrisine doniistiiriir. Kutupsal koordinat sisteminde bir P noktasi alalim ve
P noktasindaki o agis1 r = f;(0) (i = 1,2) denklemleri ile gosterilen h; kenarlarma
sahip olsun (Sekil 3.1.6). I¢y inversiyonunun P, hy ve hy yi sirasiyla Pj, j; ve ja ye

doniistirdiigiinii kabul edelim. Burada j; goriintii egrileri,

k2
G
denklemine sahiptirler. Herhangi bir 7 = f() egrisi tizerindeki P noktasi i¢in C'P

ro= Fi0) = i=1,2

yaricap vektoriinden P noktasindaki teget dogruya kadar olan aci

tany = =
dir. Sonug olarak,
Fo_ R/h &

T
olup ¢, =1 — 1, ve ¢, = ™ — ,dir. Bu esitlikler,

tan¢g, = = —tany,

A= =@y = (M=) —(T—1h) = Y-t = —a
yi verir (Stahl 1993).

Cember ve diiz dogrular arasindaki acilarla ilgili bazi 6zel durumlar vardir:
(1) Cember ve cemberin teget dogrusu arasindaki aci daima 0° dur.
(2) Eger iki cember birbirini 0° aciyla kesiyor ise bu ¢emberlerin teget dogrular:

ortaktir.

Onerme 3.1.4. k; ve ko ya iki cember veya bir ¢cember ve bir diiz dogru ya da iki diiz
dogru olsun. k; ve ky nin bir inversiyon altindaki k;Nl ve kNQ goriintiileri arasindaki aci

ky ve ko arasindaki aciya esittir.

Ispat. ki ve ky nin iki diiz dogru oldugu kabul edilsin. Eger inversiyonun merkezi k;
ve ko nin kesigim noktasi ile gakigir ise /<;~1 = ki ve kNQ = ko olur. Buradan, agilarin

korundugu soylenebilir. Genelligi bozmaksizin inversiyon merkezi olan O noktasimin k;
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tizerinde olmadigini kabul edelim. /;1, O noktasindaki teget dogrusu k; e paralel olan ve
O noktasindan gegen bir gemberdir (Teorem 3.1.1). l%;, ya ko dir ya da O noktasindaki
teget dogrusu ks e paralel olan ve O noktasindan gegen bir cemberdir. O noktasinda lgl
in teget dogrusu k; e ve l;:; in teget dogrusu k; e paralel oldugundan k; ve k5 arasindaki

aq1 k; ve ko arasmdaki agi ile aymdir (Sekil 3.1.7).

Sekil 3.1.7 Inversiyonlar altinda acilarin korunumu

Simdi %y ve ko den en az birinin cember oldugunu kabul edelim. Burada k; bir cember
olsun. [y ve ls, k1 ve ky nin kesigim noktasinda sirasiyla k; ve ko nin tegetleri olsun.
ko nin dogru olmasi1 durumunda ky = [y dir. lgl ve l: nin bir tek ortak noktalar:
oldugu i¢in bu noktadaki ki ve l; nin teget dogrulari da ortaktir. Yani ki ve Iy sifir
aciyla kesigmelidir. Benzer sekilde ]fizl\; —= 0" dir. Yani bir 6nceki duruma gore [; ve I,
arasindaki ac1 I ve l, arasmdaki agl ile aynidir.

Fiky = Dy = Ll = kik

(Int.Kyn.1).
Simdi inversiyonlarin uygulamasini iceren énermeler verilecektir.
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Onerme 3.1.5. Ic ), inversiyonu P ve () noktalarii P' ve (' noktalarina dontistiirsiin.

Bu taktirde,

k2.PQ

PIQ\ —

CPCQ

dir.

Sekil 3.1.8 Kirigler dortgeni

Ispat. Ik olarak C, P, Q noktalarmm dogrudas olmadiklarim kabul edelim. Onerme
3.1.2 den,

CPCP = K = CQ.CQ

esitligi elde edilir. Boylece,

cQ ~— CP
dir. A CPQ ve A CQ'P' iiggenleri benzerdir. Sonug olarak,

cP_ cqQ
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PQ  CQ  CQOQ K
PQ ~ CP ~ CPCQ ~ CPCQ

dir.
C, P, Q noktalarmm dogrudas olduklarini kabul edelim. Onerme 3.1.2 den,

CPOP = K = 0Q.CQ

esitligi elde edilir. C'— P — @) ve C' — Q' — P' arasindaki oran korunacagindan,

PQ  CQ  CQROQ K
PQ ~ CP ~ CPCQ ~ CPCQ

dir.

Onerme 3.1.6. Bir kirisler dortgeninde kosegenlerin carpim karsilikli kenarlarim

carpimlarinin toplamina esittir.

Ispat. ABCD, k capli cember icerisine cizilen bir kirigler dértgeni olsun (Sekil 3.1.8).
Teorem 3.1.1 e gore 4 inversiyonu bu ¢emberi ¢embere teget olan bir dogruya ve B,
C, D noktalarin teget dogrusu iizerindeki B', C", D' noktalarina doniistiiriir. Buradan

B'C'+C'D' = B'D' dir. Onerme 3.1.5 e gore

k2.BC N k2.CD k2.BD
AB.AC ~ AC.AD  AB.AD

ya da

BC.AD+CD.AB = BD.AC

dir ( Stahl 1993).
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3.2 H-Diizleminde Yansimalar

Hiperbolik yansimalar 6klid yansimalarin hiperbolik benzerleridir.

Tanmim 3.2.1. g diizlemde herhangi bir dogru olmak {iizere g nin her noktasini kendi-
sine ve diizlemin diger her bir noktasini g ye gore simetrigi olan noktaya doniistiiren
bir doniisiime bir yansima, daha baska bir ifadeyle, g ye gdre bir yansima denir. g

dogrusuna da bu yansimanin ekseni denir.

1l
+

Sekil 3.2.1 Oklid diizleminde yansima

Sekil 3.2.1de P, @), R noktalar1 dogrudas degildir. Bu noktalarin g ye gore yansimalari,
sirast ile, P', @', R' dir. g dogrusu PP', QQ', RR' yi dik kesmektedir (Hacisalihoglu
1998).
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Sekil 3.2.2 H-diizlemindeki hiperbolik yansima

H-diizlemindeki hiperbolik yansimalar ©6klid yansimalarin hiperbolik benzerleridir.
H-diizleminde hiperbolik yansimalar ya diiz bir jeodezikteki 6klid yansima ya da merkezi

x-ekseni {izerinde bulunan egri jeodezikteki bir inversiyondur.

(1) Hiperbolik yansima diiz jeodezikteki bir 6klid yansima olsun. Sekil 3.2.2 de birinci
sekildeki p,, yansimasini dikkate alalim. p,, in yansima ekseni, x-eksenindeki M nok-
tasindan gegen diiz m jeodezigidir. P iist yar1 diizlemde herhangi bir nokta, p de bu P
noktasindan gecen ve merkezi M olan egri jeodezik olsun. p ve m jeodezikleri A kesigim
noktasinda dik olduklarmdan p,,(p) = p dir ( Onerme 3.1.3) ve P' = p,,(P) goriintii
noktasi p jeodezigi tizerindedir. Bu nedenle p,, bir hiperbolik harekettir. PA ve PA'
jeodezik parcalari esit hiperbolik uzunluga sahiptirler. Sonug¢ olarak m jeodezigi, P
noktasi ve bu noktanin P' = p, (P) goriintiisiinden gegen jeodezik parganin hiperbolik

orta dikmesidir.

(2) Hiperbolik yansima, x-ekseni iizerinde merkezi bulunan bir inversiyon olsun.
x-ekseni {izerinde herhangi bir C' noktasim alalim. I¢, inversiyonun dan olusan hiper-
bolik yansima incelenecektir. Bu inversiyon C' merkezli k yarigapl g egri jeodezigindeki
her noktay1 sabit biraktigindan dolay1 /¢, nin ekseni olarak bu jeodezik alinabilir. Her-

hangi @ noktasi i¢in Q' = I¢(Q) olsun. @ noktasindan gegen ve g ye B noktasinda dik
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olan bir ¢ jeodezigini alahm. I¢(q) = ¢ dir (Onerme 3.1.3) ve Q' noktasi ¢ jeodeziginin
tizerindedir. Bu nedenle /¢ inversiyonu bir hiperbolik harekettir. QB ve QB' jeodezik
parcalar esit hiperbolik uzunluga sahiptirler. Sonug olarak g jeodezigi, () noktas1 ve bu
noktanin goriintiisii olan Q' = I (@) noktasindan gegen jeodezik pargasinin hiperbolik

orta dikmesidir (Stahl 1993).
Simdi oklid yansimalar ile ilgili baz1 teoremleri inceleyecegiz.

Teorem 3.2.1. Yansimalar acilarin yoniinii ters ceviren hareketlerdir. Bir yansima
ekseni iizerindeki noktalardan bagka hi¢ bir noktayi sabit birakmaz. Bir yansima

ekseninden ve eksenine dik olan dogrulardan bagka hicbir dogruyu sabit birakmaz.

Ispat. Bir yansimanm diizlemde birebir bir doniigiim oldugu aciktir. Hatta Sekil 3.2.1
den yansimanin uzakligi korudugu da gosterilebilir. O halde bir yansima bir harekettir.
Her noktanin eksene gore yansimisi eksene gore simetrigi oldugundan, her aginin yonii
tersi olur. O halde Sekil 3.2.1 de PQ R agisinin yonii pozitif ise goriintiisii olan P'Q'R'
agisinin yonii negatiftir. Ekseni g olan bir yansimada ¢ nin noktalar: sabit noktalardir.
Ayrica g dogrusu ve g ye dik olan biitiin dogrular da sabit dogrulardir, g ye gore simetrik

olan gekil de yansimada sabit kalir (Hacisalihoglu 1998).

Teorem 3.2.2. ki noktay1 sabit birakan bir izometri bir yansima ya da bir birim

doniisiimdiir.

Ispat. m dogrusu iizerindeki P ve Q noktalarimi sabit birakan bir o izometrisini
diisiinelim. « izometrisi i¢in iki durum vardir. « izometrisi ya ¢ ya da o,, yansimasidir.
a = 1 ise noktalarin sabit kaldig1 agikardir. o # ¢ olsun. a = o, oldugunu gosterelim.
Eger o # 1 ise Teorem 3.1 ye gore « tarafindan sabit birakilmayan bir R noktasi vardir.
Bu yiizden R noktasi m dogrusunun digindadir ve P, ), R noktalar1 dogrudas olmayan
ii¢ noktadir. R' = a(R) olsun. « bir izometri oldugu igin PR = PR' ve QR = QR' dir.
P ve () nun herbiri R ve R' den egit uzakliktaki noktalarin geometrik yeri oldugundan

m dogrusu RR' niin orta dikmesidir. Sonug olarak o (R) = R = o, (R) dir. Aym
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zamanda « (P) = P = 0,, (P) ve a(Q) = Q = 0, (Q) dir. Teorem 3.3 e gore o = oy,
elde edilir (Martin 1982).

Simdi yansimalarin bilegkesiyle ilgili baz1 teoremlerden bahsedecegiz.

g dogrusuna gore bir o, yansimasin bir bagka /i dogrusuna gore bir o), yansimasi takip
etsin. o4 , 05, yansimalar acilarm yonlerini ters cevireceklerinden bunlarin bilegkeleri

olan doniigiim de agilarin yonlerini korumusg olur (Hacisalihoglu 1998).
Teorem 3.2.3.Tek bir noktay1 sabit birakan izometri iki yansimanin bir bilegkesidir.

Ispat. Bir « izometrisinin bir tek C' noktasmi sabit biraktigim kabul edelim. P
noktasi C' den farkli bir nokta, o (P) = P' ve m dogrusu PP' niin orta dikmesi olsun.
a bir izometri oldugu i¢gin CP = CP' dir. Bu durumda C' noktasit m dogrusunun
iizerindedir. Bu yiizden o, (C) = C ve o, (P') = P dir. 0, (C) = 0, (C) = C ve
oma(P) = 0, (P') = P dir. Teorem 3.2.2 e gore | = CP olmak iizere OmQ = 1 ya
da 0, = o; dir. Ancak o,,a # @ dir. Yoksa «a, 0, olurdu ve C den basgka noktalari
da sabit birakirdi. Bu yiizden bazi [ dogrusu i¢in o,,a = o; dir. Bu esitligin iki tarafi

soldan o, ile carpildiginda o = 7,,,0; elde edilir.

Herhangi m dogrusu i¢in ©» = 0,,0,, oldugundan 6nceki iki teoremin bir sonucu olarak

asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.2.4. Bir noktay1 sabit birakan bir izometri en fazla iki yansimanin bir

bilegkesidir.

Teorem 3.2.5. Yansimalarin bilegkesi bir izometridir. Her izometri en fazla ii¢ yansi-

manin bilegkesidir.

Ispat. Kabul edelim ki 6zdes olmayan bir « izometrisi P noktasim farkli Q noktasma
doniistiirstin. m dogrusu da PQ nun orta dikmesi olsun. o,,a izometrisi P noktasini
sabit birakir. Teorem 3.2.4 ye gire o, nin en fazla iki yansimanin bilegkesi olmasi
gerekir. Bu iki yansimanin bilegkesine 5 denilsin. Béylece o« = 0,8 dir ve « en fazla

ii¢ yansimanin bilegkesidir (Martin 1982).
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Sekil 3.2.3 Uc izometri ile AABC ~ ADEF gosterimi

Oklid diizlemde iki ticgenin kose noktalar1 arasinda birebir bir esleme verilsin. Eger
birinci tiggenin iki kenar1 ve aralarindaki aci, ikinci iiggenin kargilik gelen kenarlarina
ve aglya es ise bu iki tiggen K.A.K’a (kenar-agi-kenar) gore egtir. Bu iki eg ii¢cgen en fazla
ii¢ yansima ile meydana gelir. Poincaré yari-diizlemde ii¢ izometri ile AABC~ ADEF

oldugu gosterilebilir (Sekil 3.2.3). Buna bagh olarak agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.6. Her hiperbolik kat1 hareket en fazla ii¢ hiperbolik yansimanin bir
bilegkesidir (Stahl 1993).

Simdi egik jeodezikteki hiperbolik yansimalarda kolaylik saglamasi agisindan kompleks

sayilarla ilgili baz1 tanim ve teoremleri verelim.

Tanmim 3.2.2. Oklid diizlemdeki her bir (x,y) noktasi z = x + iy olarak ifade edilirse
bu z sayisina kompleks sayr denir. Komplek sayilar kiimesi C ile ifade edilir. z(x,y) ,
z = x + 1y kompleks sayisina karsgilik gelen nokta olsun. z dogru parcasinin uzunluguna

z nin moduld denir.

35



NG

ile gosterilir. z nin argiiment:

arg(z) = arctan y
T

olarak gosterilir. # , 0 < 6 < 7 olmak iizere bir ac1 olsun. Modiilii 1, argiimenti 6 olan

kompleks say1

e = cosf + isinf

ve r bir reel say1 olmak iizere modiilii r , argiimenti 6§ olan kompleks sayiy1

re® = r (cosf 4 isin 0)

olarak gosteririz.

Tanim 3.2.3. Eger z = x + iy bir kompleks say1 ise x — iy sayis1 bu kompleks sayimin

eslenegidir denir. 7 ile gosterilir.

Z nin egleneginin de z oldugunu goérmek kolaydir. Her kompleks say1 ve eslenegi
x-eksenine gore simetriktir. Diger bir deyisle, f(z) = Z fonksiyonu x-ekseninde p,

yansimasidir (Stahl 1993).

Tanim 3.2.4. a, b, ¢, d € C ve z € C, olmak {izere

T:Chr — Cy

az+0b d

gz—l—d ’ Z#_E

T(z) =<K - , 2=00 ad — bc # oo

c

d

00 , 2= ——

c

bi¢iminde ifade edilebilen doniisiimlere mébitis doniisiimleri denir. Kisaca;

36



_az—l—b
ez +4d

T(z)

ye bir mébiiis dondigimii denir (Bagkan 2005).
Teorem 3.2.7. Mobiiis doniisiimii grubu {ist yar1 diizlemi sabit birakir.

Ispat. a, b, ¢, d € C ve z € Co, olmak iizere

(az + )
(cz +d)

T(z) =

(az+0b) cz+d
(cz+d) cz+d

aczZ + bd + adz + bcz
|z + d|?

(ad —be)y
|z + d|?

¥y
|z + d|?

lcz 4 d)* > 0, y > 0 oldugundan; Im(T(z)) > 0 dir (Yalgér 2007).

II. tip dogrular olan egri jeodezikteki hiperbolik yansimalar, merkezi x-ekseni {izerinde
olan inversiyonlardir. Simdi H-diizlemde egik jeodezikteki yansimalarin kompleks sayilarla

ifadesini verelim.

Onerme 3.2.1. Iy, inversiyonunu alalim ve bu inversiyon

Iog(2) =2

olsun.

arg(z') = arg(z)
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ve

2] 2| = K

olmak {izere

k2
Z‘ = 107]9(2') = E

dir. Bu denklem O merkezli k& yarigaph hiperbolik yar1 ¢emberde (egri jeodezikte) bir
hiperbolik yansimadir.

Onerme 3.2.2. A(a,0) merkezli k yaricapli hiperbolik cemberlerde yansima

kQ
[A,k(z) = E_a—i—a

dir.
Teorem 3.2.8. H-diizleminde hiperbolik yansimalar hiperbolik uzakligi korurlar.

ispat.
Durum 1. I tipindeki dogruda yansima icin m, x = c¢ esitligine sahip bir dogru olsun.

(x1,11) ve (22, y2) noktalarimin m dogrusuna gore simetri olmasi igin gerek ve yeter sart

T1+ X .
c= 5 ve y; = yo dir.

Eger a <t < b olmak iizere v, [u(t),v(t)] olarak verilen herhangi bir egri ise p,,(7),
[2¢ — u(t),v(t)] olan bir egridir. Simdi

v boyunca :dx =u/(t)dt dy = v'(t)dt

Pm(7) boyunca : dx = —u'(t)dt dy =v'(t)dt

dir. Buradan hem ~ hem de p,,() hiperbolik uzunluk olarak,

/” w?(t) +v2(t)
@ v(t)
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ortak degere sahiptirler.

Durum 2. II tipindeki dogruda yansima icin I¢ bir inversiyon olsun. h egrisinin

hiperbolik uzunlugu

/\/d:c2 + dy?
h Y

dir. Kutup noktasini C' ve kutup eksenini x-ekseni alarak bir kutupsal koordinat sistemi

olugturalim. Kartezyen koordinatlar kutupsal koordinatlara doniigtiiriildiigiinde

x = c+rcosl
y = rsinf
yazilabilir. Buna gore,
(cil_z = %COSQvLTdZO;e = r'cosf —rsinf
% = %sin&—i—rdige = r'sinf + rcosf

dir. Bundan dolayn,
de? +dy? = (r'cosf —rsin6)®d6® + (r'sin 6 + r cos 0)* db>
= [r?(cos? @ + sin® @) + 2rr' (cos fsin — sin 6 cos §)
+72 (sin® 0 + cos? )]d6?

= (1?4 1r?) do?

dir. h egrisini,
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denklemi ile ifade edelim. I, inversiyonu h yi

r = F#) = 0 <

olarak verilen h' egrisine doniistiiriir. Buradan,

dy () = / VI

rsind

B F12 4 F2
— / —‘+dg
o F'sind

) /ﬁ VR P+ 02/ )
/. k2sin )/ f

3

fsinf

= [XY T
h

rsin @

= du (h)
dir (Stahl 1993).

Tanim 3.2.5. Diizlemde verilen bir noktadan egit uzaklikta bulunan noktalar kiimesine

cember denir.

Diizlemde verilen M = (m,n) (¢emberin merkezi) noktasindan r (r € R , r > 0 ¢em-
berin yaricap1 ) birim uzaklikta bulunan degisken nokta X = (z,y) olsun. {X : |MR| =r}

noktalar kiimesi bir cember belirtir ve bu cemberin denklemi

(x—m)* = (y—n)’ =+

seklindedir (Salihova 2006).
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Simdi hiperbolik yansimalardan faydalanarak bir ¢klid gemberinin bir hiperbolik cember

oldugunu gosterelim.

Teorem 3.2.9. Ust yar diizlemdeki her oklid cember ayni zamanda bir hiperbolik

cemberdir.

Ispat. ¢, O merkezli ve x-eksenine dik BC ¢apli bir 6klid cember olsun (Sekil 3.2.4).
Eger ¢ nun ayni1 zamanda hiperbolik cember oldugu ispatlanirsa, bu hiperbolik cemberin

A hiperbolik merkezi, BC' dogru pargasinin hiperbolik orta noktas ise

MA = VMB.MC (3.2.1)

olur. Simdi A dan gecen her p jeodeziginin, ¢ nun icini iki hiperbolik es parcaya
boldiigiinti gosterelim. Bu hiperbolik eslik, I, hiperbolik yansimasi olup, yani p nin

her noktasi sabit birakan bir yansimadir.

Sekil 3.2.4 Oklid ve hiperbolik cember gosterimi

Onerme 3.1.3 e gore p ve ¢ nun dik olmasi icin ancak ve ancak ¢ merkezil cemberindeki

hiperbolik yansimanin p ¢emberini sabit birakmasini gerektirmekteydi. Bu nedenle &
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s1 ¢ nun oklid yarigap: olan p yi sabit birakan o inversiyonunun oldugunu ispatlamak
gerekir. Tabii ki Ip ) inversiyonu p ve ¢ nun E ve F' kesisim noktalarimi sabit birakr.
Iok(p), E ve F yi kapsayan bir gember olmasi nedeniyle, simdi A' = Ip;(A) nmn
p iizerinde oldugunu gosterelim. Bunun igin A ve A' niin x-eksenine gore simetrik

oldugunu gostermek yeterdir.

O = (.,b) ise bu takdirde B = (.,b+ k), C = (.,b — k) ve (3.2.1) den,

A = (WE—R)

olur. Buradan A' niin ordinati, A nin ordinatinin negatifi olan,

]{32
M—-—0A = b— —
O O b OA
]{32
_= b——
b— b2 — k2
_ k2 b+ V02— k2
b— VB2 — k2 b+ Vb2 — k2
_ k2 (b+ Vb2 — k?)
- b2 — (12 — k?)
_ k2 (b+ Vb2 — k?)
- - 2

k

= b— (b+ V2 —k?)

- VR
ifadesine esittir. Sonug olarak A', p = I (p) olacak sekilde p ve Ip j (p) nin iizerindedir.
Bunun anlami p ve ¢ ortogonaldir ve bu nedenle ¢ = I (¢) dur. Diger bir deyisle,
A dan gegen her diiz jeodezik, ¢ yu iki hiperbolik es pargaya ayirir. p, A dan gectigi

siirece, AE yayimin hiperbolik uzunlugu sabittir.
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AF nin AC iizerine doniisiimii ise, hiperbolik yansimayla bulunur. G, x-ekseni ile p
nin kesigsimi ve n, G merkezli ve A dan gegen egik jeodezik olsun. [,(A) = A ve
I,(A") = A" oldugundan dolay1 I,,(p) = BM olur. Bununla birlikte ispatin ilk kismina
bakarak I,,(¢) = ¢ ve sonug olarak I,, nin g ve p nin kesigimi olan F yi, ¢ ve BM nin
kesigimi olan C' iizerine doniigtiirdiigiinii séyleyebiliriz. Ayrica G ile diger kesigim de,
E noktasimmi B ye doniigtiiriir. Bu durumda su sonuca varilir; AE yaymin hiperbolik

uzunlugu sabittir ve bu nedenle ¢, A merkezli hiperbolik ¢cemberdir.

Onerme 3.2.3. (h, k) 6klid merkezli ve r ¢klid yaricapli bir cember

Heh | KeViZ—r2 . Relmhtr
2 k—r

veya

h=H , k= Kcosh(R) , r= Ksinh(R)

olan (H, K) hiperbolik merkezli ve R hiperbolik yarigapli gemberdir (Sekil 3.2.5).

|
M, e /

N\ | / _
Hiperbalik &}7‘— tklid merkez

merkez \;;"
o
r——
\_\ A

Sekil 3.2.5 Oklid ve hiperbolik merkezlerin gosterimi

Ispat. B ve C, (h,k) cemberinin merkezinden gecen dogrunun alt ve tist noktalar:
olsun. B ve C nin koordinatlarmin (h, k + r) ve (h, k — r) oldugu agiktir. Bu takdirde

Onerme 2.4 ten

1. k+r
= -1
i 2nk—7“

dir. K hiperbolik orta nokta oldugundan,
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K = Jk+r)(k—7r) = Vk2—1r2

dir. Ayrica H = h oldugu da asikardir.

Diger taraftan, R nin esitinden,

k e+ 1

—_ — et h

. T coth(R)
yazabiliriz.
Bu ifade, K? = k? — r? olacak sekilde ¢oziiliirse,

K2
r? = ————— = KZ%sinh®(R)
coth® (R) — 1
ve
k* = K?+4+r? = K?[1+sinh*(R)] = KZ2cosh®(R)

bulunur.

Sonug 3.2.1. Her hiperbolik cember aynm1 zamanda 6klid ¢emberdir.

Onerme 3.2.4. Oklid diizlemindeki cember denklemi,

(@=h)*+ -k =

seklindedir. Poincaré yar1 diizlemindeki ¢cemberin analitik denklemi ise,

2 +y*—2Hz — 2K cosh (R)y+ H>+ K* = 0

dir.

Ispat. (h,k) oklid cemberin merkezi ise, H-diizleminde,

h=H , k= Kcosh(R) , r= Ksinh(R)
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ifadesini oklid diizlemdeki ¢gember denkleminde yerine yazarak, H diizlemindeki ¢cem-

berin analitik denkleminin

(= h)* + (y — k)* = r?

(x — H)* + (y — K cosh (R))* = (K sinh (R))*

x? — 2Hx + H? 4 y? — 2K cosh (R) y + K? cosh? (R) = K?sinh? (R)

1? — 2Hz + H? + y* — 2K cosh (R) y + K? (cosh® (R) — sinh® (R)) = 0
2?2 —2Hz + H? + y* — 2K cosh (R)y + K* =0

2?2 +y* —2Hz — 2K cosh (R)y + H*> + K? =0

oldugu sonucuna variriz (Sénmez 2006).

Oklid diizleminde 7 say1s1 énemli bir rol oynamaktadir. Bu sabit say1 ¢klid diizleminde

¢emberin ¢evre uzunlugunun c¢apina oranina esit olmasina ragmen, H-diizleminde fark-

hdar.

Ornek 3.2.1. Uzerinde keyfi bir P (z,y) noktas: verilen C (h, k) ¢klid merkezli ve r

oklid yaricapli ¢ gemberinin hiperbolik uzunlugunu bulunuz.
Coziim. C (h, k) oklid merkezli ve r 6klid yarigaplh ¢ gemberinin denklemi

(=R +(y—k)* =

dir. P (z,y), ¢ gemberi iizerinde keyfi bir nokta ve ¢, C'P yarigapimin x-ekseni ile pozitif

yonde yaptigl act olsun. Buradan ¢emberin parametrik denklemi,

x = h+rcost y = k+rsint
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olur ve

olmak iizere

ve

dir (Stahl 1993).

dr =

—rsint dt

dy

arctan x + arctan —

B /\/dxz—i—dgﬂ
q Yy

B 2/“/2 rdt
B _xj2k +rsint

X

= rcost dt

(B

= arctan
k2 -
B 2rr
- L2 _ 2
2rr
dr(q) . k2 — r2
2R | k+r
"E—r
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3.3 H-Diizleminde Otelemeler

Oklid diizleminde oldugu gibi H-diizleminde de 6telemeler eksenleri kesismeyen iki yan-
stmanin bilegkesidir. I. tip dogrular diiz jeodezikler oldugundan dolay1 diiz jeodezikteki

otelemeler Oklid diizlemdeki 6telemelerin aynisidir.

Tanim 3.3.1. Bir 6teleme hareketi, denklemleri,

r = x+4+a

olan bir doniistimdiir; burada a ve b herhangi reel sayilardir.

O

)-f"";

Sekil 3.3.1 Oklid diizlemde 6teleme

Eger a =0 =0 ise (3.3.1) denklemleri = ', y = ' 6zdesligine indirgenir. O halde ©

ozdeslik elemani 6telemeler ciimlesine dahildir.

Herhangi bir P noktasindan baglayarak bir P' noktasina su sekilde gidilebilir: (3.3.1)

denklemlerine gore Ox eksenine paralel olarak a birim kadar ve Oy eksenine paralel
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olarak b birim kadar gidilir. a ve b nin igsaretleri gidilecek yonleri belirtirler. Sekil 3.3.1

dea < 0veb<0dir.

—
Eger doniisiim ¢ degilse, P' niin P ye goére durumu, dteleme vektori denen, PP' vektorii
— —

ile belirtilir, 6telemenin uzunlugu PP' niin boyu ile belirtilir. PP' niin boyu v/ a? + b?

ve dogrultusu 0 = @ acist ile verilir. Burada 6 agisina dtelemenin dogrultusu denir.

. % . . H . .
Bir oteleme vektoriine PP' denirse bu tteleme vektoriiniin tersine P'P denir. Yani
otelemenin tersi mevcuttur. Oteleme ve tersi aym dogrultuda, fakat ters yondedir ve

uzunluklar1 aynidir (Hacisalihoglu 1998).
Agagida egri jeodezikteki dtelemeler kompleks sayilarla ifade edelicektir.

20 = a + b iist yar1 diizlemde herhangi bir say1 olmak tizere

mobiiis doniigiimii zg 1 ¢ ye tasiyan bir hiperbolik 6telemedir. Bu doéniisiimiin tersi

fY2) = bz+a

olup ¢ noktasim zy a tasir. Boylece, H-diizlemde herhangi bir z; = ¢ + id noktasi

verildiginde

z—a dz + (bc — ad)
d =
( b )*C 0z 1 b

bilegkesi zg 1 21 e tagiyan bir hiperbolik kat1 hareket olur.

Ornek 3.3.1. 2z, = 2 — 3i noktasimi z; = 3 + 4i ye tasiyan hiperbolik 6telemenin

denklemini yaziniz.
Coziim. zy =2 — 3¢ ve z; = 3 + 4i olmak iizere

4z 4 (—3.3 — 2.4) 4z — 17
—3 —3
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20 1 21 a tagiyan bir hiperbolik kat1 harekettir.

Ornek 3.3.2. B (—1,0) olmak iizere T' = I 4 0 Ip 2 nin dteleme oldugunu gosteriniz

( Sekil 3.3.2). 1+ ¢ ve 3i noktalarinin 7" altindaki goriintiilerini bulunuz.

Coziim.
T() 7 I () 42 15z — 4
— o = — =
z B4 0,2\% 92 s+ 4
—+1
z
1574+ 11
T(1 =
(1+4) i+5
457 — 4
T(31) =
(30) 3i 1 4

olarak verilen bu bilegke yansimalarin eksenleri kesismedigi i¢in bir hiperbolik 6telemedir.
Bu da o6klid 6telemelerinin hiperbolik benzerleridir. 7"(1 + ) ve T"(3i) nin ilk birkag
degeri Sekil 3.3.2 de gosterilmigtir. Bu noktalarin x-ekseni tizerinde ayni noktaya dogru

yakinsar.

+ 113

El T(1+)

Sekil 3.3.2 H-diizlemindeki hiperbolik 6teleme
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Buradan, 6telemelerin bilegkesinin bir 6teleme oldugu sdylenebilir.
Teorem 3.3.1. H-diizleminde 6telemeler hiperbolik uzakligi korurlar.

Ispat. 7 bir 6teleme olsun. Herhangi h sabit sayisi icin

7(z,y) = (z + h,y)
dir. @ <t < b olmak iizere vy, [u(t),v(t)] olarak verilen herhangi bir egri ise 7(7),

[u(t) + h,v(t)] seklinde herhangi bir egri olacaktir. Hem ~ hem de 7(7) egrilerinde,

dx = u'(t)dt dy = v'(t)dt

dir. Sonug olarak hem v hem de 7(7),

/b\/uQ(t) +v2(t) "
a v(t)

hiperbolik uzunluguna sahiptirler (Stahl 1993).

3.4 H- Diizleminde Dénmeler

Hiperbolik donmeler ¢klid dénmelerin hiperbolik benzerleridir. Bunlar:

(1) Oklid dénmelerin aymisi olan diiz jeodezikteki dénmeler ile egri jeodezikteki
donmeler kesigen iki dogrudaki yansimalarin bilegkesiyle olusur.

(2) Kesigen iki dogrudaki dénmelerin merkezi, hem diiz hem de egri jeodezikte
kesigen dogrularin kesim noktasidir.

(3) Diiz jeodezikteki donmelerin acisi ile egri jeodezikteki donmelerin agisisi, kesigen

iki dogru arasindaki agiin iki katidir (Stahl 1993).

Tanim 3.4.1. Diizlemin bir noktas1t A ve radyanlar1 gosteren bir say1 « olsun. A

noktasini kendisine ve diizlemin diger bir noktasi olan P noktasini P' ne doéniistiiren o
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—_ —_— —
sekilde bir doniigiim alalim ki AP = AP' ve PAP' = « olsun. Bu sekildeki doniigiime
A noktas: etrafinda o kadar bir donme denir. A noktasina bu donmenin merkezi ve o

acisina da donme ag¢ist denir.

[n ]
1] ﬂ’
A
Sekil 3.4.1 Oklid diizleminde dénme

A noktasindan AP uzakhiginda bulunan bir P noktasi (Sekil 3.4.1), AP dogru parcasinin
A etrafindaki o agis1 kadar dénmesiyle bir tek P' noktasina doniigiir. Asikardir ki
diizlemin her bir noktasi tek bir noktanin resmidir. O halde bir dénme, AQ = AQ' ve
P/AZQ = m‘ oldugundan AP(Q) ve AP'Q)' iicgenlerinden P(Q) = P'Q)' dir; dolayisiyla
donme, uzakhigi korur. Ayni sey, A, P, () noktalarinin aym dogru iizerinde olmalari

halinde de dogrudur.
Burada, donmeler R ile ifade edilecektir.

Merkezi A olan bir ¢gemberin noktalar1 yine ¢emberin noktalarina doéniigiirler. A dan
gecen dogrular yine A dan gegen dogrulara doniisiirler; ilk dogru ile goriintiisii arasin-

daki ag1 a dir. Dénmeler agilarin yonlerini korur.

Eger a = 0, 27, 47 veya 27 nin herhangi tam kati ise R bir 6zdeslik doniigiimdiir.

Benzer gekilde o = (2k + 1) 7 donme agisina sahip olan biitiin donmeler ayni doniigtimii
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yaparlar, burada k herhangi bir tam sayidir. O halde k£ = 0 oldugu zaman o = 7 dir

ve k = —1 oldugu zaman « = —7 dir. Bu iki dénme aymidir (Sekil 3.4.2).

CL=TL

Sekil 3.4.2 Oklid diizleminde dénme

Yani Sekil 3.4.2 deki gibi her iki dosnme de P noktasini ayni bir P' noktasina génderiyor.
k herhangi bir sabiti gostermek iizere genel olarak o = a; + 2k7m seklindeki biitiin

donmeler ayni doniisiimii temsil ederler.

Teorem 3.4.1. Donmeler yonii koruyan hareketlerdirler. Ozdeslik doniisiimii olmayan
donmeler dsnme merkezinden bagka bir noktay1 sabit birakmazlar. Ozdeslik doniistimii
olmayan ve donme acisi m nin tek katlar1 olmayan donmeler hi¢ bir dogruyu sabit
birakmazlar. Dénme agisi 7 nin tek katlar ise dosnme merkezinden gecen dogrular sabit

kalirlar.

Ispat. Eger R # 1 ise A tek sabit noktadir. Kabul edelim ki bir diger nokta daha
sabit olsun, bu ise a nin 27 nin bir kati1 olmasini gerektirir ve dolayisiyla R = 2 olmasi
gerekir. Eger R nin déonme agis1 7 ise A dan gegen dogrular: sabit birakir. Fakat diger
hi¢ bir dogruyu sabit birakmaz. Zira eger bir diger sabit dogru ¢ ise bu ¢ dogrusu A
dan gecen bir A dogrusunu bir B noktasinda kesmesi gerekir ve B noktasi da bu iki
sabit dogrunun kesim noktasi olarak sabit bir nokta olmasi gerekirdi; bu hal A nin bir
tek sabit nokta olmasi gergegine aykiridir. Eger R ne bir 6zdeslik doniisiimii ve ne de

7 lik bir dénme ise hig bir dogruyu sabit birakmaz (Hacisalihoglu 1998).
Simdi egri jeodezikteki donmeleri kompleks sayilar yardimiyla ifade edelim.
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H-diizlemde hiperbolik dénmenin tek bir sabit noktasi vardir. Bu sabit nokta dénme

merkezini bulmak ve diger noktalarin yerini belirlemek i¢in gereklidir.

Ornek 3.4.1.
0.z—1

1.z40

1
f(z) = - =
doniisiimii z = 7 noktas1 etrafinda donme acis1 180 olan bir hiperbolik dénmedir.
1 .
Doénmenin merkezi f(i) = —= =i dir. f(2i) = 5 = % oldugu i¢in dénmenin a¢isinin
1 i

180° oldugu goriiliir.

Merkezi ¢ noktasinda olan diger biitiin hiperbolik donmeler i¢in asagidaki lemmaya

bakiniz.

Lemma 3.4.1. H-diizlemde 6 herhangi bir ag1 olmak iizere

cosfz +sinf

fo(2) =

—sinfz + cos

mobiiis doniigiimii ¢ noktasi etrafinda donme acis1 26 olan bir hiperbolik dénmedir.
ispat.
cosfcosf —sinf (—sinf) =1>0

oldugu icin fy, H-diizlemde bir hiperbolik kat1 harekettir.

cos 0i + sin 0 i (cosf — sin 6i)

fo(i) = = =

—sin @i + cosd —sin @i + cosd

dir. fy, 7 noktasi etrafinda bir hiperbolik donmedir.
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O 0 A=(tanB,0)
Sekil 3.4.3 H-diizlemindeki hiperbolik donme

0 = nm + 7/2 oldugu zaman fy(z) = —% dir. i noktasi etrafinda donme agist 180° olan
hiperbolik donmenin tanimlanmasi Ornek 3.4.1 de gosterildi. # nin diger degerleri igin
hiperbolik dénmeyi tammlayalim. tan @ sonlu bir reel say1 olmak iizere A = (tan#,0)
olsun (Sekil 3.4.3). fp, i noktasim sabit biraktigi ve fy(0) = tan6 oldugu igin fy
hiperbolik dénmesi ¢ den O ya kadar olan diiz jeodezigi 7 den A ya kadar olan egri
jeodezige doniigtiiriir. Eger C' = (—c¢, 0), bu egri jeodezigin 6klid merkezi ise « = ZA C'i
dir. Oi nin 6klid uzunlugu 1 oldugu icin C' ¢ nin ¢klid uzunlugu csca ve ¢ = cot o dir.

CA, CO ve OA nin toplam oldugundan

csca = cota+tanf

cscay—cotar = tané
1 —cosa

————— = tané

sin o

«

tan— = tand
2

a = 20
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dir. O ve 1A arasindaki aci 20 dir ve bu ag1 fy hiperbolik dénmenin agisidir.
Simdi herhangi bir hiperbolik dénmeyi tanimlamak miimkiindiir.

Onerme 3.4.1. Merkezi a + ib ve donme acis1 26 olan hiperbolik dénme

cosfz +sin 6 zZ—a
o
—sinfz + cosf b

(bz+a)o

bilegkesidir.

Ornek 3.4.2. 1 + i noktas: etrafinda doénme acist 90° olan hiperbolik dénmenin

denklemini bulunuz.

Coziim. Onerme 3.4.1 e gore

z+1 z—1+1
1 —-1) = No ——— =
(z+ )o_z+1o(z ) (z+ )O—(z—l)—i—l
z
= 1
(= + )O—z+2
- 1
242
B 2
242

Ornek 3.4.3. A = (3,0) olmak tizere Ip o ve 144 inversiyonlarin bilegkesiyle meydana

gelen donmeyi gosteriniz. 14 ¢ noktasinin bu doniisiim altindaki goriintiisiinii bulunuz.

Coziim. [p o inversiyonu

wl | N

denklemine sahiptir ve bu denklemde 1 + ¢ noktasim

22 4 4 1+ 4+ 4q ,
. = - = = = 242
1414 1—2 1—2 142 1+1
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noktasina doniigiir. Diger taraftan A = (3,0) olmak tizere /4 4 inversiyonu

42 Lg o 3EHT
7-3 - z-3

denklemine sahiptir ve bu denklemde 1 + 7 noktasi

3
1+:—-3  —-2—3i 5

—

T+i)+7 10 — 3 —17+ 161

noktasina doniistir.

Ia4 ve Ipyo inversiyonlar: hiperbolik yansimalardir. Bu yansimalarin eksenleri kesisir

( Sekil 3.4.4). Sonug olarak R = I44 0 I bileskesi bir hiperbolik dénmedir.

4 4
Simdi bu bileske daha detayli incelenecektir. — nin egleneginin — oldugu bilindigine
z z
gore
4
3—+7
4 Tz +12
(2) a4°1o2(2) aa(z) i, a4
z

denklemi elde edilir. Bu bir hiperbolik dénme oldugu igin iist yar1 diizlemde bir tek

sabit noktasi (donme merkezi) olmasi gerekir. Simdi dénme merkezini bulalim.

Tz 4+ 12
R(z) = —3z+4 -

denklemi ¢oziilerek dénme merkezi bulunabilir.

224244 = 0
denkleminin kokleri

—1x14V/15
2

olup iist yar1 diizlemde yer alan kok

—1+4+1w/15
2
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—1+1v15
2
ve Ip o hiperbolik yansima eksenleri arasindaki ac1

dir. R = I44 0 Ip bileskesi, ,0 ) merkezli bir hiperbolik donmedir. 44

L, [AC*+0C* - 0A%\ (P22 -3 (11
o8 2.4C.0C o 9.4.2 T

dir ve hiperbolik R dénmesinin agisi

11 o
2cos™! (1_6> = 03.13...

dir (Sekil 3.4.4). Sekil 3.4.5 de i, R(:) ve R%*(i) = R(R(i)) noktalar ve Sekil 3.4.6 de
ise R" () nin bir ¢ok degeri igsaretlenmistir. R bir hiperbolik kat1 hareket oldugu i¢in C'
ve R¥(i) arasindaki hiperbolik uzaklik, R(C) = C ve R( R¥(i)) = R¥*1(i) arasindaki
hiperbolik uzakhga esittir. Bu gekilden de goriildiigii gibi R*(i) noktalar1 C' merkezli
hiperbolik ¢cember gosterir (Stahl 1993).

{-L7+16i)/5

Sekil 3.4.4 Kesigen iki egri jeodezikteki hiperbolik donme
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H2|:I] [

Sekil 3.4.6 Hiperbolik donmeler

Buradan donmelerin bilegkesinin bir dénme oldugu ve dénme merkezlerinin ayni oldugu

soylenebilir.
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3.5 Kongriians

Oklid diizlemde herhangi iki dogru veya esit uzunluklu herhangi iki dogru parcas: kendi
aralarinda kongruenttir. Herhangi iki P, P' noktasinin kongruent oldugunu goster-
mek icin P yi P' ye gonderen bir hareketin var olduguna isaret edilir. Ornegin PP’
vektoriiniin belirttigi 6teleme P noktasini P' ye resmeden bir harekettir. Benzer sek-
ilde herhangi iki g, ¢' dogrusu da kongruenttir. Gergekten g || ¢' ise iki P € ¢ ve
P' € ¢' noktalar: i¢cin PP' 6telemesi g dogrusunu ¢g' dogrusuna gonderen bir harekettir
(Sekil 3.5.1). Eger g ve ¢' bir @ noktasinda kesigirse () noktasi etrafindaki bir dénme
hareketi ile ¢ dogrusu ¢g' dogrusuna resmedilebilir (Sekil 3.5.1).

Sekil 3.5.1 Iki dogrunun kongruentligi

Uzunluklar: esit olan AB ve A'B' gibi herhangi iki dogru parcasida kongruenttir.
AB = A'B' oldugundan A, B noktalarini, sirasi ile, A', B' noktalarina gonderen bir
kat1 hareket vardir. Bu kat1 hareket AB yi A'B' ye gonderen kat1 harekettir.

Biitiin dik acilarin kongruent olduklarini gostermek icin gostermek icin kosesi A ve
kenarlar1 h, k olan bir (A, h, k) dik agisi ile kogesi A' ve kenarlari h', k' olan bir diger
(AR, k') dik agis1 almir (Sekil 3.5.2-a). h ve h' kenarlar iizerinde AB = A'B' olacak
sekilde, sirasi ile, B ve B' noktalar1 alinirsa D(A, B) = (A', B') olacak gekilde bir kati
hareket mevcut oldugundan D(h) = h' dir. Diger taraftan D hareketi yar1 dogrular
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yar1 dogrulara doniistiirdiigiinden ve dikligi korudugundan & yar1 dogrusunu da ucu A’
olan h'ye dik olan bir dogruya doniigtiiriic. Eger verilen agilar Sekil (3.5.2-a) da oldugu
gibi aym yonlii iseler D(h, k) = (h', k') olacaktir. Eger verilen agilar Sekil (3.5.2-b) deki
gibi ters yonlii iseler D yerine D'(A, B) = (A', B') olacak sekilde bir D' kargit hareketi
alimir ve yine D'(h, k) = (h', k') olur.

Kenarlar kargilikli olarak esit olan ABC' ve A'B'C" {i¢genleri kongruenttir. Gergekten
AB = A'B', BC = B'C' ve AC = A'C" oldugundan A, B, C noktalarini, sirasi ile, A',

B', C" noktalarina resmeden bir tek hareket vardir. Bu hareket M ise

M (AB,BC,AC) = AB,BC,AC

dir. Boylece M(ABC) = A'B'C" olur.

Il s

A > h A > '

v
Sekil 3.5.2 Iki acinin kongruentligi
Diizlemde f ve f'ile gosterilen iki seklin kongruent olduklarini séyleyebilmek igin f yi

f' tizerine resmeden bir hareketin var oldugunu gostermek gerekir. Bu demektir ki f

den f' ye tyle bir;

F:f—Ff
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birebir doniigiimii vardir ki bu doéniigiimde P # @, P, Q € f noktalarma F'(P) = P' ve
F(Q) = Q' olacak gekilde P' # @', P', Q' € f' kargihik gelirse PQ = P'Q' dir.

Teorem 3.5.1. Oklid diizlemde iki geometrik seklin kongruent olmasi icin gerek ve
yeter sart bu gekillerden birinin herhangi iki noktasi arasindaki uzaklik digerinin kargilik
gelen noktalar1 arasindaki uzakliga esit olmak {izere bu iki sekil arasinda birebir bir

doniigiim meveut olmasidir (Hacisalihoglu 1998).

Bir hiperbolik ii¢genin biitiin i¢ agilar1 belli ise kenar uzunluklar1 da bu acilara bagh
olarak bulunabilir. O halde hiperbolik ii¢genin karsilikli i¢ acgilari egit ise kenarlarin
hiperbolik uzunluklar1 esit olacagindan hiperbolik {icgenlerin kongruentligi ile ilgili

asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.5.2. Eger iki hiperbolik ii¢genin karsilikli agilar: esit ise bu tiggenler hiper-
bolik olarak kongruenttir (Stahl 1993).
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4 HIPERBOLIK UZAYDA iZOMETRILER

Bu tezde hiperbolik uzay, {ist yar1 diizlemdeki Poincaré yari diizlemine benzer gekilde

tanimlanan {iist yar1 uzay modelidir.

H* ={(z,y,2) € R*| 2 >0}
kiimesine hiperbolik uzay veya kisaca H? uzay1 denilmektedir.
H? te iki tip dogru (jeodezik) vardir: Diisey gemberler ve diisey dogrular. Diisey

¢emberler, merkezleri xy-diizleminde olan 6klid yar1 gember yaylari; diisey dogrular da,

xy-diizlemine dik olan 6klid dogru parcalaridir(Onerme 4.2.2).

Tamim 4.1. a <t < b olmak tizere H> te herhangi bir y (¢)egrisi verildiginde bu egrinin

hiperbolik uzunlugu

/b\/dm2+dy2+dz2 (4.1)

z

dir. Bu tanim hiperbolik uzaydaki Poincaré metrigidir.

Ornek 4.1. 1 <t < 3 olmak tizere v (t) = (3t — 1,¢ + 2,2t + 1) olarak verilen ¢klid

dogru parcasinin hiperbolik uzunlugunu bulunuz.

Coéziim. Bu, (2,3,3) ve (8,5,7) noktalarmdan gegen dogru pargasinin parametrik

denklemi

r=3t—1 y=1t+2 z=2t+1

ve

dr = 3dt dy = dt dz = 2dt

dir. Bunlar (4.1) esitliginde yerine yazildiginda verilen dogrunun hiperbolik uzunlugu,
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/3 VOdt? + d? + 4dt? /3 V14 V14
1 1

Mg = Y5
2%+ 1 2%+ 1 5

w3

olur.

Ornek 4.2. (a,b,c;) ve (a,b, c;) noktalarindan gecen 6klid dogru parcasmin hiperbolik

uzunlugunu bulunuz.

Coziim. Bu dogru parcasi,

olarak parametrelestirilirse

de =0 , dy=0 , dz=dt

dir. Bu dogrunun hiperbolik uzunlugu,

= In—=
&1

/02 VO2+02+d2 [dt co
o t )t

dir.

Ornek 4.3. t = 1 den t = 2 ye kadar olan aralikta (t) = (,¢?,¢*) egrisinin hiperbolik

uzunlugunu hesaplayiniz.

Coziim. Bu egri boyunca

de =dt , dy=2tdt , dz= 3t3dt

dir. Boylece bu egrinin hiperbolik uzunlugu

~ 2.35

21 + 442 + 94
t3
1

olur.
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Simdi H? te herhangi bir 7 egrisinin hiperbolik uzunluguyla ilgili bazi durumlar in-

celeyelim.

z = 1 diizleminde her egri i¢gin dz = 0 dir. Boylece, (4.1) denklemiyle gosterilen ~

egrisinin hiperbolik uzunlugu,

/ Vdx? 4 dy?
.
seklindeki 6klid uzunluguna doniigiir. Dolayisiyla z = 1 diizleminin hiperbolik geometrisi

ile oklid geometrisi aynidir.

Benzer olarak, z = 0 diisey diizlemindeki her egri i¢in dr = 0 dir. Bu diizlemdeki

herhangi v egrisinin hiperbolik uzunlugu

/\/dy2 + dz2
) z

dir. Uygun harflerin tekrar yazilmasindan sonra bu denklem Poincaré iist yar1 diizlem
metrigi ile aymi olur. Yani, H3 deki Poincaré metrigi x = 0, y > 0 olacak sekildeki
H-diizlemindeki Poincaré metrigine kisitlanmigtir. Benzer uygulamalar diger diizlemler

i¢cin de gegerlidir.
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Sekil 4.1 Diisey ¢ember {iizerindeki iki nokta arasindaki d;; uzaklig:

Onerme 4.1. H? te ¢, C(a,b, 0) merkezli ve r yaricapl bir diisey gember ve P ile () da
bu ¢ember iizerinde iki nokta olsun. C'P ve C'Q) dogrular1 xy-diizleminde sirasiyla o < 3

olacak gekilde a ve 3 agilar1 yapsin (Sekil 4.1). Bu takdirde, PQ yaymnin uzunlugu

csc B — cot 8

dg(P = 1]
n(P,Q) . csca — cot

dir.

Ispat. Yukarida inceledigimiz gibi H® deki Poincaré metrigini yz-iist yari diizlemine
kisitladigimizda bu diizlem iizerinde bir metrik tanimlanir. Bu metrik H-diizlemindeki

metrik ile aynidir.

Onerme 4.2. (a,b,z) ve (a,b, z5) noktalarindan gecen 6klid dogru parcasinm hiper-

bolik uzunlugu



dir.

Yukaridaki iki énerme H? iin jeodezikleri igin saglanir (Stahl 1993).

4.1 Hiperbolik Uzayda Inversiyon

Diizlemde konformal doniigiimlere benzer olarak n > 3 icin R" de bir ¢ok konformal

déniigiim vardir. Bu konformal doniigiimlerden biri kiire inversiyonudur (Blair 2000).

H? te R yaricaph hiperbolik kiire, sabit C' noktasindan R hiperbolik uzaklktaki nok-

talarin geometrik yeridir.

Ust yan diizlemde her hiperbolik cemberin bir 6klid cember oldugu gosterilmisti. Benzer
olarak H? iin her hiperbolik kiiresi de bir 6klid kiiresidir. Hiperbolik kiire su sekilde
elde edilebilir: Diigey bir cember alalim. Bu ¢ember, cemberin merkezinden gegen diisey
dogru etrafinda 180° dondiirelim. Her hiperbolik cember bir ¢klid cember ve bu dénme
hem 6klid hem de hiperbolik kati hareket oldugundan su sonug ortaya g¢ikar: Cemberin
olugturdugu yiizey hem oklid hem de hiperbolik kiiredir.

Onerme 4.1.1. (a,b,c) 6klid merkezli ve r 6klid yaricaph kiire,

1
A=a . B=b , C=v@—7 , R=-m "

2 c¢c—r

ya da

a=A , b=B , ¢=Ccosh(R) , r=Csinh(R)

olan (A, B, C) hiperbolik merkezli ve R hiperbolik yarigaph kiiredir.

Ispat. K ve M, (a, b, ¢) kiire merkezinden gegen diigey dogrunun alt ve iist noktalar
olsun. K ve M nin koordinatlarmmn (a,b,c + r) ve (a,b,c — r) oldugu asikardir. Bu

takdirde Onerme 4.2 den
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1. c+r
n
2 c¢c—r

dir. C' hiperbolik orta nokta oldugundan

C = (c+r)(c—r) = Vc2—r?

dir. Ayrica A = a ve B = b oldugu agikardir. Diger taraftan R nin esitinden

; = = coth(R)
yazilabilir.

Bu ifade C? = ¢? — r? olacak sekilde coziiliirse

02
r? = ————— = (?sinh*(R)
coth®(R) — 1

ve

@ = C?+r> = C?*1+sinh*(R)) = C?cosh®(R)

bulunur (Stahl 1993).

Tanim 4.1.1. Hiperbolik uzayda p merkezli bir S yar1 oklid kiiresini ele alalim

( p noktas1 sonsuzdaki simirli diizlemin bir elemanidir.). =z, hiperbolik uzaymn keyfi

bir noktasi ve M, p ve x noktalarindan gegen bir dogru olsun. z (SN M) ve z' (SN M)

oklid dogru parcalar1 aym hiperbolik uzunluga sahip olacak sekilde tek bir z' noktasi

vardir (Sekil 4.1.1). ' noktas1 S kiiresine gore = noktasinin goriintiisiidiir. Bu doniigiim

bir hiperbolik izometridir ve S kiiresinde inversiyon olarak adlandirilir.
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Sekil 4.1.1 H? te inversiyon

x noktasinin S kiiresinin merkezine olan uzakligi ¢ olsun. Radyal doniigiim bir hiperbolik

izometri oldugu igin Sekil 4.1.1 e gore

d(p.(MNS)) = =d(p.2)

ve

r
= t_2d (p> :E)
dir. Yani z' noktasi,
| /r2
xr = t_Qx

tir. Bu denklem, S kiiresinde inversiyonun denklemidir (Cannon, Floyd, Kenyon, Parry

1997).

S, a merkezli r yaricaph bir kiire ise bu takdirde inversiyon,
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2
o — a+<|$i&|) (x —a)
dir.

Kiirede inversiyon dogru ve ¢emberleri, dogru ve ¢emberlere doniistiiriir.
Asgagida, bu ifadeden yola c¢ikarak Teorem 3.1.1 in benzeri verilmektedir.

Teorem 4.1.1. H3 te C merkezli ve r yaricaph bir kiire inversiyonu
(a) C den gegen diisey dogrular1 kendilerine,
(b) C' den ge¢meyen diisey dogrular1 C' den gegen diisey cemberlere,
(¢) C den gegen diisey cemberleri C' den ge¢meyen diisey dogrulara,
(

d) C den gegmeyen diisey cemberleri C' den ge¢gmeyen diisey cemberlere doniigtiiriir.
Ispat. Bu teoremin ispat1 Teorem 3.1.1 e benzer sekilde yapilmaktadir (Blair 2000).

Teorem 4.1.2. Kiirede inversiyon bir hiperbolik izometridir (Cannon, Floyd, Kenyon,

Parry 1997).

Ispat. S, C' merkezli ve r yaricapli bir kiire olsun. Keyfi  ve 1y noktalarmm bu
S kiiresine gore inversiyonu z' ve y' olsun. Kiirede inversiyon bir konformal doniigiim
oldugu ve iki nokta arasindaki hiperbolik uzaklik acgilara bagh bulundugu i¢in z ve y
noktalar1 arasindaki hiperbolik uzaklik, x' ve y' noktalar1 arasindaki hiperbolik uzakliga
esittir. Yani hiperbolik uzaklik korunur. Bu nedenle, kiirede inversiyon bir hiperbolik

izometridir.

4.2 Hiperbolik Uzayda Yansimalar, Otelemeler ve Dénmeler

H? te diisey dogrular xy-diizlemine dik olan 6klid dogru parcalar: oldugu icin 3-boyutlu
oklid uzayindaki izometriler A3 deki diisey dogrular icin saglanir. Simdi genel anlamda

diisey dogrular icin bu izometrilerden bahsedilecektir.
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H? deki déniisiim, uzaydaki noktalar kiimesini kendi noktalar kiimesine doéniistiiren

birebir bir doéniigiimdiir. « doniigiimii bir kolinasyon olsun. Kolinasyonun su 6zel-

ligi vardir: Her [ dogrusu i¢in « (1) bir dogrudur. Uzaydaki her P ve ) noktasi i¢in

P' = «a(P) ve Q' = a(Q) olmak iizere P'Q' = P(Q ise o doniigiimii bir izometridir. 1

birim donigimi her P noktasi i¢in 2 (P) = P olarak tammmlanir. « # ¢ olmak iizere
2

a® =1 ise o doniigiimii bir tnwvolisyondur. Eger a noktalar kiimesini sabit birakir ise «

izometrisi noktalar kiimesi icin bir simetridir.

A bir diizlem olmak iizere o o yansimasi, A iizerindeki her P noktasi igin op (P) = P ise
uzaydaki noktalar1 kendi iizerine doniistiiren bir doniigiimdiir. () noktasi1 P noktasindan
farkli olmak tizere P noktast A diizlemi tizerinde degil ise oa (P) = Q ve A diizlemi
PQ nun orta dikmesidir. Yansimalarda cift sayidaki yansimalarin bileskesi ¢ifttir. Tek
sayidaki yansimalarin bilegkesi tektir. Eger I' ve A diizlemleri paralel ise opop, I' ve A
diizlemlerine dik olan ortak dogrular boyunca bir telemedir (Sekil 4.2.1-a) . Eger T ve
A diizlemleri [ dogrusunda kesigir ise oaor doniisiimii [ ekseni etrafinda bir donmedir
(Sekil 4.2.1-b). Birim déniigiim bir dtelemedir ama bir dénme degildir. Izometri hem
tek hem de cift izometri olamaz. Tek izometrilerden biri yansimadir. Cift izometriler

oteleme ve donmedir.

/17
7k

(a)

L ——

Sekil 4.2.1 Oklid uzayda 6teleme ve dénme
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Her bir diizlem herhangi iki noktadan esit uzaklikta olan noktalarin geometrik yeri
oldugu i¢in izometi uzaydaki diizlemler kiimesini korur. Her bir dogru farklh diizlemlerin

kesigimi oldugu icin izometri bir kolinasyondur.
Teorem 4.2.1. Yansima involiisyon 6zelligini saglayan bir izometridir.

Ispat. A ve B iki nokta olmak tizere hem A y1 hem de B yi i¢inde bulunduran bir T
diizlemini diistinelim. Sekil 4.2.2 de goriildiigii gibi bu diizlem A diizlemine diktir. I’
ve A diizlemlerinin [ dogrusunda kesistiklerini kabul edelim. o yansimasinin tanimina
gore A' = oa(A) ve B' = oa(B) olmak iizere I' diizleminde A' ve B' noktalar1 bulunur.
o yansimasinin [' diizlemine kisitlanmigi [ dogrusunda diizlem yansimasidir. Diizlem

izometrisindeki sonuclarimizdan A'B' = AB dir. Boylece oa bir izometridir.

Sekil 4.2.2 Oklid uzayda yansima

Teorem 4.2.2. « ve § izometriler olsun. Hepsi ayni diizlemde bulunmayan P, @), R,

S noktalari igin
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Ispat. Bir izometri, iki noktadan gecen dogruyu ve dogrudas olmayan ii¢ noktadan
gecen diizlemi sabit birakir (Teorem 3.1-3.2). Benzer diisiinceyle eger izometri hepsi
ayni diizlem i¢inde olmayan dort noktay1 sabit birakir ise bu izometri bu noktalar1 koge
kabul eden dortytizliiyii sabit birakir. Boylece uzaydaki her bir nokta, dortytizliiyii
iki noktada kesen bir dogru iizerinde oldugu i¢in bu noktalar bir izometri tarafindan
sabit birakilir. Bu dort noktayi sabit birakan izometri birim doniisiim olmalidir. «
ve [ dortyiizliiniin herbir kosesini kendisine dontistiiren izometri ise S a izometrisi
dortyiizliiniin koselerini sabit birakir. 5~ 'a =1 ve @ = 3 dir. Bu durum, Teorem 3.3

nin benzeridir.

Diizlemde bir izometri en fazla ii¢ yansimasinin bilegkesidir. Bu ifadenin benzeri olarak,

uzayda bir izometrinin en fazla dort yansimanin bilegkesi oldugunu gosterelim.

Teorem 4.2.3. Bir izometri en fazla dort yansimanin bilegkesidir. Herhangi bir P
noktasini sabit birakan bir izometri, P den gecen diizlemlerdeki en fazla ii¢ yansimanin
bilegkesidir. Iki noktay1 sabit birakan bir izometri ya dénme veya bir yansima ya da bir
birim doéntisiimdiir. Dogrudag olmayan {i¢ noktay1 sabit birakan bir izometri yansima
ya da birim doniigimdiir. Diizlemsel olmayan dort noktayi sabit birakan bir izometri

birim doniisiimdiir.

Ispat. « izometrisinin tek bir diizlem icerisinde olmayan P, @, R, S noktalarim P,

@', R', S' noktalarina gotiirdiigiinii kabul edelim. Doért durum ortaya c¢ikar:

Durum 1. P=P', Q =Q', R = R ve § = S' olsun. Yukarida bahsedilen durumda A

diizlemini P noktasindan gegen herhangi bir diizlem olarak alirsak o =1 = oaoa dir.

Durum 2. P=P', Q =Q', R= R ama S # 5" olsun. P, ), R noktalar1 SSS' nin orta

dikmesi olan I' diizlemi iizerindedir. Bu yiizden a = oy dir.

Durum 3. P = P', @ = Q' ama R # R' olsun. Burada P ve ) noktalar1 , RR' niin
orta dikmesi olan A diizlemi iizerinde yer alir. A daki bir yansima problemi Durum 1

ya da Durum 2 ye indirger. «a en fazla iki yansimanin bir bilegkesidir.
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Durum 4. P = P'ama @ # @' olsun. P noktasi, Q@' nin orta dikmesi olan IT diizlemi
iizerinde yer alir. Il diizlemindeki bir yansima problemi yukaridaki durumlardan birine

doniigtiiriir. Bu nedenle o, P den gecen diizlemler igerisinde en fazla ii¢ yansimanin

bilegkesidir.

Durum 5. P # P' olsun. PP' niin orta dikmesi olan diizlem igindeki bir yansima
problemi bu dért durumdan birine doniistiiriic. Bu nedenle her izometri en fazla dort

yansimanin bir bilegkesidir.

Asagida otelemeyle ilgili bir teorem verilecektir (Sekil 4.2.3).

Sekil 4.2.3 Oklid uzayda 6teleme

Teorem 4.2.4. Eger I' ve A diizlemleri paralel ise aapar 6telemesi I' ve A nin ortak
dikmesi olan her dogruyu ve I', A diizlemlerine dik olan her bir diizlemi sabit birakir.

Ama noktalar1 sabit birakmaz. Eger I'; A, II diizlemleri [ dogrusuna dik ise
oal0rT = 0A0n = 01oQ
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olacak sekilde A ve €2 diizlemleri vardir. Eger I'; A, II diizlemleri [ dogrusuna dik ise
onoaor, | dogrusuna dik olan bir diizlemden yansimadir. P ve () farkli noktalar olmak
iizere P yi () ya gotiiren bir tek tteleme vardir. Bu tteleme oaor olarak ifade edilir.
I' ya da A diizlemlerinden biri keyfi olarak ]<3—>Q ya dik olarak secildiginde digeri de P<—Q>

ya dik olan bir tek diizlem belirtir.

Agagida donme ile ilgili bir teorem verilecektir (Sekil 4.2.4).

0

(=1
i
I
(=1
=
a
I
(=1
=
(=}

Sekil 4.2.4 Oklid uzayda donme

Teorem 4.2.5. Eger I' ve A diizlemleri | dogrusunda kesigirler ise caor izometrisi [
dogrusu {iizerindeki noktalari, [ dogrusuna dik olan her diizlemi, merkezi [ dogrusu iiz-
erinde bulunan her ¢cemberi sabit birakir. Eger I'; A, II diizlemleri [ dogrusu iizerindeki

her noktada kesisirlerse,
OAOr = OA0Qn = 0moQ
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olacak gekilde [ dogrusundan gecen A ve () diizlemleri vardir. Eger I'; A, II diizlemleri [
dogrusunun tiizerindeki her bir noktada kesisirlerse ojoaor, [ yi kapsayan diizlemde bir

yansimadir. [ dogrusu etrafindaki bir désnme oaor olarak ifade edilir (Martin 1982).
Simdi H? te egrilerin uzunluklarim koruyan hiperbolik kat1 hareketleri inceleyelim.

Onerme 4.2.1. a, b ve « sabit reel sayilar olsun.

p(x,y,z) = (rcosa+ysina,—zsina+ ycosa, z)

T(x,y,2) = (r4+a,y+b2)

doniisiimleri H3 iin hiperbolik kat1 hareketlerdir.

Ispat. Ilk once p (z,y, z)doniigiimii goz oniine alahm. a < ¢ < b olmak iizere

H? te bir egri ve
u(t) = x(t)cosa+y(t)sina
v(t) = —x(t)sina+y(t)cosa

w(t) = z(t)

olmak {iizere 7y egrisinin p doniigiimii altindaki goriintiisii

olsun. p nun bir hiperbolik hareket olmasi i¢in

/ Vdu? + dv? + dw? /\/dx2 + dy? + dz2?
o w N 7 z

esitliginin saglandigini gostermeliyiz.
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dv = —dz+ —dy
x

= —sinadz + cos ady

dw = dz
dir. Bu takdirde

. Vdu? + dv? + dw?
du (v*) = /
’y*

w

/ \/(C082 a + sin? a) dx? + (sim2 a + cos? a) dy? + dz2
N z

/ Vdz? + dy? + dz?
; z

= du(7v)

olur. Buradan, p doniigtimii bir kat1 harekettir.

7(z,y, z) doniigtimiinii goz oniine alalim. a < t < b olmak iizere,
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H? te bir egri olsun.

v(t) = y(t)+b abeR

w(t) = z(t)

olmak {tizere 7 egrisinin 7 doniigiimii altindaki goriintiisii

7)) = (), v(t),w ()]
olsun. Buradan,
du = dx
dv = dy
dw = dz

oldugundan,

w

/ Vdu? + dv? + dw? /\/da:2 + dy? + dz*
r* v <
dir. Bu nedenle, 7 doniisiimii bir kat1 harekettir.

Yukaridaki 6nermede p, donme ekseni olan z-ekseni ile s aatin tersi yoniinde o agisi ya-
parak olugturulan sklid dénmesini, 7 ise (0, 0, z) noktasini (a, b, z) noktasina doniistiiren

yataysal 6telemeyi gosterir.

Sonug 4.2.1.
(a) Ekseni xy-diizlemine dik olan her ¢klid dénmesi,

(b) xy-diizlemine paralel olarak hareket edilen her 6klid 6telemesi,

H? iin hiperbolik kat1 hareketleridir.
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H? te diisey cemberlerdeki yansimalar inversiyonlardir. H-diizleminde egri jeodezikteki
donmelere benzer olarak kesigen iki diisey ¢emberlerdeki inversiyonlarin bilegkesi don-
meyi verir. Yine H-diizleminde egri jeodezikteki 6telemelere benzer olarak paralel iki

diisey cemberlerdeki inversiyonlarin bilegkesi 6telemeyi verir.

Onerme 4.2.2. Poincaré iist yar1 uzaym jeodezik parcalar,
(a) Merkezi xy-diizleminde olan 6klid yar1 gember yaylar (diisey gemberler)
ya da
(b) xy-diizlemine dik olan 6klid diiz dogru parcalaridir (diisey dogrular).

Ispat. P(z,v,z) ve Q(z,v, z) noktalar1 H? {in herhangi iki noktasi ve bu noktalardan

gecen egri v olsun. Iki durum s6z konusudur.

Durum 1. PQ dogrusu xy-diizlemine dik olmasin. II, P ile ) noktalarini iceren ve
xy-diizlemine dik olan bir diizlem ve C, xy-diizlemi ile P dogru pargasinin orta
dikmesinin kesigim noktasi olsun. Bir 6teleme ve bir donmenin bilegkesiyle II diizlem-
ini yz-diizlemine ve C' noktasini baglangic noktasia doniigtiirelim (Sekil 4.2.5). Bu
doniigtimler hem hiperbolik hem de oklid kati1 hareketler oldugu icin diisey dogrulari
diisey dogrulara ve diisey oklid yar1 cemberleri diigey 6klid yar1 cemberlere dontistiirtir.
Simdi genelligi bozmaksizin II nin yz-diizlemi ve C' nin baglangi¢ noktasi oldugunu kabul

edelim.
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Sekil 4.2.5 H? te diisey cember

v (t) =[x (t),y(t),z(t)], P ve @ noktalarindan gegen bir egri olsun. Kiiresel koordinat
sistemine gore,
x(t) = r(t)sinu(t)cosv (t)

y(t) = r(t)sinu(t)sinv (t)

z(t) = r(t) cosu(t)
olur.
dr = (r'sinucosv+ ru' cosucosv —rsinu v'sinv)dt
dy = (r'sinusinv+ ru'cosusinv + rsinu v' cosv)dt
dz = (r'cosu — ru'sinu)dt
ve buradan,

79



da® + dy? +dz2 = [(r'sinucosv + ru' cosucosv — rsinu v'sinv)’
+ (' sinusin v + ru' cos usinv + rsinu v' cosv)’
+ (r' cosu — ru' sin u)’)dt2
= [(")*sin®u (cos? v + sinv)
+72 (u)? cos? u (cos? v + sin® v)
+r2 (v')?sin? u (sin? v + cos? v)
+2rr'u' sinu cos u (cos2 v + sin® v)

+ (7,|)2 cosZu — 2rr'u' sin u cos u + r2 (u‘)2 sin® u]dt?

= [(r‘)2 + 72 (u)? + 12 (v')” sin? u] dt?

dir. Boylece ~v egrisinin hiperbolik uzunlugu,

/\/ ) 12 (w) +r2(v‘)281n2udt (4.2.1)

rCosu

olur. Buradaki t; ve tg, sirasiyla P ve () noktalarina karsilik gelen ¢ parametresinin
degerleridir. Simdi, v jeodeziginin yz-diizleminde yer almasi gerektigini ve merkezi

orjinde olan diisey yari ¢cember yay1 oldugunu gosterelim.

7 nin denkleminde v = 7 yazarak ¢ egrisini elde edelim. ¢, P ve ) noktalarindan gegen

egridir. Bu egri tamamen yz-diizleminde yer alir. § egrisi,
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y(t) = r(t)sinu(t)

2(t) = r(t)cosu(t)

olmak iizere

seklindedir.

(4.2.1) ifadesinde v' = 0 yazarak ¢ jeodeziginin uzunlugu,

/ /() 02 ’ (4.2.2)

rCcosu

olur.

Belirli integrallerin temel ozelliklerine gore (4.2.1) nin integrali (4.2.2)iin integralinden
biiyiiktiir ya da (4.2.2) iin integraline egittir. Egitligin gegerli olmasi i¢in gerek ve yeter

sart v' = 0 dir, yani v sabit sayidir.

Ancak P ve ) noktalarimin her ikisi de yz-diizleminde oldugu i¢in v sayisi tektir ve
g dir. v = g oldugundan dolay1 v bir jeodezik olmak iizere v jeodezigi tamamen

yz-diizleminde bulunmak zorundadir. Yani v = ¢ dir ve ~ diigey yar1 cember yayidir.

Durum 2. P(@ jeodezigi xy-diizlemine dik olsun. x; = x5 ve y; = yo olmak iizere P(Q)
jeodezigi (z1,y1,21) ve (xa,ys, 22) noktalarindan gecsin. PQ jeodeziginin hiperbolik

uzunlugu

/Z2 \/dx2 + dy? + dz? /Z2 dz ) 29
= _— n—
z Z z

z 21

1 1

olur. Onerme 4.2 ye gore PQ jeodeziginin 6klid diiz dogru parcasi oldugunu soyleyebi
liriz (Stahl 1993).
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4.3 Kiirenin Stereografik Izdiisiimii

Tamm 4.3.1. S, R? te bir kiire ve P, kiirenin en agagidaki noktasi olsun (Giiney
yarim kiiredeki). IT nin xy-diizlemine paralel ve P noktasini kapsamayan herhangi bir
diizlem oldugunu diigiinelim. ) noktasi, P noktasindan farkli S kiiresinin her hangi
bir noktas1 olmak iizere () nun II diizlemi {izerine izdiisiimii olan (' noktasi, Il diizlem
ile PQ dogrusunun arakesit noktasidir (Sekil 4.3.1). ¢ (Q) = @' doniisiimii, S nin II

iizerine stereografik izdiigiimi olarak adlandirilir.

o nun tamm kiimesi S/{P} dir. Burada, S/{P} seklinde tammlanan kiireye delin-
mig kiire ad1 verilecektir. Ancak yiizey iizerinde inversiyon doniisiimii kullanildiginda
kiirenin tamami tamimliymis gibi stereografik izdiisiim uygulanir. Bu uygulama gos-

terimi basitlegtirme isine yarar.

o{ Cs)
ol

oy

=

Sekil 4.3.1 Stereografik izdiigiim

Asgagidaki lemma ) nun koordinatlarina gore stereografik izdiisiimii ifade eder.

Lemma 4.3.1. S, (0,0, c¢) 6klid merkezli ve r 6klid yarigaph bir kiire olsun. S nin

z = d diizlemi iizerine stereografik izdiisiimii,
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2ur(d—c+r)

L= 2
w?+v2+(d—c+r)
B 2or(d—c+r)
Y w+02+(d—c+r)’
L (W2 +v?) (c—r)+(d—c+r)(ct+r)

w2 + 02+ (d—c+r)’

olmak tizere kiirenin (z,y, z) noktasim (u, v, d) noktasina doniigtiiriir.

Ispat. (u,v,d) noktas: IT diizleminin keyfi noktasi olsun. Lemmanin ifadesinde verilen
(x,y, z) noktasinn (u,v,d) ve (0,0,c — r) noktalariyla dogrudag oldugunu gostermek

yeterlidir. Bu nokta gergekten verilen kiirenin iizerinde yer alir. Q = (z,y, z) noktasi

r—0  y—-0 z—(c—r)
u—0  v—0  d—(c—71)

(4.3.1)

2P+ (z—0)° = 12 (4.3.2)

esitliklerini saglar. (4.3.1) esitligindeki oranlamanin bir A\ sabitine esit oldugu kabul

edilirse

ve

T = Au y =\ z = Ad—=(c—7r)+(c—r1)

olur. Yukaridaki egitlikler (4.3.2) denkleminde yerine yazilirsa
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N2+ N2+ ANd—(c—r)+(c—r) = = r?
M+ N2+ X (d—c+r)=2X(d—c+r)r+1r2 = 72

N+ +(d—c+r)?)=2X(d—c+r)r = 0

ve

\ = 2(d—c+r)r
w2 + 02+ (d—c+r)
dir. Buradan,
. 2ur(d—c+r)
w2 + v+ (d—c+r)
B 2ur(d—c+r)
Y w2 + v+ (d—c+r)
. (W +v) (c—r)+(d—c+7r)(c+r)

u? + 02+ (d—c+r)
dir.

H? deki her hiperbolik kiire bir ¢klid kiire iken H? {in hiperbolik ve klid metrigi
herbir kiire iizerinde farkli geometriler tanmmlar. Ornegin, 6klid yaricapr 1 ve 6klid
merkezi (0,0,2) olan kiire diigiiniilsiin. Herhangi meridyenin 6klid uzunlugu = dir.

Diger taraftan ayni meridyenin hiperbolik uzunlugu Ornek 3.2.1 e gére,

dir.

Bu iki farkl uzunluk sunu gosterir: H? in hiperbolik ve 6klid metrigi aym kiire
tizerinde farkli geometrileri ortaya cikarir. H? te herhangi iki kiire verildiginde ilk

kiirenin hiperbolik geometrisi ikinci kiirenin 6klid geometrisiyle ayni olabilir.
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Asgagida iki geometrinin izomorf olma durumu tanimlanacaktir.

Tanim 4.3.2. S ve T iki geometri olsun. f , .S den T ye bir fonksiyon olsun. Eger f
fonksiyonu agagidaki iki durumu saglar ise f bir izometridir:

(a) f in tersi vardir.

(b) 7y, S de herhangi bir sonlu egri ise «y egrisinin S iizerindeki uzunlugu, f () nin

T' tizerindeki uzunluguna esittir.

Onerme 4.3.1. S, (a,b, c) 6klid merkezli ve r 6klid yaricaplh herhangi bir kiire ve II,
2z = d diizlemi olsun. D = d—c+r olmak iizere S nin II iizerine o stereografik izdiigiimii,
S nin oklid geometrisi ile I diizlemi tizerindeki Riemann metrigi ile tanimlanan geometri

arasinda bir izometri kurar. II diizlemi iizerindeki Riemann metrigi,

4D?%r% (dx? + dy?)
22 +y? + D]

olarak tammlanir. S*, H? deki S delinmis kiiresinin bir boliimii olsun. o doniisiimii,

(4.3.3)

ST nin hiperbolik geometrisi ile IT diizleminin o (S*) kisminda tanmimlanan

4D%*r? (dz? + dy?)
[(22 +y?)(c =) + D*(c+ 1))

Riemann metriginin geometrisi arasinda bir izometri kurar.

(4.3.4)

Poincaré metrigi sadece H? te tammlandigl icin, yiizeylerin hiperbolik geometrisi in-
celendiginde, H? te bulunan yiizeylerin bir boliimiine odaklanmak gerekir. Bu yiizden
eger S kiiresinin merkezi xy-diizleminde ise ST, S nin {ist yar1 kiiresidir. Eger S, R
yarigapli ve (0,0, R) merkezli bir kiire ise S kiiresi xy-diizlemine tegettir ve ST delinmig

kiiredir. Eger S kiiresinin tamami H? te bulunursa ST = S olur.

Onerme 4.3.1 in Ispati. S nin 6klid geometrisinin IT diizlemi tizerindeki (4.3.3)
denklemiyle verilen Riemann metriginin olusturdugu geometriye izometrik olmasi igin
v, S iizerinde herhangi bir egri olmak iizere

2Dr\/dz? + dy?
/\/d:v2+dy2+d22 - / VA (4.3.5)
v a(v)

z? +y* + D?

85



oldugunu gostermeliyiz. Onerme 4.2.1 e gore yatay oklid otelemeler hem oklid hem de
hiperbolik izometriler oldugu icin kiire merkezlerinin z-ekseni iizerinde oldugunu kabul
edebiliriz. (0,0, ¢) 6klid merkezli ve r 6klid yarigapl bir kiirenin z = d diizlemi tizerine

izdiigiimii oldugunu kabul edelim. Lemma 4.3.1 e gore stereografik izdiigiim,

2uDr
r = —
u? + 02 4+ D2

B 2vDr
y = u2 + 02 + D2

bigiminde kiirenin (z,y, z) noktasmi (u, v, d) noktasma doniistiiriir ve

dr  2Dr (v —u?+ D?) or —4uvDr

ou (u2 + v2 + D2)? ov (u2 +v2 + D?)?
dy —4uvDr dy  2Dr(u® —v*+ D?)
ou (u2 + v2 + D?)? v (u2 4 v2 + D2?)?

olur. Dahasi, (4.3.1) esitliginden

Dz Dy
z= —+c—1r = —+cCc—r7
U v

ve

dz —4uD>?r

au ('LL2 + 'U2 + D2)2

dz —4uvD?r

v (u2 + v2 + D?)?
dir.
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O or  \> [0y oy \°
2 2 2 s s ~J e
dz® + dy” + dz* = (audu+ avdv) + <8udu+ avdv)

0z 0z 2
+ (adu + %dv)

- (@)
) (3 ()]

1o {axax dydy 0z 0z

_|_

%%+%w+%%hm’

4D?r? [(v2 —u2 4+ D2)% + 4u0? + 4u2D2]
= du?
(u2 +u2 4 D2)4

4D?r? [4u2112 + (u® — 02+ D?)° + 4112D2}

dv?
(u2+v2—|—D2)4

+

16uvD?r? [— (v? — u? + D?) — (u? — v? + D?) + 2D?] dud
+ (u2—|—112+D2)4 udv

_ 4D (@ D) L ADP (P 0? + D

(u? + 2 + D2)* (u? + 0?2 + D2)*

4D%*r? (du® + dv?)
(u? + v? + D?)°

olur. Bu egitlik hem (4.3.5) esitligini hem de S nin 6klid geometrisi ile ilgili durumunu

agiklar. S nin hiperbolik geometrisine dondiigiimiizde, S™ daki herhangi « egrisi i¢in
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/\/d:c2+dy2+d22 B / 2Dr/dx? + dy? (43.6)
v < 0(7)< -

224+ y2)(c—r)+D?(c+r)

esitligini gostermeliyiz. Zincir kuralinin yukaridaki uygulamalarini kullanarak

4D?%r? (du? + dv?)

da® +dy* +dz* (u? + 02 + D?)?
22 (u> + %) (c—7)+D*(c+71)]
u? + 0%+ D?

4D?%r% (du? + dv?)
[(u2 4+ v2) (¢ — ) 4+ D2 (c + 7))

elde ederiz. FElde edilen bu sonug, hem (4.3.6) esitligini hem de S nin hiperbolik
geometrisi ile ilgili durumunu agiklar (Stahl 1993).
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