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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

H·IPERBOL·IK UZAYIN ·IZOMETR·ILER·I ÜZER·INE
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Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Haziran 2011

Dan¬̧sman: Yrd. Doç.Dr. Nilgün SÖNMEZ

Bu tezin amac¬, hiperbolik uzaydaki izometrileri incelemektir. Birinci bölüm

de hiperbolik geometrinin ortaya ç¬k¬̧s¬aç¬klanm¬̧st¬r. ·Ikinci bölümde Poincaré

üst yar¬düzlemindeki baz¬temel kavramlar tan¬mlanm¬̧st¬r. Üçüncü bölümde

Poincaré üst yar¬düzleminin izometrileri verilmi̧stir. Dördüncü bölümde hiper-

bolik uzay¬n izometrileri ve kürenin stereogra�k izdüşümü incelenmi̧stir.

2011, Sayfa : 91

Anahtar Kelimeler: Hiperbolik Uzay, ·Inversiyon, ·Izometri, Stereogra�k

·Izdüşüm.
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ABSTRACT
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ON THE ISOMET·IRES OF HYPERBOL·IC SPACE
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June 2011
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The aim of this thesis was to examine isometries in hyperbolic space. In

the �rst chapter, the emergence of the hyperbolic geometry was explained.

In the second chapter, some general concepts in Poincaré upper half plane

were de�ned. In the third chapter, isometries of the Poincaré upper half plane

were given. In the fourth chapter, isometries of the hyperbolic space and

stereographic projections of sphere were examined.

2011, Page : 91
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4.3 Kürelerin Stereogra�k ·Izdüşümü................................................... 82

KAYNAKLAR..................................................................................... 89
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Şekil 3.1.5 Ortogonal Çemberler.......................................................... 25
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1 G·IR·IŞ

Öklid�in düzlem geometrisi 5 temel postulata dayan¬r.

Postulat I. Her nokta çifti yaln¬z ve ancak bir tek do¼gru parças¬ile birleştirilebilir.

Postulat II. Herhangi bir do¼gru parças¬her iki do¼grultuda sonsuza kadar uzat¬labilir.

Postulat III. Merkezi ve yar¬çap¬verilen sadece bir tek çember çizilebilir.

Postulat IV. Bütün dik aç¬lar birbirine eşde¼gerdir.

Postulat V. Herhangi farkl¬ iki do¼gru üçüncü bir do¼gru taraf¬ndan kesildi¼ginde bu

üçüncü do¼gruya göre ayn¬tarafta oluşan iç aç¬lar sürekli şekilde iki dik aç¬dan küçük

kal¬yor ise bu takdirde ilk iki do¼gru bu iki dik aç¬dan küçük aç¬lar¬n oluştu¼gu bölge

içinde kesi̧sirler.

Postulat V in eşde¼geri Playfair Postulat¬d¬r .

Playfair Postulat¬. Bir do¼gru ve d¬̧s¬nda bir nokta verildi¼ginde verilen noktadan geçen

ve verilen do¼gruya paralel olan bir tek do¼gru vard¬r (Kurbay 2007).

Hiperbolik geometrinin ç¬k¬̧s¬Öklid�in beş temel postulat¬ndan beşincisine dayanmak-

tad¬r. Beşinci postulat¬n ayn¬zamanda paralellik postulat¬na denk oldu¼gu Öklid�in ilk

dört postulat¬ndan kolayl¬kla görülmektedir. 2000 y¬ldan beri matematikçiler ilk dört

postulattan beşinci Postulat¬elde etmeye çal¬̧sm¬̧slard¬r. Her bir durum için ilave pos-

tulatlar yaparak 5. Postulata ulaşmaya çal¬̧sm¬̧slar. Her bir durumda da bu postulat-

lar¬n gerçekte 5. Postulata denk oldu¼gu sonucuna varm¬̧slard¬r. Özellikle 19. Yüzy¬ldan

itibaren matematikçiler 5. Postulat¬de¼gi̧sik bir aç¬dan incelemeye çal¬̧sm¬̧slar ve sonuçta

aşa¼g¬daki postulata ulaşm¬̧slard¬r.

Düzlemde bir do¼gru ve üzerinde olmayan bir nokta verildi¼ginde , bu noktadan geçen ve

verilen do¼gruya paralel birden çok do¼gru vard¬r.
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Bu postulat öklid geometrideki paralellik postulat¬gibi hiperbolik geometri veya öklid

olmayan geometrinin temelini oluşturmuştur.

Hiperbolik geometride beş temel model ve bunlar aras¬nda izometrik geçi̧sler vard¬r.

Bu modeller: Üst yar¬düzlem modeli, Disk modeli, Yar¬küre modeli, Klein modeli,

Hiperboloidal model (Yakut 2004).

Bu tezde beş temel modelden biri olan Poincaré üst yar¬düzleminin ve hiperbolik uzay¬n

izometrileri incelenecektir.

Dört bölümden oluşan bu çal¬̧sman¬n ilk bölümünde Hiperbolik geometrinin ortaya

ç¬k¬̧s¬ndan bahsedildi. ·Ikinci bölümünde Poincaré üst yar¬düzlem modeliyle ilgili baz¬

temel kavramlar özetlendi. Üçüncü bölümde Poincaré üst yar¬düzlemmodelinin izometri-

leri olan hiperbolik hareketler incelendi. Dördüncü bölümde hiperbolik uzay¬n izometri-

leri olan hiperbolik hareketler ve stereogra�k izdüşüm incelendi.
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2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde tezi anlaş¬l¬r k¬lmak için Poincaré yar¬-düzleminde (H-düzlemi) baz¬kavram

ve özellikler, Millman ve Parker, Stahl, Yakut, Martin, Sönmez, Salihova, Kurbay kay-

naklar¬esas al¬narak özetlendi.

Tan¬m 2.1. Elemanlar¬noktalar olarak adland¬r¬lan bir P kümesi , P nin do¼gru olarak

adland¬r¬lan baz¬ alt kümelerinin toplulu¼gu L , I da nokta ve do¼grular aras¬nda

üzerinde olma (incidence) ba¼g¬nt¬s¬ olmak üzere ( P ;L ;I )

sistemi aşa¼g¬daki iki aksiyomu sa¼gl¬yorsa bu sistem bir soyut geometri olarak ad-

land¬r¬l¬r :

(i) 8 A ,B 2 P için A2 l ve B2 l olacak şekilde bir tek l 2 L do¼grusu vard¬r.

(ii) Her do¼gru en az iki noktay¬kapsar.

( P ;L ;I ) soyut geometrisi S =( P ;L ;I ) şeklinde gösterilir.

Tan¬m 2.2. S =( P ;L ;I ) soyut geometrisi aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼gl¬yorsa incidence

geometridir, denir:

(i) L de farkl¬iki noktay¬üzerinde bulunduran bir tek do¼gru vard¬r.

(ii) Do¼grudaş olmayan üç A;B;C 2 P noktalar¬vard¬r.

Tan¬m 2.3. l , G =( P ;L ;I ) incidence geometrisinin bir do¼grusu olsun. d , G üzerinde

uzakl¬k fonksiyonu olmak üzere aşa¼g¬daki koşullar sa¼glan¬yorsa f : l! R fonksiyonu l

için bir cetveldir denir:

(i) f fonksiyonu bire-bir ve örtendir .

(ii) l üzerindeki her P ;Q nokta çifti için

j f(P )� f(Q) j = d(P;Q)

dir. Bu denkleme cetvel denklemi denir.

3



Tan¬m 2.4. Bir d : P � P !R fonksiyonu aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glarsa bir metrik-

tir denir:

(M1) Her A,B2 P için d(A;B) � 0 ,

(M2) Her A,B2 P için d(A;B) = 0() A = B ,

(M3) Her A,B2 P için d(A;B) = d(B;A) ,

(M4) Her A,B,C2 P için d(A;B) � d(A;C) + d(C;B).

Tan¬m 2.5. ( P ;L ;I ) incidence geometrisi d uzakl¬k fonksiyonu ile bir likte 8l 2 L

için bir cetvele sahip ise cetvel postulat¬n¬sa¼gl¬yor denir. Bu durumdaM = fP ;L ;I; dg

ye bir metrik geometri denir (Salihova 2006).

Tan¬m 2.6 (Arada Olma). Herhangi bir geometride d uzakl¬k fonksiyonu olmak

üzere arada olman¬n tan¬m¬aşa¼g¬daki gibidir:

P;A ile B noktalar¬aras¬nda bir nokta olmak üzere,

(i) d(A;P ) + d(P;B) = d(A;B) dir.

(ii) A;P;B do¼grudaşt¬r.

Bu durum k¬saca A� P �B olarak gösterilir.

Tan¬m 2.7. Herhangi bir l do¼grusu, 4ABC üçgeni ve A�D�B olacak şekilde D 2 l

noktas¬için l \ AC 6= ? veya l \ BC 6= ? oluyorsa bu geometriye Pasch Postulat¬n¬

sa¼glayan metrik geometri denir (Millman and Parker 1991).

Tan¬m 2.8. P = f(x; y) : x; y 2 Rg olsun. a sabit gerçel say¬olmak üzere R2 nin

La = f(x; y) 2 R2 : x = ag

şeklindeki her alt kümesine bir dikey do¼gru denir. m ve b sabit gerçel say¬lar olmak

üzere R2 nin

Lm;b = f(x; y) 2 R2 : y = mx+ bg

şeklindeki her alt kümesine dikey olmayan do¼gru denir. LE tüm dikey ve dikey olmayan

do¼grular¬n kümesi olsun. Burada (x; y) I La , x = a ve (x; y) I Lm;b , y = mx+b
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olmak üzere G = fR2;LE; Ig bir soyut geometridir. G = fR2;LE; Ig düzlem modeli

kartezyen düzlem olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 2.9 (Noktan¬n do¼gruya olan uzakl¬¼g¬). Bir P noktas¬ile bir l do¼grusu

verilmi̧s olsun. P noktas¬ile bu do¼gru üzerindeki en yak¬n nokta aras¬ndaki uzakl¬¼ga P

noktas¬n¬n l do¼grusuna olan uzakl¬¼g¬denir ve

d(P; l) = min
X2l

d(P;X)

şeklinde yaz¬l¬r (Salihova 2006).

Aksiyom 2.1 ( Archimedean aksiyomu). A ve B noktalar¬ndan geçen herhangi

bir do¼gru l olsun. Bu do¼gru üzerinde A ve B noktalar¬aras¬nda olacak şekilde bir A1

noktas¬al¬ns¬n. A1 noktas¬ndan sonra A2, A2 noktas¬ndan sonra A3 noktasn¬alarak A1,

A2, A3, ::: noktalar dizisini oluştural¬m.

AA1; A1A2; A2A3; A3A4; :::

do¼gru parçalar¬birbirine eşit olsun. Bu noktalar dizisinde B noktas¬, A ve An aras¬nda

kalacak şekilde bir tek An noktas¬vard¬r.

Önerme 2.1. ·Iki do¼gruyu iç ters aç¬lar¬eşit olacak şekilde kesen bir do¼gru var ise bu

iki do¼gru birbirine paraleldir.

Teorem 2.1. Aşa¼g¬daki durumlar soyut geometrinin şartlar¬alt¬nda bir birine denktir:

(a) Playfair Postulat¬

(b) Öklidin beşinci Postulat¬

(c) Her üçgenin iç aç¬lar¬n¬n toplam¬180
�
dir.

·Ispat. (b)a) Öklidin beşinci Postulat¬n¬n geçerli oldu¼gunu kabul edelim. CD do¼grusu

verilsin (Şekil 2.1). CD do¼grusu üzerinde olmayan bir X noktas¬ve bu noktadan geçen

AB do¼grusu al¬ns¬n. Öyle ki \DYX ve\AXY aç¬lar¬birbirine eşit olsun. X noktas¬ndan

geçen bir tek do¼grunun var oldu¼gunu gösterece¼giz. Önerme 2.1 e göre AB do¼grusu CD
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do¼grusuna paraleldir. E¼ger ApB p do¼grusu X noktas¬ndan geçen herhangi bir do¼gru ise

ya

\ApXY <\AXY = \DYX = � �\CY X

ya da

\B pXY <\BXY = \CY X = � �\DYX

dir. Yani,

\ApXY +\CY X < �

veya

\B pXY +\DYX < �

dir. Her iki durumda da Öklidin beşinci postulat¬na göre ApB p do¼grusu CD do¼grusunu

keser.

Şekil 2.1 Öklidin V. postulat¬ve Playfair postulat¬aras¬ndaki ili̧ski

6



(a)c) Playfair postulat¬n¬n geçerli oldu¼gunu kabul edelim. 4ABC verilmi̧s olsun

(Şekil 2.2). BC do¼grusuna paralel ve A noktas¬ndan geçen bir DE do¼grusu ve

\BADp = [ABC

olacak şekilde birDpA do¼grusunu alal¬m. Önerme 2.1 e göreDpA do¼grusuBC do¼grusuna

paraleldir. Bu yüzden DpA do¼grusu ve DE do¼grusu çak¬̧s¬k olmal¬d¬r.

\BAD = [ABC

dir. Benzer şekilde,

[EAC = [BCA

d¬r. Sonuç olarak,

[ABC + [BCA+ [CAB = \BAD + [EAC + [CAB = �

dir.

Şekil 2.2 Playfair postulat¬ve üçgenin iç aç¬lar¬aras¬ndaki ili̧ski

7



(c)b) Her üçgenin iç aç¬lar¬n¬n toplam¬n¬n � oldu¼gunu kabul edelim. Şekil 2.3 de

k keseni AB ve CD do¼grular¬n¬A ve C noktalar¬nda kesmi̧s ve � =\ACD, � = [CAB

olsun. E¼ger,

�+ � < �

ise AB ve CD do¼grular¬n¬n kesi̧sece¼gi gösterilecektir.

Şekil 2.3 Üçgenin iç aç¬lar¬ve Öklidin V.postulat¬aras¬ndaki ili̧ski

Şimdi CD do¼grusu üzerinde D1, D2, D3; ::: noktalar kümesini tan¬mla

yal¬m. Bu noktalar D1 = D ve Dn, C ile Dn+1 aras¬nda olacak şekilde dizilsin.

ADn = DnDn+1 olsun. Buradan 4ADnDn+1 ikizkenar üçgendir ve

�n = \ADnC = \DnADn�1

ise

�n�1 = � � \ADn�1Dn = � � (� � 2�n) = 2�n

8



dir. Tümevar¬m ilkesinden,

�n =
�1
2n�1

n = 1; 2; 3:::

yaz¬labilir. E¼ger �n = \CADn denirse

�+ �n + �n = �

ve buradan

lim
n!1

�n = � � �� lim
n!1

�n = � � �� 0 > �

d¬r. Yani baz¬sonlu n say¬lar¬için �n > � dir. O halde AB do¼grusu, ACDn üçgeninin

içinden geçer ve Pasch Postulat¬na göre AB do¼grusu CD do¼grusunu kesmek zorundad¬r.

Teoremin ilk k¬sm¬nda aç¬tart¬̧smalar¬na göre benzer olarak AB ve CD do¼grular¬n¬n

Öklid�in beşinci postulat¬na uygun k n¬n ayn¬ taraf¬nda kesi̧smek zorunda olduklar¬

sonucuna var¬l¬r (Stahl 1993).

Tan¬m 2.10 (H-Düzlemi ve H-Uzakl¬¼g¬). Öklid düzlemde x- ekseni, alt ve üst yar¬

düzlemleri aras¬nda geçi̧si sa¼glayan bir do¼grudur. x-ekseninin üst k¬sm¬na yani,

H = f(x; y) 2 R2 j y > 0g

ye Poincaré yar¬düzlemi veya k¬saca H-düzlemi denilmektedir. Poincaré yar¬düzlemi

hiperbolik düzlem modelllerinden biridir. P1(x; y), P2(x + dx; y), P3(x + dx; y + dy)

sonsuz küçük üçgen oluşturmak üzere, P1 ile P3 noktalar¬aras¬ndaki öklid uzakl¬k,

dE(P1; P3) =
p
dx2 + dy2

dir. P1 ile P3 noktalar¬aras¬ndaki Poincaré uzakl¬¼g¬da,

dH(P1; P3) =

p
dx2 + dy2

y
(2.1)
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formülü ile tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.11 (H-düzlemindeki do¼grular¬n s¬n¬�and¬r¬lmas¬). H-düzleminde do¼gru-

lar

aL = f(x; y) 2 H j x = ag I:tip do�grular (d�uz jeodezikler)

cLr =
�
(x; y) 2 H j (x� c)2 + y2 = r2

	
II:tip do�grular (e�gri jeodezikler)

olarak adland¬r¬l¬rlar.

Önerme 2.2. C = (c; 0) merkezli, r yar¬çapl¬II. tip bir do¼gru ve P1(x1; y1), P2(x2; y2)

noktalar¬bu do¼gru üzerindeki noktalar olsun. P1 ve P2 noktalar¬aras¬ndaki dH uzakl¬¼g¬,

c =
y22 � y21 + x22 � x21
2 (x2 � x1)

ve

r =
q
(x1 � c)2 + y21 =

q
(x2 � c)2 + y22

olmak üzere

dH(P1; P2) = ln

�������
x1 � c+ r

y1
x2 � c+ r

y2

�������
dir.
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·Ispat.

dH(P1; P2) =

Z x2

x1

p
1 + yp 2

y
dx

=

Z x2

x1

s
1 +

�
�x� c

y

�2
y

dx

=

Z x2

x1

r

y2
dx = r

Z x2

x1

dx

r2 � (x� c)2

= r
1

2r
ln

���� r + x� c
r � (x� c)

���� jx2x1
=

1

2
ln

���� x� c+ r

� (x� c) + r

���� jx2x1
=

1

2
ln

���� (x� c+ r) (x� c+ r)

(� (x� c) + r) (x� c+ r)

���� jx2x1
= ln

����(x� c+ r)

y

���� jx2x1
= ln

����(x2 � c+ r)

y2

����� ln ����(x1 � c+ r)

y1

����

= ln

��������
(x2 � c+ r)

y2
(x1 � c+ r)

y1

��������
Önerme 2.3. C = (c; 0) merkezli, r yar¬çapl¬ II. tip bir do¼gru verilsin. P1 ve P2

bu do¼gru üzerinde iki nokta olsun. CP1 ve CP2 do¼gru parçalar¬ pozitif yönde x-

ekseniyle � ve � aç¬lar¬yaps¬n. Bu takdirde verilen noktalar aras¬ndaki dH uzakl¬¼g¬

(Şekil 2.4),
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dH(P1; P2) = ln

����csc � � cot �csc�� cot�

����
formülüyle bellidir.

Şekil 2.4 dH uzakl¬¼g¬

·Ispat. Do¼gru üzerindeki (x; y) noktas¬ndan geçen yar¬çap¬n x-ekseniyle yapm¬̧s oldu¼gu

aç¬t olsun.

x = c+ r cos t dx = �r sin tdt

=)

y = r sin t dy = r cos tdt

olmak üzere

12



dH(P1; P2) =

Z �

�

q
(�r sin tdt)2 + (r cos tdt)2

r sin t

=

Z �

�

rdt

r sin t

=

Z �

�

csc tdt

= ln

����csc � � cot �csc�� cot�

����
dir.

Önerme 2.4. aL do¼grusu üzerinde bulunan P1(a; y1) ve P2(a; y2) noktalar¬aras¬ndaki

dH uzakl¬¼g¬

dH(P1; P2) = ln

����y2y1
����

dir.

·Ispat.

dH(P1; P2) =

Z y2

y1

p
dy2

y

=

Z y2

y1

dy

y

= ln jy2j � ln jy1j

= ln

����y2y1
����

dir.

Önerme 2.5. P1P2 ve P p1P
p
2 x-ekseni üzerinde ayn¬merkezli çember yaylar¬C, P1, P

p
1

ve C, P2, P p2 üçlüleri do¼grudaş olsunlar (Şekil 2.5). Bu takdirde P1P2 ve P
p
1P

p
2 ayn¬dH

13



uzunlu¼guna sahiptirler (Sönmez 2006).

Şekil 2.5 Eş hiperbolik uzunluktaki yaylar
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3 H·IPERBOL·IK DÜZLEMDE ·IZOMETR·ILER

Tan¬m 3.1 (·Izometri). ( P ;L ;d ) ve ( P p;Lp ;dp) metrik geometriler olmak üzere her

A, B 2 P için,

' : P ! P p

d ('A;'B) = dp (A;B)

eşitli¼gini sa¼gl¬yorsa ' ye ( P ;L ;d ) ve ( P p;Lp ;dp) aras¬nda bir izometri denir

(Sönmez 2006).

·Izometri, direkt izometri ve kaŗs¬t izometri olmak üzere ikiye ayr¬l¬r. Direkt izometri

yönü korur. Bu izometri kat¬hareketler olarak da adland¬r¬l¬r. Ötelemeler ve dönmeler

direkt izometridir. Kaŗs¬t izometri yönü ters çevirir. Yans¬malar kaŗs¬t izometridir.

Bu tezde öteleme ve dönmelere kat¬ hareket, inversiyon ve yans¬malara hareket ad¬

verilecektir.

Tan¬m 3.2. A herhangi bir nokta ve k 2 N+ olsun. A noktas¬n¬kendisine dönüştüren

ve di¼ger bir P noktas¬n¬d (A;P p) = k:d (A;P ) olacak şekilde bir P p noktas¬na dönüştüren

bir dönüşüme merkeziA olan ve oran¬k olan radyal dönüşüm denir (Hac¬saliho¼glu 1998).

� : H2 ! H2 bir izometri olmak üzere bu izometri bir radyal dönüşümdür (·Int.Kyn.2).

Tan¬m 3.3. (P ;L) ve (P p ;Lp) insidens geometriler olmak üzere her l 2 L için '(l) 2 Lp

olacak şekilde bir ' : P ! P p dönüşümüne kolinasyon denir (Sönmez 2006).

·Izometriler uzakl¬¼g¬koruyan kolinasyonlard¬r.

Teorem 3.1. E¼ger bir izometri bir do¼gru üzerindeki farkl¬iki noktay¬sabit b¬rak¬r ise

bu izometri do¼gru üzerindeki noktalar kümesini sabit b¬rak¬r.

·Ispat. Bir do¼gru üzerinde A ve B noktalar¬olsun. Bu noktalardan farkl¬bir P nok-

tas¬al¬ns¬n. P noktas¬bu noktalardan farkl¬oldu¼gundan AP uzakl¬¼g¬s¬f¬rdan farkl¬
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olur. E¼ger BP uzakl¬¼g¬bilinirse P noktas¬bulunabilir. ·Izometri uzakl¬¼g¬koruyan bir

kolinasyon oldu¼gu için A ve B noktalar¬n¬sabit b¬rakan izometri P noktas¬n¬da sabit

b¬rakmal¬d¬r. Yani, A ve B noktalar¬n¬sabit b¬rakan izometri A ve B noktalar¬ndan

geçen do¼gru üzerindeki bütün noktalar¬sabit b¬rakmal¬d¬r (Martin 1982).

Teorem 3.2. Do¼grudaş olmayan üç noktan¬n herbirini sabit b¬rakan hareket bir birim

dönüşümdür.

Şekil 3.1 Sabit üç noktadan geçen düzlem

·Ispat. A, B, C do¼grudaş olmayan belli üç nokta olsun ve � da bunlar¬n herbirini

sabit b¬rakan hareket olsun (Şekil 3.1). ·Iki noktadan herbirini sabit b¬rakan bir hareket

bu noktadan geçen do¼grunun bütün noktalar¬n¬da sabit b¬rakt¬¼g¬ndan � hareketi AB,

BC, AC do¼grular¬n¬n bütün noktalar¬n¬sabit b¬rak¬r. Bu do¼grulardan hiçbiri üzerinde

bulunmayan bir nokta P olsun. E¼ger Q noktas¬AB do¼grusu üzerinde A ve B den farkl¬

bir nokta ise PQ do¼grusu AC ve BC do¼grular¬ndan her ikisine birden paralel olmaz,

birini, örne¼gin AC yi bir R noktas¬nda kesmesi gerekir. � hareketi Q ve R yi sabit

b¬rakt¬¼g¬ndan QR do¼grusunun bütün noktalar¬n¬da sabit b¬rak¬r, dolay¬s¬yla � hareketi

P noktas¬n¬da sabit b¬rak¬r. O halde � hareketi düzlemin her noktas¬n¬sabit b¬rak¬r

(Hac¬saliho¼glu 1998).
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Teorem 3.3. Do¼grudaş olmayan belli üç noktay¬, s¬ras¬ ile, yine do¼grudaş olmayan

belli üç noktaya dönüştüren iki hareket mevcut olamaz.

·Ispat. �, � izometrileri do¼grudaş olmayan üç A, B, C noktalar¬n¬, s¬ras¬ile, do¼grudaş

olmayan Ap, B p, C p noktalar¬na dönüştürdü¼günü kabul edelim. O zaman ���1 izometrisi

A, B, C noktalar¬n¬n herbirini sabit b¬rak¬r ve bundan dolay¬{ özdeşlik dönüşümü olmak

zorundad¬r. ���1 = { den

(���1)� = {�

�(��1�) = �

�{ = �

� = �

elde edilir (Martin 1982).

Teorem 3.4. Bir hareket ya direkt veya kaŗs¬td¬r.

·Ispat. H bir hareket A, B, C do¼grudaş olmayan üç nokta H(A; B) = Ap; B p olsun.

O zaman H hareketi C noktas¬n¬AC = ApC p ve BC = B pC p olacak şekilde bir C p

noktas¬na gönderir. C p nün yeri ApB p do¼grusunun iki yan¬ndan birinde C p1 veya C
p
2

olarak Şekil 3.2 de görüldü¼gü gibidir. E¼ger C p nün yeri C p1 iseH hareketi ABC üçgeninin

aç¬lar¬n¬n yönlerini korur; e¼ger C p nün yeri C p2 de ise H hareketi aç¬lar¬n yönlerini ters

çevirir. A, B, C gibi do¼grudaş olmayan üç noktay¬Ap, B p, C p gibi do¼grudaş olmayan

üç noktaya dönüştüren bir tek hareket var oldu¼gundan H(A; B; C) = Ap; B p; C p1

ise, yani aç¬lar¬n yönleri korunursa yegane olan H direkt bir harekettir; benzer şekilde

H(A; B; C) = Ap; B p; C p2 ise, yani aç¬lar¬n yönleri ters dönüşürse, yegane olan H kaŗs¬t

bir harekettir. O halde H hareketi ya direkt ya da kaŗs¬td¬r (Hac¬saliho¼glu 1998).
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Şekil 3.2 Direkt ve kaŗs¬t hareket

3.1 H-Düzleminde ·Inversiyon

Tan¬m 3.1.1. H-düzleminde I ve II tipindeki do¼grular ile üst yar¬düzlemdeki çem-

berleri, yine I ve II tipindeki do¼grular ile üst yar¬düzlemdeki çemberlere dönüştüren

dönüşümlere inversiyon denir.

Önerme 3.1.1. Bir do¼grunun bir çembere te¼get olmas¬için gerek ve yeter şart ayn¬

yay¬gören te¼get-kiri̧s aç¬yla çevre aç¬n¬n eşit olmas¬d¬r.

Önerme 3.1.2. P noktas¬, verilen bir çemberin d¬̧s¬nda ve PT , çembere T noktas¬nda

te¼get olsun. PB do¼grusu da, AB kiri̧s olacak şekilde çemberi kessin. Bu takdirde

PA:PB = PT 2

olur.

·Ispat. Önerme 3.1.1 e göre [ATP = [PBT dir (Şekil 3.1.1). [TPA aç¬s¬ TPA ve

BPT üçgenlerinin ikisinde de ortak oldu¼gundan dolay¬bu üçgenler benzerdir. Benzerlik

oran¬ndan
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PA

PT
=

PT

PB

yaz¬l¬r.

Şekil 3.1.1 Çemberde kuvvet

C merkezli ve k yar¬çapl¬bir çember verilsin. E¼ger

(a) C, PP p do¼gru parças¬n¬n d¬̧s¬nda olacak şekilde, C, P , P p noktalar¬do¼grudaşlarsa,

(b) CP:CP p = k2

ise P ve P p noktalar¬çembere göre simetriktir.

Ayr¬ca, bir çembere göre P noktas¬ile P p noktas¬n¬n simetrik olmas¬için gerek ve yeter

şart P p noktas¬ ile P noktas¬n¬n simetrik olmas¬d¬r. Üstelik P noktas¬n¬n kendisiyle

simetrik olmas¬için gerek ve yeter şart P noktas¬çemberin üzerinde olmal¬d¬r. Çemberin

içinde bir P noktas¬verilsin. Bu noktan¬n kaŗs¬l¬¼g¬olan P p simetriksel noktas¬aşa¼g¬daki

şekilde bulunabilir:

QR do¼gru parças¬, P den geçen çemberin kiri̧se ve CP yar¬çap do¼grusuna dik olsun

(Şekil 3.1.2). P p noktas¬, CP yar¬çap do¼grusu ile çembere Q noktas¬nda te¼get do¼grunun

19



kesi̧simidir. C sabit bir nokta ve k pozitif bir reel bir say¬olsun. P ve P p noktalar¬n¬,

C merkezli ve k yar¬çapl¬çembere göre simetrik yapan IC;k inversiyonu,

IC;k(P ) = P p

şeklinde bir fonksiyondur. IC;k inversiyonu, C noktas¬nda tan¬ms¬zd¬r. ·Inversiyonlar,

yans¬malara benzeyen involusyonlard¬r. IC;k inversiyonun sabit noktalar¬, C merkezli ve

k yar¬çapl¬çemberi oluşturan noktalard¬r. C noktas¬n¬n kendisi hariç, C den geçen her-

hangi bir m do¼grusunun noktalar¬, IC;k ile m nin geri kalan noktalar¬na dönüşür. Sonuç

olarak; IC;k böyle bir m do¼grusunu kendisine dönüştürür. Demek ki, ayn¬inversiyon C

merkezli çemberi de, C merkezli başka bir çembere dönüştürür.

Şekil 3.1.2 H-düzleminde inversiyon

Teorem 3.1.1. IC;k inversiyonu,

(a) C den geçen do¼grular¬kendilerine,

(b) C den geçmeyen do¼grular¬, C den geçen çemberlere,

(c) C den geçen çemberleri, C den geçmeyen do¼grulara,

(d) C den geçmeyen çemberleri, C den geçmeyen çemberlere dönüştürür. Çemberi

do¼gruya dönüştüren veya do¼gruyu çembere dönüştüren inversiyonda, C merkezinden
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geçen do¼grunun verilen do¼gruya dik oldu¼gu, çemberi çembere dönüştüren inversiyonda

da merkezlerin do¼grudaş oldu¼gu bilinmektedir.

·Ispat.

(a) Bu durum aşikard¬r.

(b) m, C den geçmeyen bir do¼gru ve H noktas¬, CH do¼grusu, m ye dik olacak

şekilde m nin bir noktas¬olsun (Şekil 3.1.3). P , m nin key� bir noktas¬ve

H p = IC;k(H)

ve

P p = IC;k(P )

olsun.

CH:CH p = k2 = CP:CP p

oldu¼gundan,

CH p

CP
=

CP p

CH

yaz¬labilir.

Üstelik, \HCP , HCP ve P pCH p üçgenlerinin her ikisinde de ortak oldu¼gundan, bu iki

üçgen benzerdir ve buradan,

\H pP pC = \PHC =
�

2

olur.
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Şekil 3.1.3 ·Inversiyon ile do¼gru ve çember aras¬ndaki ili̧ski

H p, P ve P p noktalar¬ndan ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan, P p, CH p çap¬na sahip çember

üzerindedir.

(c) Üstteki ispattan aç¬kt¬r ki, m do¼grusu, CH p do¼gru parças¬ olarak seçilebilir.

Bu nedenle, C den geçen herhangi bir çember, C den geçmeyen baz¬m do¼grular¬n¬n

görüntüsüdür. IC;k inversiyonundan istenen bulunur.

(d) p, C den geçmeyen bir çember ve P , bu çember üzerinde bir nokta olsun.

DE do¼gru parças¬n¬, C den geçen do¼gru üzerinde ve bu çemberin çap¬olarak alal¬m.

IC;k inversiyonu s¬ras¬yla D, E, P noktalar¬n¬Dp; E p; P p noktalar¬na dönüştürmüş olsun

(Şekil 3.1.4).
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Şekil 3.1.4 ·Inversiyon ile çemberler aras¬ndaki ili̧ski

CP:CP p = CD:CDp = CE:CE p = k2

oldu¼gundan dolay¬,

CD

CP p
=

CP

CDp

ve

CE

CP p
=

CP

CE p

söylenebilir.

\DCP aç¬s¬, DCP , DpCP p, ECP , P pCE p üçgenlerinin ortak aç¬s¬oldu¼gundan dolay¬, ilk

ikisinin ve son ikisinin birbirlerine benzer olduklar¬n¬söyleyebiliriz. \CDP = \CP pDp ve

[CEP = \CP pE p dir. Üçgende bir d¬̧s aç¬kendisine komşu olmayan iki iç aç¬n¬n toplam¬na

eşit ve çap¬gören çevre aç¬
�

2
oldu¼gundan,
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\E pP pDp = \CP pDp �\CP pE p

= \CDP � [CEP

= \DPE

=
�

2

olur. Dp ve E p noktalar¬n¬n, P ve P p noktalar¬ndan ba¼g¬ms¬z olmas¬ndan dolay¬, P p

noktas¬, DpE p çap¬na sahip çember üzerindedir.

Tan¬m 3.1.2. E¼ger iki çember te¼getleri birbirine dik olacak şekilde kesi̧sirlerse bu

çemberlere ortogonal çember denir.

Ortogonal çemberlerin te¼getleri, kesim noktas¬ndan geçen yar¬çapa diktir.

Önerme 3.1.3. q, C merkezli ve k yar¬çapl¬ çember ve p başka bir çember olsun.

Bu takdirde, IC;k inversiyonunun p yi sabit b¬rakmas¬ için gerek ve yeter şart p ve q

çemberleri ortogonal olmal¬d¬r.

·Ispat. p, q ya ortogonal bir çember olsun ve onlar¬n T gibi bir noktada kesi̧stiklerini

kabul edelim. P , p çemberinin key� bir noktas¬ ve Q, p çemberi ile CP keseninin

kesi̧simi olsun. Önerme 3.1.2 den,

CP:CQ = CT 2 = k2

IC;k(P ) = Q

sonucu ortaya ç¬kar. Öyleyse, IC;k inversiyonu p çemberini kendisine dönüştürür.

Tersine, p çemberi IC;k inversiyonu ile sabit kals¬n. IC;k, q nun içindeki ve d¬̧s¬ndaki

noktalar¬de¼gi̧stirir. p çemberinin q çemberini S ve T gibi iki noktada kesi̧stiklerini
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kabul edelim. IC;k inversiyonu, p ve CS, CT do¼grular¬n¬sabit b¬rakt¬¼g¬ndan dolay¬, IC;k

ile S ve T noktalar¬sabit kal¬r. P , p çemberinin herhangi bir noktas¬ise bu takdirde,

Q, p çemberi ile CP keseninin kesim noktas¬d¬r.

CP:CQ = CT 2 = k2

oldu¼gundan,

CP

CT
=

CT

CQ

sonucu ortaya ç¬kar. Buradan CPT ve CTQ üçgenleri benzerdir. Ayr¬ca,

[CTP = [CQT

ve Önerme 3.1.1 den, (Şekil 3.1.5) T noktas¬ndan geçen p ve q çemberleri birbirlerine

ortogonaldir (Sönmez 2006).

Şekil 3.1.5 Ortogonal çemberler

·Inversiyonlar kat¬ hareketler de¼gildirler. Ancak inversiyonlar kat¬ hareketler ile çok

önemli bir özellik paylaş¬rlar. Her iki dönüşüm de aç¬lar¬n ölçüsünü korur. Düzgün

do¼grular genel olarak yaylara dönüştürüldü¼gü için inversiyonlar aç¬lar¬ aynen koru-

mazlar. Ancak inversiyonlar verilen herhangi bir aç¬y¬ ayn¬ ölçüye sahip başka bir

aç¬ya dönüştürebilirler. Bu arada inversiyonlar¬n aç¬lar¬n yönlerini ters çevirdi¼gine
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dikkat edilmesi gerekir. Bu yüzden inversiyonlar¬n aç¬lar¬korudu¼gu söylendi¼ginde i̧saret

de¼gi̧smesine ra¼gmen i̧saretsiz ölçümün korundu¼gu kastedilecektir (Stahl 1993).

Tan¬m 3.1.3. w = f(z) dönüşümü bir z0 noktas¬ndan geçen e¼grilerin aras¬ndaki aç¬lar¬

ve aç¬lar¬n yönlerini koruyor ise bu dönüşüme z0 noktas¬ndaki konformal dönüşüm denir

(·Int.Kyn.3).

Bu tezde konformal terimi aç¬ölçüsünü koruyan anlam¬nda kullan¬lacakt¬r.

Şekil 3.1.6 Konformal dönüşüm

Teorem 3.1.2. ·Inversiyonlar düzlemin konformal dönüşümleridir.

·Ispat. IC;k bir inversiyon olsun. Kutup noktas¬C ve kutup ekseni x-ekseni alarak bir

kutupsal koordinat sistemi oluştural¬m.

r = f(�) � � � � �

denklemi ile h e¼grisini ifade edelim. IC;k inversiyonu h e¼grisini denklemi,

r = F (�) =
k2

f(�)
� � � � �
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olan hp e¼grisine dönüştürür. Kutupsal koordinat sisteminde bir P noktas¬ alal¬m ve

P noktas¬ndaki � aç¬s¬ r = fi(�) (i = 1; 2) denklemleri ile gösterilen hi kenarlar¬na

sahip olsun (Şekil 3.1.6). IC;k inversiyonunun P , h1 ve h2 yi s¬ras¬yla P p1, j1 ve j2 ye

dönüştürdü¼günü kabul edelim. Burada ji görüntü e¼grileri,

r = Fi(�) =
k2

fi(�)
; i = 1; 2

denklemine sahiptirler. Herhangi bir r = f(�) e¼grisi üzerindeki P noktas¬ için CP

yar¬çap vektöründen P noktas¬ndaki te¼get do¼gruya kadar olan aç¬

tan = r
rp

dir. Sonuç olarak,

tan�1 =
F1
F p1

=
k2=f1
�k2f p1=f21

= �f1
f p1

= � tan 1

olup �1 = � �  1 ve �2 = � �  2dir. Bu eşitlikler,

�p = �1 � �2 = (� �  1)� (� �  2) =  2 �  1 = ��

yi verir (Stahl 1993).

Çember ve düz do¼grular aras¬ndaki aç¬larla ilgili baz¬özel durumlar vard¬r:

(1) Çember ve çemberin te¼get do¼grusu aras¬ndaki aç¬daima 0
�
d¬r.

(2) E¼ger iki çember birbirini 0
�
aç¬yla kesiyor ise bu çemberlerin te¼get do¼grular¬

ortakt¬r.

Önerme 3.1.4. k1 ve k2 ya iki çember veya bir çember ve bir düz do¼gru ya da iki düz

do¼gru olsun. k1 ve k2 nin bir inversiyon alt¬ndaki ek1 ve ek2 görüntüleri aras¬ndaki aç¬
k1 ve k2 aras¬ndaki aç¬ya eşittir.

·Ispat. k1 ve k2 nin iki düz do¼gru oldu¼gu kabul edilsin. E¼ger inversiyonun merkezi k1

ve k2 nin kesi̧sim noktas¬ ile çak¬̧s¬r ise ek1 = k1 ve ek2 = k2 olur. Buradan, aç¬lar¬n

korundu¼gu söylenebilir. Genelli¼gi bozmaks¬z¬n inversiyon merkezi olan O noktas¬n¬n k1
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üzerinde olmad¬¼g¬n¬kabul edelim. ek1, O noktas¬ndaki te¼get do¼grusu k1 e paralel olan ve
O noktas¬ndan geçen bir çemberdir (Teorem 3.1.1). ek2, ya k2 dir ya da O noktas¬ndaki
te¼get do¼grusu k2 e paralel olan ve O noktas¬ndan geçen bir çemberdir. O noktas¬nda ek1
in te¼get do¼grusu k1 e ve ek2 in te¼get do¼grusu k2 e paralel oldu¼gundan k1 ve k2 aras¬ndaki

aç¬ ek1 ve ek2 aras¬ndaki aç¬ile ayn¬d¬r (Şekil 3.1.7).

Şekil 3.1.7 ·Inversiyonlar alt¬nda aç¬lar¬n korunumu

Şimdi k1 ve k2 den en az birinin çember oldu¼gunu kabul edelim. Burada k1 bir çember

olsun. l1 ve l2, k1 ve k2 nin kesi̧sim noktas¬nda s¬ras¬yla k1 ve k2 nin te¼getleri olsun.

k2 nin do¼gru olmas¬ durumunda k2 = l2 dir. ek1 ve el1 nin bir tek ortak noktalar¬
oldu¼gu için bu noktadaki ek1 ve el1 nin te¼get do¼grular¬da ortakt¬r. Yani ek1 ve el1 s¬f¬r
aç¬yla kesi̧smelidir. Benzer şekilde dek2el2 = 0� dir. Yani bir önceki duruma göre l1 ve l2
aras¬ndaki aç¬el1 ve el2 aras¬ndaki aç¬ile ayn¬d¬r.

dk1k2 = cl1l2 =
cel1el2 =

dek1 ek2
(·Int.Kyn.1).

Şimdi inversiyonlar¬n uygulamas¬n¬içeren önermeler verilecektir.
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Önerme 3.1.5. IC;k inversiyonu P ve Q noktalar¬n¬P p ve Qp noktalar¬na dönüştürsün.

Bu taktirde,

P pQp =
k2:PQ

CP:CQ

dir.

Şekil 3.1.8 Kiri̧sler dörtgeni

·Ispat. ·Ilk olarak C, P , Q noktalar¬n¬n do¼grudaş olmad¬klar¬n¬kabul edelim. Önerme

3.1.2 den,

CP:CP p = k2 = CQ:CQp

eşitli¼gi elde edilir. Böylece,

CP

CQ
=

CQp

CP p

dir. M CPQ ve M CQpP p üçgenleri benzerdir. Sonuç olarak,
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P pQp

PQ
=

CQp

CP
=

CQp:CQ

CP:CQ
=

k2

CP:CQ

dir.

C, P , Q noktalar¬n¬n do¼grudaş olduklar¬n¬kabul edelim. Önerme 3.1.2 den,

CP:CP p = k2 = CQ:CQp

eşitli¼gi elde edilir. C � P �Q ve C �Qp � P p aras¬ndaki oran korunaca¼g¬ndan,

P pQp

PQ
=

CQp

CP
=

CQp:CQ

CP:CQ
=

k2

CP:CQ

dir.

Önerme 3.1.6. Bir kiri̧sler dörtgeninde köşegenlerin çarp¬m¬ kaŗs¬l¬kl¬ kenarlar¬n

çarp¬mlar¬n¬n toplam¬na eşittir.

·Ispat. ABCD, k çapl¬çember içerisine çizilen bir kiri̧sler dörtgeni olsun (Şekil 3.1.8).

Teorem 3.1.1 e göre IA;k inversiyonu bu çemberi çembere te¼get olan bir do¼gruya ve B,

C, D noktalar¬n¬te¼get do¼grusu üzerindeki B p, C p, Dp noktalar¬na dönüştürür. Buradan

B pC p + C pDp = B pDp dir. Önerme 3.1.5 e göre

k2:BC

AB:AC
+

k2:CD

AC:AD
=

k2:BD

AB:AD

ya da

BC:AD + CD:AB = BD:AC

dir ( Stahl 1993).
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3.2 H-Düzleminde Yans¬malar

Hiperbolik yans¬malar öklid yans¬malar¬n hiperbolik benzerleridir.

Tan¬m 3.2.1. g düzlemde herhangi bir do¼gru olmak üzere g nin her noktas¬n¬kendi-

sine ve düzlemin di¼ger her bir noktas¬n¬g ye göre simetri¼gi olan noktaya dönüştüren

bir dönüşüme bir yans¬ma, daha başka bir ifadeyle, g ye göre bir yans¬ma denir. g

do¼grusuna da bu yans¬man¬n ekseni denir.

Şekil 3.2.1 Öklid düzleminde yans¬ma

Şekil 3.2.1de P , Q, R noktalar¬do¼grudaş de¼gildir. Bu noktalar¬n g ye göre yans¬malar¬,

s¬ras¬ile, P p, Qp, Rp dir. g do¼grusu PP p, QQp, RRp yi dik kesmektedir (Hac¬saliho¼glu

1998).
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Şekil 3.2.2 H-düzlemindeki hiperbolik yans¬ma

H-düzlemindeki hiperbolik yans¬malar öklid yans¬malar¬n hiperbolik benzerleridir.

H-düzleminde hiperbolik yans¬malar ya düz bir jeodezikteki öklid yans¬ma ya da merkezi

x-ekseni üzerinde bulunan e¼gri jeodezikteki bir inversiyondur.

(1) Hiperbolik yans¬ma düz jeodezikteki bir öklid yans¬ma olsun. Şekil 3.2.2 de birinci

şekildeki �m yans¬mas¬n¬dikkate alal¬m. �m in yans¬ma ekseni, x-eksenindeki M nok-

tas¬ndan geçen düz m jeodezi¼gidir. P üst yar¬düzlemde herhangi bir nokta, p de bu P

noktas¬ndan geçen ve merkeziM olan e¼gri jeodezik olsun. p ve m jeodezikleri A kesi̧sim

noktas¬nda dik olduklar¬ndan �m(p) = p dir ( Önerme 3.1.3) ve P p = �m(P ) görüntü

noktas¬p jeodezi¼gi üzerindedir. Bu nedenle �m bir hiperbolik harekettir. PA ve PAp

jeodezik parçalar¬ eşit hiperbolik uzunlu¼ga sahiptirler. Sonuç olarak m jeodezi¼gi, P

noktas¬ve bu noktan¬n P p = �m(P ) görüntüsünden geçen jeodezik parçan¬n hiperbolik

orta dikmesidir.

(2) Hiperbolik yans¬ma, x-ekseni üzerinde merkezi bulunan bir inversiyon olsun.

x-ekseni üzerinde herhangi bir C noktas¬n¬alal¬m. IC;k inversiyonun dan oluşan hiper-

bolik yans¬ma incelenecektir. Bu inversiyon C merkezli k yar¬çapl¬g e¼gri jeodezi¼gindeki

her noktay¬sabit b¬rakt¬¼g¬ndan dolay¬IC;k n¬n ekseni olarak bu jeodezik al¬nabilir. Her-

hangi Q noktas¬için Qp = IC;k(Q) olsun. Q noktas¬ndan geçen ve g ye B noktas¬nda dik
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olan bir q jeodezi¼gini alal¬m. IC;k(q) = q dir (Önerme 3.1.3) ve Qp noktas¬q jeodezi¼ginin

üzerindedir. Bu nedenle IC;k inversiyonu bir hiperbolik harekettir. QB ve QB p jeodezik

parçalar¬eşit hiperbolik uzunlu¼ga sahiptirler. Sonuç olarak g jeodezi¼gi, Q noktas¬ve bu

noktan¬n görüntüsü olan Qp = IC;k(Q) noktas¬ndan geçen jeodezik parças¬n¬n hiperbolik

orta dikmesidir (Stahl 1993).

Şimdi öklid yans¬malar ile ilgili baz¬teoremleri inceleyece¼giz.

Teorem 3.2.1. Yans¬malar aç¬lar¬n yönünü ters çeviren hareketlerdir. Bir yans¬ma

ekseni üzerindeki noktalardan başka hiç bir noktay¬ sabit b¬rakmaz. Bir yans¬ma

ekseninden ve eksenine dik olan do¼grulardan başka hiçbir do¼gruyu sabit b¬rakmaz.

·Ispat. Bir yans¬man¬n düzlemde birebir bir dönüşüm oldu¼gu aç¬kt¬r. Hatta Şekil 3.2.1

den yans¬man¬n uzakl¬¼g¬korudu¼gu da gösterilebilir. O halde bir yans¬ma bir harekettir.

Her noktan¬n eksene göre yans¬m¬̧s¬eksene göre simetri¼gi oldu¼gundan, her aç¬n¬n yönü

tersi olur. O halde Şekil 3.2.1 de PQR aç¬s¬n¬n yönü pozitif ise görüntüsü olan P pQpRp

aç¬s¬n¬n yönü negatiftir. Ekseni g olan bir yans¬mada g nin noktalar¬sabit noktalard¬r.

Ayr¬ca g do¼grusu ve g ye dik olan bütün do¼grular da sabit do¼grulard¬r, g ye göre simetrik

olan şekil de yans¬mada sabit kal¬r (Hac¬saliho¼glu 1998).

Teorem 3.2.2. ·Iki noktay¬ sabit b¬rakan bir izometri bir yans¬ma ya da bir birim

dönüşümdür.

·Ispat. m do¼grusu üzerindeki P ve Q noktalar¬n¬ sabit b¬rakan bir � izometrisini

düşünelim. � izometrisi için iki durum vard¬r. � izometrisi ya { ya da �m yans¬mas¬d¬r.

� = { ise noktalar¬n sabit kald¬¼g¬aşikard¬r. � 6= { olsun. � = �m oldu¼gunu gösterelim.

E¼ger � 6= { ise Teorem 3.1 ye göre � taraf¬ndan sabit b¬rak¬lmayan bir R noktas¬vard¬r.

Bu yüzden R noktas¬m do¼grusunun d¬̧s¬ndad¬r ve P , Q, R noktalar¬do¼grudaş olmayan

üç noktad¬r. Rp = � (R) olsun. � bir izometri oldu¼gu için PR = PRp ve QR = QRp dir.

P ve Q nun herbiri R ve Rp den eşit uzakl¬ktaki noktalar¬n geometrik yeri oldu¼gundan

m do¼grusu RRp nün orta dikmesidir. Sonuç olarak � (R) = Rp = �m (R) dir. Ayn¬
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zamanda � (P ) = P = �m (P ) ve � (Q) = Q = �m (Q) dir. Teorem 3.3 e göre � = �m

elde edilir (Martin 1982).

Şimdi yans¬malar¬n bileşkesiyle ilgili baz¬teoremlerden bahsedece¼giz.

g do¼grusuna göre bir �g yans¬mas¬n¬bir başka h do¼grusuna göre bir �h yans¬mas¬takip

etsin. �g , �h yans¬malar¬aç¬lar¬n yönlerini ters çevireceklerinden bunlar¬n bileşkeleri

olan dönüşüm de aç¬lar¬n yönlerini korumuş olur (Hac¬saliho¼glu 1998).

Teorem 3.2.3.Tek bir noktay¬sabit b¬rakan izometri iki yans¬man¬n bir bileşkesidir.

·Ispat. Bir � izometrisinin bir tek C noktas¬n¬ sabit b¬rakt¬¼g¬n¬ kabul edelim. P

noktas¬C den farkl¬bir nokta, � (P ) = P p ve m do¼grusu PP p nün orta dikmesi olsun.

� bir izometri oldu¼gu için CP = CP p dir. Bu durumda C noktas¬m do¼grusunun

üzerindedir. Bu yüzden �m (C) = C ve �m (P p) = P dir. �m� (C) = �m (C) = C ve

�m� (P ) = �m (P
p) = P dir. Teorem 3.2.2 e göre l =

 !
CP olmak üzere �m� = { ya

da �m� = �l dir. Ancak �m� 6= { dir. Yoksa �, �m olurdu ve C den başka noktalar¬

da sabit b¬rak¬rd¬. Bu yüzden baz¬l do¼grusu için �m� = �l dir. Bu eşitli¼gin iki taraf¬

soldan �m ile çarp¬ld¬¼g¬nda � = �m�l elde edilir.

Herhangi m do¼grusu için { = �m�m oldu¼gundan önceki iki teoremin bir sonucu olarak

aşa¼g¬daki teorem elde edilir.

Teorem 3.2.4. Bir noktay¬ sabit b¬rakan bir izometri en fazla iki yans¬man¬n bir

bileşkesidir.

Teorem 3.2.5. Yans¬malar¬n bileşkesi bir izometridir. Her izometri en fazla üç yans¬-

man¬n bileşkesidir.

·Ispat. Kabul edelim ki özdeş olmayan bir � izometrisi P noktas¬n¬farkl¬Q noktas¬na

dönüştürsün. m do¼grusu da PQ nun orta dikmesi olsun. �m� izometrisi P noktas¬n¬

sabit b¬rak¬r. Teorem 3.2.4 ye göre �m� nin en fazla iki yans¬man¬n bileşkesi olmas¬

gerekir. Bu iki yans¬man¬n bileşkesine � denilsin. Böylece � = �m� dir ve � en fazla

üç yans¬man¬n bileşkesidir (Martin 1982).
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Şekil 3.2.3 Üç izometri ile 4ABC ' 4DEF gösterimi

Öklid düzlemde iki üçgenin köşe noktalar¬aras¬nda birebir bir eşleme verilsin. E¼ger

birinci üçgenin iki kenar¬ve aralar¬ndaki aç¬, ikinci üçgenin kaŗs¬l¬k gelen kenarlar¬na

ve aç¬ya eş ise bu iki üçgen K.A.K�a (kenar-aç¬-kenar) göre eştir. Bu iki eş üçgen en fazla

üç yans¬ma ile meydana gelir. Poincaré yar¬-düzlemde üç izometri ile 4ABC' 4DEF

oldu¼gu gösterilebilir (Şekil 3.2.3). Buna ba¼gl¬olarak aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.6. Her hiperbolik kat¬ hareket en fazla üç hiperbolik yans¬man¬n bir

bileşkesidir (Stahl 1993).

Şimdi e¼gik jeodezikteki hiperbolik yans¬malarda kolayl¬k sa¼glamas¬aç¬s¬ndan kompleks

say¬larla ilgili baz¬tan¬m ve teoremleri verelim.

Tan¬m 3.2.2. Öklid düzlemdeki her bir (x; y) noktas¬z = x + iy olarak ifade edilirse

bu z say¬s¬na kompleks say¬ denir. Komplek say¬lar kümesi C ile ifade edilir. z(x; y) ,

z = x+ iy kompleks say¬s¬na kaŗs¬l¬k gelen nokta olsun. z do¼gru parças¬n¬n uzunlu¼guna

z nin modülü denir.
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jzj =
p
x2 + y2

ile gösterilir. z nin argümenti

arg(z) = arctan
y

x

olarak gösterilir. � , 0 � � � � olmak üzere bir aç¬olsun. Modülü 1, argümenti � olan

kompleks say¬

ei� = cos � + i sin �

ve r bir reel say¬olmak üzere modülü r , argümenti � olan kompleks say¬y¬

rei� = r (cos � + i sin �)

olarak gösteririz.

Tan¬m 3.2.3. E¼ger z = x+ iy bir kompleks say¬ise x� iy say¬s¬bu kompleks say¬n¬n

eşlene¼gidir denir. z ile gösterilir.

z nin eşlene¼ginin de z oldu¼gunu görmek kolayd¬r. Her kompleks say¬ ve eşlene¼gi

x-eksenine göre simetriktir. Di¼ger bir deyi̧sle, f(z) = z fonksiyonu x-ekseninde �x

yans¬mas¬d¬r (Stahl 1993).

Tan¬m 3.2.4. a, b, c, d 2 C ve z 2 C1 olmak üzere

T : C1 ! C1

T (z) =

8>>>><>>>>:
az + b

cz + d
; z 6= �d

c
a

c
; z =1 ad� bc 6=1

1 ; z = �d
c

biçiminde ifade edilebilen dönüşümlere möbiüs dönüşümleri denir. K¬saca;
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T (z) =
az + b

cz + d

ye bir möbiüs dönüşümü denir (Başkan 2005).

Teorem 3.2.7. Mobiüs dönüşümü grubu üst yar¬düzlemi sabit b¬rak¬r.

·Ispat. a, b, c, d 2 C ve z 2 C1 olmak üzere

T (z) =
(az + b)

(cz + d)

=
(az + b)

(cz + d)
:
cz + d

cz + d

=
aczz + bd+ adz + bcz

jcz + dj2

_Im(T (z)) =
(ad� bc) y
jcz + dj2

=
y

jcz + dj2

jcz + dj2 > 0, y > 0 oldu¼gundan; _Im(T (z)) > 0 d¬r (Y¬lgör 2007).

II. tip do¼grular olan e¼gri jeodezikteki hiperbolik yans¬malar, merkezi x-ekseni üzerinde

olan inversiyonlard¬r. Şimdi H-düzlemde e¼gik jeodezikteki yans¬malar¬n kompleks say¬larla

ifadesini verelim.

Önerme 3.2.1. IO;k inversiyonunu alal¬m ve bu inversiyon

IO;k (z) = zp

olsun.

arg(zp) = arg(z)
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ve

jzj :
��zp�� = k2

olmak üzere

zp = IO;k(z) =
k2

z

dir. Bu denklem O merkezli k yar¬çapl¬hiperbolik yar¬çemberde (e¼gri jeodezikte) bir

hiperbolik yans¬mad¬r.

Önerme 3.2.2. A(a; 0) merkezli k yar¬çapl¬hiperbolik çemberlerde yans¬ma

IA;k(z) =
k2

z � a + a

dir.

Teorem 3.2.8. H-düzleminde hiperbolik yans¬malar hiperbolik uzakl¬¼g¬korurlar.

·Ispat.

Durum 1. I tipindeki do¼gruda yans¬ma için m, x = c eşitli¼gine sahip bir do¼gru olsun.

(x1; y1) ve (x2; y2) noktalar¬n¬n m do¼grusuna göre simetri olmas¬için gerek ve yeter şart

c =
x1 + x2
2

ve y1 = y2 dir.

E¼ger a � t � b olmak üzere 
, [u(t); v(t)] olarak verilen herhangi bir e¼gri ise �m(
),

[2c� u(t); v(t)] olan bir e¼gridir. Şimdi


 boyunca : dx = up(t)dt dy = vp(t)dt

�m(
) boyunca : dx = �up(t)dt dy = vp(t)dt

dir. Buradan hem 
 hem de �m(
) hiperbolik uzunluk olarak,

Z b

a

p
up2(t) + vp2(t)

v(t)
dt
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ortak de¼gere sahiptirler.

Durum 2. II tipindeki do¼gruda yans¬ma için IC;k bir inversiyon olsun. h e¼grisinin

hiperbolik uzunlu¼gu

Z
h

p
dx2 + dy2

y

dir. Kutup noktas¬n¬C ve kutup eksenini x-ekseni alarak bir kutupsal koordinat sistemi

oluştural¬m. Kartezyen koordinatlar kutupsal koordinatlara dönüştürüldü¼günde

x = c+ r cos �

y = r sin �

yaz¬labilir. Buna göre,

dx

d�
=

dr

d�
cos � + r

d cos �

d�
= rp cos � � r sin �

dy

d�
=

dr

d�
sin � + r

d sin �

d�
= rp sin � + r cos �

dir. Bundan dolay¬,

dx2 + dy2 = (rp cos � � r sin �)2 d�2 + (rp sin � + r cos �)
2
d�2

= [rp2
�
cos2 � + sin2 �

�
+ 2rrp (cos � sin � � sin � cos �)

+r2
�
sin2 � + cos2 �

�
]d�2

= (rp2 + r2) d�2

dir. h e¼grisini,

r = f(�) � � � � �
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denklemi ile ifade edelim. IC;k inversiyonu h yi

r = F (�) =
k2

f(�)
� � � � �

olarak verilen hp e¼grisine dönüştürür. Buradan,

dH (h
p) =

Z
hp

p
rp2 + r2

r sin �
d�

=

Z �

�

p
F p2 + F 2

F sin �
d�

=

Z �

�

q
(�k2f p=f2)2 + (k2=f)2

k2 sin �=f
d�

=

Z �

�

p
f p2 + f 2

f sin �
d�

=

Z
h

p
rp2 + r2

r sin �
d�

= dH (h)

dir (Stahl 1993).

Tan¬m 3.2.5. Düzlemde verilen bir noktadan eşit uzakl¬kta bulunan noktalar kümesine

çember denir.

Düzlemde verilen M = (m;n) (çemberin merkezi) noktas¬ndan r (r 2 R , r > 0 çem-

berin yar¬çap¬) birim uzakl¬kta bulunan de¼gi̧sken noktaX = (x; y) olsun. fX : jMRj = rg

noktalar kümesi bir çember belirtir ve bu çemberin denklemi

(x�m)2 � (y � n)2 = r2

şeklindedir (Salihova 2006).
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Şimdi hiperbolik yans¬malardan faydalanarak bir öklid çemberinin bir hiperbolik çember

oldu¼gunu gösterelim.

Teorem 3.2.9. Üst yar¬düzlemdeki her öklid çember ayn¬zamanda bir hiperbolik

çemberdir.

·Ispat. q, O merkezli ve x-eksenine dik BC çapl¬bir öklid çember olsun (Şekil 3.2.4).

E¼ger q nun ayn¬zamanda hiperbolik çember oldu¼gu ispatlan¬rsa, bu hiperbolik çemberin

A hiperbolik merkezi, BC do¼gru parças¬n¬n hiperbolik orta noktas¬ise

MA =
p
MB:MC (3.2.1)

olur. Şimdi A dan geçen her p jeodezi¼ginin, q nun içini iki hiperbolik eş parçaya

böldü¼günü gösterelim. Bu hiperbolik eşlik, Ip hiperbolik yans¬mas¬olup, yani p nin

her noktas¬n¬sabit b¬rakan bir yans¬mad¬r.

Şekil 3.2.4 Öklid ve hiperbolik çember gösterimi

Önerme 3.1.3 e göre p ve q nun dik olmas¬için ancak ve ancak q merkezil çemberindeki

hiperbolik yans¬man¬n p çemberini sabit b¬rakmas¬n¬gerektirmekteydi. Bu nedenle k
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s¬q nun öklid yar¬çap¬olan p yi sabit b¬rakan IO;k inversiyonunun oldu¼gunu ispatlamak

gerekir. Tabii ki IO;k inversiyonu p ve q nun E ve F kesi̧sim noktalar¬n¬sabit b¬rak¬r.

IO;k(p), E ve F yi kapsayan bir çember olmas¬ nedeniyle, şimdi Ap = IO;k(A) n¬n

p üzerinde oldu¼gunu gösterelim. Bunun için A ve Ap nün x-eksenine göre simetrik

oldu¼gunu göstermek yeterdir.

O = (:; b) ise bu takdirde B = (:; b+ k), C = (:; b� k) ve (3.2.1) den,

A = (:;
p
b2 � k2)

olur. Buradan Ap nün ordinat¬, A n¬n ordinat¬n¬n negati� olan,

OM �OAp = b� k2

OA

= b� k2

b�
p
b2 � k2

= b� k2

b�
p
b2 � k2

:
b+
p
b2 � k2

b+
p
b2 � k2

= b�
k2
�
b+
p
b2 � k2

�
b2 � (b2 � k2)

= b�
k2
�
b+
p
b2 � k2

�
k2

= b�
�
b+
p
b2 � k2

�
= �

p
b2 � k2

ifadesine eşittir. Sonuç olarakAp, p = IO;k (p) olacak şekilde p ve IO;k (p) nin üzerindedir.

Bunun anlam¬p ve q ortogonaldir ve bu nedenle q = IO;k (q) dur. Di¼ger bir deyi̧sle,

A dan geçen her düz jeodezik, q yu iki hiperbolik eş parçaya ay¬r¬r. p, A dan geçti¼gi

sürece, AE yay¬n¬n hiperbolik uzunlu¼gu sabittir.
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AE nin AC üzerine dönüşümü ise, hiperbolik yans¬mayla bulunur. G, x-ekseni ile p

nin kesi̧simi ve n, G merkezli ve A dan geçen e¼gik jeodezik olsun. In(A) = A ve

In(A
p) = Ap oldu¼gundan dolay¬In(p) = BM olur. Bununla birlikte ispat¬n ilk k¬sm¬na

bakarak In(q) = q ve sonuç olarak In nin q ve p nin kesi̧simi olan E yi, q ve BM nin

kesi̧simi olan C üzerine dönüştürdü¼günü söyleyebiliriz. Ayr¬ca G ile di¼ger kesi̧sim de,

E noktas¬n¬B ye dönüştürür. Bu durumda şu sonuca var¬l¬r; AE yay¬n¬n hiperbolik

uzunlu¼gu sabittir ve bu nedenle q, A merkezli hiperbolik çemberdir.

Önerme 3.2.3. (h; k) öklid merkezli ve r öklid yar¬çapl¬bir çember

H = h ; K =
p
k2 � r2 ; R =

1

2
ln
k + r

k � r
veya

h = H ; k = K cosh(R) ; r = K sinh (R)

olan (H;K) hiperbolik merkezli ve R hiperbolik yar¬çapl¬çemberdir (Şekil 3.2.5).

Şekil 3.2.5 Öklid ve hiperbolik merkezlerin gösterimi

·Ispat. B ve C, (h; k) çemberinin merkezinden geçen do¼grunun alt ve üst noktalar¬

olsun. B ve C nin koordinatlar¬n¬n (h; k + r) ve (h; k � r) oldu¼gu aç¬kt¬r. Bu takdirde

Önerme 2.4 ten

R =
1

2
ln
k + r

k � r
dir. K hiperbolik orta nokta oldu¼gundan,
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K =
p
(k + r) (k � r) =

p
k2 � r2

dir. Ayr¬ca H = h oldu¼gu da aşikard¬r.

Di¼ger taraftan, R nin eşitinden,

k

r
=

e2R + 1

e2R � 1 = coth(R)

yazabiliriz.

Bu ifade, K2 = k2 � r2 olacak şekilde çözülürse,

r2 =
K2

coth2 (R)� 1
= K2 sinh2 (R)

ve

k2 = K2 + r2 = K2
�
1 + sinh2 (R)

�
= K2 cosh2 (R)

bulunur.

Sonuç 3.2.1. Her hiperbolik çember ayn¬zamanda öklid çemberdir.

Önerme 3.2.4. Öklid düzlemindeki çember denklemi,

(x� h)2 + (y � k)2 = r2

şeklindedir. Poincaré yar¬düzlemindeki çemberin analitik denklemi ise,

x2 + y2 � 2Hx� 2K cosh (R) y +H2 +K2 = 0

d¬r.

·Ispat. (h; k) öklid çemberin merkezi ise, H-düzleminde,

h = H ; k = K cosh (R) ; r = K sinh (R)
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ifadesini öklid düzlemdeki çember denkleminde yerine yazarak, H düzlemindeki çem-

berin analitik denkleminin

(x� h)2 + (y � k)2 = r2

(x�H)2 + (y �K cosh (R))2 = (K sinh (R))2

x2 � 2Hx+H2 + y2 � 2K cosh (R) y +K2 cosh2 (R) = K2 sinh2 (R)

x2 � 2Hx+H2 + y2 � 2K cosh (R) y +K2
�
cosh2 (R)� sinh2 (R)

�
= 0

x2 � 2Hx+H2 + y2 � 2K cosh (R) y +K2 = 0

x2 + y2 � 2Hx� 2K cosh (R) y +H2 +K2 = 0

oldu¼gu sonucuna var¬r¬z (Sönmez 2006).

Öklid düzleminde � say¬s¬önemli bir rol oynamaktad¬r. Bu sabit say¬öklid düzleminde

çemberin çevre uzunlu¼gunun çap¬na oran¬na eşit olmas¬na ra¼gmen, H-düzleminde fark-

l¬d¬r.

Örnek 3.2.1. Üzerinde key� bir P (x; y) noktas¬verilen C (h; k) öklid merkezli ve r

öklid yar¬çapl¬q çemberinin hiperbolik uzunlu¼gunu bulunuz.

Çözüm. C (h; k) öklid merkezli ve r öklid yar¬çapl¬q çemberinin denklemi

(x� h)2 + (y � k)2 = r2

dir. P (x; y), q çemberi üzerinde key�bir nokta ve t, CP yar¬çap¬n¬n x-ekseni ile pozitif

yönde yapt¬¼g¬aç¬olsun. Buradan çemberin parametrik denklemi,

x = h+ r cos t y = k + r sin t
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olur ve

dx = �r sin t dt dy = r cos t dt

,

arctanx+ arctan
1

x
= �

2

olmak üzere

dH (q) =

Z
q

p
dx2 + dy2

y

= 2

Z �=2

��=2

rdt

k + r sin t

=

�
2r

2p
k2 � r2

arctan
k tan (t=2) + rp

k2 � r2

��=2
��=2

=
4rp
k2 � r2

�
arctan

k + rp
k2 � r2

� arctan �k + rp
k2 � r2

�

=
4rp
k2 � r2

"
arctan

r
k + r

k � r + arctan
r
k � r
k + r

#

=
2�rp
k2 � r2

ve

dH(q)

2R
=

2�rp
k2 � r2

ln
k + r

k � r

6= �

dir (Stahl 1993).
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3.3 H-Düzleminde Ötelemeler

Öklid düzleminde oldu¼gu gibi H-düzleminde de ötelemeler eksenleri kesi̧smeyen iki yan-

s¬man¬n bileşkesidir. I. tip do¼grular düz jeodezikler oldu¼gundan dolay¬düz jeodezikteki

ötelemeler Öklid düzlemdeki ötelemelerin ayn¬s¬d¬r.

Tan¬m 3.3.1. Bir öteleme hareketi, denklemleri,

xp = x+ a

yp = y + b (3.3.1)

olan bir dönüşümdür; burada a ve b herhangi reel say¬lard¬r.

Şekil 3.3.1 Öklid düzlemde öteleme

E¼ger a = b = 0 ise (3.3.1) denklemleri x = xp, y = yp özdeşli¼gine indirgenir. O halde {

özdeşlik eleman¬ötelemeler cümlesine dahildir.

Herhangi bir P noktas¬ndan başlayarak bir P p noktas¬na şu şekilde gidilebilir: (3.3.1)

denklemlerine göre Ox eksenine paralel olarak a birim kadar ve Oy eksenine paralel
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olarak b birim kadar gidilir. a ve b nin i̧saretleri gidilecek yönleri belirtirler. Şekil 3.3.1

de a < 0 ve b < 0 d¬r.

E¼ger dönüşüm { de¼gilse, P p nün P ye göre durumu, öteleme vektörü denen,
��!
PP p vektörü

ile belirtilir, ötelemenin uzunlu¼gu
��!
PP p nün boyu ile belirtilir.

��!
PP p nün boyu

p
a2 + b2

ve do¼grultusu � =\QPP p aç¬s¬ile verilir. Burada � aç¬s¬na ötelemenin do¼grultusu denir.

Bir öteleme vektörüne
��!
PP p denirse bu öteleme vektörünün tersine

��!
P pP denir. Yani

ötelemenin tersi mevcuttur. Öteleme ve tersi ayn¬do¼grultuda, fakat ters yöndedir ve

uzunluklar¬ayn¬d¬r (Hac¬saliho¼glu 1998).

Aşa¼g¬da e¼gri jeodezikteki ötelemeler kompleks say¬larla ifade edelicektir.

z0 = a+ ib üst yar¬düzlemde herhangi bir say¬olmak üzere

f(z) =
z � a
b

mobiüs dönüşümü z0 ¬i ye taş¬yan bir hiperbolik ötelemedir. Bu dönüşümün tersi

f�1(z) = bz + a

olup i noktas¬n¬ z0 a taş¬r. Böylece, H-düzlemde herhangi bir z1 = c + id noktas¬

verildi¼ginde

d

�
z � a
b

�
+ c =

dz + (bc� ad)
0z + b

bileşkesi z0 ¬z1 e taş¬yan bir hiperbolik kat¬hareket olur.

Örnek 3.3.1. z0 = 2 � 3i noktas¬n¬ z1 = 3 + 4i ye taş¬yan hiperbolik ötelemenin

denklemini yaz¬n¬z.

Çözüm. z0 = 2� 3i ve z1 = 3 + 4i olmak üzere

4z + (�3:3� 2:4)
�3 =

4z � 17
�3
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z0 ¬z1 a taş¬yan bir hiperbolik kat¬harekettir.

Örnek 3.3.2. B(�1; 0) olmak üzere T = IB;4 � IO;2 nin öteleme oldu¼gunu gösteriniz

( Şekil 3.3.2). 1 + i ve 3i noktalar¬n¬n T alt¬ndaki görüntülerini bulunuz.

Çözüm.

T (z) = IB;4 � IO;2(z) =
42

22

z
+ 1

� 1 =
15z � 4
z + 4

T (1 + i) =
15i+ 11

i+ 5

T (3i) =
45i� 4
3i+ 4

olarak verilen bu bileşke yans¬malar¬n eksenleri kesi̧smedi¼gi için bir hiperbolik ötelemedir.

Bu da öklid ötelemelerinin hiperbolik benzerleridir. T n(1 + i) ve T n(3i) nin ilk birkaç

de¼geri Şekil 3.3.2 de gösterilmi̧stir. Bu noktalar¬n x-ekseni üzerinde ayn¬noktaya do¼gru

yak¬nsar.

Şekil 3.3.2 H-düzlemindeki hiperbolik öteleme
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Buradan, ötelemelerin bileşkesinin bir öteleme oldu¼gu söylenebilir.

Teorem 3.3.1. H-düzleminde ötelemeler hiperbolik uzakl¬¼g¬korurlar.

·Ispat. � bir öteleme olsun. Herhangi h sabit say¬s¬için

�(x; y) = (x+ h; y)

dir. a � t � b olmak üzere 
, [u(t); v(t)] olarak verilen herhangi bir e¼gri ise �(
),

[u(t) + h; v(t)] şeklinde herhangi bir e¼gri olacakt¬r. Hem 
 hem de �(
) e¼grilerinde,

dx = up(t)dt dy = vp(t)dt

dir. Sonuç olarak hem 
 hem de �(
),

Z b

a

p
up2(t) + vp2(t)

v(t)
dt

hiperbolik uzunlu¼guna sahiptirler (Stahl 1993).

3.4 H- Düzleminde Dönmeler

Hiperbolik dönmeler öklid dönmelerin hiperbolik benzerleridir. Bunlar:

(1) Öklid dönmelerin ayn¬s¬ olan düz jeodezikteki dönmeler ile e¼gri jeodezikteki

dönmeler kesi̧sen iki do¼grudaki yans¬malar¬n bileşkesiyle oluşur.

(2) Kesi̧sen iki do¼grudaki dönmelerin merkezi, hem düz hem de e¼gri jeodezikte

kesi̧sen do¼grular¬n kesim noktas¬d¬r.

(3) Düz jeodezikteki dönmelerin aç¬s¬ile e¼gri jeodezikteki dönmelerin aç¬s¬s¬, kesi̧sen

iki do¼gru aras¬ndaki aç¬n¬n iki kat¬d¬r (Stahl 1993).

Tan¬m 3.4.1. Düzlemin bir noktas¬A ve radyanlar¬ gösteren bir say¬� olsun. A

noktas¬n¬kendisine ve düzlemin di¼ger bir noktas¬olan P noktas¬n¬P p ne dönüştüren o
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şekilde bir dönüşüm alal¬m ki
�!
AP =

��!
AP p ve \PAP p = � olsun. Bu şekildeki dönüşüme

A noktas¬etraf¬nda � kadar bir dönme denir. A noktas¬na bu dönmenin merkezi ve �

aç¬s¬na da dönme aç¬s¬denir.

Şekil 3.4.1 Öklid düzleminde dönme

A noktas¬ndanAP uzakl¬¼g¬nda bulunan bir P noktas¬(Şekil 3.4.1), AP do¼gru parças¬n¬n

A etraf¬ndaki � aç¬s¬ kadar dönmesiyle bir tek P p noktas¬na dönüşür. Aşikard¬r ki

düzlemin her bir noktas¬tek bir noktan¬n resmidir. O halde bir dönme, AQ = AQp ve

[PAQ = \P pAQp oldu¼gundan APQ ve AP pQp üçgenlerinden PQ = P pQp d¬r; dolay¬s¬yla

dönme, uzakl¬¼g¬korur. Ayn¬ şey, A, P , Q noktalar¬n¬n ayn¬do¼gru üzerinde olmalar¬

halinde de do¼grudur.

Burada, dönmeler R ile ifade edilecektir.

Merkezi A olan bir çemberin noktalar¬yine çemberin noktalar¬na dönüşürler. A dan

geçen do¼grular yine A dan geçen do¼grulara dönüşürler; ilk do¼gru ile görüntüsü aras¬n-

daki aç¬� d¬r. Dönmeler aç¬lar¬n yönlerini korur.

E¼ger � = 0, 2�, 4� veya 2� nin herhangi tam kat¬ ise R bir özdeşlik dönüşümdür.

Benzer şekilde � = (2k + 1) � dönme aç¬s¬na sahip olan bütün dönmeler ayn¬dönüşümü

51



yaparlar, burada k herhangi bir tam say¬d¬r. O halde k = 0 oldu¼gu zaman � = � dir

ve k = �1 oldu¼gu zaman � = �� dir. Bu iki dönme ayn¬d¬r (Şekil 3.4.2).

Şekil 3.4.2 Öklid düzleminde dönme

Yani Şekil 3.4.2 deki gibi her iki dönme de P noktas¬n¬ayn¬bir P p noktas¬na gönderiyor.

k herhangi bir sabiti göstermek üzere genel olarak � = �1 + 2k� şeklindeki bütün

dönmeler ayn¬dönüşümü temsil ederler.

Teorem 3.4.1. Dönmeler yönü koruyan hareketlerdirler. Özdeşlik dönüşümü olmayan

dönmeler dönme merkezinden başka bir noktay¬sabit b¬rakmazlar. Özdeşlik dönüşümü

olmayan ve dönme aç¬s¬ � nin tek katlar¬ olmayan dönmeler hiç bir do¼gruyu sabit

b¬rakmazlar. Dönme aç¬s¬� nin tek katlar¬ise dönme merkezinden geçen do¼grular sabit

kal¬rlar.

·Ispat. E¼ger R 6= { ise A tek sabit noktad¬r. Kabul edelim ki bir di¼ger nokta daha

sabit olsun, bu ise � n¬n 2� nin bir kat¬olmas¬n¬gerektirir ve dolay¬s¬yla R = { olmas¬

gerekir. E¼ger R nin dönme aç¬s¬� ise A dan geçen do¼grular¬sabit b¬rak¬r. Fakat di¼ger

hiç bir do¼gruyu sabit b¬rakmaz. Zira e¼ger bir di¼ger sabit do¼gru g ise bu g do¼grusu A

dan geçen bir h do¼grusunu bir B noktas¬nda kesmesi gerekir ve B noktas¬da bu iki

sabit do¼grunun kesim noktas¬olarak sabit bir nokta olmas¬gerekirdi; bu hal A n¬n bir

tek sabit nokta olmas¬gerçe¼gine ayk¬r¬d¬r. E¼ger R ne bir özdeşlik dönüşümü ve ne de

� lik bir dönme ise hiç bir do¼gruyu sabit b¬rakmaz (Hac¬saliho¼glu 1998).

Şimdi e¼gri jeodezikteki dönmeleri kompleks say¬lar yard¬m¬yla ifade edelim.
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H-düzlemde hiperbolik dönmenin tek bir sabit noktas¬vard¬r. Bu sabit nokta dönme

merkezini bulmak ve di¼ger noktalar¬n yerini belirlemek için gereklidir.

Örnek 3.4.1.

f(z) = �1
z
=

0:z � 1
1:z + 0

dönüşümü z = i noktas¬ etraf¬nda dönme aç¬s¬ 180
�
olan bir hiperbolik dönmedir.

Dönmenin merkezi f(i) = �1
i
= i dir. f(2i) = � 1

2i
=
i

2
oldu¼gu için dönmenin aç¬s¬n¬n

180
�
oldu¼gu görülür.

Merkezi i noktas¬nda olan di¼ger bütün hiperbolik dönmeler için aşa¼g¬daki lemmaya

bak¬n¬z.

Lemma 3.4.1. H-düzlemde � herhangi bir aç¬olmak üzere

f�(z) =
cos �z + sin �

� sin �z + cos �

mobiüs dönüşümü i noktas¬etraf¬nda dönme aç¬s¬2� olan bir hiperbolik dönmedir.

·Ispat.

cos � cos � � sin � (� sin �) = 1 > 0

oldu¼gu için f�, H-düzlemde bir hiperbolik kat¬harekettir.

f�(i) =
cos �i+ sin �

� sin �i+ cos � =
i (cos � � sin �i)
� sin �i+ cos � = i

dir. f�, i noktas¬etraf¬nda bir hiperbolik dönmedir.
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Şekil 3.4.3 H-düzlemindeki hiperbolik dönme

� = n� + �=2 oldu¼gu zaman f�(z) = �
1

z
dir. i noktas¬etraf¬nda dönme aç¬s¬180

�
olan

hiperbolik dönmenin tan¬mlanmas¬Örnek 3.4.1 de gösterildi. � n¬n di¼ger de¼gerleri için

hiperbolik dönmeyi tan¬mlayal¬m. tan � sonlu bir reel say¬olmak üzere A = (tan �; 0)

olsun (Şekil 3.4.3). f�, i noktas¬n¬ sabit b¬rakt¬¼g¬ ve f�(0) = tan � oldu¼gu için f�

hiperbolik dönmesi i den O ya kadar olan düz jeodezi¼gi i den A ya kadar olan e¼gri

jeodezi¼ge dönüştürür. E¼ger C = (�c; 0), bu e¼gri jeodezi¼gin öklid merkezi ise � = \A C i

dir. Oi nin öklid uzunlu¼gu 1 oldu¼gu için C i nin öklid uzunlu¼gu csc� ve c = cot� d¬r.

CA, CO ve OA n¬n toplam¬oldu¼gundan

csc� = cot�+ tan �

csc�� cot� = tan �

1� cos�
sin�

= tan �

tan
�

2
= tan �

� = 2�
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dir. iO ve iA aras¬ndaki aç¬2� d¬r ve bu aç¬f� hiperbolik dönmenin aç¬s¬d¬r.

Şimdi herhangi bir hiperbolik dönmeyi tan¬mlamak mümkündür.

Önerme 3.4.1. Merkezi a+ ib ve dönme aç¬s¬2� olan hiperbolik dönme

(bz + a) � cos �z + sin �

� sin �z + cos � �
z � a
b

bileşkesidir.

Örnek 3.4.2. 1 + i noktas¬ etraf¬nda dönme aç¬s¬ 90
�
olan hiperbolik dönmenin

denklemini bulunuz.

Çözüm. Önerme 3.4.1 e göre

(z + 1) � z + 1

�z + 1 � (z � 1) = (z + 1) � z � 1 + 1
� (z � 1) + 1

= (z + 1) � z

�z + 2

=
z

�z + 2 + 1

=
2

�z + 2

Örnek 3.4.3. A = (3; 0) olmak üzere IO;2 ve IA;4 inversiyonlar¬n bileşkesiyle meydana

gelen dönmeyi gösteriniz. 1+ i noktas¬n¬n bu dönüşüm alt¬ndaki görüntüsünü bulunuz.

Çözüm. IO;2 inversiyonu

22

z

denklemine sahiptir ve bu denklemde 1 + i noktas¬n¬

22

1 + i
=

4

1� i =
4

1� i :
1 + i

1 + i
=

4 + 4i

1 + 1
= 2 + 2i
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noktas¬na dönüşür. Di¼ger taraftan A = (3; 0) olmak üzere IA;4 inversiyonu

42

z � 3 + 3 =
3z + 7

z � 3
denklemine sahiptir ve bu denklemde 1 + i noktas¬

3
�
1 + i

�
+ 7

1 + i� 3
=

10� 3i
�2� i =

�17 + 16i
5

noktas¬na dönüşür.

IA;4 ve IO;2 inversiyonlar¬hiperbolik yans¬malard¬r. Bu yans¬malar¬n eksenleri kesi̧sir

( Şekil 3.4.4). Sonuç olarak R = IA;4 � IO;2 bileşkesi bir hiperbolik dönmedir.

Şimdi bu bileşke daha detayl¬ incelenecektir.
4

z
nin eşlene¼ginin

4

z
oldu¼gu bilindi¼gine

göre

R(z) = IA;4 � IO;2(z) = IA;4(
4

z
) =

3
4

z
+ 7

4

z
� 3

=
7z + 12

�3z + 4

denklemi elde edilir. Bu bir hiperbolik dönme oldu¼gu için üst yar¬düzlemde bir tek

sabit noktas¬(dönme merkezi) olmas¬gerekir. Şimdi dönme merkezini bulal¬m.

R(z) =
7z + 12

�3z + 4 = z

denklemi çözülerek dönme merkezi bulunabilir.

z2 + z + 4 = 0

denkleminin kökleri

�1� i
p
15

2

olup üst yar¬düzlemde yer alan kök

�1 + i
p
15

2
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dir. R = IA;4 � IO;2 bileşkesi,
 
�1 + i

p
15

2
; 0

!
merkezli bir hiperbolik dönmedir. IA;4

ve IO;2 hiperbolik yans¬ma eksenleri aras¬ndaki aç¬

cos�1
�
AC2 +OC2 �OA2

2:AC:OC

�
= cos�1

�
42 + 22 � 32

2:4:2

�
= cos�1

�
11

16

�
dir ve hiperbolik R dönmesinin aç¬s¬

2 cos�1
�
11

16

�
= 93:13:::

�

dir (Şekil 3.4.4). Şekil 3.4.5 de i, R(i) ve R2(i) = R(R(i)) noktalar¬ve Şekil 3.4.6 de

ise Rn(i) nin bir çok de¼geri i̧saretlenmi̧stir. R bir hiperbolik kat¬hareket oldu¼gu için C

ve Rk(i) aras¬ndaki hiperbolik uzakl¬k, R(C) = C ve R( Rk(i)) = Rk+1(i) aras¬ndaki

hiperbolik uzakl¬¼ga eşittir. Bu şekilden de görüldü¼gü gibi Rk(i) noktalar¬C merkezli

hiperbolik çember gösterir (Stahl 1993).

Şekil 3.4.4 Kesi̧sen iki e¼gri jeodezikteki hiperbolik dönme
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Şekil 3.4.5 ·Iki hiperbolik dönme

Şekil 3.4.6 Hiperbolik dönmeler

Buradan dönmelerin bileşkesinin bir dönme oldu¼gu ve dönme merkezlerinin ayn¬oldu¼gu

söylenebilir.
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3.5 Kongrüans

Öklid düzlemde herhangi iki do¼gru veya eşit uzunluklu herhangi iki do¼gru parças¬kendi

aralar¬nda kongruenttir. Herhangi iki P , P p noktas¬n¬n kongruent oldu¼gunu göster-

mek için P yi P p ye gönderen bir hareketin var oldu¼guna i̧saret edilir. Örne¼gin PP p

vektörünün belirtti¼gi öteleme P noktas¬n¬P p ye resmeden bir harekettir. Benzer şek-

ilde herhangi iki g, gp do¼grusu da kongruenttir. Gerçekten g k gp ise iki P 2 g ve

P p 2 gp noktalar¬için PP p ötelemesi g do¼grusunu gp do¼grusuna gönderen bir harekettir

(Şekil 3.5.1). E¼ger g ve gp bir Q noktas¬nda kesi̧sirse Q noktas¬etraf¬ndaki bir dönme

hareketi ile g do¼grusu gp do¼grusuna resmedilebilir (Şekil 3.5.1).

Şekil 3.5.1 ·Iki do¼grunun kongruentli¼gi

Uzunluklar¬ eşit olan AB ve ApB p gibi herhangi iki do¼gru parças¬da kongruenttir.

AB = ApB p oldu¼gundan A, B noktalar¬n¬, s¬ras¬ ile, Ap, B p noktalar¬na gönderen bir

kat¬hareket vard¬r. Bu kat¬hareket AB yi ApB p ye gönderen kat¬harekettir.

Bütün dik aç¬lar¬n kongruent olduklar¬n¬ göstermek için göstermek için köşesi A ve

kenarlar¬h, k olan bir (A; h; k) dik aç¬s¬ile köşesi Ap ve kenarlar¬hp, kp olan bir di¼ger

(Ap; hp; kp) dik aç¬s¬al¬n¬r (Şekil 3.5.2-a). h ve hp kenarlar¬üzerinde AB = ApB p olacak

şekilde, s¬ras¬ile, B ve B p noktalar¬al¬n¬rsa D(A;B) = (Ap; B p) olacak şekilde bir kat¬

hareket mevcut oldu¼gundan D(h) = hp dir. Di¼ger taraftan D hareketi yar¬do¼grular¬
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yar¬do¼grulara dönüştürdü¼günden ve dikli¼gi korudu¼gundan k yar¬do¼grusunu da ucu Ap

olan hpye dik olan bir do¼gruya dönüştürür. E¼ger verilen aç¬lar Şekil (3.5.2-a) da oldu¼gu

gibi ayn¬yönlü iseler D(h; k) = (hp; kp) olacakt¬r. E¼ger verilen aç¬lar Şekil (3.5.2-b) deki

gibi ters yönlü iseler D yerine Dp(A;B) = (Ap; B p) olacak şekilde bir Dp kaŗs¬t hareketi

al¬n¬r ve yine Dp(h; k) = (hp; kp) olur.

Kenarlar¬kaŗs¬l¬kl¬olarak eşit olan ABC ve ApB pC p üçgenleri kongruenttir. Gerçekten

AB = ApB p, BC = B pC p ve AC = ApC p oldu¼gundan A, B, C noktalar¬n¬, s¬ras¬ile, Ap,

B p, C p noktalar¬na resmeden bir tek hareket vard¬r. Bu hareket M ise

M
�
AB;BC;AC

�
= ApB p; B pC p; ApC p

d¬r. Böylece M(ABC) = ApB pC p olur.

Şekil 3.5.2 ·Iki aç¬n¬n kongruentli¼gi

Düzlemde f ve f p ile gösterilen iki şeklin kongruent olduklar¬n¬söyleyebilmek için f yi

f p üzerine resmeden bir hareketin var oldu¼gunu göstermek gerekir. Bu demektir ki f

den f p ye öyle bir;

F : f ! f p
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birebir dönüşümü vard¬r ki bu dönüşümde P 6= Q, P , Q 2 f noktalar¬na F (P ) = P p ve

F (Q) = Qp olacak şekilde P p 6= Qp, P p, Qp 2 f p kaŗs¬l¬k gelirse PQ = P pQp d¬r.

Teorem 3.5.1. Öklid düzlemde iki geometrik şeklin kongruent olmas¬ için gerek ve

yeter şart bu şekillerden birinin herhangi iki noktas¬aras¬ndaki uzakl¬k di¼gerinin kaŗs¬l¬k

gelen noktalar¬aras¬ndaki uzakl¬¼ga eşit olmak üzere bu iki şekil aras¬nda birebir bir

dönüşüm mevcut olmas¬d¬r (Hac¬saliho¼glu 1998).

Bir hiperbolik üçgenin bütün iç aç¬lar¬belli ise kenar uzunluklar¬da bu aç¬lara ba¼gl¬

olarak bulunabilir. O halde hiperbolik üçgenin kaŗs¬l¬kl¬ iç aç¬lar¬eşit ise kenarlar¬n

hiperbolik uzunluklar¬ eşit olaca¼g¬ndan hiperbolik üçgenlerin kongruentli¼gi ile ilgili

aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 3.5.2. E¼ger iki hiperbolik üçgenin kaŗs¬l¬kl¬aç¬lar¬eşit ise bu üçgenler hiper-

bolik olarak kongruenttir (Stahl 1993).
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4 H·IPERBOL·IK UZAYDA ·IZOMETR·ILER

Bu tezde hiperbolik uzay, üst yar¬düzlemdeki Poincaré yar¬düzlemine benzer şekilde

tan¬mlanan üst yar¬uzay modelidir.

H3 =
�
(x; y; z) 2 R3 j z > 0

	
kümesine hiperbolik uzay veya k¬saca H3 uzay¬denilmektedir.

H3 te iki tip do¼gru (jeodezik) vard¬r: Düşey çemberler ve düşey do¼grular. Düşey

çemberler, merkezleri xy-düzleminde olan öklid yar¬çember yaylar¬; düşey do¼grular da,

xy-düzlemine dik olan öklid do¼gru parçalar¬d¬r(Önerme 4.2.2).

Tan¬m 4.1. a � t � b olmak üzere H3 te herhangi bir 
 (t)e¼grisi verildi¼ginde bu e¼grinin

hiperbolik uzunlu¼gu

Z b

a

p
dx2 + dy2 + dz2

z
(4.1)

dir. Bu tan¬m hiperbolik uzaydaki Poincaré metri¼gidir.

Örnek 4.1. 1 � t � 3 olmak üzere 
 (t) = (3t� 1; t+ 2; 2t+ 1) olarak verilen öklid

do¼gru parças¬n¬n hiperbolik uzunlu¼gunu bulunuz.

Çözüm. Bu, (2; 3; 3) ve (8; 5; 7) noktalar¬ndan geçen do¼gru parças¬n¬n parametrik

denklemi

x = 3t� 1 y = t+ 2 z = 2t+ 1

ve

dx = 3dt dy = dt dz = 2dt

dir. Bunlar (4.1) eşitli¼ginde yerine yaz¬ld¬¼g¬nda verilen do¼grunun hiperbolik uzunlu¼gu,
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Z 3

1

p
9dt2 + dt2 + 4dt2

2t+ 1
=

Z 3

1

p
14

2t+ 1
dt =

p
14

2
ln
7

3

olur.

Örnek 4.2. (a; b; c1) ve (a; b; c2) noktalar¬ndan geçen öklid do¼gru parças¬n¬n hiperbolik

uzunlu¼gunu bulunuz.

Çözüm. Bu do¼gru parças¬,

x = a ; y = b ; z = t ; c1 � t � c2

olarak parametreleştirilirse

dx = 0 ; dy = 0 ; dz = dt

dir. Bu do¼grunun hiperbolik uzunlu¼gu,

Z c2

c1

p
02 + 02 + dt2

t
=

Z c2

c1

dt

t
= ln

c2
c1

dir.

Örnek 4.3. t = 1 den t = 2 ye kadar olan aral¬kta 
(t) = (t; t2; t3) e¼grisinin hiperbolik

uzunlu¼gunu hesaplay¬n¬z.

Çözüm. Bu e¼gri boyunca

dx = dt ; dy = 2tdt ; dz = 3t2dt

dir. Böylece bu e¼grinin hiperbolik uzunlu¼gu

Z 2

1

p
1 + 4t2 + 9t4

t3
� 2:35

olur.
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Şimdi H3 te herhangi bir 
 e¼grisinin hiperbolik uzunlu¼guyla ilgili baz¬durumlar¬ in-

celeyelim.

z = 1 düzleminde her e¼gri için dz = 0 d¬r. Böylece, (4.1) denklemiyle gösterilen 


e¼grisinin hiperbolik uzunlu¼gu,

Z



p
dx2 + dy2

şeklindeki öklid uzunlu¼guna dönüşür. Dolay¬s¬yla z = 1 düzleminin hiperbolik geometrisi

ile öklid geometrisi ayn¬d¬r.

Benzer olarak, x = 0 düşey düzlemindeki her e¼gri için dx = 0 dir. Bu düzlemdeki

herhangi 
 e¼grisinin hiperbolik uzunlu¼gu

Z



p
dy2 + dz2

z

dir. Uygun har�erin tekrar yaz¬lmas¬ndan sonra bu denklem Poincaré üst yar¬düzlem

metri¼gi ile ayn¬olur. Yani, H3 deki Poincaré metri¼gi x = 0, y > 0 olacak şekildeki

H-düzlemindeki Poincaré metri¼gine k¬s¬tlanm¬̧st¬r. Benzer uygulamalar di¼ger düzlemler

için de geçerlidir.

64



Şekil 4.1 Düşey çember üzerindeki iki nokta aras¬ndaki dH uzakl¬¼g¬

Önerme 4.1. H3 te q, C(a; b; 0) merkezli ve r yar¬çapl¬bir düşey çember ve P ile Q da

bu çember üzerinde iki nokta olsun. CP ve CQ do¼grular¬xy-düzleminde s¬ras¬yla � � �

olacak şekilde � ve � aç¬lar¬yaps¬n (Şekil 4.1). Bu takdirde, PQ yay¬n¬n uzunlu¼gu

dH(P;Q) = ln

����csc � � cot �csc�� cot�

����
dir.

·Ispat. Yukar¬da inceledi¼gimiz gibi H3 deki Poincaré metri¼gini yz-üst yar¬düzlemine

k¬s¬tlad¬¼g¬m¬zda bu düzlem üzerinde bir metrik tan¬mlan¬r. Bu metrik H-düzlemindeki

metrik ile ayn¬d¬r.

Önerme 4.2. (a; b; z1) ve (a; b; z2) noktalar¬ndan geçen öklid do¼gru parças¬n¬n hiper-

bolik uzunlu¼gu

ln
z2
z1
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dir.

Yukar¬daki iki önerme H3 ün jeodezikleri için sa¼glan¬r (Stahl 1993).

4.1 Hiperbolik Uzayda ·Inversiyon

Düzlemde konformal dönüşümlere benzer olarak n � 3 için Rn de bir çok konformal

dönüşüm vard¬r. Bu konformal dönüşümlerden biri küre inversiyonudur (Blair 2000).

H3 te R yar¬çapl¬hiperbolik küre, sabit C noktas¬ndan R hiperbolik uzakl¬ktaki nok-

talar¬n geometrik yeridir.

Üst yar¬düzlemde her hiperbolik çemberin bir öklid çember oldu¼gu gösterilmi̧sti. Benzer

olarak H3 ün her hiperbolik küresi de bir öklid küresidir. Hiperbolik küre şu şekilde

elde edilebilir: Düşey bir çember alal¬m. Bu çember, çemberin merkezinden geçen düşey

do¼gru etraf¬nda 180
�
döndürelim. Her hiperbolik çember bir öklid çember ve bu dönme

hem öklid hem de hiperbolik kat¬hareket oldu¼gundan şu sonuç ortaya ç¬kar: Çemberin

oluşturdu¼gu yüzey hem öklid hem de hiperbolik küredir.

Önerme 4.1.1. (a; b; c) öklid merkezli ve r öklid yar¬çapl¬küre,

A = a ; B = b ; C =
p
c2 � r2 ; R =

1

2
ln
c+ r

c� r
ya da

a = A ; b = B ; c = C cosh (R) ; r = C sinh (R)

olan (A;B;C) hiperbolik merkezli ve R hiperbolik yar¬çapl¬küredir.

·Ispat. K ve M , (a; b; c) küre merkezinden geçen düşey do¼grunun alt ve üst noktalar¬

olsun. K ve M nin koordinatlar¬n¬n (a; b; c + r) ve (a; b; c � r) oldu¼gu aşikard¬r. Bu

takdirde Önerme 4.2 den
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R =
1

2
ln
c+ r

c� r
dir. C hiperbolik orta nokta oldu¼gundan

C =
p
(c+ r) (c� r) =

p
c2 � r2

dir. Ayr¬ca A = a ve B = b oldu¼gu aşikard¬r. Di¼ger taraftan R nin eşitinden

c

r
=

e2R + 1

e2R � 1 = coth(R)

yaz¬labilir.

Bu ifade C2 = c2 � r2 olacak şekilde çözülürse

r2 =
C2

coth2(R)� 1
= C2 sinh2(R)

ve

c2 = C2 + r2 = C2(1 + sinh2(R)) = C2 cosh2(R)

bulunur (Stahl 1993).

Tan¬m 4.1.1. Hiperbolik uzayda p merkezli bir S yar¬ öklid küresini ele alal¬m

( p noktas¬ sonsuzdaki s¬n¬rl¬ düzlemin bir eleman¬d¬r.). x, hiperbolik uzay¬n key�

bir noktas¬ve M , p ve x noktalar¬ndan geçen bir do¼gru olsun. x (S \M) ve xp (S \M)

öklid do¼gru parçalar¬ayn¬hiperbolik uzunlu¼ga sahip olacak şekilde tek bir xp noktas¬

vard¬r (Şekil 4.1.1). xp noktas¬S küresine göre x noktas¬n¬n görüntüsüdür. Bu dönüşüm

bir hiperbolik izometridir ve S küresinde inversiyon olarak adland¬r¬l¬r.
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Şekil 4.1.1 H3 te inversiyon

x noktas¬n¬n S küresinin merkezine olan uzakl¬¼g¬t olsun. Radyal dönüşüm bir hiperbolik

izometri oldu¼gu için Şekil 4.1.1 e göre

d (p; (M \ S)) =
r

t
d (p; x)

ve

d (p; xp) =
r

t
d (p; (M \ S))

=
r2

t2
d (p; x)

dir. Yani xp noktas¬,

xp =
r2

t2
x

tir. Bu denklem, S küresinde inversiyonun denklemidir (Cannon, Floyd, Kenyon, Parry

1997).

S, a merkezli r yar¬çapl¬bir küre ise bu takdirde inversiyon,
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xp = a+

�
r

jx� aj

�2
(x� a)

dir.

Kürede inversiyon do¼gru ve çemberleri, do¼gru ve çemberlere dönüştürür.

Aşa¼g¬da, bu ifadeden yola ç¬karak Teorem 3.1.1 in benzeri verilmektedir.

Teorem 4.1.1. H3 te C merkezli ve r yar¬çapl¬bir küre inversiyonu

(a) C den geçen düşey do¼grular¬kendilerine,

(b) C den geçmeyen düşey do¼grular¬C den geçen düşey çemberlere,

(c) C den geçen düşey çemberleri C den geçmeyen düşey do¼grulara,

(d) C den geçmeyen düşey çemberleri C den geçmeyen düşey çemberlere dönüştürür.

·Ispat. Bu teoremin ispat¬Teorem 3.1.1 e benzer şekilde yap¬lmaktad¬r (Blair 2000).

Teorem 4.1.2. Kürede inversiyon bir hiperbolik izometridir (Cannon, Floyd, Kenyon,

Parry 1997).

·Ispat. S, C merkezli ve r yar¬çapl¬bir küre olsun. Key� x ve y noktalar¬n¬n bu

S küresine göre inversiyonu xp ve yp olsun. Kürede inversiyon bir konformal dönüşüm

oldu¼gu ve iki nokta aras¬ndaki hiperbolik uzakl¬k aç¬lara ba¼gl¬bulundu¼gu için x ve y

noktalar¬aras¬ndaki hiperbolik uzakl¬k, xp ve yp noktalar¬aras¬ndaki hiperbolik uzakl¬¼ga

eşittir. Yani hiperbolik uzakl¬k korunur. Bu nedenle, kürede inversiyon bir hiperbolik

izometridir.

4.2 Hiperbolik Uzayda Yans¬malar, Ötelemeler ve Dönmeler

H3 te düşey do¼grular xy-düzlemine dik olan öklid do¼gru parçalar¬oldu¼gu için 3-boyutlu

öklid uzay¬ndaki izometriler H3 deki düşey do¼grular için sa¼glan¬r. Şimdi genel anlamda

düşey do¼grular için bu izometrilerden bahsedilecektir.
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H3 deki dönüşüm, uzaydaki noktalar kümesini kendi noktalar kümesine dönüştüren

birebir bir dönüşümdür. � dönüşümü bir kolinasyon olsun. Kolinasyonun şu özel-

li¼gi vard¬r: Her l do¼grusu için � (l) bir do¼grudur. Uzaydaki her P ve Q noktas¬ için

P p = � (P ) ve Qp = � (Q) olmak üzere P pQp = PQ ise � dönüşümü bir izometridir. {

birim dönüşümü her P noktas¬için { (P ) = P olarak tan¬mlan¬r. � 6= { olmak üzere

�2 = { ise � dönüşümü bir involüsyondur. E¼ger � noktalar kümesini sabit b¬rak¬r ise �

izometrisi noktalar kümesi için bir simetridir.

� bir düzlem olmak üzere �� yans¬mas¬, � üzerindeki her P noktas¬için �� (P ) = P ise

uzaydaki noktalar¬kendi üzerine dönüştüren bir dönüşümdür. Q noktas¬P noktas¬ndan

farkl¬olmak üzere P noktas¬� düzlemi üzerinde de¼gil ise �� (P ) = Q ve � düzlemi

PQ nun orta dikmesidir. Yans¬malarda çift say¬daki yans¬malar¬n bileşkesi çifttir. Tek

say¬daki yans¬malar¬n bileşkesi tektir. E¼ger � ve � düzlemleri paralel ise ����, � ve �

düzlemlerine dik olan ortak do¼grular boyunca bir ötelemedir (Şekil 4.2.1-a) . E¼ger � ve

� düzlemleri l do¼grusunda kesi̧sir ise ���� dönüşümü l ekseni etraf¬nda bir dönmedir

(Şekil 4.2.1-b). Birim dönüşüm bir ötelemedir ama bir dönme de¼gildir. ·Izometri hem

tek hem de çift izometri olamaz. Tek izometrilerden biri yans¬mad¬r. Çift izometriler

öteleme ve dönmedir.

Şekil 4.2.1 Öklid uzayda öteleme ve dönme
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Her bir düzlem herhangi iki noktadan eşit uzakl¬kta olan noktalar¬n geometrik yeri

oldu¼gu için izometi uzaydaki düzlemler kümesini korur. Her bir do¼gru farkl¬düzlemlerin

kesi̧simi oldu¼gu için izometri bir kolinasyondur.

Teorem 4.2.1. Yans¬ma involüsyon özelli¼gini sa¼glayan bir izometridir.

·Ispat. A ve B iki nokta olmak üzere hem A y¬hem de B yi içinde bulunduran bir �

düzlemini düşünelim. Şekil 4.2.2 de görüldü¼gü gibi bu düzlem � düzlemine diktir. �

ve � düzlemlerinin l do¼grusunda kesi̧stiklerini kabul edelim. �� yans¬mas¬n¬n tan¬m¬na

göre Ap = ��(A) ve B p = ��(B) olmak üzere � düzleminde Ap ve B p noktalar¬bulunur.

�� yans¬mas¬n¬n � düzlemine k¬s¬tlanm¬̧s¬l do¼grusunda düzlem yans¬mas¬d¬r. Düzlem

izometrisindeki sonuçlar¬m¬zdan ApB p = AB dir. Böylece �� bir izometridir.

Şekil 4.2.2 Öklid uzayda yans¬ma

Teorem 4.2.2. � ve � izometriler olsun. Hepsi ayn¬düzlemde bulunmayan P , Q, R,

S noktalar¬için

�(P ) = �(P ) �(Q) = �(Q) �(R) = �(R) �(S) = �(S)

ise � = � dir.
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·Ispat. Bir izometri, iki noktadan geçen do¼gruyu ve do¼grudaş olmayan üç noktadan

geçen düzlemi sabit b¬rak¬r (Teorem 3.1-3.2). Benzer düşünceyle e¼ger izometri hepsi

ayn¬düzlem içinde olmayan dört noktay¬sabit b¬rak¬r ise bu izometri bu noktalar¬köşe

kabul eden dörtyüzlüyü sabit b¬rak¬r. Böylece uzaydaki her bir nokta, dörtyüzlüyü

iki noktada kesen bir do¼gru üzerinde oldu¼gu için bu noktalar bir izometri taraf¬ndan

sabit b¬rak¬l¬r. Bu dört noktay¬ sabit b¬rakan izometri birim dönüşüm olmal¬d¬r. �

ve � dörtyüzlünün herbir köşesini kendisine dönüştüren izometri ise ��1� izometrisi

dörtyüzlünün köşelerini sabit b¬rak¬r. ��1� = { ve � = � dir. Bu durum, Teorem 3.3

nin benzeridir.

Düzlemde bir izometri en fazla üç yans¬mas¬n¬n bileşkesidir. Bu ifadenin benzeri olarak,

uzayda bir izometrinin en fazla dört yans¬man¬n bileşkesi oldu¼gunu gösterelim.

Teorem 4.2.3. Bir izometri en fazla dört yans¬man¬n bileşkesidir. Herhangi bir P

noktas¬n¬sabit b¬rakan bir izometri, P den geçen düzlemlerdeki en fazla üç yans¬man¬n

bileşkesidir. ·Iki noktay¬sabit b¬rakan bir izometri ya dönme veya bir yans¬ma ya da bir

birim dönüşümdür. Do¼grudaş olmayan üç noktay¬sabit b¬rakan bir izometri yans¬ma

ya da birim dönüşümdür. Düzlemsel olmayan dört noktay¬sabit b¬rakan bir izometri

birim dönüşümdür.

·Ispat. � izometrisinin tek bir düzlem içerisinde olmayan P , Q, R, S noktalar¬n¬P p,

Qp, Rp, S p noktalar¬na götürdü¼günü kabul edelim. Dört durum ortaya ç¬kar:

Durum 1. P = P p, Q = Qp, R = Rp ve S = S p olsun. Yukar¬da bahsedilen durumda �

düzlemini P noktas¬ndan geçen herhangi bir düzlem olarak al¬rsak � = { = ���� dir.

Durum 2. P = P p, Q = Qp, R = Rp ama S 6= S p olsun. P , Q, R noktalar¬SS p nin orta

dikmesi olan � düzlemi üzerindedir. Bu yüzden � = �� dir.

Durum 3. P = P p, Q = Qp ama R 6= Rp olsun. Burada P ve Q noktalar¬, RRp nün

orta dikmesi olan � düzlemi üzerinde yer al¬r. � daki bir yans¬ma problemi Durum 1

ya da Durum 2 ye indirger. � en fazla iki yans¬man¬n bir bileşkesidir.
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Durum 4. P = P pama Q 6= Qp olsun. P noktas¬, QQp nin orta dikmesi olan � düzlemi

üzerinde yer al¬r. � düzlemindeki bir yans¬ma problemi yukar¬daki durumlardan birine

dönüştürür. Bu nedenle �, P den geçen düzlemler içerisinde en fazla üç yans¬man¬n

bileşkesidir.

Durum 5. P 6= P p olsun. PP p nün orta dikmesi olan düzlem içindeki bir yans¬ma

problemi bu dört durumdan birine dönüştürür. Bu nedenle her izometri en fazla dört

yans¬man¬n bir bileşkesidir.

Aşa¼g¬da ötelemeyle ilgili bir teorem verilecektir (Şekil 4.2.3).

Şekil 4.2.3 Öklid uzayda öteleme

Teorem 4.2.4. E¼ger � ve � düzlemleri paralel ise ���� ötelemesi � ve � nin ortak

dikmesi olan her do¼gruyu ve �, � düzlemlerine dik olan her bir düzlemi sabit b¬rak¬r.

Ama noktalar¬sabit b¬rakmaz. E¼ger �, �, � düzlemleri l do¼grusuna dik ise

���� = ���� = ���
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olacak şekilde � ve 
 düzlemleri vard¬r. E¼ger �, �, � düzlemleri l do¼grusuna dik ise

������, l do¼grusuna dik olan bir düzlemden yans¬mad¬r. P ve Q farkl¬noktalar olmak

üzere P yi Q ya götüren bir tek öteleme vard¬r. Bu öteleme ���� olarak ifade edilir.

� ya da � düzlemlerinden biri key� olarak
 !
PQ ya dik olarak seçildi¼ginde di¼geri de

 !
PQ

ya dik olan bir tek düzlem belirtir.

Aşa¼g¬da dönme ile ilgili bir teorem verilecektir (Şekil 4.2.4).

Şekil 4.2.4 Öklid uzayda dönme

Teorem 4.2.5. E¼ger � ve � düzlemleri l do¼grusunda kesi̧sirler ise ���� izometrisi l

do¼grusu üzerindeki noktalar¬, l do¼grusuna dik olan her düzlemi, merkezi l do¼grusu üz-

erinde bulunan her çemberi sabit b¬rak¬r. E¼ger �, �, � düzlemleri l do¼grusu üzerindeki

her noktada kesi̧sirlerse,

���� = ���� = ���
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olacak şekilde l do¼grusundan geçen � ve 
 düzlemleri vard¬r. E¼ger �, �, � düzlemleri l

do¼grusunun üzerindeki her bir noktada kesi̧sirlerse ������, l yi kapsayan düzlemde bir

yans¬mad¬r. l do¼grusu etraf¬ndaki bir dönme ���� olarak ifade edilir (Martin 1982).

Şimdi H3 te e¼grilerin uzunluklar¬n¬koruyan hiperbolik kat¬hareketleri inceleyelim.

Önerme 4.2.1. a, b ve � sabit reel say¬lar olsun.

� (x; y; z) = (x cos�+ y sin�;�x sin�+ y cos�; z)

� (x; y; z) = (x+ a; y + b; z)

dönüşümleri H3 ün hiperbolik kat¬hareketlerdir.

·Ispat. ·Ilk önce � (x; y; z)dönüşümü göz önüne alal¬m. a � t � b olmak üzere


 (t) = [x (t) ; y (t) ; z (t)]

H3 te bir e¼gri ve

u (t) = x (t) cos�+ y (t) sin�

v (t) = �x (t) sin�+ y (t) cos�

w (t) = z (t)

olmak üzere 
 e¼grisinin � dönüşümü alt¬ndaki görüntüsü


� (t) = [u (t) ; v (t) ; w (t)]

olsun. � nun bir hiperbolik hareket olmas¬için

Z

�

p
du2 + dv2 + dw2

w
=

Z



p
dx2 + dy2 + dz2

z

eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬göstermeliyiz.
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du =
@u

@x
dx+

@u

@y
dy

= cos�dx+ sin�dy

dv =
@v

@x
dx+

@v

@y
dy

= � sin�dx+ cos�dy

dw = dz

dir. Bu takdirde

dH (

�) =

Z

�

p
du2 + dv2 + dw2

w

=

Z



q�
cos2 �+ sin2 �

�
dx2 +

�
sin2 �+ cos2 �

�
dy2 + dz2

z

=

Z



p
dx2 + dy2 + dz2

z

= dH (
)

olur. Buradan, � dönüşümü bir kat¬harekettir.

�(x; y; z) dönüşümünü göz önüne alal¬m. a � t � b olmak üzere,


 (t) = [x (t) ; y (t) ; z (t)]
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H3 te bir e¼gri olsun.

u (t) = x (t) + a

v (t) = y(t) + b a; b 2 R

w (t) = z (t)

olmak üzere 
 e¼grisinin � dönüşümü alt¬ndaki görüntüsü


� (t) = [u (t) ; v (t) ; w (t)]

olsun. Buradan,

du = dx

dv = dy

dw = dz

oldu¼gundan,

Z

�

p
du2 + dv2 + dw2

w
=

Z



p
dx2 + dy2 + dz2

z

dir. Bu nedenle, � dönüşümü bir kat¬harekettir.

Yukar¬daki önermede �, dönme ekseni olan z-ekseni ile s aatin tersi yönünde � aç¬s¬ya-

parak oluşturulan öklid dönmesini, � ise (0; 0; z) noktas¬n¬(a; b; z) noktas¬na dönüştüren

yataysal ötelemeyi gösterir.

Sonuç 4.2.1.

(a) Ekseni xy-düzlemine dik olan her öklid dönmesi,

(b) xy-düzlemine paralel olarak hareket edilen her öklid ötelemesi,

H3 ün hiperbolik kat¬hareketleridir.
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H3 te düşey çemberlerdeki yans¬malar inversiyonlard¬r. H-düzleminde e¼gri jeodezikteki

dönmelere benzer olarak kesi̧sen iki düşey çemberlerdeki inversiyonlar¬n bileşkesi dön-

meyi verir. Yine H-düzleminde e¼gri jeodezikteki ötelemelere benzer olarak paralel iki

düşey çemberlerdeki inversiyonlar¬n bileşkesi ötelemeyi verir.

Önerme 4.2.2. Poincaré üst yar¬uzay¬n jeodezik parçalar¬,

(a) Merkezi xy-düzleminde olan öklid yar¬çember yaylar¬(düşey çemberler)

ya da

(b) xy-düzlemine dik olan öklid düz do¼gru parçalar¬d¬r (düşey do¼grular).

·Ispat. P (x; y; z) ve Q(x; y; z) noktalar¬H3 ün herhangi iki noktas¬ve bu noktalardan

geçen e¼gri 
 olsun. ·Iki durum söz konusudur.

Durum 1. PQ do¼grusu xy-düzlemine dik olmas¬n. �, P ile Q noktalar¬n¬ içeren ve

xy-düzlemine dik olan bir düzlem ve C, xy-düzlemi ile PQ do¼gru parças¬n¬n orta

dikmesinin kesi̧sim noktas¬olsun. Bir öteleme ve bir dönmenin bileşkesiyle � düzlem-

ini yz-düzlemine ve C noktas¬n¬başlang¬ç noktas¬na dönüştürelim (Şekil 4.2.5). Bu

dönüşümler hem hiperbolik hem de öklid kat¬hareketler oldu¼gu için düşey do¼grular¬

düşey do¼grulara ve düşey öklid yar¬çemberleri düşey öklid yar¬çemberlere dönüştürür.

Şimdi genelli¼gi bozmaks¬z¬n � nin yz-düzlemi ve C nin başlang¬ç noktas¬oldu¼gunu kabul

edelim.
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Şekil 4.2.5 H3 te düşey çember


 (t) = [x (t) ; y (t) ; z (t)], P ve Q noktalar¬ndan geçen bir e¼gri olsun. Küresel koordinat

sistemine göre,

x(t) = r (t) sinu (t) cos v (t)

y (t) = r (t) sinu (t) sin v (t)

z (t) = r (t) cosu (t)

olur.

dx = (rp sinu cos v + rup cosu cos v � r sinu vp sin v)dt

dy = (rp sinu sin v + rup cosu sin v + r sinu vp cos v)dt

dz = (rp cosu� rup sinu)dt

ve buradan,
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dx2 + dy2 + dz2 = [(rp sinu cos v + rup cosu cos v � r sinu vp sin v)2

+(rp sinu sin v + rup cosu sin v + r sinu vp cos v)
2

+(rp cosu� rup sinu)2]dt2

= [(rp)
2
sin2 u

�
cos2 v + sin2 v

�
+r2 (up)

2
cos2 u

�
cos2 v + sin2 v

�
+r2 (vp)

2
sin2 u

�
sin2 v + cos2 v

�
+2rrpup sinu cosu

�
cos2 v + sin2 v

�
+(rp)

2
cos2 u� 2rrpup sinu cosu+ r2 (up)

2
sin2 u]dt2

=
h
(rp)

2
+ r2 (up)

2
+ r2 (vp)

2
sin2 u

i
dt2

dir. Böylece 
 e¼grisinin hiperbolik uzunlu¼gu,

Z t2

t1

q
(rp)2 + r2 (up)2 + r2 (vp)2 sin2 u

r cosu
dt (4.2.1)

olur. Buradaki t1 ve t2, s¬ras¬yla P ve Q noktalar¬na kaŗs¬l¬k gelen t parametresinin

de¼gerleridir. Şimdi, 
 jeodezi¼ginin yz-düzleminde yer almas¬ gerekti¼gini ve merkezi

orjinde olan düşey yar¬çember yay¬oldu¼gunu gösterelim.


 nin denkleminde v = �
2
yazarak � e¼grisini elde edelim. �, P ve Q noktalar¬ndan geçen

e¼gridir. Bu e¼gri tamamen yz-düzleminde yer al¬r. � e¼grisi,
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x(t) = 0

y(t) = r(t) sinu(t)

z(t) = r(t) cosu(t)

olmak üzere

�(t) = [x (t) ; y (t) ; z (t)]

şeklindedir.

(4:2:1) ifadesinde vp = 0 yazarak � jeodezi¼ginin uzunlu¼gu,

Z t2

t1

q
(rp)2 + r2 (up)2

r cosu
dt (4.2.2)

olur.

Belirli integrallerin temel özelliklerine göre (4:2:1) nin integrali (4:2:2)ün integralinden

büyüktür ya da (4:2:2) ün integraline eşittir. Eşitli¼gin geçerli olmas¬için gerek ve yeter

şart vp = 0 d¬r, yani v sabit say¬d¬r.

Ancak P ve Q noktalar¬n¬n her ikisi de yz-düzleminde oldu¼gu için v say¬s¬ tektir ve
�

2
dir. v =

�

2
oldu¼gundan dolay¬ 
 bir jeodezik olmak üzere 
 jeodezi¼gi tamamen

yz-düzleminde bulunmak zorundad¬r. Yani 
 = � dir ve 
 düşey yar¬çember yay¬d¬r.

Durum 2. PQ jeodezi¼gi xy-düzlemine dik olsun. x1 = x2 ve y1 = y2 olmak üzere PQ

jeodezi¼gi (x1; y1; z1) ve (x2; y2; z2) noktalar¬ndan geçsin. PQ jeodezi¼ginin hiperbolik

uzunlu¼gu

Z z2

z1

p
dx2 + dy2 + dz2

z
=

Z z2

z1

dz

z
ln
z2
z1

olur. Önerme 4.2 ye göre PQ jeodezi¼ginin öklid düz do¼gru parças¬oldu¼gunu söyleyebi

liriz (Stahl 1993).
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4.3 Kürenin Stereogra�k ·Izdüşümü

Tan¬m 4.3.1. S, R3 te bir küre ve P , kürenin en aşa¼g¬daki noktas¬olsun (Güney

yar¬m küredeki). � nin xy-düzlemine paralel ve P noktas¬n¬kapsamayan herhangi bir

düzlem oldu¼gunu düşünelim. Q noktas¬, P noktas¬ndan farkl¬S küresinin her hangi

bir noktas¬olmak üzere Q nun � düzlemi üzerine izdüşümü olan Qp noktas¬, � düzlem

ile PQ do¼grusunun arakesit noktas¬d¬r (Şekil 4.3.1). � (Q) = Qp dönüşümü, S nin �

üzerine stereogra�k izdüşümü olarak adland¬r¬l¬r.

� nun tan¬m kümesi S=fPg dir. Burada, S=fPg şeklinde tan¬mlanan küreye delin-

miş küre ad¬verilecektir. Ancak yüzey üzerinde inversiyon dönüşümü kullan¬ld¬¼g¬nda

kürenin tamam¬tan¬ml¬ym¬̧s gibi stereogra�k izdüşüm uygulan¬r. Bu uygulama gös-

terimi basitleştirme i̧sine yarar.

Şekil 4.3.1 Stereogra�k izdüşüm

Aşa¼g¬daki lemma Q nun koordinatlar¬na göre stereogra�k izdüşümü ifade eder.

Lemma 4.3.1. S, (0; 0; c) öklid merkezli ve r öklid yar¬çapl¬bir küre olsun. S nin

z = d düzlemi üzerine stereogra�k izdüşümü,
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x =
2ur (d� c+ r)

u2 + v2 + (d� c+ r)2

y =
2vr (d� c+ r)

u2 + v2 + (d� c+ r)2

z =
(u2 + v2) (c� r) + (d� c+ r)2 (c+ r)

u2 + v2 + (d� c+ r)2

olmak üzere kürenin (x; y; z) noktas¬n¬(u; v; d) noktas¬na dönüştürür.

·Ispat. (u; v; d) noktas¬� düzleminin key�noktas¬olsun. Lemman¬n ifadesinde verilen

(x; y; z) noktas¬n¬n (u; v; d) ve (0; 0; c� r) noktalar¬yla do¼grudaş oldu¼gunu göstermek

yeterlidir. Bu nokta gerçekten verilen kürenin üzerinde yer al¬r. Q = (x; y; z) noktas¬

x� 0
u� 0 =

y � 0
v � 0 =

z � (c� r)
d� (c� r) (4.3.1)

x2 + y2 + (z � c)2 = r2 (4.3.2)

eşitliklerini sa¼glar. (4:3:1) eşitli¼gindeki oranlaman¬n bir � sabitine eşit oldu¼gu kabul

edilirse

x

u
=

y

v
=

z � (c� r)
d� (c� r) = �

ve

x = �u y = �v z = � (d� (c� r)) + (c� r)

olur. Yukar¬daki eşitlikler (4:3:2) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa
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�2u2 + �2v2 + [� (d� (c� r)) + (c� r)� c]2 = r2

�2u2 + �2v2 + �2 (d� c+ r)2 � 2� (d� c+ r) r + r2 = r2

�2
�
u2 + v2 + (d� c+ r)2

�
� 2� (d� c+ r) r = 0

ve

� =
2 (d� c+ r) r

u2 + v2 + (d� c+ r)2

dir. Buradan,

x =
2ur (d� c+ r)

u2 + v2 + (d� c+ r)2

y =
2vr (d� c+ r)

u2 + v2 + (d� c+ r)2

z =
(u2 + v2) (c� r) + (d� c+ r)2 (c+ r)

u2 + v2 + (d� c+ r)2

dir.

H3 deki her hiperbolik küre bir öklid küre iken H3 ün hiperbolik ve öklid metri¼gi

herbir küre üzerinde farkl¬ geometriler tan¬mlar. Örne¼gin, öklid yar¬çap¬ 1 ve öklid

merkezi (0; 0; 2) olan küre düşünülsün. Herhangi meridyenin öklid uzunlu¼gu � dir.

Di¼ger taraftan ayn¬meridyenin hiperbolik uzunlu¼gu Örnek 3.2.1 e göre,

1

2

2�p
22 � 12

= �
3

dir.

Bu iki farkl¬ uzunluk şunu gösterir: H3 ün hiperbolik ve öklid metri¼gi ayn¬ küre

üzerinde farkl¬ geometrileri ortaya ç¬kar¬r. H3 te herhangi iki küre verildi¼ginde ilk

kürenin hiperbolik geometrisi ikinci kürenin öklid geometrisiyle ayn¬olabilir.
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Aşa¼g¬da iki geometrinin izomorf olma durumu tan¬mlanacakt¬r.

Tan¬m 4.3.2. S ve T iki geometri olsun. f , S den T ye bir fonksiyon olsun. E¼ger f

fonksiyonu aşa¼g¬daki iki durumu sa¼glar ise f bir izometridir:

(a) f in tersi vard¬r.

(b) 
, S de herhangi bir sonlu e¼gri ise 
 e¼grisinin S üzerindeki uzunlu¼gu, f (
) nin

T üzerindeki uzunlu¼guna eşittir.

Önerme 4.3.1. S, (a; b; c) öklid merkezli ve r öklid yar¬çapl¬herhangi bir küre ve �,

z = d düzlemi olsun. D = d�c+r olmak üzere S nin � üzerine � stereogra�k izdüşümü,

S nin öklid geometrisi ile� düzlemi üzerindeki Riemann metri¼gi ile tan¬mlanan geometri

aras¬nda bir izometri kurar. � düzlemi üzerindeki Riemann metri¼gi,

4D2r2 (dx2 + dy2)

[x2 + y2 +D2]2
(4.3.3)

olarak tan¬mlan¬r. S+, H3 deki S delinmi̧s küresinin bir bölümü olsun. � dönüşümü,

S+ n¬n hiperbolik geometrisi ile � düzleminin � (S+) k¬sm¬nda tan¬mlanan

4D2r2 (dx2 + dy2)

[(x2 + y2)(c� r) +D2(c+ r)]2
(4.3.4)

Riemann metri¼ginin geometrisi aras¬nda bir izometri kurar.

Poincaré metri¼gi sadece H3 te tan¬mland¬¼g¬için, yüzeylerin hiperbolik geometrisi in-

celendi¼ginde, H3 te bulunan yüzeylerin bir bölümüne odaklanmak gerekir. Bu yüzden

e¼ger S küresinin merkezi xy-düzleminde ise S+, S nin üst yar¬küresidir. E¼ger S, R

yar¬çapl¬ve (0; 0; R) merkezli bir küre ise S küresi xy-düzlemine te¼gettir ve S+ delinmi̧s

küredir. E¼ger S küresinin tamam¬H3 te bulunursa S+ = S olur.

Önerme 4.3.1 in ·Ispat¬. S nin öklid geometrisinin � düzlemi üzerindeki (4:3:3)

denklemiyle verilen Riemann metri¼ginin oluşturdu¼gu geometriye izometrik olmas¬için


, S üzerinde herhangi bir e¼gri olmak üzereZ



p
dx2 + dy2 + dz2 =

Z
�(
)

2Dr
p
dx2 + dy2

x2 + y2 +D2
(4.3.5)
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oldu¼gunu göstermeliyiz. Önerme 4.2.1 e göre yatay öklid ötelemeler hem öklid hem de

hiperbolik izometriler oldu¼gu için küre merkezlerinin z-ekseni üzerinde oldu¼gunu kabul

edebiliriz. (0; 0; c) öklid merkezli ve r öklid yar¬çapl¬bir kürenin z = d düzlemi üzerine

izdüşümü oldu¼gunu kabul edelim. Lemma 4.3.1 e göre stereogra�k izdüşüm,

x =
2uDr

u2 + v2 +D2

y =
2vDr

u2 + v2 +D2

biçiminde kürenin (x; y; z) noktas¬n¬(u; v; d) noktas¬na dönüştürür ve

@x

@u
=

2Dr (v2 � u2 +D2)

(u2 + v2 +D2)2
@x

@v
=

�4uvDr
(u2 + v2 +D2)2

@y

@u
=

�4uvDr
(u2 + v2 +D2)2

@y

@v
=

2Dr (u2 � v2 +D2)

(u2 + v2 +D2)2

olur. Dahas¬, (4:3:1) eşitli¼ginden

z =
Dx

u
+ c� r =

Dy

v
+ c� r

ve

@z

@u
=

�4uD2r

(u2 + v2 +D2)2

@z

@v
=

�4vD2r

(u2 + v2 +D2)2

dir.
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dx2 + dy2 + dz2 =

�
@x

@u
du+

@x

@v
dv

�2
+

�
@y

@u
du+

@y

@v
dv

�2

+

�
@z

@u
du+

@z

@v
dv

�2

=

"�
@x

@u

�2
+

�
@y

@u

�2
+

�
@z

@u

�2#
du2

+

"�
@x

@v

�2
+

�
@y

@v

�2
+

�
@z

@v

�2#
dv2

+2

�
@x

@u

@x

@v
+
@y

@u

@y

@v
+
@z

@u

@z

@v

�
dudv

=
4D2r2

h
(v2 � u2 +D2)

2
+ 4u2v2 + 4u2D2

i
(u2 + v2 +D2)4

du2

+
4D2r2

h
4u2v2 + (u2 � v2 +D2)

2
+ 4v2D2

i
(u2 + v2 +D2)4

dv2

+
16uvD2r2 [� (v2 � u2 +D2)� (u2 � v2 +D2) + 2D2]

(u2 + v2 +D2)4
dudv

=
4D2r2 (v2 + u2 +D2)

2

(u2 + v2 +D2)4
du2 +

4D2r2 (u2 + v2 +D2)
2

(u2 + v2 +D2)4
dv2

=
4D2r2 (du2 + dv2)

(u2 + v2 +D2)2

olur. Bu eşitlik hem (4:3:5) eşitli¼gini hem de S nin öklid geometrisi ile ilgili durumunu

aç¬klar. S+ n¬n hiperbolik geometrisine döndü¼gümüzde, S+ daki herhangi 
 e¼grisi için
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Z



p
dx2 + dy2 + dz2

z
=

Z
�(
)

2Dr
p
dx2 + dy2

(x2 + y2) (c� r) +D2 (c+ r)
(4.3.6)

eşitli¼gini göstermeliyiz. Zincir kural¬n¬n yukar¬daki uygulamalar¬n¬kullanarak

dx2 + dy2 + dz2

z2
=

4D2r2 (du2 + dv2)

(u2 + v2 +D2)224(u2 + v2) (c� r) +D2 (c+ r)

u2 + v2 +D2

352

=
4D2r2 (du2 + dv2)

[(u2 + v2) (c� r) +D2 (c+ r)]2

elde ederiz. Elde edilen bu sonuç, hem (4:3:6) eşitli¼gini hem de S+ nin hiperbolik

geometrisi ile ilgili durumunu aç¬klar (Stahl 1993).
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