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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

ZAYIF ·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAKLIK

Elvan CEYLAN

Afyon Kocatepe Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Haziran 2010

Dan¬̧sman: Prof. Dr. Fatih NURAY

·Istatistiksel yak¬nsakl¬k son y¬llarda çok önem kazanm¬̧s ve bu alanda pek çok makale
yay¬nlanm¬̧st¬r. Zay¬f yak¬nsakl¬k fonksiyonel analizin önemli konular¬ndand¬r. Zay¬f
istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n tan¬mlanmas¬yla literatürde önemli bir boşluk doldurulmuş
olacakt¬r. Bu tez çal¬̧smas¬nda, normlu uzaylarda dizilerin zay¬f istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬
incelenmi̧stir. Zay¬f istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n, zay¬f yak¬nsakl¬¼g¬n bir genellemesi oldu¼gu
gösterilmi̧stir. Ayr¬ca bugüne kadar tan¬mlanmam¬̧s olan zay¬f lacunary istatistiksel
yak¬nsakl¬k kavram¬tan¬t¬lm¬̧s ve incelenmi̧stir.

2010, 43 Sayfa

Anahtar Kelimeler: ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k, hemen hemen yak¬nsakl¬k, lacunary
dizisi, zay¬f yak¬nsakl¬k, zay¬f istatistiksel yak¬nsakl¬k.
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ABSTRACT

M.Sc Thesis

WEAK STATISTICAL CONVERGENCE

Elvan CEYLAN

Afyon Kocatepe University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

June 2010

Supervisor: Prof. Dr. Fatih NURAY

Recently, statistical convergence has become an active area of research and many articles
were published in this area. Weak convergence is an important subject of functional
analysis. After weak convergence was de�ned, a big gap in the literature was �lled. In
this thesis, weak statistical convergence of sequences in normed spaces was investigated.
It was shown that weak statistical convergence is a generalization of the usual notion
of weak convergence. Also we have introduced and examined a new concept of weak
lacunary statistical convergence.

2010, 43 Pages

KeyWords: Statistical convergence, almost convergence, lacunary sequence,weak con-
vergence,weak statistical convergence.
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Tezimin son halinin oluşmas¬na kadar her konuda bana yard¬mc¬olan say¬n Aŗs. Grv.
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S_IMGELER D_IZ_IN_I

jKnj : Kn kümesinin eleman say¬s¬
�(K) : K kümesinin yo¼gunlu¼gu
(xk) : dizi
(xkn) : alt dizi
jxkj : (xk) dizisinin mutlak de¼geri
jjxkjj : (xk) dizisinin normu
L : Lineer uzay
F : Cisim
N : Normlu uzay
B : Banach uzay¬
H : Hilbert uzay¬
(X; d) : Metrik uzay
(X;<;>) : ·Iç çarp¬m uzay¬
l1 : Tüm s¬n¬rl¬diziler kümesi
c : Tüm yak¬nsak diziler kümesi
c0 : 0 a yak¬nsayan diziler kümesi

lp :
1X
k=1

jxkjp <1 o.ü. tüm (xn) diziler kümesi

spanA : A kümesinin gereni
st�! . ·Istatistiksek yak¬nsakl¬k
w � st����! : Zay¬f istatistiksel yak¬nsakl¬k
w�! : Zay¬f yak¬nsakl¬k
S��! : Lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬k

WS���! : Zay¬f Lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬k

X� : X uzay¬nn duali
boyX : X uzay¬n¬n boyutu
w : Kuvvetli toplanabilir diziler uzay¬
AC : Hemen hemen yak¬nsak diziler kümesi
WAC : Zay¬f hemen hemen yak¬nsak diziler kümesi
[AC] : Kuvvetli hemen hemen yak¬nsak diziler kümesi
[WAC] : Zay¬f kuvvetli hemen hemen yak¬nsak diziler kümesi
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1 G·IR·IŞ

·Istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬toplanabilme teorisinde ve fonksiyonel analizde önemli
bir yer tutmaktad¬r. 1951�de Steinhaus ve Fast�¬n reel say¬dizilerinin istatistiksel yak¬n-
sakl¬¼g¬n¬tan¬mlamas¬ndan bu yana bu kavram¬n uygulamalar¬ve birçok genelleştirmesi
Salat (1980), J.A.Fridy (1985), J.A.Fridy veM.K.Khan (1998), H.I.Miller (1995), F.Nuray
ve W.H.Ruckle (2000) taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬n¬n ve-
rilmesinden bu yana elli y¬l geçmi̧s olmas¬na ra¼gmen bu kavram son y¬llarda araşt¬rma
alan¬nda etkin olmuştur. Bu kavrama say¬ teorisi (Erdös and Tenenbaum, 1989),
ölçü teorisi (Miller, 1995), trigonometrik seriler (Zygmund, 1979), toplanabilme teorisi
(Freedman and Sember, 1981), yerel yak¬nsak uzaylar (Maddox, 1988), güçlü integ-
ral toplanabilme çal¬̧smas¬ (Connor and Swardson, 1993), turnpike teorisi (Makarov,
Levin and Rubinov, 1995; Pehlivan and Mamedov, 2000) ve Banach uzaylar (Connor,
Ganichev and Kadets, 2000) gibi çeşitli alanlarda başvurulmaktad¬r.

K kümesi N pozitif tamsay¬lar¬n bir alt kümesi olsun. Kn, fk 2 K : k � ng küme-
siyle tan¬mlans¬n. jKnj ; Kn kümesinin elemanlar¬n¬n say¬s¬n¬göstersin. K kümesinin
do¼gal yo¼gunlu¼gu � (K) = lim

n!1
n�1 jKnj şeklindedir (Niven and Zuckerman, 1980). E¼ger

� (K) = 1 ise K istatistiksel yo¼gundur denir (Burgin and Duman). f3k : k = 1; 2; :::g
kümesi istatistiksel yo¼gun de¼gil iken fk 2 N : k 6= m2;m = 1; 2; :::g kümesi istatistiksel
yo¼gundur. E¼ger bir dizinin elemanlar¬n¬n bütün indekslerinin kümesi istatistiksel yo¼gun
ise bu dizinin bir alt dizisi de istatistiksel yo¼gundur denilir (Burgin and Duman).E¼ger
8" > 0 için K" = fk 2 N : jxk � Lj � "g kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬r ise (xk) dizisi
(reel veya kompleks) L say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r denir ve st�limxk = L şeklinde
gösterilir.

Reel de¼gerli diziler için istatistiksel yak¬nsak diziler ço¼gu kez yak¬nsak dizilerin al¬̧s¬lm¬̧s
niteliklerinin istatistiksel benzerliklerini sa¼glar. Örne¼gin, istatistiksel yak¬nsak diziler
istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r; bir dizinin istatistiksel yak¬nsak olmas¬ için gerek ve yeter şart
onun istatistiksel Cauchy olmas¬d¬r,vs.(Fast, 1951)

x = (xk) dizisinin terimleri s¬f¬r yo¼gunluklu bir küme hariç di¼ger bütün k�lar için bir P
özelli¼gini sa¼gl¬yorsa, (xk) dizisi hemen hemen her k için P özelli¼gini sa¼gl¬yor denir ve
h:h:k şeklinde gösterilir (Fridy, 1985).

Fridy (1985) istatistiksel Cauchy dizisi kavram¬n¬aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlam¬̧st¬r.
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x = (xk) bir dizi olsun. Her " > 0 için

lim
n!1

1

n
jfk � n : jxk � xN j � "gj = 0

olacak şekilde veya h:h:k için jxk � xN j < " olacak şekilde bir N = N (") say¬s¬varsa
x = (xk) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Fridy (1985), bir say¬dizisinin istatistiksel yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter şart o
dizinin istatistiksel Cauchy olmas¬d¬r ifadesini ispatlad¬. Skaler dizilerin yerine bir
Banach uzay¬ndan al¬nan bütün diziler için bu ifadenin do¼gru oldu¼gu Kolk (1991)
taraf¬ndan gösterildi.

Fridy ve Orhan (1997) istatistiksel s¬n¬rl¬diziyi aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlad¬lar. h:h:k
için jxkj � B veya � fk : jxkj > Bg = 0 olacak şekilde bir B say¬s¬varsa x = (xk) say¬
dizisi istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r denir.

Yine istatistiksel liminf ve limsup kavramlar¬Fridy ve Orhan (1997) taraf¬ndan tan¬m-
land¬.

Maddox (1988), istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬key�yerel konveks Hausdor¤ topolo-
jik vektör uzay¬ndaki dizilere geni̧sletmi̧stir. Kolk (1991) da Banach uzay¬ndaki istatis-
tiksel yak¬nsakl¬k kavram¬üzerinde çal¬̧sm¬̧st¬r.

Oldukça yak¬n zamanda, Connor, Ganichev ve Kadets (2000) zay¬f istatistiksel yak¬n-
sakl¬k kavram¬n¬tan¬mlad¬lar ve zay¬f istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬arac¬l¬¼g¬yla ayr¬la-
bilir duallerle Banach uzay¬n¬tan¬mlad¬lar.
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2 GENEL B·ILG·ILER

Bu bölümde konuyu iyi anlayabilmek için baz¬tan¬m ve teoremler hat¬rlat¬lacakt¬r.

Tan¬m 2.1 (Lineer Uzay): L boş olmayan bir küme ve F reel veya kompleks say¬lar
cismi olsun. Aşa¼g¬daki şartlar sa¼glan¬yorsa L�ye F üzerinde lineer uzay veya vektör
uzay¬denir.

A. L, + i̧slemine göre de¼gi̧smeli grup olmal¬
G1. 8x; y 2 L için x+ y 2 L
G2. 8x; y; z 2 L için x+ (y + z) = (x+ y) + z
G3. 8x 2 L için x+ � = x = � + x olacak şekilde � 2 L var
G4. 8x 2 L için x+ (�x) = � = (�x) + x olacak şekilde �x 2 L var
G5. 8x; y 2 L için x+ y = y + x

B.
F � L ! L
(�; x) ! �x

biçiminde, ad¬na skaler çarpma i̧slemi denilen bir fonksiyon

tan¬mlanm¬̧st¬r ve bu fonksiyon aşa¼g¬daki önermeleri do¼grular. 8�; � 2 F ve 8x; y 2 L
için
L1. �(x+ y) = �x+ �y
L2. (�+ �)x = �x+ �x
L3. (��)x = �(�x)
L4. 1x = x (1, F nin birim eleman¬) (Sabuncuo¼glu, 2004).

Tan¬m 2.2 (Fonksiyon): A ve B iki küme olsun. A dan B ye olan bir f ba¼g¬nt¬s¬,
(i) 8x 2 A için (x; y) 2 f olacak şekilde 9y 2 B var,
(ii) (x; y) 2 f ve (x; z) 2 f ise y = z
özelliklerine sahipse f�ye A�dan B�ye bir fonksiyondur denir (Balc¬, 1999).

Tan¬m 2.3 (Normlu Uzay): N; bir lineer uzay olsun. k:k : N ! R fonksiyonunun x
deki de¼geri kxk olsun. Bu fonksiyon için,
N1. kxk = 0, x = �
N2. k�xk = j�j kxk (� 2 F )
N3. kx+ yk � kxk+ kyk (üçgen eşitsizli¼gi)
şartlar¬sa¼glan¬yorsa k:k ifadesineN de bir norm denir. Normlu uzaylar (N; k:k) şeklinde
gösterilir (Bayraktar, 2000).

3



Tan¬m 2.4 (Dizi): Tan¬m kümesi N do¼gal say¬lar kümesi olan fonksiyona dizi denir.
Diziler de¼ger kümelerine göre çeşitli adlar al¬rlar. E¼ger dizinin de¼ger kümesi R reel
say¬lar kümesi ise diziye reel terimli dizi, Q rasyonel say¬lar kümesi olan diziye rasyonel
terimli dizi ad¬verilir. Dizi x = (xk) : N! R biçiminde gösterilir (Balc¬, 1999).

Tan¬m 2.5 (Alt Dizi): x : N! R; x(n) = xn dizisi verilmi̧s olsun.

k : N! N; k(n) = kn

fonksiyonu (dizisi) bir artan dizi olmak üzere

(xok) : N! R

bileşke fonksiyonuna x dizisinin bir alt dizisi ad¬verilir ve

(xok)(n) = x(k(n)) = x(kn) = xkn

şeklinde gösterilir (Balc¬, 1999).

Tan¬m 2.6 (Ortonormal Küme): V iç çarp¬m uzay¬nda, hu; vi= 0 ise u vektörü, v
vektörüne diktir (veya ortogonaldir) denir.
Her vektörü s¬f¬rdan farkl¬ olan bir S kümesinin vektörleri iki̧ser iki̧ser birbirine dik
ise bu S kümesine ortogonal küme denir. u 2 V ve u 6= 0 olmak üzere, fug kümesi
ortogonal bir küme olarak düşünülür.
Normu 1 olan vektöre birim vektör denir. Ortogonal bir kümenin her vektörü birim
vektör ise bu kümeye ortonormal küme ad¬verilir (Sabuncuo¼glu, 2004).

Tan¬m 2.7 (Bessel Eşitsizli¼gi): V bir reel iç çarp¬m uzay¬ve f�1; �2; :::; �kg orto-
normal bir küme olsun.

8u 2 V ,
kX
j=1

jhu; �jij2 � kuk2

eşitsizli¼gine Bessel eşitsizli¼gi denir (Sabuncuo¼glu, 2004).

Tan¬m 2.8 (Komşuluk): " > 0 ve a 2 R olsun.

K = fx : jx� aj < "; x 2 Rg
kümesine a n¬n "-komşulu¼gu denir (Balc¬, 1999).
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Tan¬m 2.9 (Yak¬nsak Dizi): (xn) bir reel say¬dizisi ve a 2 R olsun. 8" > 0 için,
n > n0 oldu¼gunda jxn � aj < " olacak şekilde "�na ba¼gl¬bir n0 say¬s¬bulunabiliyorsa
(xn) dizisi a ya yak¬nsakt¬r denir ve

limxn = a veya (xn)! a

şeklinde gösterilir (Balc¬, 1999).

Tan¬m 2.10 (S¬n¬rl¬Dizi): Her n 2 N için jxnj �M olacak şekilde bir M pozitif reel
say¬s¬varsa (xn) dizisine s¬n¬rl¬dizi denir (Balc¬, 1999).

Tan¬m 2.11 (Cauchy Dizisi): (xn) bir reel terimli dizi olsun. 8" > 0 için m;n � n0
oldu¼gunda jxm � xnj < " olacak şekilde bir n0 2 N varsa (xn) dizisine Cauchy dizisi
denir (Balc¬, 1999).

Teorem 2.1 (Cauchy Yak¬nsakl¬k Testi): (xn) bir reel terimli dizi olsun. (xn)
dizisinin yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter şart Cauchy dizisi olmas¬d¬r (Balc¬, 1999).

Tan¬m 2.12 (Metrik Uzay):X 6= ? olsun. d : X �X ! R fonksiyonu için,
M1. d(x; y) = 0, x = y
M2. d(x; y) = d(y; x)
M3. d(x; z) � d(x; y) + d(y; z)
şartlar¬sa¼glan¬yorsa d ye X de bir metrik ve d ile birlikte X�e metrik uzay denir. Bu
genellikle (X; d) veya Xd ile gösterilmi̧stir (Bayraktar, 2000).

Tan¬m 2.13 (Cauchy Dizisi ve Tam Metrik Uzay): (X; d) bir metrik uzay ve (xn)
bu uzayda bir dizi olsun. Verilmi̧s herhangi bir " > 0 için m;n > n0 oldu¼gunda,

d(xm; xn) < "

olacak şekilde bir n0 = n0(") say¬s¬varsa (xn) dizisine Cauchy dizisi denir. X deki her
(xn) Cauchy dizisi bir x 2 X noktas¬na yak¬nsak ise yani xn ! x 2 X ise (X; d) metrik
uzay¬na tam metrik uzay veya k¬saca tam denir (Bayraktar, 2000).
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Tan¬m 2.14 (·Iç Çarp¬m Uzay¬): X;F cismi üzerinde bir lineer uzay olsun.
h; i : X �X ! F fonksiyonu,
(i) hx+ y; zi = hx; zi+ hy; zi
(ii) h�x; yi = � hx; yi
(iii) hx; yi = hy; xi
(iv) hx; xi � 0 ve hx; xi = 0, x = �
şartlar¬n¬ sa¼gl¬yorsa bu fonksiyona iç çarp¬m fonksiyonu denir. Üzerinde iç çarp¬m
fonksiyonu tan¬mlanan vektör uzay¬na iç çarp¬m uzay¬denir ve (X; h; i) şeklinde gös-
terilir (Bayraktar, 2000).

Tan¬m 2.15 (Hilbert Uzay¬): X bir iç çarp¬m uzay¬ve k:k iç çarp¬m normu olsun.

d(x; y) = kx� yk =
p
hx� y; x� yi

olarak tan¬mlan¬rsa (X; d) bir metrik uzayd¬r. ·Iç çarp¬m normu ile tan¬mlanan bu d
metri¼gine göre X iç çarp¬m uzay¬ tam ise, X� e Hilbert uzay¬ denir. Bu tan¬mdan
anlaş¬lmaktad¬rki Hilbert uzaylar¬özel Banach uzaylar¬d¬r (Bayraktar, 2000).

Tan¬m 2.16 (Banach Uzay): (N; k:k) normlu lineer uzay olsun. N norm metri¼gine
göre tam ise N�ye Banach uzay¬denir (Bayraktar, 2000).

d(x; y) = kx� yk| {z }
norm metri¼gi

Tan¬m 2.17 (Fonksiyonel): F = R veya F = C olmak üzere L; F cismi üzerinde bir
lineer uzay olsun. f : L! F operatörüne fonksiyonel denir. f ayn¬zamanda lineer ise
f ye lineer fonksiyonel denir (Bayraktar, 2000).

Tan¬m 2.18 (Sürekli Dual): N� = C(N;F ) = ff : f : N ! F; s�ureklig kümesine
N�nin sürekli duali denir.

Tan¬m 2.19 (Limit Noktas¬): (xnk), (xn) dizisinin bir alt dizisi olsun. (xnk) yak¬nsak
ve limiti s ise, bu s noktas¬na (xn) dizisinin bir limit noktas¬denir (Balc¬, 1999).

Tan¬m 2.20 (Süreklilik): A � R; f : A ! R bir fonksiyon ve a 2 A olsun. Her
" > 0 için jx� aj < � oldu¼gunda jf(x)� f(a)j < " olacak şekilde bir � > 0 varsa f
fonksiyonu a noktas¬nda süreklidir denir (Balc¬, 1999).

6



Tan¬m 2.21 (Fonksiyon Dizisi): A � R ve F (A) da A üzerinde tan¬ml¬, reel de¼gerli
fonksiyonlar¬n kümesi olsun.

s : N!F (A)
şeklinde tan¬mlanan s fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi ad¬verilir (Balc¬, 1997).

Teorem 2.2 (Banach-Steinhaus Teoremi): E¼ger (An) ; bir X Banach Uzay¬ndan
normlu Y uzay¬içinde s¬n¬rl¬lineer dönüşümlerin bir dizisi ve X üzerinde

lim sup
n

kAn(x)k <1

ise bu taktirde

sup
n
kAnk <1

d¬r.

Tan¬m 2.22 (lp Uzay¬):

lp =

(
(xn) :

1X
i=1

jxijp <1
)

1 � p <1

şeklinde tan¬ml¬dizilerin uzay¬na lp uzay¬denir.

Tan¬m 2.23 (c0 Uzay¬): S¬f¬r dizilerinin uzay¬d¬r.
Yani x = (xk) 2 c0 ) (xk)! 0 d¬r.

Tan¬m 2.24 (Taban): V , K cismi üstünde bir vektör uzay¬ve ' 2 V olsun. ' lineer
ba¼g¬ms¬z ve Sp' = V ise '�ye V vektör uzay¬n¬n bir taban¬denir (Sabuncuo¼glu, 2004).

Tan¬m 2.25 (Sonlu boyutlu uzay): K cisim olmak üzere, K cismi üzerindeki bir X
lineer uzay¬n¬n taban¬n¬n eleman say¬s¬na o uzay¬n boyutu denir ve boyX ile gösterilir.
X�in sonlu bir taban¬varsa X�e sonlu boyutlu uzay, aksi halde sonsuz boyutlu uzay
denir (Sabuncuo¼glu, 2004).
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Tan¬m 2.26 (Karakteristik fonksiyon): X bir küme, A�X olsun.�A : X ! f0; 1g;

�A(x) =

�
1; x 2 A
0; x 2 X n A

şeklinde tan¬mlanan fonksiyona A kümesinin karakteristik fonksiyonu denir (K¬zmaz,
1993).

Tan¬m 2.27 (Yar¬norm): X bir reel lineer uzay, P : X ! R fonksiyoneli aşa¼g¬daki
koşullar¬sa¼glarsa, P�ye X�de bir alt yar¬norm denir.
(i) 8� � 0 , P (�x) = �P (x)
(ii) 8x; y 2 X , P (x+ y) � P (x) + P (y)

Görülüyorki her norm ve her yar¬norm bir alt yar¬normdur. P bir alt yar¬norm ise
P (B) = 0 ve 8x 2 X , P 0(x) = P (�x) ile tan¬ml¬P 0 de bir alt yar¬normdur.
N = P + P 0 ile tan¬ml¬N fonksiyonu
8� 2 R ve 8x 2 X için
(i) N(�x) = P (�x) + P (��x) = j�jN(x)
(ii) N(x+ y) � N(x) +N(y)
koşullar¬n¬sa¼glad¬¼g¬ndan bir yar¬normdur (K¬zmaz, 1993).

Teorem 2.3 (Reel Lineer Uzaylarda Hahn-Banach Teoremi): X bir reel lineer
uzay, M � X bir alt uzay ve P de X üzerinde bir alt yar¬norm olsun. f 2 L(M;R) ve
8x 2M , f(x) � P (x) koşulu sa¼glans¬n. Bu taktirde f�in X�e bir F lineer geni̧sletilmi̧si
vard¬r, öyleki 8x 2 X için F (x) � P (x) dir (K¬zmaz, 1993).

Teorem 2.4 (Kompleks Lineer Uzaylarda Hahn-Banach Teoremi): X bir lineer
uzay, M � X bir alt uzay ve P de X üzerinde bir yar¬norm olsun. f 2 L(M;C) = M
ve 8x 2 M; jf(x)j � P (x) ise, f�in X�e geni̧sletilmi̧si bir F 2 L(X;C) vard¬r öyleki
8x 2 X; jF (x)j � P (x) dir (K¬zmaz, 1993).

Tan¬m 2.28 (Re�exive Uzay): X bir Banach uzay olsun. X�in sürekli dualini X�

ile tan¬mlayal¬m. Yani X�den R veya C�ye bütün sürekli lineer dönüşümlerin uzay¬
olsun. Bu yüzden X� bir Banach uzayd¬r. X��, X��n¬n sürekli dualidir. 8' 2 X� ve
8x 2 X için J(x)(') = '(x) ile tan¬mlanan J : X ! X�� sürekli lineer dönüşümü
vard¬r.Hahn-Banach teoremine göre J norm koruma özelli¼gine sahiptir. Yani kJ(x)k =
kxk eşitli¼gi vard¬r. Bu yüzden J örtendir. E¼ger J birebir ise X uzay¬na re�exive uzay
denir (K¬zmaz, 1993).
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3 ·ISTAT·IST·IKSELYAKINSAKLIKVE ZA-
ZAYIF YAKINSAKLIK

Bu bölümde yo¼gunluk, istatistiksel yak¬nsakl¬k ve zay¬f yak¬nsakl¬k kavramlar¬ile ilgili
baz¬tan¬m ve teoremler verilecektir.

3.1 ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

·Istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬n¬vermeden önce bu kavram¬n ortaya ç¬kmas¬na neden
olan yo¼gunluk kavram¬n¬verelim.

Bir K � N kümesinin eleman say¬s¬n¬jKj ile gösterelim. Yani jKj := cardK olsun.

Tan¬m 3.1.1: K � N ve Kn := fk � n : k 2 Kg olsun. Buna göre K kümesinin alt
ve üst yo¼gunlu¼gu s¬ras¬yla

�(K) = lim
n!1

inf
jKnj
n
; �(K) = lim

n!1
sup

jKnj
n

olarak verilir.
jKnj
n

dizisinin limitinin var olmas¬(�(K) = �(K)) durumunda bu limite

K kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu denir ve � (K) ile gösterilir. Yani,

� (K) = �(K) = �(K)

ise K � N kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu;

�(K) = lim
n!1

jKnj
n

= lim
n!1

1

n
jfk � n : k 2 Kgj

dir (Niven vd., 1991).

Do¼gal yo¼gunluk kavram¬n¬n daha iyi anlaş¬lmas¬için Gürdal taraf¬ndan 2004 de verilen
aşa¼g¬daki örne¼gi inceleyelim.
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Örnek 3.1.1: K = f1; 4; 5; 6; 13; 14; :::; 24; 49; 50; :::; 96; 193; 194; :::g şeklinde ve-
rilsin. K indeks kümesi için

jKj
n
ifadesini oluştural¬m.

(a)
jKj
n
ifadesinin üst limitini (lim sup) oluşturan alt dizi,

1

1
;
4

6
;
16

24
;
64

96
; :::! 2

3

şeklindedir.

(b)
jKj
n
ifadesinin alt limitini (lim inf) oluşturan alt dizi,

1

3
;
4

12
;
16

48
;
64

192
; :::! 1

3

şeklindedir. Dolay¬s¬yla bu örnek için

�(K) = lim
n!1

inf jKnj
n
= 1

3

�(K) = lim
n!1

sup jKnj
n
= 2

3

oldu¼gundan �(K) 6= �(K) dir. Bu nedenle K kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu yoktur. Bu
örnekten de anlaş¬laca¼g¬gibi alt ve üst yo¼gunlu¼gu olmas¬na ra¼gmen do¼gal yo¼gunlu¼gu
olmayan kümeler de vard¬r. � (K) veya � (NnK) yo¼gunluklar¬ndan herhangi biri mevcut
ise � (K) = 1 � � (NnK) d¬r. E¼ger K kümesi sonlu elemanl¬bir küme ise � (K) = 0;
yani do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬rd¬r.

x = (xk) dizisinin terimleri s¬f¬r yo¼gunluklu bir küme hariç di¼ger bütün k lar için bir P
özelli¼gini sa¼gl¬yorsa, (xk) dizisi hemen hemen her k için P özelli¼gini sa¼gl¬yor denir ve
"h.h.k." şeklinde gösterilir.

Şimdi istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬verebiliriz.
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Tan¬m 3.1.2 (·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k): x = (xk) bir dizi olsun. E¼ger her " > 0
say¬s¬için

lim
n!1

1

n
jfk � n : jxk � Lj � "gj = 0

ise yani
K := K(") := jfk 2 N : jxk � Lj > "gj

kümesinin yo¼gunlu¼gu s¬f¬r ise x = (xk) dizisi L say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r denir
ve

st� limx = L
biçiminde yaz¬l¬r (Steinhaus 1951, Fast 1951, Fridy 1985).

Adi anlamda yak¬nsakl¬k kavram¬n¬n tan¬m¬n¬hat¬rlayarak istatistiksel yak¬nsakl¬k �kri-
nin nereden kaynakland¬¼g¬n¬aç¬klamaya çal¬̧s¬p bu iki kavram aras¬ndaki ba¼glant¬y¬kur-
maya çal¬̧sal¬m. Bilindi¼gi gibi, adi yak¬nsakl¬kta x reel say¬dizisi L ye yak¬nsak ise, L
nin her bir " komşulu¼gu d¬̧s¬nda dizinin ancak sonlu say¬da eleman¬kalabilir. Şimdi
bu kavram¬biraz daha genelleştirerek L noktas¬n¬n her bir " komşulu¼gu d¬̧s¬nda dizinin
sonlu say¬da de¼gil, sonsuz say¬da da eleman¬n¬n kalabilece¼ginin kabul edelim. Fakat
böyle elemanlar¬n say¬s¬dizinin tüm elemanlar¬n¬n say¬s¬na göre çok daha azd¬r. Yani
dizinin "hemen hemen" tüm elemanlar¬, L nin " komşulu¼gu içerisindedir. Bu durumda
x dizisinin L noktas¬na "hemen hemen" yak¬nsak oldu¼gu sonucunu ç¬karabiliriz. ·Istatis-
tiksel yak¬nsakl¬k kavram¬bu �kri matematiksel olarak kesin ifade eden kavramlardan
biridir. Burada L noktas¬n¬n " komşulu¼gu d¬̧s¬nda kalan elemanlar¬n¬n say¬s¬n¬n "az"
olmas¬, böyle elemanlar¬n¬n do¼gal yo¼gunlu¼gunun s¬f¬r olmas¬ile ifade edilir (Pehlivan,
2001).

Adi anlamda yak¬nsak olan her dizinin istatistiksel yak¬nsak bir dizi oldu¼gunu söyleye-
biliriz. Çünkü x dizisi L ye yak¬nsak ise her " > 0 için K = fk : jxk � Lj � "g kümesi
sonlu say¬da eleman içerdi¼ginden yo¼gunlu¼gu s¬�rd¬r. Yani �(K) = 0 d¬r: Fakat bu
ifadenin tersi do¼gru olmayabilir. Yani istatistiksel yak¬nsak her dizi adi anlamda yak¬n-
sak olmayabilir.

Şimdi de Fridy taraf¬ndan 1985 te verilen istatistiksel Cauchy dizisi tan¬m¬n¬verelim.
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Tan¬m 3.1.3 (·Istatistiksel Cauchy Dizisi) : x = (xk) bir dizi olsun. Her " > 0 için

lim
n!1

1

n
jfk � n : jxk � xN j � "gj = 0

olacak şekilde veya h.h.k için jxk � xN j < " olacak şekilde bir N = N(") say¬s¬varsa
x = (xk) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir (Fridy, 1985)

Teorem 3.1.1: ·Istatistiksel yak¬nsak her dizi bir istatistiksel Cauchy dizisidir (Fridy,
1985).

·Ispat: Bu teoremin ispat¬nda "yak¬nsak her dizi bir Cauchy dizisidir" teoreminin is-
pat¬na benzer bir yol izlenecektir. x = (xk) dizisi istatistiksel yak¬nsak ise st�limx = L
dir. Bu durumda her " > 0 ve h.h.k. için

jxk � Lj <
"

2

dir. E¼ger N; jxk � Lj < "
2
olacak şekilde seçilirse,

jxk � xN j = jxk � L+ L� xN j � jxk � Lj+ jxN � Lj

� "
2
+ "

2
< " (h.h.k. için)

elde edilir.

Tan¬m 3.1.4 (·Istatistiksel Limit Noktas¬): Bir x = (xk) dizisinin � 2 X say¬s¬na
yak¬nsayan seyrek olmayan (yani �(K) > 0) bir alt dizisi varsa, � say¬s¬na x dizisinin
bir istatistiksel limit noktas¬ denir. Yani K = fn1 < n2 < ::: < nk < :::g ve �(K) 6= 0
olmak üzere k ! 1 için (xnk) ! � ise �; x in bir istatistiksel limit noktas¬d¬r (Fridy,
1993).

Tan¬m 3.1.5 (·Istatistiksel Yo¼gun): K n¬n do¼gal yo¼gunlu¼gu �(K) = lim
n!1

n�1 jKnj
şeklindedir. E¼ger �(K) = 1 ise K istatistiksel yo¼gundur.

Tan¬m 3.1.6 (·Istatistiksel S¬n¬rl¬l¬k): h:h:k için jxkj � B veya
� (fk : jxkj > Bg) = 0 olacak şekilde bir B say¬s¬var ise x = (xk) say¬dizisi istatistiksel
s¬n¬rl¬d¬r.
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Tan¬m 3.1.7 (·Istatistiksel Alt ve Üst Limit): Reel say¬lar dizisi x için

Ax = fa�R : � (fk : xk < ag) 6= 0g
Bx = fb�R : � (fk : xk > bg) 6= 0g

olmak üzere

x in istatistiksel üst limiti,

st� lim supx =
�
supBx ,Bx 6= ?ise
�1; Bx = ? ise

x in istatistiksel alt limiti,

st� lim inf x =
�
inf Ax; Ax 6= ? ise
+1; Ax = ? ise

şeklindedir (Fridy and Orhan, 1997).

3.2 Zay¬f Yak¬nsakl¬k

(xn) bir X normlu lineer uzay¬nda bir dizi ise,
xn ! a (n!1) () 8" > 0;9N = N(") 2 N öyleki 8n � N için kxn � ak < "
yak¬nsakl¬k tan¬m¬verildi. Bu yak¬nsakl¬¼ga "norm yak¬nsakl¬¼g¬" veya "kuvvetli yak¬n-
sakl¬k" denildi. Şimdi normlu lineer uzaylarda başka bir yak¬nsakl¬k kavram¬verece¼giz.

Tan¬m 3.2.1 (Zay¬f Yak¬nsakl¬k): (xn) , X normlu uzay¬nda bir dizi ve a 2 X olmak
üzere, 8f 2 X� için (f(xn)) dizisi C�de f(a) 2 C�ye kuvvetli yak¬nsarsa (xn), a 2 X�e
"zay¬f yak¬ns¬yor" denir ve xnw�!a gösterimi kullan¬l¬r. a 2 X de (xn)�nin zay¬f limiti
denir.

xnw�!a () 8f 2 X� , jf(xn)� f(a)j ! 0 (n!1)

(xn)�nin her alt dizisi de a�ya zay¬f yak¬nsar.

Teorem 3.2.1: Kuvvetli yak¬nsak her dizi zay¬f yak¬nsakt¬r.
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·Ispat: X normlu, (xn) X�de bir dizi ve xn ! a (n!1) olsun.f 2 X� ise

jf(xn)� f(a)j = jf(xn � a)j � kfk kxn � ak ! 0 (n!1) =) xnw�!a

d¬r.

Teorem 3.2.2: X normlu (xn) de X�de zay¬f yak¬nsak bir dizi olsun.
(i) (xn)�nin zay¬f limiti tektir.
(ii)(xn) kuvvetli yak¬nsamayabilir.
(iii)(xn) s¬n¬rl¬d¬r. Yani sup

n
kxnk <1 d¬r.

Teorem 3.2.3: X; Y normlu, f 2 B(X; Y ) , (xn)X�de bir dizi ve xnw�!a =) f(xn)w�!f(a)
d¬r.

·Ispat:
g 2 Y � olsun. h = gof ise aç¬k olarak h 2 X��d¬r.
xnw�!a =) h(xn)! h(a) (n!1) d¬r.
h(xn) = (gof)(xn) = g(f(xn)) ve h(a) = g(f(a)) oldu¼gundan 8g 2M� için
g(f(xn))! g(f(a)) (n!1) oldu¼gu görülür. O halde f(xn)w�!f(a) d¬r.

Teorem 3.2.4: X sonlu boyutlu, (xn) X�de bir dizi olsun. xnw�!a () xn ! a

(n!1) d¬r.

·Ispat:
xnw�!a =) xn ! a oldu¼gunu göstermek yeterlidir.
X n-boyutlu ve B = fb1; b2; :::; bng X için bir baz olsun. X �de maksimum normunu

dikkate alal¬m. (xm) X�de bir dizi ise, herbir m 2 N için xm =

nX
�mi

i=1

bi şeklindedir.

xnw�!a =) 8f 2 X�; f(xm)! f(a) (m!1) dir. Herbir i 2 N için,

fi(bk) =

�
1 ; i = k
0 ; i 6= k

olacak şekilde fi 2 X� fonksiyonellerini gözönüne alal¬m.

a =
nX
k=1

�ibi

ise fi(xm) = �
(m)
i ve fi(a) = �i d¬r.
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fi(xm)! fi(a) (m!1) oldu¼guna göre �(m)i ! �i (m!1) dur. M = maks
1�k�n

kbkk ise

8" > 0; 9N = N(") 2 N öyleki 8m > N için
����(m)i � �i

��� < "

Mn
dir. Dolay¬s¬yla,

kxm � ak =


nX�
�
(m)
i � �i

�
bi

i=1

 < " =) xm �! a (n!1)

d¬r.

Tan¬m 3.2.2 (Zay¬f Cauchy Dizisi): Normlu bir X uzay¬ve (xn) 2 X dizisi verilsin.
E¼ger her f 2 X� için (f(xn)) bir Cauchy dizisi ise (xn) dizisine X�te zay¬f Cauchy dizisi
denir.

Tan¬m 3.2.3 (Zay¬f Tam Uzay): Normlu bir X uzay¬ndaki her zay¬f Cauchy dizisi,
X�e zay¬f yak¬nsak ise, X�e zay¬f tamd¬r denir.
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4 ZAYIF ·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAKLIK

Bu bölümde normlu uzaylarda zay¬f istatistiksel yak¬nsakl¬k ve zay¬f istatistiksel Cauchy
dizisi kavramlar¬ile ilgili tan¬m ve teoremler verilecektir.

4.1 Zay¬f ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

Tan¬m 4.1.1 (·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k): X normlu lineer uzay olsun. (xk) ;
X-de¼gerli bir dizi ve x 2 X olsun. 8" > 0 için � (fk : kxk � xk � "g) = 0 oluyorsa
(xk) dizisi x�e normlu istatistiksel yak¬nsakt¬r denir ve bu ifade,

st� lim
k
xk = x

şeklinde gösterilir.

Tan¬m 4.1.2 (Zay¬f ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k): X�in sürekli duali olanX� içindeki
her f için (f (xk � x)) dizisi 0�a istatistiksel yak¬nsak ise (xk) dizisi x�e zay¬f istatistiksel
yak¬nsakt¬r denir. Bu ifade,

w � st� lim
k
xk = x

şeklinde yaz¬l¬r ve x; (xk) dizisinin zay¬f istatistiksel limitidir denir. Yani,
X� = ff : f : X ! F; süreklig ; 8f 2 X� için

lim
n!1

1
n
jfk � n : jf (xk � x)� 0j � "gj = 0

ise (xk) dizisi x�e zay¬f istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Hanh-Banach teoremine göre kolayca görülürki zay¬f istatistiksel yak¬nsak dizilerin zay¬f
istatistiksel limiti tektir.

Zay¬f istatistiksel yak¬nsakl¬k, al¬̧s¬lm¬̧s anlamda zay¬f yak¬nsakl¬¼g¬n genellemesidir. Bunu
gösterebilmek için iyi bilinen aşa¼g¬daki lemmalara gerek duyulmaktad¬r.
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Lemma 4.1.1 : E¼ger st � limxk = l ve her reel x için tan¬mlanan g (x) fonksiyonu
x = l de sürekli ise

st� lim g (xk) = g (l)
dir (Schoenberg, 1959).

Lemma 4.1.2 : (xk) say¬dizisi l�ye istatistiksel yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter
koşul � (K) = 1 ve lim

n!1
xkn = l olacak şekilde bir K = fk1 < k2 < :::g � N kümesinin

mevcut olmas¬d¬r (Salat, 1980).

Lemma 4.1.3 : E¼ger st� limxk = l, st� lim yk = m ve � bir reel say¬ise,
(i) st� lim (xk + yk) = l +m
(ii) st� lim (�xk) = �l
dir (Salat,1980).

Lemma 4.1.4 : (xk) say¬dizisinin istatistiksel s¬n¬rl¬olmas¬için gerek ve yeter koşul
� (K) = 1 ve (xkn) s¬n¬rl¬olacak şekilde bir K = fk1 < k2 < :::g � N kümesinin mevcut
olmas¬d¬r (Tripathy,1997).

Lemma 4.1.5 : h:h:k için xk � yk olsun. E¼ger st� limxk ve st� lim yk var ise

st� limxk � st� lim yk
d¬r (Tripathy, 1998).

Lemma 4.1.6 : ·Istatistiksel yak¬nsak bir dizinin istatistiksel yo¼gun bir alt dizisi ista-
tistiksel yak¬nsakt¬r (Burgin and Duman).

Mutlak p-toplanabilir skaler dizilerin uzay¬lp (1 � p <1) uzay¬yla tan¬mlans¬n ve
bu uzay x = (xk) 2 lp için,

kxkp =
 1X
k=1

jxkjp
! 1

p

ile tan¬mlanan normla birlikte normlu lineer bir uzayd¬r. c00 uzay¬yla herbiri sadece
sonlu say¬da s¬f¬r olmayan terimleri içeren x = (xk) skaler dizilerinin uzay¬n¬gösterilsin.
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c00 � lp (1 � p <1)
oldu¼gu aç¬kt¬r.

Teorem 4.1.1 : (xk) dizisi normlu X uzay¬nda zay¬f yak¬nsak bir dizi ve w�limxk = x
olsun. O halde (xk) dizisi X�de zay¬f istatistiksel yak¬nsakt¬r. Tersi genelde do¼gru
de¼gildir.

·Ispat : (xk) dizisi X normlu uzay¬nda x�e zay¬f yak¬nsak olsun. Yani, w � limxk = x
olsun. Zay¬f yak¬nsakl¬¼g¬n tan¬m¬ndan her f 2 X� için f (xk)! f (x) d¬r ((f (xk)) dizisi
f (x)�e yak¬nsar ). O halde 8" > 0 için jf (xk � x)j � " olacak şekildeki kümeler sonlu
say¬da eleman içerir. Bu ise bu kümenin do¼gal yo¼gunlu¼gunun s¬f¬r olmas¬demektir.
Yani, (f (xk)) dizisi f (x) e istatistiksel yak¬nsakt¬r.

st� lim f (xk) = f (x)
elde edilir. Zay¬f istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n tan¬m¬ndan,

w � st� limxk = x

elde edilir.

Teorem 4.1.1�in tersinin genelde do¼gru olmad¬¼g¬aşa¼g¬daki örnekte gösterilecektir.

Örnek 4.1.1:

x
(k)
j =

8<:
m ; j � k ; k = m2 ise
1
k
; j � k ; k 6= m2 ise

0 ; di¼ger durumlar

ile tan¬mlanan (xk) 2 lp (1 < p <1) dizisi var olsun.

(xk) dizisi zay¬f istatistiksel yak¬nsak ancak zay¬f yak¬nsak de¼gildir. Bunu gösterelim.
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k 6= m2 ve key� f 2 l�p için tek y 2 lq vard¬r. Öyleki,

jf (xk)j =
�����
1X
j=1

x
(k)
j yj

�����
�

 1X
j=1

���x(k)j ���p
! 1

p
 1X
j=1

jyjjq
! 1

q

(Hölder Eşitsizli¼ginden)

�
 

kX
j=1

1
kp

! 1
p

M
1
q (Baz¬sabit pozitif M�ler için)

= 1
k
M

1
q ! 0; k !1 iken

O halde (f (xk)) dizisi 0�a yak¬nsakt¬r. Her yak¬nsak dizi istatistiksel yak¬nsak oldu¼gun-
dan (f (xk)) dizisi 0�a istatistiksel yak¬nsakt¬r. (f (xk)) dizisi f (0)�a istatistiksel yak¬n-
sakt¬r. O halde (xk) dizisi de 0�a zay¬f istatistiksel yak¬nsakt¬r.

k = m2 için f1 (x) = x1 şeklindeki lp üzerinde tan¬ml¬f1 fonksiyonelini düşünelim.
Burada x = (xk) 2 lp dir.

f1 (xk) = x
(k)
1 =

p
k !1; k !1 iken

oldu¼gu aç¬kt¬r. Bu yüzden (xk) zay¬f yak¬nsak de¼gildir. f1 (xk)! f1 (x) olmal¬yd¬.

Sonlu boyutlu normlu uzaylardaki normlu istatistiksel yak¬nsakl¬kla zay¬f istatistiksel
yak¬nsakl¬k uyuşmaktad¬r.

Teorem 4.1.2: Normlu X uzay¬nda (xk) dizisi,
(i) Normlu istatistiksel yak¬nsak ise ayn¬limite zay¬f istatistiksel yak¬nsakt¬r.
(ii) (i) nin tersi genelde do¼gru de¼gildir.
(iii) E¼ger X sonlu boyutlu ise zay¬f istatistiksel yak¬nsakl¬k normlu istatistiksel yak¬n-
sakl¬¼g¬gerektirir.

·Ispat:
(i) st � limxk = l ve her reel x için tan¬mlanan f (x) fonksiyonu x = l de sürekli
olsun. Lemma 4.1.1�den

st� lim f (xk) = f (l)
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dir. Zay¬f istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n tan¬m¬ndan,

w � st� limxk = x
elde edilir.

(ii) (ek) H Hilbert uzay¬nda ortonormal bir dizi olsun. Her f 2 H�; f (x) = hx; zi
Riesz gösterimine sahip olsun. Buradan f (ek) = hek; zi dir. (ek) dizisi zay¬f istatistiksel
yak¬nsakt¬r ama normlu istatistiksel yak¬nsak de¼gildir.
Bessel eşitsizli¼ginden,

1X
k=1

jhek; zij2 � kzk2

dir.

1X
k=1

jf (ek)j < 1 oldu¼gundan f (ek) = hek; zi 0�a yak¬nsakt¬r. O halde 0�a istatistiksel

yak¬nsakt¬r.(f (ek)) dizisi f (0)�a istatistiksel yak¬nsak oldu¼gundan (ek) dizisi 0�a zay¬f
istatistiksel yak¬nsakt¬r. w � st� lim ek = 0 d¬r.

(ek) normlu istatistiksel yak¬nsak olsun. O halde (ek) istatistiksel Cauchy dizisidir.
8" > 0 ve h:h:k için kek � eNk < " olacak şekilde N = (N (")) pozitif say¬s¬vard¬r.

� (fk : kek � eNk � "g) = 0

ifadesi anlams¬zd¬r. Çünkü kek � eNk =
p
2 dir.(k 6= N)

kek � eNk =
p
hek � eN ; ek � eNi

=
p
hek; eki � hek; eNi � heN ; eki+ heN ; eNi

=
p
2

Di¼ger bir örnek olarak,

x
(k)
j =

8>><>>:
m ; j � k ; k = m2

0 ; j > k ; k = m2

1 ; j = k ; k 6= m2

0 ; j 6= k ; k 6= m2
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şeklinde tan¬mlanan (xk) dizisi lp (1 < p <1) uzay¬nda bir dizi olsun. Kolayca görüle-
bilirki (xk) zay¬f istatistiksel s¬f¬r dizisidir. Fakat normlu istatistiksel s¬f¬r dizisi de¼gildir.

(iii) Bir dizi,

Normlu istatistiksel ) Zay¬f istatistiksel

yak¬nsak
boyX<1( yak¬nsak

boyX <1 iken (xk) dizisi zay¬f istatistiksel yak¬nsak olsun.
fe1; e2; :::; emg X in herhangi bir taban¬ve
w � st� limxk = x olsun. O halde,

xk =
mX
i=1

�
(k)
i ei (k = 1; 2; ::) ve x =

mX
i=1

�iei

dir.
fj (ej) = 1 ; fj (ek) = 0 (j 6= k)

ile tan¬mlanan fj 2 X� (1 � j � m) lineer fonksiyonellerini düşünelim.
w � st� limxk = x oldu¼gundan her j = 1; 2; :::;m için

st� lim
k
fj (xk) = fj (x)

yaz¬l¬r.

fj (xk) = fj

 
mX
i=1

�
(k)
i ei

! �
fj (ei) = 1; i = j
fj (ei) = 0; i 6= j

�
=

mX
i=1

�
(k)
i fj (ei)

= �
(k)
j

fj (x) = fj

 
mX
i=1

�iei

!
=

mX
i=1

�ifj (ei)

= �j

st� lim
k
fj (xk) = fj (x)) st� lim�(k)j = �j
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Her " ve h:h:k için
����(k)j � �j

��� < "

Km
dir. K = max

j
kejk dir.

kxk � xk =


mX
j=1

�
�
(k)
j � �j

�
ej


� K

mX
j=1

����(k)j � �j
���

< "

elde edilir. Yani,

st� limxk = x
dir.

Şimdi normlu bir uzayda zay¬f istatistiksel Cauchy dizisi kavram¬n¬tan¬mlayal¬m.

Tan¬m 4.1.2 (Zay¬f ·Istatistiksel Cauchy Dizisi): X normlu uzay¬nda (xk) bir
dizi olsun. Her f 2 X� için (f (xk)) istatistiksel Cauchy dizisi ise (xk) dizisine zay¬f
istatistiksel Cauchy dizisi denir. Yani, 8" > 0 için

lim
n!1

1

n
jfk � n : jf (xk � xN)j � "gj = 0

olacak şekilde N = N (") say¬s¬varsa (f (xk)) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi, (xk)
dizisine ise zay¬f istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Normlu bir uzayda her zay¬f istatistiksel yak¬nsak dizi zay¬f istatistiksel Cauchy oldu¼gu
aç¬kt¬r. Ancak tersi do¼gru olmayabilir.

Örnek 4.1.2: k:kp, 1 < p < 1 normu ile c00 normlu lineer uzay¬n¬düşünelim.
(xk) 2 c00 dizisi,

x
(k)
j =

8<:
j ; j � k ; k = m2

1
j
; j � k ; k 6= m2

0 ; di¼ger durumlar

şeklinde tan¬mlans¬n. Standart tekniklerin kullan¬lmas¬yla bu dizinin zay¬f istatistiksel
Cauchy oldu¼gu fakat zay¬f istatistiksel yak¬nsak olmad¬¼g¬kolayca görülebilir.
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E¼ger uzay Re�exive (dönüşlü) ise her zay¬f istatistiksel Cauchy dizisi zay¬f istatistiksel
yak¬nsakt¬r.

Teorem 4.1.3: E¼ger normlu uzay Re�exive (dönüşlü) ise her zay¬f istatistiksel Cauchy
dizisi zay¬f istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Bu teoremi ispatlamak için aşa¼g¬daki lemmaya ihtiyac¬m¬z vard¬r.

Lemma 4.1.7 : Normlu bir uzayda her zay¬f istatistiksel Cauchy dizisi istatistiksel
s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat: X normlu uzay¬nda, (xk) zay¬f istatistiksel Cauchy dizisi olsun.Bu taktirde
(f (xk)) her f 2 X� için istatistiksel Cauchy dizisidir ve dolay¬s¬yla istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r.
Lemma 4.1.4�e göre her f 2 X� için � (K) = 1 ve (f (xkn)) dizisi s¬n¬rl¬olacak şekilde
K = fk1 < k2 < :::g � N kümesi vard¬r.

Her x 2 X için C (x) = gx ile tan¬mlanan C : X ! X�� do¼gal dönüşümü düşünelim.
Burada gx 2 X�� her f 2 X� için gx (f) = f (x) ile tan¬mlan¬r. Her zaman kgxk = kxk
dir. Her f 2 X� için,

sup
n
jgkn (f)j = sup

n
jf (xkn)j < 1

dur. X� bir Banach uzay oldu¼gundan Banach-Steinhaus teoreminden,

sup
n

gxkn <1
ve buradan,

sup
n
kxknk <1

elde edilir. Tekrar Lemma 4.1.4�ten (xk) dizisinin istatistiksel s¬n¬rl¬oldu¼gu aç¬kt¬r.

Sonuç 4.1.1: Normlu bir uzayda her zay¬f istatistiksel yak¬nsak dizi istatistiksel s¬n¬r-
l¬d¬r.

Lemma 4.1.7�nin tersinin genelde do¼gru olmad¬¼g¬aşa¼g¬daki örnekten görülebilir.
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Örnek 4.1.3: R de (xk) dizisi,

xk =

8<:
k ; k kare
0 ; k çift kare
1 ; k tek kare

şeklinde tan¬mlans¬n. (xk) dizisi istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r fakat istatistiksel yak¬nsak de¼gildir
dolay¬s¬yla zay¬f istatistiksel yak¬nsak de¼gildir.

Teorem 4.1.3 ispat¬: (xk) dizisinin X�de zay¬f istatistiksel Cauchy dizisi oldu¼gunu
kabul edelim. Yani, her f 2 X� için (f (xk)) istatistiksel Cauchy dizisi olsun.
Lemma 4.1.7�de tan¬mland¬¼g¬gibi C : X ! X�� do¼gal dönüşümünü düşünelim. (Cxk (f))
istatistiksel Cauchy�dir ve böylece her f 2 X� için skalerlerin istatistiksel yak¬nsak bir
dizisidir.

y (f) = st� lim
k!1

Cxk (f)

şeklinde tan¬mlans¬n. Lemma 4.1.3�ten y lineerdir. Ayr¬ca Lemma 4.1.7�den (xk) dizisi
istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r. Bu yüzden h:h:k için kxkk � M olacak şekilde M pozitif say¬s¬
vard¬r. Bundan dolay¬herhangi bir f 2 X� ve h:h:k için,

jCxk (f)j = jf (xk)j �M kfk
dir. Lemma 4.1.5�ten dolay¬,

st� lim
k!1

Cxk (f) �M kfk

dir. Bu ise,

jy (f)j �M kfk
olmas¬n¬gerektirir. Böylece y 2 X�� dir. X Re�exive uzay oldu¼gundan y 2 Cx olacak
şekilde x 2 X vard¬r.Bu yüzden her f 2 X� için,

st� lim f (xk) = y (f) = Cx (f) = f (x)
dirki bu w � st� limxk = x oldu¼gunu gösterir.

Önerme 4.1.1: X normlu uzay¬nda w � st� limxk = x ise,

kxk � st� lim inf kxkk
dir.
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·Ispat: Her bir f 2 X� için, Lemma 4.1.1�den,

jf (xk)j = st� lim jf (xk)j
= st� lim inf jf (xk)j
� kfk :st� lim inf kxkk

elde edilir. kfk = 1 olacak şekildeki tüm f 2 X� ler üzerinden supremum al¬n¬rsa,

kxk � st� lim inf kxkk
elde edilir.

Zay¬f yak¬nsak dizilerin her alt dizisinin de yine zay¬f yak¬nsak oldu¼gunu biliyoruz.
Ancak bu zay¬f istatistiksel yak¬nsakl¬k için do¼gru de¼gildir.

Örnek 4.1.4: R de (xk) dizisi,

xk =

�
k ; k = m2

1
k
; di¼ger durumlar

şeklinde tan¬mlans¬n. (xk) dizisi istatistiksel yak¬nsakt¬r. Dolay¬s¬yla (xk) zay¬f istatis-
tiksel yak¬nsakt¬r fakat onun istatistiksel ¬raksak olan fxk2 ; k = 1; 2; :::g alt dizisi zay¬f
istatistiksel yak¬nsak de¼gildir.

Aşa¼g¬daki teorem alt dizileri zay¬f istatistiksel yak¬nsak olan dizilerin de zay¬f istatis-
tiksel yak¬nsak oldu¼gunu ifade eder.

Teorem 4.1.4:
(i) Zay¬f istatistiksel yak¬nsak dizinin her istatistiksel yo¼gun alt dizisi zay¬f istatistiksel
yak¬nsakt¬r.
(ii) (i) in tersi genelde do¼gru de¼gildir.

·Ispat:
(i) Lemma 4.1.6�dan aç¬kt¬r.
(ii) (i) in tersinin genelde do¼gru olmad¬¼g¬aşa¼g¬daki örnekten görülebilir.

Örnek 4.1.5: R deki (xk) dizisi

xk =

�
1 ; k = m2

0 ; di¼ger durumlar
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şeklinde tan¬mlans¬n. (xk) istatistiksel yak¬nsakt¬r ve bu yüzden zay¬f istatistiksel yak¬n-
sakt¬r (0 noktas¬na). Dizinin f1; 1; :::g alt kümesi zay¬f istatistiksel yak¬nsakt¬r ancak
istatistiksel yo¼gun de¼gildir.

4.2 lp (1 < p <1) uzay¬nda Zay¬f ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

Teorem 4.2.1: lp uzay¬nda w � st� limxk = x olmas¬için gerek ve yeter şart
(i) (kxkk) dizisi istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r.
(ii) Her sabit j için st� limx(k)j = xj dir.Burada xk =

�
x
(k)
j

�
ve x = (xj) dir.

Lemma 4.2.1: X normlu bir uzay olsun. w � st � limxk = x olmas¬için gerek ve
yeter şart
(i) (kxkk) dizisi istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r.
(ii) X� n¬n bir total M alt kümesinin her f eleman¬için st� lim f (xk) = f (x) dir.

·Ispat: Zay¬f istatistiksel yak¬nsakl¬k durumundan, (i) sonuç 4.1.1den elde edilir ve (ii)
durumu aç¬kt¬r. Tersine (i) ve (ii) var olsun. Yani, her bir h 2 X� için
st� limh (xk) = h (x) oldu¼gu gösterilecektir. Bu iki ad¬mda yap¬l¬r.

·Ilk ad¬mda, bunun her h 2 spanM ve ikinci ad¬mda her h 2 spanM için do¼gru
oldu¼gu gösterilecektir.·Ilk ad¬mda, g 2 spanM olsun. Ayr¬ca �1; �2; :::; �n skalerleri
ve f1; f2; :::; fn 2M için

g =
nX
i=1

�ifi

olsun. (ii) hipotezinden her i; 1 � i � n için

st� lim fi (xk) = fi (x)
dir ve Lemma 4.1.3 den

st� lim g (xk) = g (x)
dir. Böylece ilk sonuç ispatlanm¬̧s olur.
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·Ikinci ad¬mda, h 2 spanM olsun. (i) hipotezinden h:h:k için kxkk < c olacak şekilde
c > 0 sabiti vard¬r ve böylece her bir f 2M � X� için jf (xk)j < c kfk olur. Her h:h:k
için Lemma 4.1.5�ten kxk < c ifadesiyle birlikte jf (x)j < c kfk elde edilir.
Böylece verilen " > 0; h 2 spanM ve her j > n0 için

kh� gjk <
"

3c

olacak şekilde gj 2 spanM (j = 1; 2; :::) vard¬r. h:h:k için j > n0 olmak şart¬yla

jh (xk)� h (x)j � kh� gjk kxkk+ jgj (xk)� gj (x)j+ kgj � hk kxk
<

"

3c
c+ jgj (xk)� gj (x)j+

"

3c
c

olsun. gj 2 spanM oldu¼gu için, ispat¬n ilk bölümünden st � lim gj (xk) = gj (x) ve

böylece h:h:k için jgj (xk)� gj (x)j <
"

3
d¬r. Bu yüzden h:h:k için jh (xk)� h (x)j < "

d¬r ve w � st� limxk = x elde edilir.

Önerme 4.2.1: H bir Hilbert uzay olmak üzere w � st� limxk = x olmas¬için gerek
ve yeter şart her y 2 H için st� lim hxk; yi = hx; yi olmas¬d¬r.
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5 ZAYIF LACUNARY ·ISTAT·IST·IKSEL-YAKINSAKLIK

5.1 Zay¬f Lacunary ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

Tan¬m 5.1.1 ( Lacunary dizisi): k0 = 0 ve r ! 1 iken hr = kr � kr�1 ! 1
şartlar¬n¬sa¼glayan � = fkrg artan tamsay¬dizisine bir Lacunary Dizisi denir.
(kr�1; kr] aral¬¼g¬Ir ve

kr
kr�1

oran¬qr ile gösterilecektir.

Kuvvetli Cesora toplanabilir diziler uzay¬,

j�1j =
(
x = (xk) : lim

n!1
1
n

nX
k=1

jxk � Lj = 0
)

ile

N� =

(
x = (xk) : lim

r!1
1
hr

X
k2Ir

jxk � Lj = 0
)

uzay¬aras¬nda do¼gal bir ili̧ski vard¬r (Fridy and Orhan,1993).

Örnek 5.1.1: � = (2r) dizisi bir lacunary dizisidir.

� = (2r)
= (2; 22; 23; 24; :::)

artan bir dizidir.

hr = 2
r � 2r�1

lim
r!1

(2r � 2r�1) = lim
r!1

2r�1 (2� 1)
= 1

Ir = (2
r�1; 2r]

Tan¬m 5.1.2 (Lacunary ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k): � , bir lacunary dizisi olsun.
8" > 0 için

lim
r!1

1

hr
jfk 2 Ir : jxk � Lj � "gj = 0
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oluyorsa x = (xk) dizisi L ye lacunary istatistiksel yak¬nsakt¬r denir. Bu ifade,

S� � limxk = L veya xk ! L (S�)

şeklinde gösterilir. Burada,

S� = fx = (xk) : S� � limxk = Lg

şeklindedir (Fridy and Orhan,1993).

Tan¬m 5.1.3 ( Zay¬f Lacunary ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k): X in sürekli duali olan
X� içindeki her f fonksiyoneli için (f (xk � x)) dizisi 0�a lacunary istatistiksel yak¬nsak
ise (xk) dizisi x�e zay¬f lacunary istatistiksel yak¬nsakt¬r denir. Bu ifade,

WS� � limxk = x

şeklinde yaz¬l¬r ve x�e (xk) dizisinin zay¬f lacunary istatistiksel limitidir denir.Yani,

X� = ff : f : X ! F; süreklig

8f 2 X� için

lim
r!1

1

hr
jfk 2 Ir : jf (xk � x)j � "gj = 0 (1)

ise xk dizisi x�e zay¬f lacunary istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Tan¬m 5.1.4: 8f 2 X� için

WN� =

(
x = (xk) 2 X : lim

r!1

1

hr

X
k2Ir

jf (xk � x)j = 0
)

kümesine zay¬f kuvvetli lacunary toplanabilir dizi uzay¬denir.

Herhangi bir � = fkrg lacunary dizisi için WN��yak¬nsakl¬k ve WS��yak¬nsakl¬k
aras¬ndaki ili̧ski aşa¼g¬daki teoremle gösterilecektir.

Teorem 5.1.1: � = fkrg bir lacunary dizisi olsun. O halde, xk ! x (WN�) olmas¬
için gerek ve yeter şart xk ! x (WS�) olmas¬d¬r.

·Ispat:

29



()) : xk ! x (WN�) olsun. 8" > 0 ve 8f 2 X� için,

lim
r!1

1

hr

P
k2Ir

jf (xk � x)j = 0

dir. P
k2Ir

jf (xk � x)j �
P
k2Ir

jf(xk�x)j�"

jf (xk � x)j

� " jfk 2 Ir : jf (xk � x)j � "gj

Buradan,

xk ! x (WS�)

elde edilir.

(() : xk ! x (WS�) olsun. 8f 2 X� oldu¼gundan f fonksiyoneli s¬n¬rl¬d¬r. Yani, her
k için jf (xk � x)j �M olacak şekilde M pozitif say¬s¬vard¬r.
8" > 0 için,

1

hr

P
k2Ir

jf (xk � x)j =
1

hr

P
k2Ir

jf(xk�x)j�"

jf (xk � x)j+
1

hr

P
k2Ir

jf(xk�x)j<"

jf (xk � x)j

� M

hr
jfk 2 Ir : jf (xk � x)j � "gj+ "

oldu¼gundan,
xk ! x (WN�)

elde edilir.

Herhangi bir � = fkrg lacunary dizisi içinWS�yak¬nsakl¬k veWS��yak¬nsakl¬k aras¬n-
daki ili̧ski aşa¼g¬daki lemmalarla ifade edilecektir.

Lemma 5.1.1: � herhangi bir lacunary dizisi olsun. WS � limxk = x ifadesinin
WS�� limxk = x ifadesini gerektirmesi için gerek ve yeter şart lim inf

r
qr > 1 olmas¬d¬r.

·Ispat: lim inf
r
qr > 1 olsun. O halde yeterince büyük r için qr � 1 + � olacak şekilde

� > 0 say¬s¬vard¬r.
hr
kr

� �
1+�
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xk ! x (WS) olsun. 8" > 0 için,

1
kr
jfk � kr : jf (xk � x)j � "gj � 1

kr
jfk 2 Ir : jf (xk � x)j � "gj

� �
1+�

1
hr
jfk 2 Ir : jf (xk � x)j � "gj

oldu¼gundan,

xk ! x (WS�)

elde edilir.

Lemma 5.1.2: � herhangi bir lacunary dizisi olsun. WS� � limxk = x ifadesinin
WS�limxk = x ifadesini gerektirmesi için gerek ve yeter şart lim sup qr <1 olmas¬d¬r.

·Ispat:
lim sup

r
qr < 1 oldu¼gu kabul edilsin. O halde her r için qr < H olacak şekilde H > 0

say¬s¬vard¬r. Farzedelimki,

xk ! x (WS�)

ve

WNr = jfk 2 Ir : jf (xk � x)j � "gj

olsun. (" > 0) (1) taraf¬ndan her r > r0 için
WNr
hr

< " olacak şekilde r0 2 N vard¬r.
M = max fWNr : 1 � r � r0g olsun ve kr�1 < n � kr şart¬n¬sa¼glayan herhangi bir n
tamsay¬s¬al¬ns¬n.
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1

n
jfk � n : jf (xk � x)j � "gj �

1

kr�1
jfk � kr : jf (xk � x)j � "gj

=
1

kr�1
fWN1 +WN2 + :::+WNr0 +WNr0+1 + :::+WNrg

� M

kr�1
r0 +

1

kr�1

�
hr0+1

WNr0+1
hr0+1

+ :::+ hr
WNr
hr

�
� r0M

kr�1
+

1

kr�1

�
sup
r>r0

WNr
hr

�
fhr0+1 + :::+ hrg

� r0M

kr�1
+ "

kr � kr0
kr�1

� r0M

kr�1
+ "qr

� r0M

kr�1
+ "H

Lemma 5.1.1 ve Lemma 5.1.2 birleştirilirse aşa¼g¬daki teorem elde edilir.

Teorem 5.1.2: � bir lacunary dizisi olsun. WS = WS� olmas¬için gerek ve yeter şart,

1 < lim
r
inf qr � lim

r
sup qr <1

olmas¬d¬r. Ayn¬zamanda,

WS � limxk = x ve WS� � limxk = x
d¬r.

5.2 WS��Limitinin Tekli¼gi ve Lacunary Re�nement

Tan¬m 5.2.1: E¼ger fkrg �
�
k
0
r

	
oluyorsa �

0
=
�
k
0
r

	
lacunary dizisine � = fkrg

lacunary dizisinin bir lacunary re�nementi denir.

Herhangi bir � lacunary dizisinin WS� � limiti tektir.
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Teorem 5.2.1: (xk) 2 WS \WS� ise WS � limxk = WS� � limxk dir.

·Ispat: Farzedelimki, WS � limxk = x , WS� � limxk = y ve x 6= y olsun.

" < 1
2
jx� yj

için,
lim
n

1
n
jfk � n : jf (xk � y)j � "gj = 1

al¬ns¬n. Zay¬f istatistiksel limit ifadesinin km�inci terimini düşünelim.

1

n
jfk � n : jf (xk � y)j � "gj =

1

km

�����
(
k 2

m[
r=1

Ir : jf (xk � y)j � "
)�����

=
1

km

mX
r=1

jfk 2 Ir : jf (xk � y)j � "gj

= 1
mX
r=1

hr

mX
r=1

hrtr

(2)

xk ! y (WS�) oldu¼gundan,

tr =
1
hr
jfk 2 Ir : jf (xk � y)j � "gj ! 0

d¬r. � Lacunary dizisi için , (2) t nin regüler a¼g¬rl¬kl¬ ortalama dönüşümüdür. Bu
dönüşüm m!1 iken 0�a yak¬nsar. Ayn¬zamanda,�

1
n
jfk � n : jf (xk � y)j � "gj

	1
n=1

kümesinin alt kümesidir. Buradan,

1
n
jfk � n : jf (xk � y)j � "gj9 1

elde edilir. Sonuç olarak, x = y elde edilir.

Teorem 5.2.2: �
0
lacunary dizisi, � lacunary dizisinin bir lacunary re�nementi olsun.

xk ! x
�
WS

�
0
�
ise xk ! x (WS�) d¬r.

·Ispat: kr�1 < k
0
r;1 < k

0
r;2 < ::: < k

0

r;v(r) = kr olacak şekilde �
0
n¬n

�
k
0
r;i

	v(r)
i=1

noktalar¬n¬
içeren � n¬n her bir Ir aral¬¼g¬n¬düşünelim. Burada,

I
0
r;i =

�
k
0
r;i�1; k

0
r;i

�
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şeklindedir. fkrg �
�
k
0
r

	
olmas¬ sebebiyle her r için v(r) � 1 dir. Sa¼g biti̧s nok-

tas¬na do¼gru artarak s¬ralanan
�
I
0
r;i

	
aral¬klar¬n¬n dizisi

�
I�j
	1
j=1

olsun. xk ! x
�
WS

�
0
�

oldu¼gundan, 8" > 0 için

lim
j

X
I�j�Ir

1

h�r

���k 2 I�j : jf (xk � x)j � "	�� = 0 (3)

yaz¬l¬r.

Daha önce yaz¬ld¬¼g¬gibi,

hr = kr � kr�1 ; h
0
r;i = k

0
r;i � k

0
r;i�1 ve h

0
r;1 = k

0
r;1 � kr�1

dir.

8" > 0 için

1

hr
jfk 2 Ir : jf (xk � x)j � "gj =

1

hr

X
I�j�Ir

h�j
1
h�j

���k 2 I�j : jf (xk � x)j � "	��
=

1

hr

X
I�j�Ir

h�j(C�0{K)j
(4)

elde edilir. Burada {K , K = fk 2 N : jf (xk � x)j � "g kümesinin karakteristik fonksi-
yonudur. (3) den

�
C
�
0{K

�
bir s¬f¬r dizisidir. (4) C

�
0{K n¬n regüler a¼g¬rl¬kl¬ortalama

dönüşümüdür. Bu yüzden (4) dönüşümü r !1 iken s¬f¬ra yak¬nsar.

Bu teoremin geçerli olmas¬ için lacunary dizilerinin birinin di¼gerinin lacunary re�ne-
menti olmas¬gerekir.
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5.3 Zay¬f Kuvvetli Hemen Hemen Yak¬nsakl¬k veWS�-yak¬nsakl¬k

Tan¬m 5.3.1:

lim
n!1

1

n

m+nX
i=m+1

(xi � L) = 0 ; m = 0; 1; 2; :::ye göre düzgün

oluyorsa (xk) dizisi L ye hemen hemen yak¬nsakt¬r denir. Hemen hemen yak¬nsak
dizilerin kümesi AC ile gösterilir.

Tan¬m 5.3.2: 8f 2 X� için

lim
n!1

1

n

m+nX
i=m+1

(f (xi � x)) = 0 ; m = 0; 1; 2; :::ye göre düzgün

oluyorsa (xk) dizisi x�e zay¬f hemen hemen yak¬nsakt¬r denir. Zay¬f hemen hemen
yak¬nsak dizilerin uzay¬ WAC şeklinde gösterilir.

Tan¬m 5.3.3:

lim
n!1

1

n

m+nX
i=m+1

jxi � Lj = 0 ; m = 0; 1; 2; :::ye göre düzgün

oluyorsa (xk) dizisi L ye kuvvetli hemen hemen yak¬nsakt¬r denir. Kuvvetli hemen
hemen yak¬nsak dizilerin uzay¬[AC] şeklinde gösterilir.

Tan¬m 5.3.4: 8f 2 X� için

lim
n!1

1

n

m+nX
i=m+1

jf (xi � x)j = 0 ; m = 0; 1; 2; :::ye göre düzgün

oluyorsa (xk) dizisi x�e zay¬f kuvvetli hemen hemen yak¬nsakt¬r denir. Zay¬f kuvvetli
hemen hemen yak¬nsak dizilerin uzay¬[WAC] şeklinde gösterilir.

[AC] $ AC

oldu¼gu bilinmektedir.
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[WAC] $ WAC

oldu¼gu kolayca görülebilir.

Lemma 5.3.1: Her � lacunary dizisi için [AC] � N� d¬r.

·Ispat:
x 2 [AC] olsun. " > 0 ve n > N için

1

n

m+nX
i=m+1

jxi � Lj < ";m = 0; 1; 2; :::ye göre düzgün

olacak şekilde L ve N > 0 say¬s¬vard¬r. � lacunary dizisi oldu¼gundan, hr > N eşitsiz-
li¼gini gerektiren r � R olacak şekildeki R > 0 say¬s¬n¬seçebiliriz. Sonuç olarak, tr < "
d¬r. Bu yüzden x 2 N� elde edilir.

xi =

�
1; kr�1 < i � kr�1 + 2

p
hr olacak şekildeki r�ler için

0; di¼ger durumlar

şeklinde tan¬mlanan x = (xi) dizisi N� uzay¬içinde olup [AC] içinde olmayan bir dizidir.

Çünkü,

tr =
1

hr

X
Ir

jxij =
1

hr

�
2
p
hr
�

dönüşümü r ! 1 iken s¬f¬ra yak¬nsar. Ama x dizisi kuvvetli hemen hemen yak¬nsak
de¼gildir.

Lemma 5.3.2: Her � lacunary dizisi için [WAC] � WN� d¬r.

·Ispat: x 2 [WAC] olsun. " > 0 , f 2 X� ve n > N için

1

n

m+nX
i=m+1

jf (xi � x)j < "; m = 0; 1; 2; :::ye göre düzgün

olacak şekilde x ve N > 0 say¬s¬vard¬r. � lacunary dizisi oldu¼gundan hr > N eşit-
sizli¼gini gerektiren r � R olacak şekilde R > 0 say¬s¬n¬seçebiliriz. Sonuç olarak, tr < "
d¬r. Bu yüzden x 2 WN� elde edilir. f fonksiyoneli alt¬ndaki görüntüsü,

f(xi) =

�
1; kr�1 < i � kr�1 + 2

p
hr olacak şekildeki r�ler için

0; di¼ger durumlar
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şeklinde tan¬mlanan x = (xi) dizisi için x 2 WN� olup x =2 [WAC] dir. Çünkü,

tr =
1

hr

X
Ir

jf (xi)j =
1

hr

�
2
p
hr
�

dönüşümü r ! 1 iken s¬f¬ra yak¬nsar. Ama x dizisi zay¬f kuvvetli hemen hemen
yak¬nsak de¼gildir.

Kuvvetli Cesaro toplanabilir dizilerin uzay,

j�1j =
(
x = (xk) : lim

n!1

1

n

nX
i=1

jxi � Lj = 0
)

şeklindedir.

Teorem 5.3.1: [AC] = \N�

·Ispat: x =2 [AC] iken x =2 N� olacak şekilde bir lacunary dizisinin varl¬¼g¬n¬göstermek
yeterli olacakt¬r. Farzedelimki x kuvvetli Cesaro toplanabilir bir dizi olsun. Sonuç
olarak,

t�1
P
i

jxi � Lj ! 0

olacak şekilde bir tek L say¬s¬vard¬r. x =2 [AC] oldu¼gundan " > 0 ve her N için

n�1
m+nX
i=m+1

jxi � Lj � "

olacak şekilde bir m tamsay¬s¬ve n > N say¬s¬vard¬r.
� = (kr) lacunary dizisi aşa¼g¬daki gibi seçilmi̧s olsun.

; k1 = m1 ;
k2 = m1 + n1 ; k3 = mr2 ; mr2 > 2k2
k4 = mr2 + nr2 ; k5 = mr3 ; mr3 > 2k4
k6 = mr3 + nr3 ; ::: ; :::

::: ; k2r�1 = mr ; mr > 2k2r�2
k2i = mri + nri ; ::: ; :::

::: ; ::: ; :::

� n¬n lacunary dizisi oldu¼gu aç¬kt¬r ve r = 2j için
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tr = (n
�1
r )
X
i

jxi � Lj � "

elde edilir. Burada toplam i = mrj den i = mrj + nrj e gider. x 2 j�1j \ N� iken
Lj�1j (x) = L� (x) oldu¼gundan x =2 N� elde edilir.

Teorem 5.3.2: [WAC] = \WN�
·Ispat: x =2 [WAC] iken x =2 WN� olacak şekilde bir zay¬f lacunary dizisinin varl¬¼g¬n¬
göstermek yeterli olacakt¬r. Farzedelimki x zay¬f kuvvetli Cesaro toplanabilir bir dizi
olsun.Yani,

t�1
X
i

jf (xi � x)j ! 0

olacak şekilde bir tek L say¬s¬vard¬r. x =2 [WAC] oldu¼gundan " > 0 ve her N için,

n�1
m+nX
i=m+1

jf (xi � x)j � �

olacak şekilde bir m tamsay¬s¬ve n > N say¬s¬vard¬r.
� = (kr) lacunary dizisi aşa¼g¬daki gibi seçilmi̧s olsun.

; k1 = m1 ;
k2 = m1 + n1 ; k3 = mr2 ; mr2 > 2k2
k4 = mr2 + nr2 ; k5 = mr3 ; mr3 > 2k4
k6 = mr3 + nr3 ; ::: ; :::

::: ; k2r�1 = mr ; mr > 2k2r�2
k2i = mri + nri ; ::: ; :::

::: ; ::: ; :::

� n¬n lacunary dizisi oldu¼gu aç¬kt¬r ve r = 2j için

tr = (n
�1
r )
X
i

jf (xi � x)j � "

elde edilir. Burada toplam i = mrj + 1 den i = mrj + nrj e gider. x 2 j�1j \WN� iken
Lj�1j (x) = L� (x) oldu¼gundan x =2 WN� elde edilir.

Teorem 5.3.3: Bütün lacunary dizilerinin kümesi L ile tan¬mlans¬n

[WAC] =
\
�2L

WS�
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d¬r.

·Ispat: Teorem 5.1.1�den,

[WAC] =
\
�2L

WN�

=
\
�2L

WS�

elde edilir.
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