GUCLU GENELLESTIRILMIS
KONVEKS FONKSIYONLAR

YUKSEK LISANS TEZI
Nurila TOIGOMBAEVA

Danigman
Dog. Dr. Hasan OGUNMEZ

MATEMATIK ANABILIM DALI

Eyliil 2021



AFYON KOCATEPE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LiSANS TEZi

GUCLU GENELLESTIRILMIiS KONVEKS FONKSIYONLAR

Nurila TOIGOMBAEVA

Danisman

Doc¢. Dr. Hasan OGUNMEZ

MATEMATIK ANABILIM DALI

Eyliil 2021



TEZ ONAY SAYFASI

Nurila TOIGOMBAEVA tarafindan hazirlanan “Giiglii Genellestirilmis Konveks
Fonksiyonlar” adli tez calismas: lisansiistii egitim ve gretim y6netmeliginin ilgili
maddeleri uyarinca 03/09/2021 tarihinde asagidaki jiiri tarafindan oy birligi ile Afyon
Kocatepe Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dal’nda
YUKSEK LiSANS TEZI olarak kabul edilmistir.

Danisman : Dog. Dr. Hasan OGUNMEZ

Baskan : Prof. Dr. Dagistan SIMSEK
Konya Teknik Universitesi,
Miihendislik ve Doga Bilimleri Fakiiltesi

s
Uye : Dog. Dr. Hasan OGUNMEZ ZW/

Afyon Kocatepe Universitesi,
Fen Edebiyat Fakiiltesi

Uye : Dog. Dr. Sermin OZTURK ’ ,{/4- )
Afyon Kocatepe Universitesi, '
Fen Edebiyat Fakiiltesi

Afyon Kocatepe Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulu’nun
...... /....../ 2021 tarih ve

sayili karartyla onaylanmustir.

Prof, Dr. Ibrahim EROL
Enstitii Miidiirii




BILIMSEL ETIiK BILDIRiM SAYFASI

Afyon Kocatepe Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii, tez yazim kurallarina uygun olarak hazirladigim bu
tez calismasinda;
—  Tez igindeki biitiin bilgi ve belgeleri akademik kurallar ¢ercevesinde elde ettigimi,
—  Gorsel, isitsel ve yazili tiim bilgi ve sonuglari bilimsel ahlak kurallarma uygun olarak
sundugumu,
— Bagkalarinin eserlerinden yararlanilmasi1 durumunda ilgili eserlere bilimsel normlara
uygun olarak atifta bulundugumu,
— Atifta bulundugum eserlerin tiimiinii kaynak olarak gésterdigimi,
— Kaullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapmadigim,
— Ve bu tezin herhangi bir béliimiinii bu iiniversite veya baska bir iiniversitede baska

bir tez ¢alismasi olarak sunmadigimi

beyan ederim.

03/09/2021

Nurila TOIGOMBAEVA
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Matematik Anabilim Dali
Damsman: Doc. Dr. Hasan OGUNMEZ

Bu arastirma alt1 boliimden olusmustur. Birinci boliimde giris, ikinci boliimde ise temel
kavramlar verildi. Ugiincii boliimde konveks fonksiyonlar, Hermite-Hadamard tipi ve
Hermite-Hadamard-Fejer tipi esitsizliklerle ilgili temel kavramlar verildi. Dordiincii
bolimde genellestirilmis konveks fonksiyonlar ve bunlarla ilgili bazi integral
esitsizlikler verildi. Besinci boliimde ise ana konumuz olan giiglii genellestirilmis
konveks fonksiyonlar, Hermite-Hadamard ve Hermite-Hadamard-Fejer tipi esitsizlikler

gosterildi. Altinci boliim ise tartisma ve sonugtan olugsmustur.

2021, vi +52 sayfa
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This research consists of six parts. In the first chapter, introduction, in the second
chapter basic concepts are given. In the third chapter, basic concepts about convex
functions, Hermite-Hadamard type and Hermite-Hadamard-Fejer type inequalities are
given. In the fourth chapter, generalized convex functions and some integral inequalities
are given. In the fifth chapter, strongly generalized convex functions, Hermite-
Hadamard and Hermite-Hadamard-Fejer type inequalities are shown. The sixth chapter

consists of discussion and conclusion.
2021, vi + 52 pages
Keywords:  Convex functions, Generalized convex functions, Strongly convex

functions, n-convex functions, Hermite-Hadamard type inequalities,

Integral inequalities.



TESEKKUR

Bu arastirmanin  konusu, bilimsel c¢alismalarin  yonlendirilmesi, sonuglarin
degerlendirilmesi ve yazimi agamasinda yapmis oldugu biiyiik katkilarindan dolayi tez
danismamim Sayin Dog. Dr. Hasan OGUNMEZ’e, arastirma ve yazim siiresince
yardimlarin1 esirgemeyen Saym Ogr. Goér. Ahmet HASCELIK ve Esi Elmira
TOIGOMBAEVA(HASCELIK)’e, her konuda o6neri ve elestirileriyle yardimlarini

gordiigiim hocalarima, maddi ve manevi desteklerinden dolayi aileme tesekkiir ederim.

Nurila TOIGOMBAEVA
Afyonkarahisar 2021



ICINDEKILER DiZiNi

Sayfa
(0741 235 AR i
ABSTRAGCT ..ttt ettt et s ettt s et et e st be st e s s ereete e eneeren e i
TESEKKUR ..ottt ettt ettt ettt n st ss et s s e iii
ICINDEKILER DIZINT.....coiiiiiioiiiicecececee et iv
SIMGELER ve KISALTMALAR DIZINT ..o, v
SEKILLER DIZINT ....cvititiiciciceeeeeeeceecteee ettt ssss s Vi
L GIRIS oottt 1
2. TEMEL KAVRAMLAR ...ttt ettt nnae e 2
3. KONVEKS FONKSIYONLAR ve KONVEKS FONKSIYONLAR ile ILGILI
ESITSIZLIKLER ....ocvivitiiiteieeeeee e e ettt sttt sttt ettt esesenns 4
3.1 KONVEKS FONKSIYONIAT .......uiiiiiiiiieieicess e 4
3.2 Hermite-Hadamard Tipi ESItSIZIIG1 .....covevviiviiiiiiiiieiiese e 5
3.3 Hermite-Hadamard-Fejer Tipi ESItSIZIiZi......ccvuverierieieiiiiiesiciseee e 7
4. GENELLESTIRILMIS KONVEKS FONKSIYONLAR .....ccccovvvevieieieeeeeeeeeeeeenes 9
4.1 1-KONVEKS FONKSIYONU......coiiiiiiiiiiiiseie it ettt ra et e sreenneenne e 9
4.2 S-KONVEKS FONKSTYON. ...ttt 14
4.3 s — N—KONVEKS FONKIYON ..ottt 20
5. GUCLU GENELLESTIRILMIS KONVEKS FONKSIYONLAR........ccccceovevevennen. 23
5.1 Giiglii Konveks FOnKSTyonlar..........cccocveiiiiioiiciene e 23
5.2 Gliglii 17-KONVEKS FONKSIYON .....c.viiiiiiiiiiiiicieiceee e 30
5.3 Giiglii s-KONVEKS FONKSIYON .....coviiiiiiiiieiiicicceeeee e 35
5.4 Giiglii s — 7-Konveks FONKSIYON ........cociiiiiiiiiiicieee e 40
6. TARTISMA VE SONUC ..o en s an s, 48
T KAYNAKLAR ..t e e e st e e e e e e e e nnr e e e e nnnees 49
(0746 ) 1)1 1 15T 52



SIMGELER

Simgeler

Reel sayilar kiimesi
Elemanidir

Mii

Eta

Alt kiime

nNn < & m =

IA

Kiiciik veya esittir

v

Biiyiik veya esittir
Biiytiktiir
Kiigiiktiir

Oz alt kiime

- n AV

Integral
| | Mutlak deger

[.,.] Kapali aralik

G,.) Acik aralik

(.,.) Iki vektdriin i¢ carpimi
I R’de herhangi bir aralik
1° I nin ici

||| x Vektoriiniin normu




SEKILLER DiZiNi

Sayfa
Sekil 3.1.1 KONVeks fONKSIYONIAT .........c.ccoveiiiiiiicicce e 4
Sekil 5.1.1 Guiglii konveks fONKSIYONIAT ...........cccoiiiiiieiiiie e 25

Vi



1. GIRIS

Matematikte en onemli konulardan biri olan konvekslilik kavrami son yillarda birgok
arastirmacinin ilgisini ¢ekmektedir. Ama bu kavram yeni degildir. Konveks kavram
hakkinda temel bilgiler Arsimet (M.O. 287-212) ve Oklid (M.O. 325-270) zamanindan
bugiine ulastig1 bilinmektedir. Sonradan 19 ve 20.yiizyillarda bu tiir fonksiyonlar farkli
bilim dallarinda kullanilarak daha da gelistirildi. Konveks fonksiyonlar kavrami
optimizasyon, matematik modelleme, matematiksel analiz, uygulamali matematik,
olasilik teorisi ve hatta tip, sanat ve mithendislik gibi bilim dallarinda énemli bir sekilde
yer ald1.

Giglii konvekslik kavrami konvekslik kavraminin daha kiigiik bir sinifidir (Awan vd.
2018). Giglii konveks hakkinda ilk bilgiler B. T. Polyak (1964) tarafindan tanitildi.

Giglii konvekslik kavrami, konvekslik kavramimin giiclendirilmesidir. Polyak f:1 —

R* fonksiyonu i¢in f(x) — % |lx]|? olacak sekilde konveks fonksiyonu varsa, f, u > 0

sabitine gore giiclii konveks fonksiyon olacagini ispatladi ve optimizasyon kavraminin
gelisiminde biiyiik katki sagladi. Daha sonra Nesterov giiclii konveks fonksiyonlarin
minimizasyon algoritmasinin, konveks fonksiyonlarin minimizasyon algoritmasina gére
daha hizli yakinsar oldugunun gosterdi. 1975 de Plish. A giiglii konveks kiimeler
kavramini tanitti. Giliclii konvekslik kavrami hakkinda daha fazla bilgi i¢in bu
kaynaklara bakilabilir (Angulo vd. 2011, Polovkin 1996, Polyak 1966).

Giiglii Konveks fonksiyonlar, uygulamali ekonomide, ayrica dogrusal olmayan
optimizasyonda ve saf ve uygulamali matematigin diger dallarinda yaygin olarak
kullanilmaktadir.

Bu tezin amaci giiglii genellestirilmis konveks fonksiyonlar smnifini tanitip, bu tiir
fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard ve Hermite-Hadamard-Fejer tipi esitsizliklerinin
ispatlarii1 gostermek ve bazi lemmalardan yararlanarak, yeni Hermite-Hadamard tipi
esitsizlikleri elde etmektir. Ayricap >0 modiline gore gicli s — n-konveks
fonksiyonunu gosterip, giiglii s — n-konveks fonksiyonlar i¢in de Hermite-Hadamard

tipi ve Hermite-Hadamar-Fejer tipi esitsizliklerini elde etmektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 2.1 ( Konveks Fonksiyon) Eger Vx,y € [a, b],t € [0, 1] igin
fax+ A -Dy) <tfx)+ A -f () (2.1)

esitsizligi saglaniyorsa, f: 1 — R fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

Tamim 2.2. (n-konveks Fonksiyon) Eger Vx,y € [a,b],t € [0,1] igin n:R X R - R
olacak sekilde

fltx+ 1= 0)y) < fO) + tn(fC), f (D)) (2.2)
esitsizligi saglanirsa. f: [a,b] = R fonksiyonuna n-konveks fonksiyon denir (Gordji
vd. 2016).

Tamim 2.3 (Jensen Esitsizligi) Eger Vx,y € I i¢in f: I — R fonksiyonu

f<xJ2ry> Sf(x);rf(y)

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna, J-konveks veya mid-konveks fonksiyon denir
(Pachpatte 2005a).

(2.3)

Tanim 2.4 (Hermite-Hadamard Esitsizligi) f:1 € [a,b] - R konveks fonksiyon

olsun. Herhangi bir x € I ve a < b i¢in,

b 1 (P b
f(a;r )sb_af f(x)dxsw (2.4)

esitsizligi saglanir ise bu esitsizlige Hermite-Hadamard esitsizligi denir.

Teorem 2.1 (Hermite-Hadamard-Fejer Esitsizligi) f:I € [a,b] » R  konveks
fonksiyon ve g:1 € [a,b] » R™ integrallenebilir ve x = asz ye gore simetrik
fonksiyon olsun. x € [a, b] ve a < b olmak iizere,

fla)+f(b) (*
— fag(

f(a - b) ng(x)dx < Lbf(X)g(x)dx <

3 x)dx (2.5)

esitsizligine Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligi denir. (2.5) esitsizliginde g =1

alinirsa, esitsizlik Hermite-Hadamard esitsizligine doniisiir.



Tamim 2.5 iki bagimsiz degiskeni olan fonksiyonlara “cift degiskenli fonksiyonlar” ya

da “bifonksiyon” denir.

Tamim 2.6 f:[0,0) — R fonksiyonu her x,y €R, @, >0, a° + =1 ve baz1 s €
(0,1] i¢in

flax +By) < a’f(x) + B°f ()
esitsizligi saglanirsa, f fonksiyonuna birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir
(Hudzik ve Maligranda.1994).

Tanmim 2.7 f:[0,0) - R fonksiyonu i¢in, her x,y € [0,], t € [0,1] ve s € [0,1]
olmak iizere

fltx+ A =)y) St°f() + (A -1)°f(¥)
esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir
(Hudzik ve Maligranda. 1994).

Lemma 2.1 f:[a,b] — R diferansiyellenebilir, g:[a, b] - R* siirekli ve asz ye gore

simetrik fonksiyon ve f’ [a, b] iizerinde integrallenebilirse,

b b b
FEHO [ gear - [ regeoas

1+t

1-t
b—aflfT‘”Tb (){,(1—1: +1+tb)+ ,<1+t +1_tb>}d it
4 0¥a+1gtbguf 2 T2 i et— “

esitsizligi saglanir (Gordji vd. 2015).



3. KONVEKS FONKSiYONLAR VE KONVEKS FONKSiYONLAR iLE iLGILi
ESITSIZLIKLER

3.1 Konveks Fonksiyonlar

Tammm 3.1.1 f:] € R - R fonksiyonu verilmis olsun. Herhangi bir x,y c I ve t €
[0,1] i¢in asagidaki esitsizlik saglaniyorsa,

fx+ A -Dy) <tf )+ A -f () (3.1.1)
f fonksiyonuna I tizerinde konveks fonksiyon denir.
Bunun tam tersi konkavdir. Eger (3.1.1)’de

flx+ A -y) <tf()+ A -Df () (3.1.2)
olursa, o zaman (3.1.2) esitsizligine kesin konveks fonksiyon denir. Konveks

fonksiyonunun koordinat sisteminde goriintimii Sekil 3.1.1 deki gibidir.

A

tf() + A =f»)

fltx+ (1 =t)y)

——
x tx+(1—-t)y y

v

Sekil 3.1.1 Konveks Fonksiyonlar

Ornek 3.1.1 f(x) = x2 fonksiyonun konveks oldugunu gosterin.
Coziim:
fax+ (1 —-t)y) = (tx+ (1 —t)y)? = t2x? + 2t(1 — t)xy + (1 — t)%y?

<t2x?4+t(1—0)[x? +y?]+ (1 —t)?y?
=t2x? +t(1 — x> + t(1 - t)y? + (1 — t)?y?
=x2(t?2+t—t)+y*’A-t)(t+1-1t)
=t’x*+ (1 -)y* =tf()+ 1 -Of )

Burada a® + b? > 2ab temel esitsizligi kullanildu.



(3.1.1) esitsizligi tam tersi oldugu zaman fonksiyon konkav bir fonksiyona doniisiir.

1

Kesin konveks fonksiyon minimum noktasina sahip olmayabilir. Ormegin; f(x) = -

fonksiyonu monoton olarak gittik¢e sifira yaklasir ama global minimumu yoktur. Giiglii
konveks fonksiyonlar her zaman benzersiz minimum noktasina sahiptir. Daha sonraki
boliimlerde giiglii konvekslik hakkinda genel bilgiler verilecektir.
Konveks fonksiyonlar asagidaki 6zelliklere sahiptir.
l. Konveks fonksiyonlarin toplam1 da konveks fonksiyondur.
Gergekten f ve g fonksiyonlar1 konveks fonksiyonlar olsun. O zaman bunlarin

toplam1 h = f + g olduguna gore;

h(tx + (1 =0)y) = (f + 9 tx + (1 = 1)y)

=fltx+ (1 -0y) +g(tx + (1 - t)y)

Sstf)+A=-Df() +tgl) + (1 -0g)

=tlf + 9]0 + (A = Of + gl(¥) = th(x) + (1 = h(y)
elde edilir.
Il. Konveks fonksiyonun siirekli olmayabilir.

Gergekten,

fo = {5 "2sx<Z

fonksiyonu stirekli olmamasina ragmen konvekstir.
I1l.  Konveks fonksiyonlarin tiirevlenebilir olmasi gerekmez.
Gergekten, f(x) = |x| fonksiyonu konveks bir fonksiyondur. Ama x =0

noktasinda tiirevlenebilir degildir.
3.2 Hermite-Hadamard Tipi Esitsizligi

Hermite-Hadamard esitsizligi konveks fonksiyonlar i¢in en temel integral
esitsizliklerden biridir. Bu esitsizlik iizerinde bir¢ok c¢alismalar ve arastirmalar
yapilmaktadir. Bu esitsizlik ilk olarak Hermite tarafindan 1881 yilinda Mathesis

dergisinde yayinlanmustir.



Teorem 3.2.1 f € Q(I) fonksiyonu [a,b] araliginda konveks bir fonksiyon olsun.
[a,b] €l ve a<b olmak fizere, eger f fonksiyonu [a,b] araliginda

integrallenebiliyorsa,

b
F(D) <5 [ reoar LOTIE (32.1)

bu esitsizlige Hermite-Hadamard esitsizligi denir (Niculescu ve Persson 2003).

Ispat: f fonksiyonu I araliginda konveks oldugundan,
f(ta+ (A —=0t)b) <tf(a)+ (1 —-2t)f(b) (3.2.2)
esitsizliginin [0,1] araliginda t ye gore integrali alinirsa,
1 1 1
j fta+ (1 —-t)b)dt < f(a)f tdt +f(b)j (1—-1t)dt
0 0 0

1 1

2 2
= f(a) <%> + f(b) <— & > 2 ) = w (3.2.3)
0 0
elde edilir. Buradan x = ta + (1 — t)b degisken degisimi yapilirsa,
b
[ ar < LOHIO 52

esitsizligi elde edilir. Esitsizligin diger kismin1 elde etmek igin, verilen fonksiyonun /
araliginda konveksligini kullanarak,
f(a+b>=f(a+b—t(b—a)+a+b+t(b—a))
2 4 4
1 a+b—tb—a a+b+tb—a
<5l (=) ()
bulunur. Esitsizligin her iki tarafi [0,1] araliginda t ye gore integrali alinirsa,

(3.2.5)

1 (? s ’
[ fax = [ 7 ax+ [, r@ax

)] dt > f(aTH’> (3.2.6)

=%L1[f(a+b—zt(b—a)>+f(a+b+2t(b—a)

bulunur. (3.2.4) ve (3.2.6) esitsizliklerinden, (3.2.1) esitsizligi elde edilir. Boylece

teoremin ispati tamamlanmis oldu.



3.3 Hermite-Hadamard-Fejer Tipi Esitsizligi

Fejer (1880-1959), 1906 yilinda Hermite-Hadamard esitsizliginin genellemesi olarak

Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligini gosterdi.

Teorem 3.3.1 f:[a,b] > R konveks fonksiyon, g:[a,b] = R, [a,b] iizerinde

integrallenebilir, negatif olmayan, ﬂ ye gore simetrik bir fonksiyon olmak tizere

b b) (P
f(a—; )f g(x)dx <f fx)gx)dx < f—(a) ;f( )f g(x)dx (3.3.1)
dir.
Ispat: f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks oldugundan, tiim t € [0,1] icin,
a+by _((ta+(1—-1t)b)+ (tb+ (1—1t)a)
/ ( 2 ) =7 ( 2 )
< %(f(ta +(1—6)b) + f(th+ (1 —t)a)) (3.3.2)

esitsizliginin her iki tarafim da g(tb + (1 — t)a) carpip, t’ye gore [0,1] araliginda
integrali alinirsa,

a+b

f f gtb+ (1 —-t)a)dt

< —j (f(ta+ (1 —1)b) g(thb + (1 — t)a)
2 0

+f(th+ (1 —1t)a) g(th + (1 — H)a))dt
elde edilir. Burada x =th+ (1 —t)a ve dx = (b— a)dt degisken degistirmesi

biaf(a;b> jabg(x)dx

<J fla+b—x)g(x)dx + f f(x)g(x)dx) (3.3.3)

yapilirsa,

- 2(b
bulunur. f fonksiyonu I araliginda = T ye gore simetrik oldugundan,

fx)=fla+b—x) (3.3.4)

esitligi bulunur. Bu esitlik, (3.3.3) esitsizliginde yerine yazilir ve esitsizligin her iki

tarafi (b — a) ile ¢arpilirsa,



(59 [ gGodx

b b b
<3([ rwgwar+ [ roogeoa) = [rmgmax @as)

elde edilir. Boylece (3.3.1) esitsizliginin sol tarafi elde edilir.
Sag tarafini elde etmek icin, f fonksiyonu I araliginda konveks fonksiyon oldugundan,
her t € [0,1] i¢in,
fta+ @A —-t)+ f(th+ (1 —1t)a)
<tf@+A-0)fb)+tf(b)+ (A —-t)f(a) (3.3.6)
= f(@) + f(b)
esitsizliginin her iki tarafim g(tb + (1 — t)a) ile garpar ve [0,1] de t ye gore integre
edilirse

j (f(ta+ (A —-t)gth+ (1 —-t)a) + f(th+ (1 —t)a)g(th+ (1 —t)a) )dt
0

1
< [f(a) + f(b)]f gith+ (1 —t)a)dt (3.3.7)
0

esitsizligi elde edilir. Burada degisken degistirme ve f in [ aralifinda asz ye gore
simetrik oldugu kullanilirsa,

f@+fm) (*
!

b
f f)g(x) < g(x)dx (3.3.8)

bulunur.
Boylece verilen esitsizligin sag tarafi elde edilmis oldu. (3.3.8) ve (3.3.5)

esitsizliklerinden (3.3.1) elde edilir. Buda teoremin ispatidir.



4. GENELLESTIRILMIiS KONVEKS FONKSIYONLAR
4.1 n-Konveks Fonksiyonu

Genellestirilmis konveks fonksiyonlar konveks kavrami iizerinde ¢alismalara ve
uygulamalara bagli olarak genellestirilmesidir. Bu genellemelerden bazilar1 yari-
digbiikey (quasi-konveks), h-konveks, s-konveks , n-konveks, gii¢lii konveks v.b dir.
Bu boliimde genellestirilmis konveks fonksiyonlardan n-konveks, s-konveks ve s — n-
konveks fonksiyonlar1 ve bu fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard tipi esitsizlikler

verilecektir.

Tamm 4.1.1 f:1 - R fonksiyonu ve n: R X R = R bi-fonksiyonu verildigine gore, her

x,y € Ivehert € [0,1] i¢in,

fltx+ 1 —-0y) < fO) + (), f() (4.1.1)

saglanirsa, ffonksiyonuna n-konveks fonksiyon denir (Gordji vd. 2016).

Tanmm 4.1.2 f:1 - R fonksiyonu, Vx,y € [ ve Yt € [0,1] i¢in
fltx + (1= )y) < max{f ), fO) + tn(f(x), f )}

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonunan-quasi konveks fonksiyon denir (Gordji vd.
2016).

Tanim 4.1.1 de f geometrik olarak I tizerinde n-konveks fonksiyon ise fonksiyonun

herhangi x ve y arasindaki grafigi (y, f (y)) den baglayan ve (x, fy) + 77( fx),f (y)))

de biten egrinin altinda veya istiinde bulunur (Gordji vd. 2016).

Tanima 4.1.1 de n(x,y) =x —y ise
flax+ A=) < fW +t(f) = fFO)) = tf (D) + (1= Of )
n-konveks fonksiyonu normal konveks fonksiyonuna indirgenir.
Eger (4.1.1)deV x,y € [ ve t € [0,1] i¢in, x = y ise
flx+ (1 —0x) = f(x) < f0x) +tn(f(x), f )
olur, buradan

tn(f (), f() = 0 (4.1.2)



esitsizligi elde edilir. Eger (4.1.2) de V x,y € [ i¢in, t = 1 alirsak,

fe) = f» < (), f) (4.1.3)
elde edilir. O halde

n,y)zx—y (4.1.4)
oldugu goriiliir. O zaman

flex+ (1 =0y) < fO) +tIfF ) = fFDMI < fFO) + tn(f (0, fF)) (4.1.5)

esitsizligi, f in n-konveks oldugunu gosterir.

Ornek 4.2.1 f(x) = x% ve n(x,y) = 4x + 3y ise, tim x,y € R ve t € [0,1] icin f
fonksiyonu bir n-konveks fonksiyon mudur?
Coziim: fax+ (A -t)y) = (tx+ (1 —t)y)?
<y2+tx?+t(1—1t)12xy
<y2+tx?+t(1-1t)(3x?% + 3y?)
< y? + t(x? + 3x2% + 3y?)
=% + t(4x? + 3y?)
= y2 + t(4x? + 3y?)
= f) +m(f(x), f())

Ayrica, x? < y? + t(4x? + 3y?) esitsizligi sirastyla t = 1 ve t = 0 icin saglamr. Bu
da f fonksiyonun n-konveks fonksiyon oldugunu gosterir.

Not. f(x) = x? fonksiyonu a =1 ve b > —1 olmak iizere, her n(x,y) = ax + by
fonksiyonu i¢in n-konveks fonksiyondur.

Simdi bu 6rnegin n-konveks fonksiyon oldugunu, baska bir agidan gosterelim.
flex+ (1 —0)y) = (tx+ (1 —t)y)? < y?+ t(4x? + 3y?)
esitsizligi, t = 1 ise
x2 —y? < 4x? + 3y?
t=0Iise

x=yise

x? < x? + t(4x? + 3y?)
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t(4x?> +3y%) =0
olur. Buda bize verilen fonksiyonun n-konveks fonksiyon oldugunu gosterir.
Dikdortgende tanimlanan n-konveks fonksiyonun koordinat n-konveks oldugu ve genel
olarak tersinin dogru olmadigini, S.Z. Ullah (2019) birkag¢ 6rnek vererek gostermis ve
koordinat n-konveks fonksiyon i¢in Hermite-Hadamard tipi esitsizligini elde etmistir
(Ullah vd. 2019).
Gordji ve digerleri (2016) n-konveks fonksiyonu igin Hermite-Hadamard tipi
esitsizligini asagidaki sekilde gostermistir (Gordji vd. 2016).

Teorem 4.1.1 f:1 = R n-konveks fonksiyon ve f(I) X f(I) tizerinde tist sinir olsun.
Hera,b €1, a < b i¢in

a+b 1 b 1
2 ( 2 )‘Mns—b_a f fdx < f(b) +5n(f (@), f (b)) (4.1.6)

burada M,, f([a, b]) X f([a, b]) lizerinde n nin bir st simr1 olsun.

Yani; M, = n(f(a), f(b)) dir (Gordji vd. 2016).

Ispat: f fonksiyonu I araliginda n-konveks fonksiyon oldugundan onun iist sinir1 igin,
flat+ (1 —0)b) < f(b) + tn(f (@), F(B)) < fF(b) + M, (4.1.7)

yazariz. f n-konveks fonksiyonunun alt sinir1 i¢in, [a, b] araliginda % — t herhangi

bir nokta olsun.

P (B s =) = (552 ) +5 (552 0)
<1 () eg( (Bt ) (5520 < (5= +5m,

f(a;b—t>2f(a;b>—%Mn (4.1.8)

a+b

m = f(%2) -3 M, dir.
flat + (1= 0)b) < f(b) + tn(f(a), f (b))
esitsizliginde x = at + (1 — t)b degisken degisimi uygularsak, t = i_;z olur ve bunlar

esitsizlikte yerine yazilirsa,
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b—x
£G) < FB) + 7— n(F(@, f()) (419)

elde edilir. (4.1.9) un her iki tarafini, ﬁ carpar ve [a, b] da x e gore integrali alinirsa

b b
L f Gy < —— f F)dx + f T (@, f(0))dx

n(f(a), f(b))
2(b — a)?

elde edilir. Boylece (4.1.6) esitsizliginin sag tarafi elde edilir. Sol tarafi i¢in f

= )b -a) + (b—a)? = () + 20(F(@), fB))  (4110)

fonksiyonunun I araliginda n-konveksligi kullanilarak,

a+b a+b ttb—a) a+b tbh—a)
f(z):f<4+ 7 R >

=f<2(a+b—2t(b—a))+2(a+b+2t(b—a))>

a+b+tb—a) 1 a+b—tb—a) a+b+tb—a)
< (D) () ()

< f<a+b+t(b—a)> 1

> +5 My (4.1.11)

bulunur. Burada [0,1] araliginda t ye gore integral alirsak,

f1f<a+b+t(b—a)>dt>f<a+b)_lM (4.1.12)
0 2 > £ (SE0) -1, 1.

elde edilir. (4.1.12) esitsizliginin her iki tarafina da f (““="=) ekler ve [0,1] de ¢

ye gore integrali alinirsa,

b 1 o2 b _
L f(x)dx = = Ja f(x)dx + Jazﬂf(x)dx

=]01lf<a+b+2t(b—a)>+f<a+b—2t(b—a)):dt

N T e
=jolf(a+b—2t(b—a)) (a;b)_%

me (£52)- =21 (5

) (4.1.13)
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elde edilir ve boylece teorem ispatlanmais olur.
Gordji ve Dragomir n-konveks fonksiyonlar ile ilgili ¢alismasinda asagidaki sonuglari
elde etmistir ve Hermite-Hadamard-Fejer esitsizliginin orta Ve sag terimleri arasindaki

farki gostermislerdir.

Lemma 4.1.1 f:1 € R - R, I lizerinde differensiyellenebilir bir esleme olsun a, b € I
ve a < b olmak tlizere. Eger f' € L[a, b] ise asagidaki esitsizlik gegerlidir (Dragomir ve
Aragwal. 1998).

f@+f®) 1
2 b—a

b b—a 1
f f(x)dx = Tf (1-20)f'(ta+ (1 —t)b)dt (4.1.14)
a 0

Lemma 4.1.2 f:[a,b] » R differensiyellenebilir fonksiyon olsun. g:[a,b] - R*

Stirekli fonksiyon ve f’, [a, b] izerinde integrallenebilir fonksiyonsa

b b b
ROTO (g - [ roagean

1 (b * 1 (b P
=§LLg(u)f'(x)dudx—gjaLg(u)f’(x)dudx (4.1.15)

esitsizlsigi saglanir (Gordji vd. 2015).

Lemma 4.1.3 f:[a,b] » R differensiyellenebilir fonksiyon olsun. g:[a,b] - R*
sirekli ve aZLb gore simetrik fonksiyon ve f', [a,b] lizerinde integrallenebilir

fonksiyonsa

b b b
ﬂﬂiﬁljmmw—jﬂwmww

2 a

1-t 1+t
_b—alr! Tetgh 1+t 1t
=— jo jﬁ oLy f( —a+— b)dt

2 2

1-t 1+t
+f1 ITM%b (uw)d '(1_t +1+tb)dt 41.16
. ¥a+%bguuf 2a > (4.1.16)

esitsizligi saglanir (Gordji vd 2015). Lemma 4.1.3’i n-konveks fonksiyon igin

uygulayacak olursak,
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Teorem 4.1.2 f:[a, b] = R diferensiyellenebilir fonksiyon ve g: [a, b] = R™ siirekli ve
asz ye gore simetrik ve |f’| fonksiyonu n-konveks fonksiyon olsun. Burada n [a, b] ile

sinirlanmis {ist sinirsa,

b b b
FOTO [ gayax - f FgCdx

1+tb

gw)dudt (4.1.17)

a+>tp

A0 M) + In(F @, £ D] f

1+t

esitsizligi saglanir (Gordji vd. 2015).

Ispat: Lemma 4.1.3 te |f’| fonksiyonun n-konveks fonksiyon oldugunu kullanacak

olursak,
e gCodx - | Fgeds
e[ Lo Irttent sl e 5

b—a

f f (u>[lf (b>l+—n(|f OROD

HIF O+l @] If’(b)l)]

1+tb

2 1)+ In(F @, £ ()] j j gGodude  (4118)

1+t 1
2

elde edilir ve boylece teorem ispatlanmis olur.
4.2. S-Konveks Fonksiyon

Hudzik ve Maligranda, 1994°de ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlar smifini

asagidaki sekilde tanimlamiglardir.

Tamm 4.2.1 Eger f:[0,0) = R fonksiyonu i¢in, her x,y € [0,], t € [0,1] ve s €

[0,1] olmak iizere,

14



fex+ A -0y) <5f)+ (A - () (4.2.1)
esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir
(Hudzik ve Maligranda 1994).

Eger (4.2.1) de s = 1 olursa, o zaman esitsizlik [0, ) araliginda konveks fonksiyona
indirgenir. Dragomir ve Fitzpatric 1999°da ikinci anlamdaki s-konveks fonksiyonlar

icin Hermite-Hadamard esitsizligini gosterdi.

Teorem 4.2.1 f: [0, ) — [0, o) ikinci anlamda s-konveks fonksiyon olsun. Burada
s € (0,1) ve a,b € [0,), a < b olmak lizere. f € L([a, b]) ise asagidaki esitsizlik
gecerlidir (Dragomir ve Fitzpatric 1999).

25—1f<a-;b) sbiaj:f(x)dxs

Ispat: f fonksiyonu ikinci anlamda s-konveks fonksiyon oldugundan,

f(ta+(1—0)b) <t°f(a) + (1 — 5 (b) (4.2.3)

(4.2.3) esitsizliginin her iki tarafinin, [0,1] araliginda t ye gore integralin alinirsa,

f(a) + f(b)
s+1

(4.2.2)

1 b 1 1 1
—b_ajaf(x)dx=f0 f(ta+(1—t)b)dtsf0 t f(a)dt+]O (1 —t)Sf(b)dt

ts+1
=f@ (s + 1)
0

bulunur. (4.2.3) esitsizligi midkonveks seklinde yazilirsa,
f(a+b) Sf(a)+f(b)
2 A

olur. Esitsizligin her iki tarafi 25 ile ¢arpilirsa,

a+b):25_1f<a+b_t(b—a)+a+b+t(b—a)>

_f@)+ f(b)
== (4.2.4)

(1_t)s+1 1
s+1 >

-

(4.2.5)

s—1
2 f( 2 4 4 4 4

:25_1f(1(a+b—t(b—a))+1(a+b+t(b—a)>>

2 2 2 2

<> > - > (4.2.6)

<1f<a+b—t(b—a)> ; <a+b+t(b—a)>

elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafi, [0,1] de t ye gore integrali alinirsa
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a+b

J:f(x)dx = lea LTf(x)dx + fa;f(x)dx

RYE a+b—ttb—a)\ 1 [a+b+tb—a)
) ).

a+b)

> 2s-1 f( (4.2.7)

bulunur. (4.2.4) ve (4.2.7) esitsizliklerinden (4.2.2) esitsizligi elde edilir. Boylece
teoremin ispati tamamlanmis olur.
(2013)’de M. E. Ozdemir ve digerleri ikinci anlamda s-konveks fonksiyonu igin

Hermite-Hadamard tipi esitsizliklerin sol tarafina iliskin bazi yeni sonuglar elde ettiler.

Lemma4.2.1 f:1 € R - R, I iizerinde tiirevlenebilir konveks fonksiyon olsun, a, b € I

ve a < b olmak iizere. "' € L[a, b] ise, asagidaki esitlik gegerlidir (Ozdemir vd. 2013).

el w13
(b_a) U 2f” +(1—t)a>

+]0 (1-0)%f" (tb (-0 C%”) dtl. (4.2.8)
Ispat: f fonksiyonu tiirevlenebilir oldugundan,
(Ftx + (A= 0)y)), = tf"(tx + (1 - )y)
(Flty+ (1 =0x)) = A= 0"ty + (1 - )x)

olur. Bu esitliklerden yola ¢ikarak,

Il—f 2f”< +b+(1—t)a> (4.2.9)

a+b
I, = j (1—1t)2f" (tb +(1-1t) T) dt (4.2.10)
0
elde edilir. Bu iki integralin kismi integrallerini alirsak,

Il—f Zf”( +b+(1—t)a)

=b_af’(ta;b+(1—t)a):

tf (tﬂ +(1- t)a)
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1

:biafl(a;b)_bialbz—taf(ta;b+(1_t)a>

[ (5 - oa) ad
:biaf’(a;b)_(bfa)zf(a;b)

8 1 a+b
+mf0 f(t > +(1—t)a>dt (4.2.11)

0

bulunur. (4.2.9) da ¢ € [0,1] igin x = (¢ + (1 — t)a) degisken degisimi yapar ve

her tarafi £=2- 1le carparsak,
(b — a)? (2 a+b
S j fr(e55=+ (1 - Da) de
a+b
_b—-a ,(a+b) 1 (a+b)+ 1 fT()d 4212
=g ) ) ez, T (4.2.12)

bulunur. Benzer sekilde ayni islemleri (4.2.10) igin de uygularsak,

(b—a)? (* ., a+b
Tfo (1—t)?f (tb+(1—t)T)dt

L () s L e

bulunur.

(4.2.12) ve (4.2.13) esitliklerini toplarsak (4.2.8) elde edilir, boylece ispat tamamlanmis
olur.

Bu lemmadan yararlanarak birgok Hermite-Hadamard tipi esitsizlikler elde edilmistir.

Simdi s-konveks fonksiyonu i¢in bu lemmay1 kullanarak asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.2.2 f:1 c R - R fonksiyonu f"' € L[a, b] olacak sekilde I araliginda |f"|
tiirevlenebilir s-konveks fonksiyon olsun a, b € R ve a < b olmak iizere.s € (0,1] i¢cin

asagidaki esitsizlik gecerlidir (Ozdemir vd. 2013).

ﬁf;ﬂx)dx—f(“%b)‘

i@l + s+ 26 +3) |

(b — a)?
“8(s+1D(s+2)(s+3)

| + If”(b)l} (4.2.14)
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‘ﬁ | fodx— f (“%b)‘

[1+ (s+2)275](b — a)?
T 8(s+1)(s+2)(s+3)

Ispat: Lemma 4.2.1°den
1 f” 0d (a + b)
p—q) W=

(b—a)ZU
+f (1-1t)?
e Al

(b - a)2

{Ur" @I+ 1B} (4.2.15)

—+ 1- t)a)‘

1% (tb +(1-1) aTer>| dtl

" | + 21— t)SIf”(a)I]dt

r(t e

7 @I|

[Ja-orerror+a-oa-os

=(b;6a)2 [S+3|f (a+b)|+(5+1)(si2)(5+3)

(b - a)2

[(s +1D(s+2)(s+3) F B+ S —|1- 3 ‘f” (a ; b)”

_(b-a)? 2
16 [(s+1)(s+2)(s+3)
3 (b — a)?

S 8(s+1)(s+2)(s+3)

[1f" @1+ " B+ i 3 |f ' (a ; b)”

@1+ 11+ s+ e+ 2 (52|}

x {|f”(a)| FIF D)+ (s + 1) (s + 2) |f” (a%b)n (4.2.16)

bulunur. Boylece (4.2.14) esitsizligi ispatlandi.
Burada,

1 1 1
f t5+2dt — f (1 _ t)5+2 —
0 0 s+3

1 1 2
f t2(1 —t)Sdt = f tS(1—t)%dt =
0 0

(s+1D)(s+2)(s+3)

(4.2.15) esitsizligini ispatlamak igin, |f"'|, [a, b] lizerinde herhangi t € [0,1] igin s-
konveks fonksiyon oldugundan (4.2.2)’den
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|f” (a + b>| < gl-s If"(a)sl JJ: |1f"(b)l (4.217)
elde edilir. (4.2.17) esitsizligi (4.2.16) da kullanilirsa,
1 (P b
‘b—a,f f(x)dx—f(a; )‘
(b B a)Z n n 144 a + b
=BG+ DG +2)G +3) {lf @I+ B+ (s +Dis +2) |f ( 2 >|}
(b — a)?

ST DG e @I O+ s+ 2 If" (@ +If" B[}

_(b—a)?[1+ (s +2)2'7]
 8(s+D(s+2)(s+3)
bulunur. Boylece (4.2.15) esitsizligi ispatlanmis olur.

{f" @1+ 1f" )}

Sonug 4.2.1 Eger Teorem 4.2.2 de s = 1 secersek

‘ﬁ | ' feodx— f (“ZL”)‘

<O D@+ 2] (E2) 4177w (+218)
i [ o (Y < S i @i o @219)

(4.2.18) ve (4.2.19) konveks fonksiyonlar olur.
Ozdemir s-konveks ve s-konkav fonksiyonlarla ile ilgili bazi Hermite-Hadamard

esitsizliklerini agagidaki teoremlerde gostermistir.

Teorem 4.2.3 f:1 c [0,0) - R fonksiyonu f"" € L[a, b] olacak sekilde I araliginda

tiirevlenebilir olsun a, b € R ve a < b olmak lizere. Eger |f"'| 1, [a, b] tizerinde
s-konveks fonksiyon ise, s € (0,1], g =1 ve %+$ =1 i¢in asagidaki esitsizlik

gecerlidir.

‘ﬁfabf(x)dx -/ (a ;L b)‘ = I6a)2 <2p1+ 1)5 (s -|1- 1)6

1

x (If”(a)lq + [ (“ZLI’)F)a ; <|f (“T“’)r + |f"(b)|q)a . (4.2.20)
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Teorem 4.2.4 f:1 c [0,0) - R, I Uzerinde f"" € L[a, b] olacak sekilde a,b € R ve
a < b olmak iizere diferansiyellenebilir olsun. Eger |f"'|? ,q =1 , [a,b] lizerinde
s-konveks fonksiyon ise, bazi sabit s € (0,1] i¢in asagidaki esitsizlik gegerlidir

e e (222)

. 1
S TS

1

q

1 ., atby 2 . ot
(s+3’f( 2 )| +(s+1)(5+2)(5+3)|f()|> (4.2.21)

4.3. s —n —-Konveks Fonksiyon

Bu boélimde konveks fonksiyonlarin genellemesi olarak s — n-konveks fonksiyonlar
kavrami tanitildi.

Rangel-Oliveros ve Cortez 2018 deki makalesinde s — n-konveks fonksiyonunu
tanimladi ve Osrowski tipi esitsizlikler elde ettiler. 2019 da ayni yazarlar tarafindan‘‘An
inequalty related to s —mn-convex functions” adli makalede s—7n -konveks
fonksiyonlar kavramini kullanarak, tiirevlenebilir kiimeler i¢cin Hermite-Hadamard-Fejer
esitsizligindeki orta ve sag terimler arasindaki tahmini farki gosterildi.

Burada s —n-konveks fonksiyonu, s-konveks ve n-konveks fonksiyonlarin

birlesmesinden olusur.

Tanmm 4.3.1 f:1 ¢ R — R fonksiyonu verilsin. Eger her x,y € I ve t € [0,1] i¢in
fltx+ (1= 0y) < f) + n(f (), f)) (43.1)

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonu s — n-konveks fonksiyon olarak adlandirilir.
Burada s € (0,1) ven: R X R = R bifonksiyondur (Rangel-Oliveros vd. 2018).

Sonug 4.3.1 Eger (4.3.1) de s = 1 alinirsa, esitsizlik n-konveks fonksiyona doniisiir.

Sonug¢ 4.3.2 Eger (4.3.1) de n(x,y) = x — y alinirsa, esitsizlik s-konveks fonksiyona

doniisiir.
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Ornek 431 f(x) = 22,5 =, ve n(f(x), f()) = 2x +  ise f fonksiyonunun s — -

konveks fonksiyon oldugunu gosteriniz.

Coziim: Verilenleri yerine yazarsak
flx+ @A —-0y) = (tx+ (1 - t)y)?
2 1 1
=x%t?+ 2t(1 —t)xy + (1 —t)?y? < y? + tx? + 2txy = y2 + t3 (t§x2 + 2t§xy>

olur. Diger yandan,

1
0<t<1=0<t3<1

1 1 1 1 1 1
= t3x% + 2t3xy < t3x% + t3x? + t3y? = t3(2x% + y?)

Oldugundan,
1
flex+ (A —0y) <y?+t32x* +y%) = f) + En(f (x), f (V)
elde edilir. Boylece f(x) = x? fonksiyonunun s —n-konveks fonksiyon oldugu
gosterilmis oldu.
Simdi Teorem 4.1.2 yi s — n-konveks fonksiyonu i¢in uygulayarak asagidaki teoremi

verelim.

Teorem 4.3.1 f:[a, b] - R diferensiyellenebilir oldugunu varsayalim. g:[a,b] -» R*
stirekli ve aTH) gore simetrik fonksiyondur. |f’|, s — n-konveks fonksiyondur. Burada 7,

[a, b] tizerinde {ist sinir ise,

b b b
FELO [ gear - [ remgeoas
1-t 1+t
h—a ) ) ) 1 Ta+Tb
ST[2|f ()| + Nin(f'(a), f (b)”J;) f%a*_%b g(w)dudt (4.3.2)

burada N = max;¢(g 1] |(%)S + (%)S

(Cortez ve Oliveros 2020).

Ispat: f fonksiyonu s — n-konveks oldugundan,

fw f - f g (dx
[ el ) e )
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< u
- 4 ffl+t 1-t, 9(w)
0 “—a+=5b

PO+ (5) 107 @LIF oD

o1+ () nar@Lir e

1+t¢

1+t
1- t 1+t

- ‘“f i o
==b

2221 B+ NI @, £ B)l] f f iz, St

bulunur. Béylece teorem ispatlanmis olur.

Burada s — n-konveks fonksiyonu igin,

<1+t 1-t

—at+— )<f(b)+< +)77(f(a)f(b))

esitsizligi kullanilmistir.

Sonug¢ 4.3.3 Eger teorem 4.3.1 de g = 1 ise
b _ 2
f(a)+f() ]f()d‘ (b )

[21f'(D)| + Nln(f'(@), f* (b)]]

olur.

Sonug 4.3.4 Eger teorem 4.3.1de s = 1 ise

b b b
FOTO [ gax - [ regeoas

1-— t 1+tb

2L R1F D) + In(F (@), £ ()] f f Q) dudt

+t lt

olur.
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5. GUCLU GENELLESTIRILMIS KONVEKS FONKSIiYONLAR

5.1 Giiclii Konveks Fonksiyonlar

Konvekslik matematikteki en énemli ve temel kavramlardan biridir. Son zamanlarda
giiclii konveks fonksiyonlar ile ilgili birgok c¢alismalar yapilmistir ve neticede giiglii
quasi konveks, giiclii konveks, giiglii m-konveks, giiclii n-konveks ve benzeri gibi yeni
sonuglar elde edilmistir (Song vd. 2018).

1966 yilinda rus matematikgisi Polyak u > 0 modiiliine gore giiglii konveks fonksiyon
kavramini tanitt1.

Giiglii konveks kavrami, kesin konveks kavramini genisletir. Polyak ‘‘optimizasyona
giris”’ Kitabinda bunlari belirlemistir.

Konveks fonksiyonun ya da kesin konveks fonksiyonun grafigi, hiper diizlemin
tizerinde bulunurken, bir giiglii konveks fonksiyonun grafigi paraboloidin iizerinde
bulunur (Sekil 5.1.1).

Giglii konveks fonksiyon her zaman yerel minimum noktasina sahiptir. O ylizden
kademeli kii¢iiltme ya da gradyan gibi islemlerde her zaman 6nemli yer almaktadir.
Optimizasyon alaninda gradyan inisi makine 6grenme alaninda popiiler bir yontemdir.
Gigclii konveks fonksiyonun diferensiyellenebilir olmasini gerektirmez ve piiriissiiz
olmadiginda gradyan alt gradyan ile degistirilir.

Optimizasyon algoritmalarin1 analiz ederken, bazen konvekslik tanimini genellestiren
giiclii konveks fonksiyonlar ile ¢alismak daha kolaydir. Giiglii konvekslik biraz simetrik
bir kavramdir.

Giiclii konvekslik konveks fonksiyonlara daha iyi alt smir olusturmayr saglayan
konvekslik kavraminin bir pargasidir. Alt gradyanlarin kullanilmasiyla dogrusal alt sinir
yerine, ikinci dereceden alt sinir olusacaktir (Sekil 5.1.1). Kisacasi1 giiglii konvekslik

ikinci dereceden alt sinira sahiptir.

Tanmm 5.1.1 f:1 - R fonksiyonu pu >0 olsun. Her x,y € R ve t €[0,1] igin
fltx+ A =0)y) <tf()+ A=) f(y) —put(1—)llx - yl? (5.1.1)

esitsizligi saglanirsa, f fonksiyonu giiclii konveks fonksiyon olarak adlandirilir.

Burada u > 0 giigliiliikk parametresidir.
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Lemma5.1.1 f:I - R konveks fonksiyonu igin f(x) = g(x) + ullx||? olacak sekilde
g:1 — R fonksiyonu varsa, her x,y € R ve t € [0,1] i¢in,
fiax+ @A =0y) <tf)+ A =)f () —pt(1—t)|lx —yll?
esitsizligi saglanir (Nesterov 2010).
Ispat: g(x) konveks fonksiyon oldugundan,
fltx+ (1 —-t)y) = gltx + (1 —)y) +plltx + (1 - ONII?
<tg() + (1 -0g®) +ull(tx + (1 - O
= t(fC) —ulxl®) + A = OGO — pllyll®) + plltx + (1 = ONII?
=tf() + 1 - Of ) — utllxll? — u@ - Ollyll?
+ut?|lx)I? + 2pt (1 = Ollxllllyll + £ = O2ylI?
= tf() + (1 = )f ) — ue@ = Olxl? = 2lixllyll + lly1I1*)
=tf()+ A -f) —ut@ - llx —yl?

elde edilir ve boylece lemma ispatlanmis olur.

Lemma 5.1.2 Her x,y € R, t € [0,1] ve u > 0 i¢in f:1 - R giiglii konveks fonksiyon
ise
fO) Z )+ V) —x) +pully — xII? (5.1.2)

esitsizligi saglanir.
Ispat: (5.1.1) esitsizligini, y, = ty + (1 — t)x olarak yeniden yazarsak,

flty+ A —-0)x) <tf(y)+ A —)f(x) —ut(1 - O)ly — x||?

flx+ty—x) < fOO) + t(FO) = F(0)) — ut(L = O)lly — x|

t(fO) — () = fx +t(y —x)) = f() + pt(1 = Dy — x|1?
son esitsizligin iki tarafin1 da ¢ ye bolerek ve t — 0 i¢in limit alirsak,

flx+tly—x) - f(x)
t

lim(f(y) - f(x)) = lim

yani,

+ lim u(1 = O)lly - x|I*

fO) =) =(f'(x), (y —x)) + ully — xII?
bulunur. f(x)’i karsi tarafa atar ve diizenlersek, (5.1.2) esitsizligi elde edilir. Boylece

lemma ispatlanmais olur.
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fE)+ V) —x) + ully — xII?

v

Sekil 5.1.1 Gii¢lii Konveks Fonksiyonlar

Burada giiclii konveks fonksiyonunun ikinci dereceden bir alt sinir1 oldugunu
gostermektedir. Bu Taylor formiiliiniin n = 2 oldugu durumu hatirlatir. Bu da giiglii
konveks fonksiyonun kesinlikle konveks oldugunu gosterir. Ciinkii ikinci dereceden bir
alt siur biiylimesi dogrusal biiyiimeden kesinlikle bityiiktiir.

Eger f iki kez tiirevlenebilirse, giiclii konveksligin esdeger bir tanimi asagida

verilmistir.

Tammm 5.1.3 f:1 — R diferensiyellenebilir fonksiyonu verilmis olsun. Eger her x € R
i¢in

V2f(x) = ul (5.1.3)
esitsizligi saglanirsa, f fonksiyona giiclii konveks fonksiyon denir. Burada p > 0 giiclii
konvekslik modiiliidiir.
Giiglii konveks fonksiyon kesin konveks ve konveks fonksiyon olur. Ama tersi her

zaman dogru olmaz.

Teorem 5.1.2 f:1 — R giiglii konveks fonksiyon olsun. u > 0 olmak {izere, her x,y €
Rvet € [0,1] i¢in
tfC)+ (A -Of») = fltx + (1 — )y) + put(1 — O)lly — xI|? (5.1.4)
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esitsizligi saglanir.
Ispat: 1k olarak her x,y € R ve t € [0,1] igin, (5.1.4) esitsizligi asagidaki sekilde
olacagini varsayalim,
fO) Z )+ V) —x) +pully — x| (5.1.5)
f) = fO+ V) —y) +pllx —ylI? (5.1.6)
bu esitsizlikleri x; = tx + (1 — t)y seklinde yeniden yazarak,
fO) 2 fltx+ Q-0+ V ftx + (1= Oy (v — (tx + 1 — D))
+ully = (tx + A= ONIP = flx) + V' fe) (v — ) +pt?ly — x> (5.1.7)

f@) = fltx+ A -0y) + V' f(tx + (1 - )y (x = (tx + (1 - 1)y)
+ullx — (tx + A= ONIZ = fx) + A= OV f ) (x —y) + p(1 — )%[lx — ylI?
(5.1.8)
elde edilir. Simdi bu son iki esitsizligi sirasiyla (1 — t) ve t ile garparsak,
A-0fMz=2A-f0) +tA -V fF)(y —x) +ut?(1—lly —xII* (5.1.9)
tf () = tf (x) +t(1 = OV f(x) (x — y) + ut(1 = O)*|lx — ylI? (5.1.10)
bunlarin toplami1 (5.1.4) esitsizligini verir. Boylece Teorem ispatlanmis olur.
Gii¢lii konveks fonksiyonlar igin Hermite-Hadamard tipi esitsizligi asagidaki teoremde

gosterilmistir.

Teorem 5.1.3 f:1 - R, u > 0 modiiliine gore giiglii konveks fonksiyon olsun. Her
X,y € R, t € [0,1] igin,

f(a;b)+]l_l—2(b—a)2 Sﬁjjf(x)dx

_f@+f®) p
- 2 6
esitsizligi saglanir (Merentes ve Nicodem. 2010).

(b — a)? (5.1.11)

Ispat: f fonksiyonu giiclii konveks fonksiyon oldugundan

f(ta+ (1 —6)b) <tf(a)+ (1 =) f(b) —ut(1 —t)(b — a)? (5.1.12)
f <a er b) < f(@) erf(b) — % (b — a)? (5.1.13)

f<aJ2rb>:f<%(a+b—2t(b—a)+a+b+2t(b—a))>
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S%(f(a+b—2t(b—a))+f(a+b+2t(b—a))>

u(a+b+t(b—a)_a+b—t(b—a))2

4 2 2

1 b—t(b— b+t(b—
- §<f (a il zt( a)) +f (a al +2t( a))> ~Lek-a?  (5114)

elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafinin [0,1] de t ye gore integralin alinirsa,
fl (a + b) it
0 f 2

1t a+b—tlb—a) a+b+tlb—a) U 1
55]0 (f( 5 )+f< > ))dt_Z(b_a)thzdt

bulunur. Buradan,

a+by 11t a+b—tb—a) a+b+tlb—a)
f( 2 )Sifo (f< 2 >+f< 2 ))dt

_ 1“_2 (b — a)? (5.1.15)

olur. (5.1.15) de degisken degisimi yapilirsa,

F(E2) sbfaLbﬂx)dx—f—z(b—a)z

(a+b)+-“(b < jw (0)d 5.1.16
oz )t e =gy fdx (5.1.16)
elde edilir. Boylece (5.1.11) esitsizliginin sol tarafi ispatlanir, sag tarafi i¢in (5.1.12)

esitsizliginin her iki tarafinin [0,1] araliginda t ye gore integrali alinirsa,
1 1 1 1
] f(ta+ (1 —-0t)b) < f(a)J tdt +f(b)j (1—¢t)dt —u(b - a)zf t(1—t)dt
0 0 0 0

f@+f®) w
2 6
bulunur. (5.1.17) esitsizliginde de degisken degisimi yapilirsa

f@+fb)
2 6

elde edilir. Boylece (5.1.11) esitsizliginin sag tarafi bulunur. (5.1.16) ve (5.1.18)

(b —a)? (5.1.17)

1 b
ml f(x)dx < (b — a)? (5.1.18)

esitsizliklerini birlestirip yeniden Yyazarsak (5.1.11) esitsizligi elde edilir. Boylece

teorem ispatlanmis olur.
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Asagidaki teorem ise giicli konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard-Fejer

esitsizligidir.

Teorem 5.14 f:1 - R, u > 0 modiiliine gore giicli konveks fonksiyon, g:I = R,

negatif olmayan, I tlizerinde integrallenebilir ve asz ye gore simetrik fonksiyon olmak

uzere
b b b
P50 [ w0t +4 [ rex—a-mrgar < [ rogeos
< w-{ gx)dx — /,tf (x—a)(b—x) g(x)dx (5.1.19)
dir.

Ispat: f giiclii konveks fonksiyon oldugundan,
f(a+b) _f<at+(1—t)b+bt+(1—t)a>

2 2

%(f(at+ (1—0)b) + f(bt + (1 — t)a)) ——(bt+ (1—-t)a—at — (1 —t)b)?

= E(f(at +(1—6)b) + f(bt+ (1 —0t)a)) —%(Zt —1)2(b — a)? (5.1.20)

olur. (5.1.20) esitsizliginin her iki tarafin1 da g(tb + (1 — t)a) fonksiyonu ile ¢arpar ve
[0,1] de t ye gore integralini alirsak,

1 ra+b
— b+ (1- d
| 7(557) stes + -y
1 1
S Ef (f(at + (1 = Ob) + f(bt + (1 — )a))g(th + (1 — Ha)dt
0

—%j 2t —1?%g(th+ (1 —t)a)(b — a)?dt (5.1.21)
0

bulunur. x = tb + (1 — t)a ve dx = (b — a)dt degisken degisimi yaparsak,

b i pl (a er b) fabg(x)dx

Jf(a+b—x)g(x)dx+f f(x)g(x)dx)

=20-a )<

L/2(x — a) 2
4(b —a) Jy < > (b —a)*g(x)dx (5.1.22)
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elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafin1 b — a ile ¢arpip sadelestirildiginde ve yukarida

. . . atb .. . . - v e
verilen sarta gore x in —— ye gore simetrik oldugunu da goz oniine alirsak,

fﬁzb)g}@wmsjjﬂ@g@ﬂx—%Lzm~n—wﬁgQMx

by (? b b
F(557) | sdx+§ [ @x-a-brgmdxs [ feageodr  (5123)

elde edilir. Boylece (5.1.19) un sag tarafi gosterilir, sol tarafi icin (5.1.12)
esitsizliginden,
f(ta+ @A —-t)b)+ f(th+ (1 —t)a)
<tf(a)+ 1 —-0Of () —ut(l - t)(b—a)?
+tf(B) + (1 = )f(a) —ut(1 — )(b — a)?
= f(@) + f(b) — 2ut(1 — t)(b — a)?
elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafin1 da g(tb + (1 — t)a) fonksiyonu ile ¢arpip,

[0,1] araliginda t ye gore integrali alinirsa,
1
f (f(ta+ (1 —t)b) + f(th + (1 — t)a))g(th + (1 — Ha)dt
0
1

< [f(a) +f(b)]f gtbh + (1 —t)a)dt
0

- Zﬂf 1= (b — @)2g(th + (1 — H)a)dt (5.1.24)
0

bulunur. Burada yine x =tb+ (1—t)a ve dx = (b—a)dt degisken degisimi

yapilarak,

1 (b 1 (P
mfa f(a+b—x)g(x)dt+mfaf(x)g(x)dx

b b
- f(az -|_- ﬁ(b)]a Fdx — bz_ﬂaja (x — a)(b — x) g(x)dx (5.1.25)

elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafin1 b — a ile ¢arpip, sadelestirildiginde,

b b
M[ g(x)dx —#f (x—a)(b—x)g(x)dx (5.1.26)

a

b
| reogeax <

bulunur. Boylece (5.1.26) ile verilen esitsizligin sag tarafin1 gostermis oluruz. (5.1.23)
ve (5.1.26) esitsizlikleri birlestirip yeniden yazarsak (5.1.19) da istenilen esitsizlik elde

edilir. Boylece teorem ispatlanmais olur.
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5.2 Giiclii n-Konveks Fonksiyon

Bu bolimde genellestirilmis konveks fonksiyonlardan biri olan n-konveks
fonksiyonunun u > 0 modiiliine gore giiclii hali tanitilacak ve giiclii n-konveks
fonksiyonu i¢in Hermite-Hadamard ve Hermite-Hadamard-Fejer tipi esitsizlikler

gosterilecektir.

Tamim 5.2.1 f: 1 € R — R fonksiyonu her x,y € I ve t € [0,1] i¢in,
fx+ 1 -0y < fO) +(f(x), F() (5.2.1)

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonuna n-konveks fonksiyon denir.

Tanmm 5.2.2 f:1 - R fonksiyonu her x,y € I, t € [0,1] ven: R X R — R igin

flx+ A=y < fO+(f(), fF@) —ut(1 -y —x)?  (5.2.2)
esitsizligi saglanirsa f fonksiyonu g = 0 modiiliine gore giiclii n-konveks fonksiyon
olarak adlandirilir (Awan vd. 2017).

Sonug 5.2.1 (5.2.2) esitsizliginde x = y alirsak
0 <n(f(x),f(¥) (5.2.3)

bu esitsizlikte t = 1 yazarsak
fG) =f) < n(f(x), f) (5.2.4)
yine burada n(x, y) = x — y alirsak da
flex+ A —0Y) < fO) +t(f ) —FB)) — ut(1 — O (y — x)?
= tf()+A-0fO) —ut1 -y —x)?
esitsizlikleri elde edilir. Yukaridaki esitsizliklerden,
flex+ (1 -0y < tf () + A= Of () —put(1 - )y —x)°
<fO)+m(FCO.fB)) —utd - )y —x)?  (5.25)
bulunur. Bu da giiglii n-konveks fonksiyonunun giiglii konveks fonksiyonlardan daha
bliylik oldugunu gdsterir.
Awan vd. (2017) tarafindan elde edilen giiglii n-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-

Hadamard tipi esitsizligi asagidaki teoremde gosterildi.
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Teorem 5.2.1 f:[a,b] > R fonksiyonu p >0 modiline gore giiclii n-konveks
fonksiyon ve n(f(a),f(b)), f(la,b]) X f([a, b]) lizerinde tstten sinirli olsun. Bu

durumda,

a+by M, pu X 1 (b
f( 3 )—7+E(b—a) S—b_afaf(x)dx

_f@+7®) N n(f(@,fB) +n(f(b).f(@) p

— N2
2 4 A
f@+fb) M, u 2
<~ 7 74 T _T(p—
< > + > TG (b—a) (5.2.6)
esitsizligi saglanir (Awan. vd. 2017).
Ispat: f fonksiyonu giiclii n-konveks fonksiyon oldugundan
a+b 1 u
£(552) < 70 +50(F@. 1) - £ b - ) (5:2.7)

olur. (5.2.7)de a; = b + (a — b)t ve by = a + (b — a)t degisken degisimi yaparsak,

a+b at+ (1 —t)b+bt+ (1 —t)a
f( 2 ):f< 2 )

<ft+(1-t)a)+ %n(f(at + (1 —-t)b), f(bt+ (1 —-1t)a)

=2 (Bt + (1= Da) = (at + (1 = b))’ (5.2.8)

bulunur. (5.2.8) esitsizligini sadelestirirsek,

a+ b) 3 n(flat+ @A —t)b), f(bt + (1 —t)a)
2 2

f(bt+(1—t)a)2f(

a+b>

—%(2t—1)2(b—a)22 f( 5 —% n+%(2t—1)2(b—a)2 (5.2.9)

elde edilir. Benzer sekilde,

a+ b) B n(f(bt + (1 —-t)a),f(at+ (1 —1t)b)

f(at+(1—t)b)2f< 5 >

b 1
—%(Zt —1D)2b-a)?>f (%) — oMy + %(21: —1)2(b-a)?  (5.2.10)

esitsizligini yazariz. Simdi bu son iki esitsizligi toplayip, degisken degistirmesi

yaparsak ve [0,1] araliginda t ye gore integral alirsak,

2 b
m[ f(x)dx

> fol[Zf(a;b)—Mn+g(2t—1)2(b—a)2 dt
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= 2¢ (% . b) My +£ (b - 0)? (5.2.11)

elde edilir. Bu esitsizligi sadelestirirsek,

b
ﬁf f(x)dx = f (aZLb) - % + 1#—2([7 — a)? (5.2.12)

bulunur. Boylece teoremin sol tarafi elde edilir. Simdi teoremin sag tarafi i¢in f nin
giiclii n-konveks fonksiyon oldugunu kullanarak,

flat + (1 —0)b) < f(b) + tn(f (@), f (b)) — ut(1 —£))(b — a)?

fbt+ 1 -ta) < f(a) + t(f(a), f(b)) — ut(1— )b - a)?

yazariz. Burada [0,1] araliginda t ye gore integral alirsak,

1 (P 1 1
—— [ FGdx < 70+ 3 (@, £B) - gutb - ) (5:2.13)

1 ’ dx < L b 1 b 2 5.2.14
b= ), Fdx S F@ 431G @, F @)~ gulb— ) (5.2.14)
bulunur. Bunlarin toplamu,
1 b
mf f(x)dx
< f(a) + f(b) N n(f(a),f(b) +n(f(b),f(a) 1

2 4 —ghb-a)
< w + % — %,u(b —a)? (5.2.15)

olur. (5.2.12) ve (5.2.15) esitsizliklerini birlestirip yeniden yazarsak,

f(a+b)—%+1“—2(b—a)2s%ajabf(x)dx

2 2
@O @ISO AOS@D 1,
F@+f(b) M, 1 :
SOOI - (5.2.16)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmuis olur.

Sonu¢ 5.2.2 Teorem 5.2.1 de, eger u = 0 isen-konveks fonksiyonlar i¢in yapilan
Hermite-Hadamard tipi esitsizlige indirgenir (Gordji vd. 2015).
Eger n(x,y) = x — y ise, giiclii konveks fonksiyonlar i¢in yapilan Hermite-Hadamard

tipi esitsizlige indirgenir (Merentes ve Nicodem 2010).
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Eger u=0 ve n(x,y) =x—y ise konveks fonksiyonlar i¢in yapilan Hermite-
Hadamard tipi esitsizlige indirgenir.
Giiglii n-konveks fonksiyonlsar i¢in Hermite-Hadamard-Fejer tipi esitsizlik asagidaki

teoremde verilmistir.

Teorem 5.2.2 f:[a,b] = R giiclii n-konveks fonksiyon ve n(f(a), f(b)), f([a, b]) X

f([a, b)) iizerinde iist smirh olsun. g:[a, b] = R™ fonksiyonu integrallenebilir ve %b

ye gore simetrik ise,

by (P b
f(a; )fa g(x)dx—%(a+b—2x)zg(x)+L,7(a,b)SLf(x)g(x)dx

b b
Sf(a);rf(b)fa g(x)dx_bﬁaj;(b_a)(x_a)g(x)dx-i—Rn(a,b) (5.2.17)

esitsizligi saglanir. Burada

2

n(f(a), f (b)) + n(f(b), f(a))
2(b— a)

1 b
Lo(a,b) == f n(f(a+b—x f(X)g(x)dx

b
R,(a,b) = j (b —x)g(x)dx

dir.
ispat: f giiclii n-konveks fonksiyon oldugundan,

a+b 1-t)b+at (1 —-t)a+ bt
f( 2 >=f< 2 * 2 )

<f(A1-ta+bt)+ %n (f((l —t)b+at), f((1—t)a+ bt))
—%[((1 —ta+bt) — (1 - b +at)]’
= f(bt+ (1 —-t)a) + %n(f(at + (1 —0b),f(bt + (1 —1)a))
—%(1 —26)%(b — a)? (5.2.18)

bulunur. g:[a,b] - R* fonksiyonu integrallenebilir ve aTJ’b ye gore simetrik

oldugundan,
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b\ (" b\ (!
f(a; )J. gx)dx = f(%)f g((l —ta+ bt)(b —a)dt
1
< f f((1=0a+bt)g((1—t)a+ bt)(b—a)dt
+%f n (f((l —Ob+at),f((1-a+ bt))g((l —t)a+ bt)(b — a) dt
0
1
—%f (1-202%g((1—t)a+ bt)(b— a)dt
b

1 b
— [ rgGadx +5 [ i@+ b -0, f@)gCdx

b
—%j (a+ b —2x)%g(x)dx (5.2.19)

bulunur. Béylece teoremin sag tarafi elde edilir. Sol tarafi igin,

b 1
j fx)g(x)dx = j fta+ (1 —-1t)b))g(ta+ (1 —t)b))(b —a)dt
a 0

< (- a)j f(b)g(ta+ (1 —t)b)dt
0

1
+ [ (@, f®)g(ea+ (1 - Ob)b - a)de
0

—] ut(1—t)(b —a)? g(ta+ (1 —t)b)(b — a)dt (5.2.20)
0

yazariz. Benzer sekilde,

b
[ g

<b- a)j f(a)g(ta+ (1 —t)b))dt
0

+f tn(f(b), f(a))g(ta+ (1 —t)b)(b — a)dt
0

—j ut(1—t)(b —a)?® g(ta+ (1 — t)b)dt (5.2.21)
0
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bulunur. Simdi bunlari toplarsak,

b 1
2 [ f@gGdx < b - lf@ + )] [ glea+ - Op)a

+f [n(f (@, f(B)) + n(f(b), f(@))]tg(ta + (1 = )b) (b — a)dt
0

1

—2u(b — a)zf t(1—1t) glta+ (1 —t)b)(b — a)dt (5.2.22)
0

elde edilir. Esitsizligin her iki tarafini ikiye boler ve degisken degisimi yaparsak,

b
[ rerg@as
b b
- f(a) +f(b)f g(x)dern(f(a),f(b)) +Tl(f(b),f(a))f g()dx
2 a 2 a
b
—/,tf (x —b)(a—x)g(x)dx (5.2.23)

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

5.3 Giiclii s-Konveks Fonksiyon

Giiclii genellestirilmis konveks fonksiyonlar, genellestirilmis konveks fonksiyonlarin
gliclendirilmesidir. 2011 de H. Angulo giiglii h-konveks fonksiyonlar hakkindaki
makalesinde gii¢lii s-konveks fonksiyonu, gii¢lii h-konveks fonksiyonun bir durumu
oldugunu géstererek giiclii s-konveks fonksiyonunun tanimladi. 2017°de Ogiinmez ve
Erdem (2017a) giiglii s-konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard tipi esitsizlikleri
gosterdi. Giiclii s-konveks fonksiyonu bir¢ok arastirmacinin ilgisini ¢ekti ve son yillarda

bu konu tizerinde bir¢ok makaleler yaymlandi.

Tamim 5.3.1 f: I — R fonksiyonu her x,y € R ve t € [0,1] igin

flx+ A -0y) <t°f)+ A - 6)°f ) —put(1 - )(b — a)? (5.3.1)
esitsizligi saglanirsa, f fonksiyonuna u > 0 modiiliine gore giiclii s-konveks fonksiyon
denir (Angulo vd. 2010).
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Angulo vd. tarafindan giiglii h-konveks fonksiyonu i¢in, Hermite-Hadamard esitsizligi
elde edildi ve h(t) =t° oldugunda o esitsizlik giiclii s-konveks fonksiyonu ig¢in
Hermite-Hadamard tipi esitsizligi elde edilecegi gosterildi. Asagida ise giiglii s-konveks

fonksiyonu i¢in Hermite-Hadamard tipi esitsizlik verildi.

Teorem 5.3.1 f:1 - R fonksiyonu p > 0 gore ikinci anlamda giclii s-konveks

fonksiyon olsun a, b € I ve a < b olmak iizere,

2

_f@+fb) _p
o s+1 6

551 [f (a b b) + 1"—2<b - a>2] < ﬁ j bf(x)dx

(b — a)? (5.3.2)
dir.
Ispat: f fonksiyonu giiclii s-konveks fonksiyon oldugundan,
1 1
f fta+ (1 —-t)b)dt < j [t5f(a) + (1 —6)5f(b) — ut(1 —t)(b — a)?]dt
0 0

1 1

_ s+1 —(1- t)s+1 1 £2 3
RARKTS! 0+f<b)s+—10‘”“"“>2<7§) O
_f@+f®) g
e = R, (5.3.3)
1 1 b
fo fta+ (1 —t)b)dt = mfa £(x)dx (5.3.4)

yazariz. (5.3.4) esitligini, (5.3.3) de yerinde yazarsak (5.3.2) nin sag tarafi elde edilir.
Yani,

f@+fb)

— = (b~ a)? (5.3.5)

1 b

elde edilir. (5.3.2) nin sol tarafi igin, f giiclii s-konveks fonksiyonunu orta nokta igin

yazarsak,

b
(57) s 5 (F@+ 1) -5 6~ ay (536)

bulunur. (5.3.6) esitsizliginde degisken degisimi yaparsak,

f(a-é—b)=f(a+b—4t(b—a)+a+b+4t(b—a))
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S2_1S %(f(a+b—2t(b—a))+f(a+b+2t(b—a)>>

u(a+b+t(b—a) a+b—t(b—a))2
4 2 2

1 b—t(b- b bh—
:25+1(f<a+ 2t( a))+f<a+ +2t( a)))_%tz(b_a)z 5.37)

bulunur. (5.3.7) esitsizligini, [0,1] araliginda t ye gore integralini alirsak,
fl (a+b)dt— (a+b)
0 A =\

S%Ll %<f(a+b—2t(b—a))+f(a+b+2t(b—a))> i

u 1
_ )2 2
16 (b—a) j;t dt

=%Ol %(f(a+b—2t(b—a))+f(a+b+2t(b—a))> ”

U
— 35 (b~ a)? (5.3.8)

elde edilir. Burada,

%Lbf(x)dx=%]01<f(a+b—Zt(b—a))+f<a+b+2t(b—a)>>dt (5.39)

esitligini kullanarak bunu (5.3.8) de yerine yazarsak,

b 2 b
f (a er ) <57 - a)j Fldx — 1”—2(1) _a)? (5.3.10)

bulunur. Bu esitsizligi yeniden diizenlersek,
1 b a+by u
Lt >2s—1[ (_) 2 b-a2 3.11
=2 ) rodz 2 f(S57) s e -0 (5:311)

olur. Boylece (5.3.2) esitsizliginin sol tarafi elde edilmis olur.
Simdi yukarida buldugumuz (5.3.5) ile (5.3.11) birlestirip yeniden yazarsak, (5.3.2)

esitsizligi elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.
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Sonug¢ 5.3.1 Teorem 5.3.1 de s = 1 alirsak, klasik gii¢lii konveks fonksiyon i¢in yapilan

Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir.

Teorem 5.3.2 f:1 c [0,00) — R fonksiyonu [ iizerinde f'' € L([a, b]) olacak sekilde
iki kez tiirevlenebilir esleme olsun. a,b € I ve a < b olmak iizere eger |f"'|, [a, b]

tizerinde p > 0 modiiliine gore giiclii s-konveks fonksiyon ise, bazi s € (0,1] sabiti igin

‘f(a;b)_biafbf(x)dx

{If”(a)l s+ 06+ (7)) + o]

asagidaki esitsizlik saglanir.

- (b — a)?
“8(s+1D(s+2)(s+3)

N2
160 Teo P~

- (b — a)?
“8(s+1D(s+2)(s+3)

[+ +D(s+2)217] (b — a)z}

{[1 + (s + 227" @I + I ()]

——(b-a) (5.3.12)

12 160

Ispat: Lemma 4.2.1 in her iki tarafindan mutlak alarak ve |f"’| fonksiyonunun giiclii s-

konveks fonksiyon oldugunu kullanarak,

(b—a)ZU

f" (tb +(1- t)aT-i_b>| dtl

i roow s (47 <

+J (1-1¢)?
(b—a)ZU es|f

+[a-or(eirmi+a-o

_ I6a)2 Uol (t5+2

+f (ts(l —)?|f"(b)| + (1 —t)5t2
0

a+b
1% tT+ - t)a>|

(220)| + @ - 0l @] et - 06 - ) ae

" (aTer)| —ut(1—=t)(b— a)z) dtl

" (asz)| +t2(1 = )°If " ()| — ut* (1 = £)(b — “)2> at

£ (30| - e - 02— ay?) dtl
(5.3.13)

bulunur. Burada
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1

B 1
T s+3

1 tS+3
f t5*2dt =
0 s+ 3|,

tz(l _ t)S+1 1

1 12t 1—t s+1
ftz(l—t)sdt=— f¥dt
0 0

s+1 s+1
2 t(l _ t)S+2 1 1(1 _ t)S+2
- |- |
s+1 s+ 2 o St+2
—21-p2 | 2

T GHDE+DE )|, GHDG+DE+3)

elde edilir. Ayni1 islemleri diger integraller igin de kullanirsak,

' + ' s+ — 1
]0 tSt2dt =f0 (1 —t)s*2dt = T3 (5.3.14)
fltz(l —t)Sdt = fl(l —t)%t5dt = 2 (5.3.15)
0 0 (s+D(s+2)(s+3)
1 1 1
f t3(1 —t)dt =f t(1—1t)3dt = 70 (5.3.16)
0 0
(5.3.14) — (5.3.16) sonuglarmi (5.3.13) de yerine yazarsak,
1 (P a+b
rmal, reae—r (50
(b - a)Z a-+ b 2 " "
=16 [s 13 |f ( >| PTGy @G
U
— 45— 07|
(b — a)?

=8@+D@+a@+aﬁﬂwﬂ+@+D@+DV% )+ irof

—ﬁ (b — a)? (5.3.17)

bulunur. Boylece (5.3.12) nin sol tarafi ispatlanmus olur.
(5.3.12) nin sag tarafi igin, (5.3.2) de |f"'| nin giiglii s-konveks fonksiyon oldugunu

kullanarak,

= (5 oo

If”(a)l + 1) u 5
7 —z0-a (5.3.18)

yazariz. Buradan,
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|f” (ﬂ)| < gis (If”(a)l +If" DI n

U
2 S+ 1 ariChe a)2> -5 b -a) (5.3.19)

bulunur. (5.3.19) esitsizligini, (5.3.17) de yerine yazarsak,

1 (P b
‘b—a,f f(x)dx—f(a; )‘
< (b —a)?
“8(s+D(s+2)(s+3)

S| @I+ 1" p [0
+(s+1)(s+2){21 l ) —g(b—a)zl—ﬁ(b—a)z}}

U@l + 1" (b))l

_H 32
Teob—@

B (b —a)®
C8(s+1D(s+2)(s+3)

{[IF" @1+ 1f "B+ 2275 + 2)]

_ 1.“_2(b —a)?[1+2%75(s+ (s + 2)]} - 1L6O(b —a)? (5.3.20)

bulunur. (5.3.17) ve (5.3.20) esitsizliklerin birlestirip yeniden yazarsak, (5.3.12)’de

istenilen esitsizlik elde edilir. Bdylece teorem ispatlanmis olur.
5.4 Giiclii s — n-Konveks Fonksiyon

Bu bolimde giiglii s — n-konveks fonksiyonlar sinifi tanitilip, bu fonksiyonlar igin
Hermite —Hadamard ve Hermite-Hadamard-Fejer tipi esitsizlikler elde edilir. Ayrica bu
tir fonksiyonlar yardimiyla tiirevlenebilir doniisiimler i¢in Hermite-Hadamard-Fejer
esitsizliginde orta ve sag terimler arasindaki fark tahmin edilerek, Hermite-Hadamard-

Fejer tipi esitsizlik gosterilir.

Tanmm 5.4.1 f:1 - R fonksiyonu her x,y € I ve t € [0,1] i¢in
flx+A=0y) < fO) +t5n(f (), f() —ut(1 -y —x)*  (54.1)

esitsizligi saglanirsa, f fonksiyonu u > 0 modiline gore giicli s — n-konveks

fonksiyon olarak adlandirilir. Burada n: R X R — R bir bifonksiyondur.

Sonu¢ 5.4.1 Eger (5.4.1) esitsizliginde s = 1 oldugunda, o zaman esitsizlik giiclii n-

konveks fonksiyona indirgenir.
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Eger (5.4.1) esitsizliginde 77( f),f (y)) = x — y oldugunda, o zaman esitsizlik gii¢lii
s-konveks fonksiyona indirgenir.
Eger (5.4.1) esitsizliginde s =1 ve n(f(x),f(y)) =x—y oldugunda, o zaman

esitsizlik klasik giiclii konveks fonksiyona indirgenir.

Giiglii s —n-konveks fonksiyonu i¢in Hermite-Hadamard tipi esitsizligi asagidaki

teoremde gosterilmistir.

Teorem 5.4.1 f: 1 — R fonksiyonu giiclii s — n-konveks fonksiyon olsun. O zaman her

x,y €lvet € [0,1] igin,

N
f(a;r )—25+1n(L(a,b))+—(b—a)2<—j FO0)dx

< F(b) +— ») - £ - a)? 5
< fB) + —7n(f(@.fB) - £ (b - @) (5:4.2)
olur. Burada L(a, b) = n(f(a), f(b)) + n(f(b), f(a)) ‘dir.

Ispat f fonksiyonu I araliginda giiclii s — n-konveks fonksiyon oldugundan,
f(ta+ (1 =6)b) < f(b) + tn(f(a), f (b)) — ut(1 — ) (b — a)? (5:4.3)

yazariz. (5.4.3) esitsizliginin her iki tarafinin [0,1] araliginda, t ye gore integralini

alirsak,

1 1
f f(ta+ (1 —t)b)dt < f (FB) + t5n(f (@), f(B)) — ut(1 — ) (b — a)?)dt
0 0

s+1

2 t3
-1(f (@, F()) - u(b—a)2<— —§>>

- (roe 5

0

= f(b) + —n(f(a) fb) - —(b - a)® (5.4.4)

bulunur. Boylece verilen eslt51zhg1n sag tarafini elde ederiz. Sol tarafi i¢in (5.4.3)’den

F(552) < 70> + 55 1@, 7)) ~ 5 0~ 2 (5.45)

yazariz. (5.4.5) esitsizliginden,

b 1
) 2 £ (452) 55 n(F @, f®)) + £ - )7 (5:46)
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b 1
@2 f (57) =5 n(F®). f@) + 50 - 2 (547)
bulunur. Bunlar taraf tarafa toplarsak,
b b 1
f(@) erf( ) > f(a er ) — (i@ ) + %(b — )2 (5.4.8)
a+b-t(b—a)

yazariz. Burada a; = eb, = %(b_a) degisken degistirmesi yaparak,

%(f(a+b—zt(b—a)>+f(a+b+2t(b—a)))

2f<a+b—t(b_a)Za-l_b+t(b_a)>_251+177(l‘(afb))
pa+tb+th-a a+b—th-a)’
+Z< 2 o 2 )
by 1
= 1(27) - gmn(L(a ) + 52 - a7 (5:49)

2
elde edilir. Bu esitsizligin [0,1]’de t ye gore integralini alirsak,

1 (P 1| (% ’
m]af(x)dx=mlfa f(x)dx+j#f(x)dx

:%-Ll(f<a+b—2t(b—a))+f<a+b+2t(b—a)))dt

by 1
<f (a er ) — (L, b)) + 1“—2(19 — a)? (5.4.10)

elde edilir.
Simdi,
1 b 1
—f f(x)dx =f (ta+ (1 —-t)b)dt
b—al, B
esitligini, (5.4.4) de yerine yazarak ve (5.4.10) esitligiyle birlestirerek yeniden yazarsak
(5.4.2) de istenilen esitsizlik elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.
Sonraki teoremimiz s —n-konveks fonksiyonu i¢in Hermite-Hadamard-Fejer

esitsizligidir.

Teorem 5.4.2 f:1 - R giiglii s — n-konveks fonksiyon olsun. g:1 —» R* fonksiyonu

: - +b, . - . <
integrallenebilir ve aT ye gore simetrik fonksiyon oldugunu varsayalim. O zaman her
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a,b €l,s €[0,1] vet € [0,1] i¢in asagidaki esitsizlik saglanacaktir.

b b
a+b J.g(x)dx— ;’f g(x)dx+%f (2x —a—b)*g(x)dx
b
< [ reog@ ax
b) (P M b
Sw.f g(x)dx+2(b—_na)sf (x —a)’g(x)dx

b
—,uf (x—a)(b—x)g(x)dx (5.4.11)

Burada M,,, n fonksiyonunun bir {ist siniridir.

Ispat: f fonksiyonu giiclii s — -konveks fonksiyon oldugundan,

a+by at+b(1—-t)+bt+a(l—1t)
f( 2 )_f< 2 )

< f(bt+a(l-0) +5 n(f(at +b(1 —t)), f(bt + a(1 — 1))
—Z(bt+a(1—t) —at — b(1 —1t))?
= ft+a(l =) +5; n(f(at +b(1 —t)), f(bt + a(1 — 1))
——(Zt - 1% —a)?

< f(bt+a(1-1)) +55 M - —(Zt —1)%2(b — a)? (5.4.12)

yazariz. Burada (5.4.12) esitsizliginin her iki tarafi g(bt +a(l— t)) ile garpilir ve

[0,1] araliginda t ye gore integrali alinirsa,

f (a er b) folg(bt +a(l—1t))dt

< J f(bt+a(1—-1))g(bt+a(l—1))dt
0
+f 215 M, g(bt + a(1 —t))dt

[ B2t - 120 - (ot + a1 - 0)a (5.4.13)
0

olur. Buradax = bt + a(1 —¢t) ve dt = ﬁdx degisken degisimini uygularsak,
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1 a+b
—f ff(x)dx

1 b
25(b n— a)] g(xdx

b—a
x—a 2
~ 10 = a)_f 1) (b —a)? g(x)dx

— Mn ’
_mLf(x)g(x)dx+zs(b_a)fag(x)dx

< f(x)g(x) dx +

b
o), @ e (5.4.14)

bulunur. Bu esitsizligin her iki tarafin1 (b — a) ile garpip yeniden yazarsak,

a+b

b b
f fx)dx — f g(x)dx — %f (2x —a—b)? g(x)dx

b
Sf flx)g(x)dx (5.4.15)

boylece verilen esitsizligin sol tarafi elde edilmis olur. Sag tarafi i¢in (5.4.3) esitsizligini

kullanarak,
f(ta+ (1 —th) + f(th + (1 —t)a) < f(b) + t5n(f(a), f(B)) — ut(1 — t)(b — a)?
+f(a) + t5n(F (b), f (@) — ut(1 — ) (b — a)?

= [f(@ + FO)] + £ (n(F (@), FB)) + n(f (B, f(@)))
—2ut(1 —t)(b — a)?
< [f(a) + f(D)] + t°M, — 2ut(1 = t)(b — a)? (5.4.16)
bulunur. Burada (5.4.16) esitsizliginin her iki tarafin1 g(tb + (1 — t)a) ile ¢arpip, [0,1]

araliginda t ye gore integralin alirsak,

1
f f(ta+ (1 —t)b)g(th + (1 — t)a)dt
0
+J f(ta+ (1 —tb)g(th + (1 —t)a)dt
0
< [f(a) + f(b)]f g(th + (1 —t)a)dt + M, f tSg(th + (1 — t)a)dt
0 0

—2u(b — a)? f t(1—t)g(th + (1 —t)a)dt (5.4.17)
0

bulunur. Burada yine x =tb+ (1—t)a ve dx = (b—a)dt degisken degisimi
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kullanarak,

L | FgGod
M f g(x)dx + bM"a f b (= %) gy
~ ZME)b_—aa)zfa (z : Z) (1 B 9; — )g(x)dx
- W f g + # f (- @) g
_sz“af:(x —a)(b—x)g(x)dx (5.4.18)

elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafini b%a ile carparak yeniden yazarsak,

b
[ reogeax

AQRSIC)

b M b
5 Lg(x)dx+—2(b_na)sfa(x—a)sg(x)dx

b
—,uf (x —a)(b—x)g(x)dx (5.4.19)

a

bulunur. Boylece verilen esitsizligin sag tarafi elde edilir.
Burada (5.4.15) ve (5.4.19) esitsizliklerini birlestirip yeniden yazarsak, (5.4.11)

esitsizligi elde edilir ve boylece teoremin ispati tamamlanmig olur.

Teorem 5.4.3 f:[a, b] — R diferansiyellenebilir, |f'| giiclii s —n-konveks fonksiyon,
g:la,b] > R siirekli ve asz ye gore simetrik fonksiyon ve 7, [a, b] lizerinde tistten

smirli ise,

f@)+fb)
2

b b
[ gtax = [ rgeax

;a[zuf'(b)l + NIn(f'(@), f' (b))

__(b_a) ” fm - g(u)dudt (5.4.20)

2
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esitsizligi saglanir.

Burada N = max;c[o) |(1;t) + (%)S

Ispat: Lemma 2.1. deki esitsizligin her iki tarafinin mutlak degerini alirsak ve |f|

giiclii s — n-konveks fonksiyon oldugundan,

b b b
FEO [ gax - [ regeoas

1-t 1+t

_b-a Lzt 1+t 1—tb ,(1—t 1+tb
=73 fof% i, g()”f( “t >|+|f<2 “t )”

a+

1+t

L ) 1+6° ,
fo f_t REROIUAC) +(5=) nar@LiF®D

oo

1- 1-
o+ (55 nar@iren -5

b—a
4

<

; )(1+t)(b—a) ]dudt

b—a
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elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.
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esitsizlikleri kullanilmistir.
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6. TARTISMA ve SONUC

Konveks fonksiyonlar ile yeni sonuglar elde etmek igin genellestirilmis konveks
fonksiyonlar ve gii¢lii genellestirilmis konveks fonksiyonlara ihtiya¢ duyulmaktadir.
Son yillarda genellestirilmis konveks fonksiyonlarin birlesimlerinden bazi yeni
genellestirilmis konveks fonksiyonlar elde edildi. Omegin s — h-konveks, s —m-
konveks, s — n-konveks vb. Daha sonra bu tiir konveks fonksiyonlarin gii¢lendirilmis
versiyonlar1 yani giiglii genellestirilmis fonksiyonlar sinifi ortaya ¢ikmaya basladi.

Biz bu calismada genellestirilmis konveks fonksiyonlarin giiglendirilmis halini yani
giiclii genellestirilmis fonksiyonlar kavramini tanittik ve bununla beraber giicli
genellestirilmis fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipi, Hermite Hadamard-Fejer tipi
esitsizlikleri elde ettik.

Ik olarak genellestirilmis konveks fonksiyonlar kavramindan n-konveks, s-konveks ve
s —n-konveks fonksiyonlarini tanitimi ile birlikte bu fonksiyonlar i¢in Hermite-
Hadamard tipi ve Hermite-Hadamard-Fejer tipi esitsizlikler olusturduk. Hermite-
Hadamard tipi esitsizlikler icin elde edilen bazi lemmalar i¢in yukarida belirttigimiz
fonksiyonlar1 uygulayarak yeni esitsizlikler elde ettik. Daha sonra o fonksiyonlarin
giiclendirilmis hali tanitildi. Ayrica giiglii s — n-konveks fonksiyonunu elde ettik.
Giglii s-konveks, giiclii n-konveks ve elde ettigimiz giiglii s — n-konveks fonksiyonlari
icin de ayri ayri Hermite-Hadamard tipi esitsizlikler ile beraber birka¢ lemmadan
yararlanarak yeni Hermite-Hadamard tipi esitsizlikleri elde ettik. Bununla biz
genellestirilmis ve giiglii genellestirilmis fonksiyonlar i¢in bu tiir esitsizliklerin
uygulama sekillerinin farkini ve benzer taraflarini gosterdik.

Arasgtirmacilar ileride giliglii s —n-konveks fonksiyonlar smifin1 kullanarak ve bu
fonksiyonlar i¢in, bazi lemmalardan yararlanarak, yeni integral esitsizlikleri elde

edebileceklerini Oneriyoruz.
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