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Simgeler

SIMGELER ve KISALTMALAR DIZINI

Zaman degiskeni
t anindaki ¢oztim fonksiyonu
x(t) 'nin tirevi

2’in ¢t anindaki sol limiti

z(th) 2’in ¢t amindaki sag limiti

T Gecikme miktar

7;(t) Zamana bagh gecikme fonksiyonu
Tj J-inci sigrama ani

hi(t) Gecikme fonksiyonu, hy(t) <t
pi(t) Denklem katsayis

Ax(t) Denklem katsayisi

Ag(t) Doniistiirilmiis katsay1

by Sigrama parametresi, by > —1

B; Sigrama carpant, B; > 0

d Sigramalar arasi sabit aralik

7 k-mc1 sigrama ani

X(t,s) Temel ¢6ztim

o(t) Basglangi¢ fonksiyonu

16| Maksimum norm

Kisaltmalar

GDD Gecikmeli Diferansiyel Denklem
ODE Adi Diferansiyel Denklem

SGDD Sicramali Gecikmeli Diferansiyel Denklem




1 GiRis

Gergek diinyadaki bir¢ok dinamik siireg, sistemin yalnizca o andaki durumundan
degil, gecmisteki davramiglarindan da etkilenmektedir. Bu nedenle zaman gecikmesi
barindiran modeller, klasik diferansiyel denklemlerle tam olarak ifade edilememekte;
sistemin ge¢mige ait belli bir zaman araligindaki degerlerini de modele dahil etmek
gerekmektedir. Bu amacla kullamlan Gecikmeli Diferansiyel Denklemler (GDD),
tiirevin yalmzca x(t)’ye degil, ayni zamanda z(t — 7) gibi gecikmeli terimlere bagh
oldugu denklemler olarak tanmimlanr (Wakili 2014). Gecikme terimi sabit bir siire
olabilecegi gibi, zamana veya duruma baglh degisken bir bi¢imde de ortaya cikabilir.
Bu yapisi nedeniyle GDD’ler, baslangi¢ kogulu olarak yalnizca bir say1 degil, belirli
bir aralikta tanimlanmig bir fonksiyon olmasini gerektirir ve bu 6zellik onlar1 sonsuz

boyutlu dinamik sistemler sinifina dahil eder (Bodnar vd. 2010).

Gecikmeli diferansiyel denklemlerin ortaya gikisinin temel nedeni, dogadaki cok
sayida siirecin igsel gecikmelerle gerceklesmesidir. Biyolojik sistemlerde dogum,
biiyiime, olgunlagma gibi siirecler zaman aldigl i¢in popiilasyonun anlik degigimi,
dogrudan ge¢mis popiilasyon seviyelerine baglidir. Bu nedenle popiilasyon dinamigi
modelleri, klasik diferansiyel denklemler yerine gecikmeli denklemlerle daha gercekgi
sekilde ifade edilmektedir (Glagolev vd. 2018). Benzer bi¢imde epidemiyolojik mod-
ellerde bulagma, enfeksiyonun kulucka stiresi ve iyilesme gibi agsamalar gecikmeli
gerceklestiginden, hastalik yayilim siireglerinin modellenmesinde GDD o6nemli bir

arag haline gelmigtir (Wakili 2014).

Gecikmenin belirgin bir rol oynadigi bir diger alan kontrol teorisi ve miihendislik
sistemleridir. Geri besleme dongiilerinde sensor tepkisi, aktilator gecikmesi veya
iletigim hatlar1 nedeniyle ortaya ¢ikan zaman kaymalari, sistemin kararlihigi izerinde
kritik etkiler yaratir. Bu nedenle miihendislik denklemlerinin ¢ogu, ozellikle de
otomatik kontrol, robotik ve sinyal igleme gibi alanlarda, gecikmeli modellemeyi
zorunlu kilar (Bodnar vd. 2010). Kimyasal reaksiyon dinamikleri, ekolojik geri
besleme mekanizmalari, ekonomi ve finans sistemlerindeki yatirim—getiri gecikmeleri

de benzer bicimde GDD cergevesi icinde ele alinmaktadir. Bu yontiyle gecikmeli



diferansiyel denklemler yalnizca matematiksel bir kuramsal alan degil, ayni1 zamanda

modern bilim ve miithendisligin genig bir boliimiinde temel bir modelleme aracidir.

Gecikmeli diferansiyel denklemler bir¢ok gercek sistem igin uygun bir modelleme
aracl sunarken, bazi stireclerde degisimin yalnizca siireklilik i¢inde degil, anlik ve ke-
skin bicimde gergeklestigi durumlarla da karsilagihir. Fiziksel darbe etkileri, biyolojik
sistemlerde ani uygulanan tedaviler, ekonomik modellerde beklenmedik goklar veya
miithendislikte ani kontrol sinyalleri gibi olaylar, sistemin seyrinde sigrama (impuls)
olarak adlandirilan ani degigimlere yol agar. Boyle durumlarda klasik GDD model-
leri yetersiz kalmaktadir ve bu ani degigimleri matematiksel olarak ifade etmek i¢in

tiirevin yaninda ani durum degisimlerini de igeren Sicramali Gecikmeli Diferansiyel

Denklemler (SGDD) kullanilmaktadir.

SGDD’lerde ¢oziimiin belirli noktalarda siireksiz olmasina izin verilir. Siireksizlik,

genellikle sicrama ani ¢ = ¢, icin;
w(ty) = () + Le((ty))

seklinde modellenir, burada I sicrama fonksiyonunu ifade eder. Gecikmeli diferan-

siyel denklem ise,
()= f(t,z(t),z(t — 7)), t#t,

seklinde tanimlar ve boylece sistem hem ge¢mise bagliligi hem de ani degisimleri
ayni cercevede barmndirmig olur. Bu yapi, SGDD’leri hem sonsuz boyutlu dinamik
sistemlerin ozelliklerini hem de sicrama sistemlerinin ayrik etkilerini tagiyan hibrit

bir model sinifi haline getirir (Lakshmikantham vd. 1989).

Sicramalarin modele dahil edilmesi, ozellikle biyoloji, miithendislik ve ekonomi gibi
alanlarda kaginilmazdir. Popiilasyon biyolojisinde periyodik hasat ve ani salgin
miidahaleleri veya kitlesel gogler, mithendislikte darbeli kontrol uygulamalari, noro-
bilimde noronlarin “spike” adi verilen ani elektriksel bogalimlari, ekonomi model-
lerinde ani piyasaya giris veya diizenleme degisiklikleri bu tiir sigramali modellerin

tipik ornekleridir. Bu sistemlerde gecikmenin varligi, sicrama etkilerinin zaman



icinde nasil yayildigini ve sistemin uzun donem davranigini nasil degistirdigini an-
lamlandirmay1 zorunlu hale getirir. Bu nedenle SGDD’ler, sicrama etkileri altinda
kararhlik, periyodiklik ve 6zellikle salinimlilik davraniginin analiz edilmesinde 6nemli

bir gergeve sunar (Bainov vd. 1993).

Sicramali gecikmeli sistemlerde temel problem, sicramalarin ¢éziim davranigini ne
olctide degistirdiginin belirlenmesidir. Baz1 durumlarda sigcramalar sistemde biiyiimeyi
hizlandirabilir veya salinimliligi artirabilirken, bazi sistemlerde ise sigramalarin ¢ozii-
miin uzun dénem davranmigina etkisi simirhdir. Bu nedenle SGDD’lerin salinimlilik
ozelliklerinin incelenmesi, yalnizca kuramsal agidan degil, bircok uygulamali disiplin
acisindan da kritik bir oneme sahiptir. Bu tez kapsaminda incelenecek olan temel
soru, belirli sicrama tiplerinin gecikmeli sistemlerin salinimli ¢oziimlerine nasil etki

ettigidir.

Gecikmeli diferansiyel denklemlerin tarihsel geligimi, modern matematiksel modelle-
menin ihtivaclarma paralel olarak sekillenmistir. Ilk popiilasyon modelleri arasinda

yer alan Verhulst’un lojistik denklemi,

m p/ 6mt

:np/emt—l—m—np

tiirevsel (adi diferansiyel) formuyla birlikte verilmistir ve daha sonra, tiirevsel for-

muna gore daha hacimli oldugundan literatiirde siklikla kullanilan

dP
— =mP — nP?
dt

tiirevsel formuyla kullanilmigtir, burada m dogal biiyiime oranini, n popiilasyonun
doygunluk etkisini belirleyen katsayiy1 ve P(t) popiilasyon fonksiyonunu ifade et-
mektedir. Bu denklem, gecikmesiz yapisiyla basit fakat onemli bir baglangi¢ noktasi
olugturmustur (Verhulst 1838). Ancak biyolojik siireglerin ¢ogunda biiytime, ol-
gunlagma veya kaynak yenilenmesi gibi etkilegimler belirli bir zaman aralig1 i¢inde
gerceklestiginden, sistemin yalnizca mevcut durumu tizerinden ifade edilmesi yetersiz
kalmigtir. Bu eksiklik, gecikmenin matematiksel modellere dahil edilmesinin temel
motivasyonunu olugturmug ve modern gecikmeli diferansiyel denklemler teorisinin

geligimine kap1 agmigtir.



Diferansiyel denklemlerin gecikme igeren bicimlere genisletilmesi, modern teoriye
kiyasla oldukca eski bir gecmige uzanmaktadir. Verhulst’un lojistik denklemi zaman
igerisinde bir¢ok bilim insani tarafindan gelistirilmigtir. Modern gecikmeli modeller-
den 6nce popiilasyon modellerinde sikga kullanilan temel denklem Verhulst (lojistik)

modelidir. Bu model
t)
"(t) = O 1-— _x(
2'(t) = ra( )( T )

seklinde tanmimlidir ve gecikme icermez. Zaman gecikmesinin matematiksel modellere
sistematik bir gekilde dahil edilmesi, ilk kez Hutchinson’in 1948 yilinda popiilasyon
dinamigine yonelik caligmasiyla belirginlesmis, bu ¢aligma gecikmeli modellerin biy-
olojik siireclerde oynadigi rolii agik bigimde ortaya koymugtur (Hutchinson 1948).
Hutchinson, popiilasyon dinamiginde olgunlagma/ {ireme gecikmesinin etkisini hesaba

katmak amaciyla Verhulst denklemine gecikme eklemigtir. Bu denklem
t—7)
(1) = Hl 1= x(—
o) =rato(1- 27

seklinde tanimlidir. Denklem gecikmeli lojistik olarak bilinir ve literatiirde GDD
orneklerinin erken, etkili bir bi¢imidir. Bu denklem, gecikmenin (7) belirli biiytikliikler-
de kararliligi bozup salinimli ¢oztimler tiretebilecegini ortaya koymustur. Hutchin-
son’in gecikmeli lojistik denklemi, tiirlerin biiyiimesindeki olgunlagma gecikmesini

hesaba katan ilk modellerden biri olmas1 agisindan literatiirde bir doniim noktasidir.

1950°li ve 1960’ yillar, gecikmeli diferansiyel denklemlerin matematiksel temel-
lerinin atildig1 donemdir. Bu siirecte Myshkis, Wright ve Nussbaum gibi aragtirmacilar
gecikmeli sistemlerin kararlilik, periyodik ¢oziim ve salimim davraniglarina iligkin
temel sonuglar1 geligtirmistir (Wright 1955,- Myshkis 1951). Gecikmeli sistem anal-
izinde ilk adimlar ¢ogunlukla lineer yapilarin incelenmesiyle atilmigtir. Genel bir

lineer gecikmeli denklem,

2'(t)=Ax(t)+ Bz(t — 1)

seklindedir ve burada A, B sabit (matris/ skalar) katsayilardir. Myshkis gibi erken



donem c¢aligmalar: bu tip lineer gecikmeli denklemlerin ¢oziim ve kararlilik ozelliklerini
sistematik olarak ele almigtir. Wright'in tinlii ¢caligmasi ise, dogrusal olmayan gecik-
meli diferansiyel denklemlere ait 6rnek ve analizler igerir, Wright (1955) gibi aragtirma-
cilar, gecikmeli etkilerin lineer olmayan denklemlerde nasil periyodik ¢oziimler ve

salinimlar ortaya ¢ikardigini incelediler. Wright'in bu caligmasi
7' (t) = —a F(z(t — 7))

seklinde lineer olmayan gecikmeli diferansiyel denklemlere ait 6rnek ve analizler
icerir. Bu denklemde F' uygun bir lineer olmayan fonksiyondur ve uygun «,7
araliklarinda salinimh ¢oziimleri ortaya g¢ikabilir. Ayni donemde Géahler tarafindan
2-metrik uzaylar tizerine yapilan caligmalar, gecikmeli sistemlerin incelenmesine
katk: saglayan topolojik gergevelerden biri olarak literatiirde yerini almigtir (Géahler

1963).

1970°li ve 1980°li yillar ise gecikmeli diferansiyel denklemler teorisinin olgunlagmasi
agisindan kritik bir donemdir. 1970’lerin baginda Nussbaum belirli sinif fonksiyon-
lar icin gecikmeli sistemlerin periyodik ¢oziimlerinin analitikligi, varlik ve diizenlilik
ozellikleri izerine sonuglar yayimladi; bu ilerlemeler, GDD’lerin sadece varlik /kararlilik
degil, ¢oziim diizenliligi agisindan da derin teorik yap: tagidigim gostermistir (Nuss-
baum 1973). Hale ve Verduyn Lunel’in galigmalariyla, gecikme terimi igeren sistem-
ler i¢in fonksiyonel analiz temelli genel bir kuramsal ¢ergeve olusturulmus, boylece
gecikmeli denklemler klasik ODFE’lerden ayrilmig bagimsiz bir matematiksel alan
haline gelmistir (Hale vd. 1993). Aym dénemde Popov, Kolmanovskii ve Nosov gibi
aragtirmacilar kontrol teorisinde gecikmenin etkisini inceleyerek miihen-dislik uygu-
lamalarinda gecikmenin modelleme gerekliligini ortaya koymustur (Kolmanovskii vd.

1936).

Gecikmeli denklemlere sigrama etkilerinin eklenmesi ise 20. yiizyilin son ¢eyreginde
sistematik bir aragtirma konusu haline gelmistir. Ilk caligmalar, sicrama etkilerinin
niimerik yontemlerde veya biyolojik siireclerde ani degisimlerin modellenmesindeki
roliine odaklanmig; sigrama-stireklilik etkilesimini aciklayan gerceve Lakshmikan-

tham, Bainov ve Simeonov tarafindan 1980’lerin sonunda geligtirilmistir (Laksh-



mikantham vd. 1989). Bu caligmalar, ani miidahalelerin siireksiz degigimlere yol

actigr durumlarin matematiksel olarak modellenmesini miimkiin kilmig-tir.

1990’1 yillarda sigrama teorisinin gecikmeli denklemlerle birlesmesiyle Sigramali
Gecikmeli Diferansiyel Denklemler (SGDD) literatiirde bagimsiz bir aragtirma alam
haline gelmistir. Bainov ve Simeonov’'un periyodik ¢oziimler tizerine yaptigi calismalar,
sicrama etkisinin dinamik sistemlerin uzun donem davranigini nasil dontigtiirdiigiinii
gosteren ilk sonuglar arasindadir (Bainov vd. 1993). Aym dénemde sigrama ter-
imlerinin biyoloji, ekoloji, epidemiyoloji ve miihendislikte ani girig—cikis etkilerini

gercekci bigimde modellemesi nedeniyle SGDD modellerinin uygulama alani geniglemistir.

2000’1 ve 2010’1u yillar boyunca gecikmeli ve sicramali sistemlerin hem teorisi hem
de uygulamalar1 hizla geligmistir. Bodnar ve Piotrowska (2010), gecikmeli den-
klemlerin temel yapisini sistematik bigimde ele alarak dinamik sistemlerin sonsuz
boyutlu dogasini matematiksel agidan berraklagtirmig; Wakili (2014) ise gecikmeli
modellerin ozellikle biyolojik sistemlerdeki uygulamalarina iligkin kapsamli bir in-
celeme sunmustur. Son yillarda ise sicrama etkileriyle gecikmenin birlikte incelendigi
modellerde kararlhilik kriterleri, periyodik ¢oziim kosullar1 ve salinim davraniglar:
izerine yapilan ¢aligmalar literatiirde hizla artmig; hibrit sistemler yaklagimi altinda
SGDD modelleri modern dinamik sistem arastirmalarinin 6nemli bir parcasi haline

gelmigtir.

Bu tarihsel gelisim cizgisi, gecikmeli ve sicramali sistemlerin giintimiizde yalnizca
teorik bir inceleme alani olmanin otesine gecerek biyoloji, miihendislik, ekonomi
ve kontrol teorisi gibi ¢ok ¢esitli uygulama alanlarinda temel bir modelleme araci
haline geldigini gostermektedir. Bu tezde ele alinacak olan SGDD modelleri ve
salimimli ¢oztimleri, soz konusu uzun tarihsel birikimin modern teorik cercevesi icinde

degerlendirilecektir.



2 TEMEL KAVRAMLAR VE ON HAZIRLIK

Bu boliimde, ¢alismanin daha anlagilir olmasi i¢in gerekli olan bazi temel kavramlar

verilmigtir.

Gecikmeli diferansiyel denklemler, klasik baglangig-deger problemlerinden yapisal
olarak ayrilir. Klasik bir adi diferansiyel denklemde ¢oziimiin ilerleyisi yalnizca
x(to) gibi tek bir baglangi¢ degerine baghdir. Buna karsin gecikmeli bir diferansiyel
denklemde tiirev, gecmisgteki degerlere baglh oldugundan baslangic kogulu bir nokta
degeri degil, [—h, 0] araliginda tanimh bir fonksiyon olmak zorundadir. Bu durum,
GDD’leri sonsuz boyutlu dinamik sistemler sinifina dahil eder ve ¢6ziim teorisinin
fonksiyonel analiz gercevesinde kurulmasini gerektirir. Sicramali gecikmeli diferan-
siyel denklemlerde ise bu yapiya ek olarak belirli zaman anlarinda ani degigimlere
izin verilir; bu da ¢oziim uzayimin parcali-siirekli fonksiyonlar1 kapsayacak bigimde
genigletilmesini zorunlu kilar. Asagidaki tanimlar bu gergeveyi kurmak amaciyla

verilmektedir.

Gecikmeli diferansiyel denklemler (GDD) ve sicramali gecikmeli diferansiyel den-
klemler (SGDD) teorisinde ¢6ziim kavrami, klasik baglangig—deger problemlerinden
farkli olarak fonksiyonel bir yapiya dayanir. Bu nedenle notasyonlarin agik bigimde
tanimlanmasi, daha sonraki boliimlerde yer alacak olan varlik—teklik, kararlilik ve

salinimlilik analizlerinin tutarh bir ¢ercevede yiirtitiilebilmesi icin gereklidir.
Bu baglamda ¢oztim fonksiyonu

x:[to—h,T) =R

seklinde olmak tizere gecikme terimi
w(t = h(t)), h(t) >0,
veya genel olarak

z(hi(t), k=1,..,m



seklinde ifade edilir. Burada hy(t) sistemin hafizasim belirleyen zaman-doniigiim
fonksiyonlaridir. Sabit gecikme durumunda hg(t) = ¢ — 7 olup 7, > 0 gecikme

parametresidir.

Sicramali gecikmeli diferansiyel denklemlerde baglangi¢ kosulu, siradan diferansiyel
denklemlerde oldugu gibi tek bir nokta degeriyle verilemez. Bunun yerine, faz uzayi
olarak adlandirilan

C([=h,0],R)

istiinde taniml bir baglangic fonksiyonu

o(t) = (t), te[-h,0]

seklinde belirlenir. Burada h = sup, h(t) sistemin en biiyiik efektif gecikmesidir. Bu
yaklagim, GDD’lerin sonsuz boyutlu dinamik sistemler olarak ele alinmasini gerek-

tirir (Hale 1977, Dickmann vd. 1995).

Sicramali diferansiyel denklemler baglaminda, sistemin evrimi belirli zaman an-

larinda ani degigimlere maruz kalir. Bu zamanlar

{Tj}j€N7 <T<.. Tp—+00

seklinde tanimlanir. Cozimiin bu noktalardaki sag ve sol limitleri

2() = lma(t), a(r) = lim (0

ile gosterilir. Sicrama etkisi

seklinde veya carpan tipi sigramalar igin

x(TjJr) = Bjx(rj_)

ile gosterilir. Burada I; sicrama fonksiyonu, B; # 0 ise sicrama katsayisidir (Laksh-

mikantham vd. 1989).



Tanim 2.1 Genel olarak bir gecikmeli diferansiyel denklem
2() = £t 5(8), 5t = ha(8)), o 5(t = B (1))

seklinde gosterilir. Burada f : R x R™*! — R uygun bir fonksiyondur.

Bu simif, sabit gecikmeli sistemlerden, dagitilmig gecikmeli modellere kadar genig bir
aileyi kapsar. Gecikme teriminin dogrudan tiirev i¢inde yer almasi, ¢oziimiin mev-
cut durumunun ge¢mis durumlara fonksiyonel bagimliligini agik bicimde gosterir.
Bu nedenle ¢6ziim operatorti, siradan diferansiyel denklemler icin gegerli olan semi-
grup yapisindan farkl olarak, genellikle bir “sunrise semigrup” ya da “integrated

semigrup” yapist olugturur (Diekmann vd. 1995).

Lineer gecikmeli diferansiyel denklemler, teorik analizde merkezi bir konuma sahiptir

ve
m

2(t) + > ar(t) x(t — hi(t)) = 0.

k=1

seklinde gosterilir. Bu yapi, popiilasyon dinamikleri (Hutchinson tipi modeller),
kontrol teorisi (geri-besleme gecikmesi), epidemiyolojik modeller ve kimyasal kinetik
gibi alanlarda yaygin olarak kullanilir (Kuang 1993, Burton 1985). Lineer GDD’lerde

karakteristik denklem, kararlilik ve salinim analizi i¢in temel bir aragtir.

Tanim 2.2 Sigramali Gecikmeli Sistemler

Sicramali sistemler, stireksiz degisimlerin belirli zaman anlarinda modele dahil edildigi
diferansiyel sistemlerdir. Gecikmeli yapi ile sigrama yapisinin birlegimi, ¢oziim
uzayinda hem stireksizlik hem de fonksiyonel bagimlilik barindiran hibrit bir di-

namik ortaya ¢ikarir.

Genel SGDD modeli

#(t) = f(t,x(t), 2(t = h(t),  tF#7

seklinde ifade edilir ve sicrama anlarinda



seklindedir. Daha 0zel bir sinif olan ¢arpan tipi sicramalarda ise
x(TjJr) = Bjx(1;) + a4

bi¢imi kullanilir. Bu modeller, 6zellikle biyolojik sistemlerde ani tedavi uygula-
malari, ekonomik modellerde ani sermaye enjeksiyonlar1 ve miihendislik sistem-

lerinde darbeli kontrol mekanizmalari i¢in uygundur (Lakshmikantham 1989, Bainov

vd. 1993) .

Tanim 2.3 Gecikmeli denklemlerin ¢oztim teorisi, fonksiyonel analiz temelli bir
yaklagim gerektirir. Klasik ODE’lerde baslangi¢ degeri tek bir noktada verilirken,

GDD’lerde baglangi¢ kogulu bir fonksiyon oldugundan, ¢oziim operatorii
T(t) : C([~h,0]) = C([~h,0])

seklinde tanmimlanir. Bu nedenle gecikme denklemleri sonsuz boyutlu dinamik sis-

temlerdir (Hale 1977).

Faz uzay1 tipik olarak
C([_hv 0]7 R)

olarak secilir. Bu uzay, maksimum norm ile birlikte Banach uzay1 yapisindadir:

¢ lloc= sup [p(s)].
s€[—h,0]

SGDD sistemlerinde faz uzayi yapist korunur, ancak ¢oziimiin siirekliligi sicrama

noktalarinda bozuldugundan,
PC([—E, T)) = {z : « parcal-siirekli, ¢ # 7;}

seklindedir.
Fonksiyonel uzay yapisi, varlik teklik teoremlerinin, temel ¢oziim kavraminin ve
kararlilhk analizlerinin matematiksel zemininin kurulmasinda temel rol oynar (Diek-

mann vd. 1995).

Tanim 2.4 (Varlik ve Teklik) Gecikmeli diferansiyel denklemlerin ¢oziim teorisi,

klasik Picard—Lindelof cercevesinin fonksiyonel bir genellemesini gerektirir. Ciinki
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¢Ozlim, yalnizca x(t) degerine degil, baglangic fonksiyonunun tiimiine baghdir. Dolayisiyla
varlik ve teklik teoremleri, fonksiyonel bagimlilig1 dikkate alan 6zel kogullar altinda

formiile edilir.

Genel GDD formu,
/() = f(t,m), w(0) =x(t+0), 0 €[-h,0]

seklinde yazildiginda, f’in ikinci degiskeninde fonksiyonel bagimliligi oldugu gortiliir.
Hale (1977) ve Burton (1985), varlik ve tekligin saglanmasi igin Lipschitz ve stireklilik
kogullarmin yeterli oldugunu gostermistir. Her kompakt K C C([—h, 0], R icin:

| f(t,o) = ft) IS Ll e—7
saglayan bir L > 0 vardir. f(t,v), t ve ¢ degigkenlerinde stireklidir.

Bu kogullar altinda

d'(t) = ft, @), >0,

baglangi¢ probleminin bir tek yerel ¢oziimiin var oldugu garanti edilir (Hale 1977).

Sicramali sistemlerde varlik—teklik problemi sigrama operatorlerinin Lipschitz siirekliligi

altinda gecerlidir. Yani
11 (w) = L) [| < Mj [lu—wv]

saglandiginda ¢oziimiin sicrama noktalarinda parcgali-siirekli bir sekilde tek oldugu

bilinmektedir (Lakshmikantham 1989).

Tanim 2.5 Lineer gecikmeli sistemlerin analitik yapisinin incelenmesinde temel
¢oztiim (Cauchy fonksiyonu) merkezi bir rol oynar.

m

2 (1) + > ap(t) x(t — hi(t)) =0

k=1

11



seklindeki bir lineer sistem ele alindiginda, temel ¢oztim X (t,s), baslangig ani s
olmak tizere

X(s,8) =1, X(t,s), t<s

kogullarmi saglayan 6zel bir ¢oziim olarak tamimlanir (Hale 1977, Burton 1985).

(oztim fonksiyonu

) = X(,0)60) + [ ixu, 0y (6)de,

seklinde veya daha genel formda
t m
ot) = X000 + [ X(t:5) Y an(s)als — he(s))ds
0 k=1

ile gosterilir. Temel ¢oziim kararhlik, salinimhlik, periyodik ¢oziim varligi, karakter-

istik denklem koklerinin analizi gibi tiim temel konularda ana aragtir.

Sicramali sistemlerde temel ¢oziim, sigrama noktalarinda

X(r,s) = BjX(T;, s),

J

ile gosterilir ve bu nedenle SGDD i¢in temel ¢6ziim pargali tanimhdir (Lakshmikan-

tham vd. 1989).

Tanim 2.6 Gecikmeli diferansiyel denklemlerin ¢oziim davranigini karakterize eden
temel kavramlardan biri salinimlilik (oscillation) olup, bir ¢6ziimiin uzun vadede
isaret degistirme ozelligine sahip olup olmadigini belirler. Genel olarak bir fonksiy-
onun salimiml olarak adlandirilmasi, ¢oziimiin sonsuz zaman araliginda sik sik sifiri
kesmesi veya igaretini sonsuz kez degistirmesi anlamina gelir (Hale 1977, Gyori vd.

1991).

Lineer bir gecikmeli diferansiyel denklemin genel formunda ¢oztim
VI'>03t,ta>T oyleki z(t;) =0, z(t2) =0

olmak tizere t; ile t5 arasinda isaret degistiriyorsa bu denklemin bir ¢oztimii salimimhdir

denir. Diger bir deyisle,

limsupz(t) >0 ve liminfz(t) <0

t—00 t—o0
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ise ¢oziim salinimhidir. Bu tanim, gecikmenin varligi nedeniyle ¢oziimiin davraniginin
yalnizca diferansiyel yapi ile degil, ¢oziimiin ge¢mis degerleri ile birlikte belirlendigini

vurgular(Hale 1977, Gyo6ri vd. 1991).
Yeterince biiytik bir 7" > 0 igin
x(t) - z(ty) > 0, vVt >T

esitsizligi saglaniyorsa tiim ¢oziimler salinimsizdir denir. Bu durumda ¢oziim sonsuz
kez sifirdan gegmez, isaretini degistirmeden tamamen pozitif veya tamamen negatif
kalir (Myshkis 1955). Salinimh olmayan ¢oziimler 6zellikle kararlilik analizinde kritik
rol oynar, ¢linkii bu ¢oziimler belirli monotonluk ya da limit davraniglarin (érnegin

lim; , (t) = 0)) daha agik bigimde gosterir.

Sicramali gecikmeli diferansiyel denklemler i¢in sicrama anlar1 ¢oziimiin stireksiz
davranig olugturmasina neden olur, ancak salinimlilik tanimi degismez. Eger sicramalar
dahil tiim siireklilik parcalari boyunca

limsupz(t) >0 ve liminfz(t) <0

t—00 t—o0

saglaniyorsa SGDD’nin her ¢oziimii salimmmhdir. Burada 6énemli olan, sicramalarin
¢ozuimi “yukar1” veya “agag1l” itmesine ragmen ¢oziimiin uzun vadeli davraniginin
isaret degistirme 0Ozelligini korumasidir. Eger sigramalar ¢oziimiin isaretini kalici
bi¢imde tek tarafa itiyorsa ¢dziim salinimhi olmayan simifa geger (Lakshmikantham

vd. 1989).
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3 LINEER SICRAMALI GECIKMELI DENKLEMLERDE SALIN-

IMLILIK ANALIZI

Bu boltimde lineer sigramali gecikmeli diferansiyel denklemlerin ¢oztimlerinin salinim-
lihgi, kararlihigr ele alinacaktir. Bu incelemede temel kaynak olarak Yan ve Zhao

(1998) alinmigtar.

' (t) + Zpi(t) ot —7(t) =0, t#t (3.1)
c(tf) = (L +b)x(ty), bp>—1, k=12, . (3.2)

sicramali gecikmeli denklemini ele alalim. Burada p;(t) stirekli ve parcali siirekli
fonksiyonlar, 7;(t) siirekli gecikme fonksiyonlar: olup 0 < 7;(t) < 79 ve t — o0 igin #
dizisi sigrama anlarimi gosterir. Ayni zamanda x(t, ), t; noktasindaki soldan limit;

z(t), tx noktasindaki sagdan limit ve by > —1’dir.

Bu boliim boyunca agagidaki kogullarin saglandigi kabul edilecektir:
(i) pi(t) > 0 ve stireklidir.

(77) Gecikme fonksiyonlar: simirhdir, 0 < 7;(¢) < 79

(idi) by > —1'dir.

(3.1)—(3.2) sisteminde
y(t) = JJ0+bk) - x(t). (3.3)

<t

doniigimiini yapalim. by > —1 oldugundan (1 + b;) > 0 olur. Dolayisiyla

H(l +b) > 0 her ¢ igin.
tp<t
olur. Buradan

sgn(y(t)) = sgn(z(t)) her ¢ igin

elde edilir.
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t # ty oldugunda c(t) o [1,, (1 + by) sabiti tanimlayalm, yani ¢/(t) = 0’dur.
(3.3)ten z(t) = [c(t)]y(t) yazlabilir; benzer bigimde x(t—7;(t)) = [c(t—7;(¢))] " y(t—

7;(t)). ¥'(t) = c(t) 2'(t) oldugundan (3.1)1 ¢(t) ile carptiktan sonra yerine koyarsak

y'(t) + Zpi(t)ﬁy(t—ﬂ(t)) = 0.

elde edilir. Buradan

I a+wy.

C(t — T (t)) tj € (t—7i(1), t)

olur. Dolayisiyla bu ifade yerine yazildiginda

y'(t) + sz'(t) [ +b)-yt-m) = o (3.4)

i € (t—7i(t),t)

sicramali olmayan lineer gecikmeli denklem elde edilir.

Teorem 3.1 Asagidaki ifadeler denktir:

(1) (3.1)—(3.2) sigramali gecikmeli denkleminin her ¢6ziimii salinimhdir.
(77) (3.4) denkleminin her ¢6ziimii salinmhdir.

Ispat (i) = (i): Kabul edelim ki (3.1)-(3.2) denkleminin her ¢éziimii salimml ol-
sun. Dolayisiyla herhangi bir ¢6ziim, yeterince biiyiik bir ¢ i¢in salmimhdir. (3.3)’te

verilen dontigiimden

) = [T a+opa(th) = JT @ +o)a(t).

t; <tk t;<tg

esitligi yazilabilir. Dolayisiyla
y(te) = ylty)
olur. O halde y(t) stireklidir. Ayrica (1 + bx) > 0 oldugundan her k igin
sgn(y(t)) = sgn(x(t))
olur. Yani igaret yapist bozulmaz.
z(t) salimmh oldugundan
x(tn,) > 0,2(tn,) < 0,2(t,,) >0, ...
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esitsizlikleri saglanir. Buradan

Y(tn,) = Crnox(tn,)

oldugundan ve tiim C,, > 0 oldugundan y(¢) de ayni noktalarda aym isaret de-

gigimini yapar, yani y(t) de saimmmhdir, dolayisiyla (3.4) denklemi de salimmhdur.

(77) = (4): Bu kez kabul edelim ki (3.4) "iin her ¢éziimiiniin salimmh olsun. (3.3)

doniigtimiinden

o(t) = ([T +00) "y (3.5)

tp<t

yvazilabilir. Her ¢arpan pozitif oldugundan igaret yine korunur, yani

sgn(y(t)) = sgn(z(t))

esitligi saglanir. O halde bu durum y(¢) salmimhiysa x(¢) de sahmimh demektir.

Boylece ispat tamamlanir.

Her i igin 7;(t) > 0, pi(t) > 0 ve 0 < 7;(t) < Tmax. Olsun. (3.1)-(3.2) sigramali

gecikmeli diferansiyel denkleminde (3.3) déntigiimii uygulanirsa denklem
Y+ )yt —m(t) =0 (3.6)
i=1
denklemine dontigiir. Boylece

at)=pt) [ 1+

tjE(t—’Ti(t), t)

olur.

Teorem 3.2: Kabul edelim ki, her ¢ i¢in

¢ n
htrgglf . ;qi(s) ds > 1 (3.7)

saglansim. O halde (3.1)—(3.2)’nin her ¢dziimi salimmhidir.

Ispat. Durum 1: Celigki icin kabul edelim ki (3.1)-(3.2) denklemi salmml ol-
mayan pozitif bir ¢oziime sahip olsun. Teorem 3.1 geregi sigramali denklemin

salimmhilik davranigi (3.6) denklemiyle egdegerdir; bu nedenle yalnizca (3.6) tizerinde
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caligmak yeterlidir. Yeterince biiyiik ¢t > 0 igin y(¢) > 0 oldugunu varsayalim. (3.6)
denkleminde ¢;(t) > 0 ve y(t — 7;(t)) > 0 oldugundan

y(t) = —Zqi(t)y(t—n(t)) < 0. (3.8)

esitsizligi saglanir; yani y azalan bir pozitif fonksiyondur. y azalan ve 7;(t) < Tiax

oldugundan

yazilabilir. Buradan
Y1) < =yt = Tomax) Y ai(t). (3.9)
i=1

olur. Bu esitsizlik [t — Tax, t] lizerinde integre edilirse
t

y(t) = Y(t — o) < — /

t—Tmax

y(s - Tmax) Z Qi(3> ds. (310)

elde edilir. y azalan oldugundan s € [t — Tax, t] i¢in Y(S — Tmax) = Y(t — Timax) 'dir.

Bu son esitsizlik (3.10)’da yerine yazilirsa
t
y(t) = y(t = Tmax) < —Y(t = Tinax) / > aqi(s) ds. (3.11)

olur. Bu ifade y(t — Tiax) > 0 ile boliiniirse

y(t) — y(t — Tmax) < _/tt zn:qi(s)ds. (3.12)

Y(t = Tinax)

~Tmax ;—1

yazilabilir. y azalan oldugundan y(t) < y(t — Tmax), yani pay negatiftir; dolayisiyla
sol taraf negatiftir. Ote yandan y(t) > 0 ve y(t — Tmax) > 0 oldugundan

> 0,
y(t - 7-rnam)
bu da
y(t) - y(t - Tmax) _ y(t) -1 > -1
y(t - Tmax) ?J(t - 7—max>

anlamina gelir. Dolayisiyla sol taraf (—1, 0) araligindadir:

Ly M=yl =) (3.13)

y(t - Tmax)
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Teorem 3.2 varsayimina gore lim inf,_, ftt_T § > qi(s)ds > 1 oldugundan yeterince

biiytlik ¢ icin € > 0 olmak tizere

t n

/ D ai(s)ds > 1+e. (3.14)
t=Tmax j—1

(3.13) ve (3.14)’t birlestirirsek

y(t) = y(t = Tmax)
y(t - 7-max)

< —(1+4¢) < -1

yazilabilir. Ancak (3.13)’e gore bu ifade —1’den biiyiik olmak zorundadir. Bu geligki,

pozitif ¢cozlimiin var olamayacagini gosterir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Durum 2: Celisgki i¢in kabul edelim ki (3.1)-(3.2) denklemi salinimli olmayan negatif
bir z(t) ¢oziimiine sahip olsun. z(t) = —y(t) > 0 oldugundan z de (3.6)’y1 saglar ve
Durum 1’deki argiimanin tamamen aynisi uygulanarak yine celigkiye ulagilir.

Dolayisiyla (3.1)—(3.2) sigramali gecikmeli diferansiyel denklemi salinimhdir.

2 (t) + ipi z(t—m1)=0 (3.15)

2(ty) = (14 bp)a(ty)

sabit katsayil sicramali gecikmeli diferansiyel denklemini goz 6niine alalim. Burada

p; > 0 ve 7; > 0’dir. Denklem, Teorem 3.1’deki dontigiimle
Y+ ( II a+ bj>> y(t =) =0 (3.16)
=1 te(t—7i,t)
denklemine dontigiir. Burada
at)=p;, ] @+ (3.17)
tjE(t—’Ti,t)

seklindedir.

Sonug 3.1 Eger

t n
hggf /tTmax ;qi(s) ds > 1 (3.18)

ise, (3.14)—(3.15) denkleminin tiim ¢oziimleri salmimhdir.
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Ornek 3.1
x'(t) +04z(t—2)=0 t # ty, (3.19)

o(tf) = = x(ty), ty=Fk-3 (3.20)

Sicramali gecikmeli diferansiyel denklemini ele alalim. Teorem 3.1’e gore
1
t) = 1+bp)x(t), ve b, =—=. 3.21
o(0) = [T+ 0200, ve b= (321)

seklindedir. Dolayisiyla

1
1+bj:§

olur. Gecikme 7 = 2 ve sigrama araligl 3 oldugundan her (2,3) araliginda en fazla

bir sicrama bulunabilir. Bu durumda
qt) =04-(1+b)ND =04.27N0 (3.22)

elde edilir. Burada eger (t — 2,t) araliginda sigrama yoksa N(t) = 0 ve ¢(t) = 0.4;

eger tam bir sigrama varsa N(t) = 1 ve ¢(¢) = 0.2 olur.

/t q(s)ds € [0.4,0.8] (3.23)

Buna ek olarak bazi araliklarda bir sigrama bulunmadigindan ortalama genellikle

0.8’e yakin olacaktir. Teorem 3.2’deki salinimlilik kogulu

t
liminf/ q(s)ds > 1
t—o0 -9

seklindedir. Burada integral degeri 1’den kiigiik oldugu i¢in sart saglanmamaktadir.
Ancak

() = L+ by)z(ty) = —32(t,) = =z(t;)z(t) < 0. (3.24)

olacagindan ¢oziim salinimhidir.

Ornek 3.2
)+ 32t —1)=0, t#t, (3.25)
z(tf)=2z(t;), t=3k k=12... (3.26)

sigramali gecikmeli diferansiyel denklemi ele alalim. Burada p = %, 7 = 1, sicrama
araligt d = 3 ve by = 2’dir. Her sicramada x iki katina cikar; 1 +b, = 3 > 0

oldugundan igaret korunur ve doniigiim (3.3) gegerlidir.
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7 =1 < d = 3 oldugundan (¢ — 1, t) aralig1 en fazla bir sigrama icerir. Burada iki

durum ortaya ¢ikar:

o (t—1,t)de sigrama yoksa: q(t) = % 1= %

o (t—1,t)de bir sigrama ty, varsa: q(t) =3 - (14+b,) =2-3=

N|©

seklindedir.
t € (3k, 3k + 1) i¢in (t — 1, t) arahigr ¢, = 3k’y1 igerir. s € (¢t — 1, t) lizerinde:

s € (t—1, 3k) igin t}, ¢ (s—1,s), dolayisiyla q(s) = 2

s € (3k, t)icinty € (s—1,5),

dolayisiyla ¢(s) = 5. Buradan
¢
/ q(s)ds =33k — (t—1)) + 2(t — 3k)
t—1
=3Bk—t+1)+2(t—3k)
=3 +3(t - 3k).

elde edilir. ¢ — 3k € (0,1), ftt_l q(s)ds € (2, 9) oludugundan ¢ € (3k + 1, 3k + 3)

icin (¢ — 1, t) hicbir sigrama icermez ve ftt_l q(s)ds=3-1=2 olur.

Dolayisiyla
t
3
liminf/ q(s)ds = = > 1.
t—o0 -1 2

yazilabilir. Buradan Teorem 3.2'nin kosgulu saglandigindan (3.25)(3.26) denklemi-

nin tiim ¢oztimleri salinimhdir.

Ornek 3.1°de integral kriteri saglanmadigi halde by, = —% < 0 nedeniyle her sigramada
isaret degistiginden salimm dogrudan garanti edilmekteydi. Ornek 3.2°de ise by, =
2 > 0 oldugundan higbir sicrama igaret degistirmez; salinim yalnizca integral kri-

terinden kaynaklanmaktadir.
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4 SICRAMALI GECIKMELI DENKLEMLERDE SALINIMLILIK ANALIiZi

Bu boliimde SGDD iizerinde salinimlilik analizi yapilacaktir. Bu incelemede temel

kaynak olarak Berezansky, Braverman (1995) alinmigtir.

' (t) + iAk(t) z(hg(t)) =0, t>0 (4.1)
x(1j) = Bjx(1; — 0), j=12,... (4.2)

denklemini gz éniine alalm. Burada Ay : [0, 00] — R siirekli bir fonksiyon, B, > 0,

hi(t) <t, t—hi(t) < H ve0 <7 <7 <..olup 7; — oo’dur.
(al) 0 =71y <7 < 72 < ... sabit noktalar ve lim;_,o, 7; = oo’dr.

(a2) Ay, f, kK = 1,...,m, her sonlu [0,b] araliginda smirh Lebesgue 6lgiilebilir

fonksiyonlardir; B; € R, j = 1,..., burada R, reel sayilar eksenini gostermektedir.

(a3) hy : [0,00) — R, Lebesgue 0lgiilebilir fonksiyonlardir ve hy(t) < ¢ kogulunu

saglarlar.
(ad) ¢ : (—o0,ty) — R, Borel 6lgiilebilir sinirh bir fonksiyondur.

(a5) Her s > 0 igin

ps = min Vr?>181nf hi(t) > —o0

gecikmeler sinirhdir ve t > s’ iken hy(t) > s olacak gekilde bir s’ > s mevcuttur.

(4.1)-(4.2) sisteminde k = 1,...,m icin ve ¢t > 0 sabit tutularak hy(t) < 7; < ¢

kosulunu saglayan

1 5" (4.3)

hk(t)<7']'§t
carpimini tamimlayalim. B; > 0 oldugundan Bj’1 > 0, dolayisiyla bu ¢arpim
her zaman pozitiftir. (4.3)"1 (4.1)’e uygularsak: (hg(t), t] araliginda tam olarak
Mi(t) = #{Jj : hi(t) < 7; <t} adet sicrama bulundugundan gecikme terimindeki
x(hy(t)) biytkligi, hy(t) ile t arasinda gergeklesen sigramalarin bilesik etkisini tasir.
Dolayisiyla

)+ Aty [ Bita(w(t) =0 (4.4)

k=1 h (t) <7<t
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sicramali olmayan gecikmeli diferansiyel denklemine ulagilir. Ayni notasyonla
~ def _
Aty = Aty I By
hk(t)<Tj <t

yazarsak (4.4),

2 () + ) Ap(t) 2(hi(t) =0

k=1
bigimini alir. Lineer gecikmeli denklemin temel ¢oziimii ¢ < s igin X (¢,s) =0,t = s

icin X(s,s) = 1'dir. Genel ¢6ziim ise
o) = X (9209 + [ X(66) Y Au(alhn(€)) de. (4.5
s k=1

eklindedir.O halde (4.1)-(4.2) denkleminin salinimsiz olmas igin gerek ve yeter kogul

S

(4.5) denkleminin salmimsiz olmasidir.

Teorem 4.1 Asagidaki ifadeler denktir.

() (4.1)—(4.2) sigramali gecikmeli denklemi bir pozitif ¢dziime sahiptir.

(77) (4.4) sigramali olmayan gecikmeli denklemi bir pozitif ¢dziime sahiptir.
(744) Tki denklem icin de salimmlilik davrams: aymdir.

(1) = (i7): (4.1)—(4.2) denkleminin pozitif bir z(¢) ¢dziimiine sahip oldugunu kabul
edelim. B; > 0 oldugundan (4.3)’teki ¢arpim pozitiftir; dolayisiyla (4.4)’teki katsay1
An(t) = AT B! > 0'dir (A > 0 varsayim altinda). (4.4) denkleminin ¢oziimii

z(t)'nin kendisi oldugundan bu denklemin de pozitif ¢6ziimi vardir.

(i) = (i): (4.4)ln pozitif bir ¢bziimii z(¢) > 0 olsun. (4.2) kosulu z(7;) =
Bjx(1; — 0)1 verir; B; > 0 oldugundan z(7;) > 0 olur. Yani x(t) ayni zamanda

(4.1)—(4.2)'nin de pozitif ¢éztimudiir.

(1) < (ii1): Lineer gecikmeli denklemlerde salimmsizlik ile pozitif ¢6ziim varliginin
egdeger oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla (i) ve (i7) 'nin esdeger oldugunu géstermek,

(741)"iin her ikisiyle de egdeger oldugunu dogrudan verir.
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Teorem 4.2 (4.4) denkleminin salimmsiz (pozitif) ¢éziim igermesi i¢in gerekli ve

yeterli sart,

Z/t As) 1 Bj‘ldsgé. (4.6)
k=1""N

k(1) hi(s)<Tj<s

egitsizliginin saglanmasidir.  Yani bu esitsizlik saglanirsa (4.4) denkleminin tiim

¢oziimleri salimimsizdir.

Teorem 4.3 (al)-(ab) saglansin, A,(t) > 0 ve B; > 1 olsun. Bu durumda

liminf/ ZAk) H By ds>— (4.7)
t—o00 h(t

hi(s)<T;<s

tm
lim sup /h( | Z Ai(s) H Bj_1 ds > 1 (4.8)
t) p=1

t=roo hi(s)<Tj<s

esitsizliklerinden en az biri saglanirsa (4.1)-(4.2) denklemi salinimhdir.

Ispat. ((4.7) Kriterinin Ispati): Teorem 4.1 geregi salmmhhk analizi (4.4) den-
klemi tizerinde yapilabilir. Yeterince biiyiik ¢ igin pozitif kalan bir ¢oziim z(t) > 0
oldugunu kabul edelim.

Au(t) > 0 ve z(hy(t)) > 0 oldugundan (4.4)’ten
2(t) == Aut) a(h(t) < 0.
k=1

olacagindan z azalan bir pozitif fonksiyondur. hy(t) < h(t) oldugundan x(h(t)) >
x(h(t)) ve

2(t) < —w(h(t)) ) Au(t)

seklindedir. Bu son esitsizlik [h(t), t] lizerinde integre edilirse

o) =) < ) [ 30 Aty
olur. Bu ifade z(h(t)) > 0 ile boliiniirse
z(t) [ i s)ds
z(h(t)) b= /h(t)k lAk( )d



yazilabilir. z azalan oldugundan z(t) < z(h(t)), yani z(¢)/z(h(t)) < 1’dir. Ayrica
x(t) > 0 oldugundan z(t)/x(h(t)) > 0 olur. Dolayisiyla sol taraf (—1, 0] arahigindadir.
Ote yandan (4.7)’den yeterince biiyiik ¢ icin

t m. 1
/ ZAk(s) ds > —.
h(t) 11 €
olur. Bununla birlikte sol tarafin —1’den biiyiik oldugunu kullanarak
x(t) / "
< -1 < — Ag(s)ds < 0.
z(h(t)) h(t) ;

vazilabilir. Bu esitsizlik z(¢t)/z(h(t)) > e~! olmasim gerektirir (bkz. Gyéri & Ladas,
1991, Lemma 2.1.1); ancak [ > 1/e ile birlikte bu durum geligki dogurur. O halde

(4.4) denkleminin tiim ¢oziimleri salinimlidir. Dolayisiyla Teorem 4.1°den (4.1)-(4.2)

denklemi salinimlidir.

Ispat. ((4.8) Kriterinin Ispat1): Yine (4.4) denkleminin pozitif azalan bir 2(t) >
0 ¢oziimiine sahip oldugunu kabul edelim. h(t) = ming h(t) oldugundan z(hy(t)) <
z(h(t)) esitsizligi saglamir. (4.4) denklemi [h(t), t] iizerinde integre edilirse

t) — z(h(t f e~y
M < _/ ZAk<3)d3-
z(h(t)) 10 e
olur. Sol taraf (—1, 0] arahgindadir. Sag taraf ise (4.8) varsayimindan < —1’dir. Bu
geligki pozitif ¢éziimiin var olamayacagini gosterir. O halde (4.4) denkleminin tiim

¢Oztimleri salimimhidir. Dolayisiyla Teorem 4.1’den (4.1)-(4.2) denklemi salmimlidir.

Ornek 4.1 A(t) =3, h(t)=t-1, B;=1, 7, =25 olmak iizere
)+ A a(h(1) =0, 47, (1.9)
o(r) = Bja(r; = 0), j=12..., (4.10)

denklemini géz oniine alalim.

Burada p = %, 7 =1, sicrama aralig1 d = 2 ve her sicramada = yariya iner.

(h(t), t] = (t — 1, t] araligl, d = 2 > 7 = 1 oldugundan, en fazla bir sigrama igerir.
M(t) =4#{j : t — 1 < 7; <t} olmak tizere:

o (t—1, tPde sigrama yoksa (M(t) =0): A(t)=2-1=

NIV
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e (t—1, tP'de bir sigrama varsa (M(t) =1): A(t) =32 - Bj_1 =3.2=3.

t € (27,25 +1) igin (¢t — 1, t] araligr 7; = 25’yi icerir, t € (2j + 1, 2j + 2) i¢in

icermez. Bu iki durumu birlegtirilirse
b 3 3 .
A(s)ds > 3 1= 2 (sicramasiz aralik igin),
t
t
/ A(s)ds <3-1=3 (sigramali aralik igin).
t—1

olur. Dolayisiyla

R 3 1

lim inf A(s)ds = 3> 2 ~ 0,368.
t

t—o0 1 e

(4.7) saglandigindan (4.9)—(4.10) denkleminin tiim ¢oziimleri salimimhdir.

h(t) = t — 1 oldugundan limsup, ,. ftt_l A(s)ds = 3 > 1. O halde (4.8) de

saglanmaktadir. Yani (4.9)-(4.10) denkleminin tiim ¢6ziimleri salmimhidir.
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