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OZET

Yiksek Lisans Tezi

H-KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN
GENELLESTIRILMIS RIEMANN-LIOUVILLE KESIRLI INTEGRALLERI
ICEREN
TRAPEZOID TIPLI ESITSIZLIKLER

Murat Yiicel AY
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi

Matematik Anabilim Dal

Damsman : Prof. Dr. Mehmet Eyiip KIRIS

Bu tez caligmasi beg boliimden olugmaktadir.

Birinci boliim, konveks fonksiyonlar ve h-konvekslik kavramlarinin temel tanimlar:
ile bu kavramlarin matematiksel ge¢gmigine 11k tutmaktadir. Ayrica, koordinatlarda
h-konveks fonksiyonlar gercevesinde yapilan ¢aligmalara genel bir bakig sunulmug ve
bu tiir fonksiyonlarin 6zellikleri tartigilmistir. Bu boliim, h-konvekslik kavraminin,
klasik konvekslikten nasil genellestirildigini ve matematiksel egitsizlikler teorisindeki

onemini ortaya koymaktadir.

Ikinci boliimde, koordinatlarda h-konveks fonksiyonlarn temel tammlart verilmis
ve bu fonksiyonlarin Riemann-Liouville kesirli integralleriyle iligkilendirilmesi ele
alinmigtir. h-konveks fonksiyonlarin koordinat diizleminde sagladigi temel ozellikler
ve bu ozelliklerin matematiksel esitsizliklere olan etkileri detaylh sekilde incelenmistir.

Ayrica, bu boliimde h-konveks fonksiyonlar yardimiyla elde edilen temel teoremler ve



lemmalar sunulmus, bu yapilarin esitsizlik teorisi iizerindeki katkilari agiklanmigtir.

Uciineii boliim, genellestirilmis Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla ko-
ordinatlarda h-konveks fonksiyonlara dayali yeni integral esitsizliklerini kapsamak-
tadir. Bu boliimde, ozellikle agirlikl integral esitsizlikleri ve trapezoid tipi esitsizlikler
tizerinde durulmus ve bu egitsizliklerin h-konveks fonksiyonlar cercevesinde nasil
genellestirildigi aciklanmistir. Literatiirde yer alan mevcut sonuglar ile onerilen
yeni sonuglar kargilagtirilarak, onerilen yontemlerin avantajlari ve yenilik¢i yanlar

tartigilmisgtir.

Dordiincii boliimde, koordinatlarda h-konveks fonksiyonlarin genellestirilmis Riemann-
Liouville kesirli integralleri yardimiyla elde edilen yeni esitsizlikler tizerindeki etkileri
ele alinmigtir. Bu boliimde, h-konveks fonksiyonlarin ozellikleri kullanilarak, lit-
eratiirde yer alan klasik sonuclarin genigletilmesi ve daha genel sonucglara ulagilmasi
saglanmistir. Ayrica, bu esitsizliklerin matematiksel analiz ve uygulamali matem-

atikteki potansiyel kullanim alanlar1 vurgulanmigtir.

Son bolim olan besginci boliimde, c¢alisma boyunca elde edilen sonuclarin genel
bir degerlendirmesi yapilmig ve literatiirdeki mevcut caligmalarla kargilagtirmalar
sunulmustur. Ayrica, bu boliimde tez boyunca kullanilan kaynaklar listelenmis ve

gelecekte bu alanda yapilabilecek caligmalar i¢in onerilerde bulunulmustur.

2025, vii + 55 Sayfa

Anahtar Kelimeler : Konveks fonksiyonlar, h-konveks fonksiyonlar, Koordinat-
larda konveks fonksiyonlar, Riemann-Liouville kesirli integralleri, Trapezoid tipli

esitsizlikler.
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ABSTRACT

M.Sc. Thesis

TRAPEZOID TYPE INEQUALITIES CONTAINING
GENERALIZED RIEMANN-LIOUVILLE FRACTIONAL INTEGRALS
FOR h-CONVEX FUNCTIONS IN COORDINATES

Murat Yiicel AY
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Prof. Dr. Mehmet Eyiip KIRIS

This thesis consists of five chapters and focuses on trapezoid type integral inequal-
ities obtained via generalized Riemann-Liouville fractional integrals for h-convex

functions defined on the coordinates.

In the first chapter, fundamental concepts related to convex functions, h-convexity,
and inequality theory are introduced, together with a brief historical background of
these notions. Special attention is given to the motivation behind extending classical

convexity concepts to more generalized forms.

The second chapter is devoted to the definitions and basic properties of h-convex
functions in coordinates and their relationship with Riemann—Liouville fractional
integrals. The structural characteristics of these functions on coordinate domains

and their influence on integral inequalities are examined in detail.
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In the third chapter, new trapezoid type integral inequalities are established by using
generalized Riemann—Liouville fractional integrals. Weighted integral inequalities
and coordinate-based generalizations are derived, and several known results in the

literature are obtained as special cases of the proposed results.

The fourth chapter investigates further generalizations of the obtained inequalities
and discusses their connections with existing classical inequalities. The effectiveness
of h-convexity in producing more general and sharper results is emphasized.

In the final chapter, the main findings of the thesis are summarized, comparisons

with existing studies in the literature are presented, and possible directions for future

research are suggested.

2025, vii + 55 pages

Keywords : Convex functions, h-convex functions, Convex functions in coordi-

nates, Riemann-Liouville fractional integrals, Trapezoid type inequalities.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIZINI

Simgeler

R Reel sayilar kiimesi

R? Iki boyutlu reel uzay

[a, b] Kapali reel aralik

[a,b] x [c,d]  Dikdortgensel bolge

f Gergel degerli fonksiyon

h Konvekslik taniminda kullanilan yardimer fonksiyon
f(x,y) Tki degiskenli fonksiyon

T,y Reel degiskenler

a,b,c,d Reel sabitler

« Kesirli integral derecesi, o > 0

INGY! Gamma fonksiyonu

I, Sol taraftan Riemann-Liouville kesirli integrali
I Sag taraftan Riemann-Liouville kesirli integrali
I3 or Iki degiskenli Riemann-Liouville kesirli integrali
f: Belirli integral

Belirli integral

Kiiciik veya esit iligkisi

> Biiytik veya esit iligkisi
v Her

3 En az bir tane vardir
|| Mutlak deger
Kisaltmalar

R-L Riemann-Liouville
h-konveks h-konveks fonksiyon
kdd Koordinatlarda digbiikeylik
trp. tip Trapezoid tipli

S.V. Simetrik yap1

LE. Integral esitsizligi



1 GiRis

Matematiksel analiz, doganin ve evrenin karmasik yapisini modellemek, soyut
diisinceleri somut problemlere uyarlamak ve belirsizlikleri minimize etmek adina
kullanilan en giiclii dillerden biridir. Matematigin bu evrensel giicii, yiizyillar
boyunca fizik, mithendislik, ekonomi ve biyoloji gibi pek ¢ok farkli disiplinin temel
tagt olmug; teorik altyapiin pratik uygulamalara dontigmesine onciiliik etmigtir.
Bu baglamda, fonksiyonlar teorisi ve egitsizlikler teorisi, modern matematigin en di-
namik ve tiretken caligma alanlarindan biri olarak kabul edilmektedir. Esitsizlikler,
nicelikler arasindaki simirlari belirleyerek, kesin ¢oziimiin bulunmasinin zor veya
imkansiz oldugu durumlarda, hata analizi ve yakinsama siirecleri i¢in hayati araclar

sunmaktadir.

Bu tez caligmasinda, klasik analiz yontemlerinin otesine gegilerek, koordinatlarda
h-konveks fonksiyonlar sinifi ve genellegtirilmis Riemann-Liouville kesirli integralleri
araciligiyla literatiire yeni trapezoid tipli esitsizlikler kazandirilmasi hedeflenmistir.
19. ylzyilldan giniimiize uzanan konvekslik teorisi ile son yillarda popilaritesi
hizla artan kesirli (fractional) analiz yontemlerinin harmanlanmasi, bu ¢aligmanin

ozgunliigiinii ve gilincelligini ortaya koymaktadir.

Konveks Fonksiyonlar ve Esitsizlikler Teorisindeki Yeri

Konveks fonksiyonlar, optimizasyon teorisinden oyun teorisine, istatistiksel mekanik-
ten bilgi teorisine kadar uzanan genis bir yelpazede merkezi bir rol oynamak-
tadir. Bir fonksiyonun konveksligi, sadece geometrik bir ”digbiikeylik” ifade et-
mekle kalmaz; ayni zamanda sistemin kararliligi, minimum enerji durumlari ve denge
noktalar1 hakkinda derinlemesine bilgi saglar. Ozellikle varyasyonel analiz ve kon-
trol teorisinde, konveks yapiya sahip fonksiyonlar, global minimumun varligini ve

tekligini garanti etmesi acisindan vazgecilmezdir.



Geometrik olarak konvekslik, fonksiyon grafigi tizerinde aliman herhangi iki nok-
tay1 birlegtiren dogru pargasinin (kirigin), fonksiyon egrisinin iizerinde veya tistiinde

kalmas1 durumunu ifade eder.

M)+ A=D1

FOx+ (1 -1y

x x+(1-Ny ¥

Figure 1: Konveks fonksiyon grafigi

Bu temel ozellik, Hermite-Hadamard esitsizligi gibi integral esitsizliklerinin
dogusuna zemin hazirlamistir. Hermite-Hadamard egitsizligi, bir konveks fonksiy-
onun integral ortalamasinin, u¢ noktalardaki fonksiyon degerlerinin aritmetik or-
talamasi ile orta noktadaki fonksiyon degeri arasinda sikigtigini gosteren zarif ve
gliclii bir sonuctur (Roberts ve Varberg 1973; Pecari¢ 1992). Son yillarda yapilan
akademik caligmalar, bu klasik egitsizligin farkli konvekslik siniflar1 ve farkli integral

operatorleri ile genellegtirilmesi tizerine yogunlagmigtir (Dragomir ve Pearce 2000).

Koordinatlarda h-Konveks Fonksiyonlar

Matematiksel modellemelerin daha karmasgik hale gelmesi, klasik konvekslik
taniminin bazi durumlarda yetersiz kalmasina veya problemin dogasini tam olarak
yansitamamasina neden olmusgtur. Bu gereksinim, ”genellegtirilmis konvekslik”
kavramlarinin dogmasina yol agmistir. h-konvekslik, klasik konvekslik, s-konvekslik,
P-fonksiyonlar1 ve Godunova-Levin simifi fonksiyonlar gibi birgok o6zel sinifi,
biinyesinde barindiran bir h fonksiyonu araciligiyla birlestiren iist bir ¢atidir. Bu

esnek yapi, aragtirmacilara daha genis bir fonksiyon uzayinda c¢alisma imkani tanir.



Bu tezde Ozellikle iizerinde durulan "koordinatlarda konvekslik” (co-ordinated con-
vexity) kavrami ise, ¢ok degiskenli fonksiyonlarin analizinde kritik bir éneme sahip-
tir. Iki degiskenli bir fonksiyonun koordinatlarda konveks olmasi, fonksiyonun her
bir degiskene gore kismi konvekslik ozelliklerini tagidigini ifade eder. Koordinatlarda
h-konveks fonksiyonlar, klasik tek degigkenli analizden diizlemdeki dikdortgensel
bolgelere geciste, integral esitsizliklerinin yapisini koruyan ancak analiz siirecini daha
sofistike hale getiren bir yaklagimdir. Bu fonksiyon sinifi tizerine yapilan incelemeler,
cok kath integraller ve ylizey optimizasyonu problemlerinde daha hassas iist ve alt

sinirlar elde edilmesine olanak saglamaktadir (Alomari ve Darus 2008).

Genellestirilmis Riemann-Liouville Kesirli integralleri

Klasik Newton-Leibniz analizi, tam tamsayl mertebeli tiirev ve integraller tizerine
kuruludur ve yerel (local) degigimleri mitkemmel bir gekilde agiklar. Ancak, dogadaki
bir¢ok fenomen; hafiza etkisi (memory effect), kaltsallik (heredity) ve yerel ol-
mayan (non-local) etkilegimler barmdirir. Ornegin, gozenekli ortamlardaki sivi akisi,
viskoelastik malzemelerin deformasyonu veya biyolojik popiilasyonlarin yayilimi gibi
siireclerde, sistemin o anki durumu sadece o anki etkilere degil, ge¢misteki tiim du-
rumlara da baghdir. Iste bu noktada Kesirli Analiz (Fractional Calculus) devreye

girer.

Kesirli analiz, tiirev ve integral mertebelerinin tamsay1 olma zorunlulugunu ortadan
kaldiran, 300 yil1 agkin bir ge¢gmise sahip olmasina ragmen son yillarda " matematigin
gelecegi” olarak nitelendirilen bir alandir. Bu alandaki en temel ve en yaygin kul-
lanilan operatorlerden biri Riemann-Liouville kesirli integralidir. Riemann-Liouville
yaklagimi, Cauchynin tekrarli integral formiiliiniin genellestirilmesiyle elde edilmis

olup, fonksiyonlarin agirhkl bir ¢ekirdek (kernel) ile konvoliisyonunu igerir.

Bu tez caligmasinin merkezinde yer alan Genellestirilmig Riemann-Liouville kesirli

integralleri, klasik integral operatorlerini kapsayan ve parametrelerin degisimiyle



farkli integral tiirlerine indirgenebilen oldukc¢a genel bir yapidir. Bu integrallerin
kullanilmasi, elde edilen esitsizliklerin sadece belirli bir durum i¢in degil, cok daha
genig bir problem smifi i¢in gecerli olmasini saglar. Koordinatlarda h-konveks
fonksiyonlarin geometrik ozellikleri ile Riemann-Liouville kesirli integrallerinin anal-
itik giiciintin birlegtirilmesi, literatiirdeki mevcut bosluklar: dolduracak yeni ve kap-
samli sonuclarin elde edilmesine imkan taniyacaktir. Bu caligma, s6z konusu teorik
altyapiy1 kullanarak daha keskin hata sinirlarina sahip trapezoid tipli esitsizlikler

sunmay1 amaclamaktadir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliim tezde yer alan bazi temel tanim, teorem ve teoremlerin ispatindan

olugmaktadir.

2.1 Konveks Fonksiyonlar ile ilgili Bazi Tanim ve Teoremler

Tanim 2.1. Vz,y € K ve t € [0, 1] igin;
(1-thr+tye K

oluyorsa, K C R kiimesine klasik anlamda Konveks Kime denir (Dragomir ve

Pearce 2000).

Figure 2: Konveks kiime ornegi

Tanim 2.2. Vz,y € K ve t € [0, 1] igin;

F(L=tr+ty) <A —1)f(z) +1f(y)



oluyorsa, f : K C R — R fonksiyonuna Konveks Fonksiyon denir (Dragomir ve

Pearce 2000).

Tanim 2.3. [ kiimesinin konveks bir kiime oldugunu varsayalim. Fonksiyon
v I — R eger agagidaki esitsizlik saglaniyorsa [ tizerinde konveks olarak

tanimlanir:(Dragomir ve Pearce 2000)

V(rx + (1 =7) ¢) S 7(x) + (1 = 7)i(p) (2.1)

tim (y, ) € I ve 7 € [0, 1] igin. Fonksiyon v, I iizerinde konkav ise esitsizlik (2.1)

tersine doner.

Diiz bir yiizeyde yer alan bir dikdortgeni incelemeye baglayalim: A := [o, ¢] X [s, p]
R? icinde. Bir harita v : A — R icin koordinath konveksligin tanimimi okuyucuya

kolaylik saglamak amaciyla asagidaki gibi veriyoruz:

Tanim 2.4. Fonksiyon v : A — R ”Koordinath konveks” terimi ile
tamimlanir.(Dragomir 2001) A, tiim (x, ¢), (v,w) € A ve 7,¢ € [0,1] i¢in agagidaki

esitsizlik saglanmalidir:

Y(rx+(1—7) ¢, v+ (1 -§) w)

< TEP(x0) +7(1 = Ovxw) + 601 = 1)Y(p,v) + (1 = 7)1 = Y (p,w).

Tim konveks fonksiyonlarin verilen koordinatlarla konveks oldugu aciktir. Ancak,
koordinatlarda konveks olan her fonksiyonun mutlaka konveks olacagi durumu gecerli

degildir (Dragomir 2001).

Tanim 2.5. h: I C R — R negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Eger ¢» : I — R
bir h-konveks fonksiyon ise veya ¢ SX (h,I) Smifina ait ise, 1) negatif olmayan ve

tim y,p € I,7 € (0,1) igin su esitsizlik saglanmahdir:

Y(rx + (1 =17) @) < h(T)Y(x) + k(1 = 7)Y (p). (2.2)

Eger bu esitsizlik tersine donerse, ¢ h-Konkav olarak tanimlanir (Varosanec 2007 )

8



Tanim 2.6. Fonksiyon ¢ : A — R, A iizerindeki koordinatlarda h-konveks olarak

tanmimlanirsa, agsagidaki esitsizlik saglanmalidir:

Y(rx + (1 =71)p, v+ (1 =§w)
< h(T)R(E)Y(x,v) + h(T)h(1 — E)Y(x, w)
+h(E)A(1 — 1) (p,v) + h(1 = T)A(1 = E)P(p,w). (2.3)

tim V(7,¢&) € [0,1] ve (x,v), (x,w), (¢,v), (p,w) € A i¢in gegerli olmahdir (Latif
and Alomari 2009 ).

Tanim 2.7. Gamma fonksiyonu ve Beta fonksiyonu su sekilde tanimlanir:

['(x) :—/ e Tdr
0

ve
1
B (x;¢) :=/ T (1= ),
0

sirasiyla. Burada, 0 < y, ¢ < oo.

Matematikte konveks haritalarin analizi kapsaminda, integral esgitsizlikler en sik
kullanilan alanlardir. C. Hermite ve J. Hadamard tarafindan formiile edilen bu
esitsizlikler, literatiirde genis bir gsekilde alintilanmaktadir (Dragomir ve Pearce 2000,
Pecaric 1992, Igbal vd. 2016). Yukarida bahsedilen esitsizlikler, eger ¢ : I — R

fonksiyonu, reel sayilarin I araliginda konveks ise ve o,¢ € I ile 0 < ¢ ise,

v ("“b) <L jwoodx < V) +4(@) (2.4

2 2

Hermite-Hadamard esitsizligi, bir fonksiyonun konveksliginin, belirli bir aralik
tizerindeki ortalama degeri ve integral degeri tizerindeki etkisini aydinlatan tinli
bir sonugtur. Esitsizlik, eger bir fonksiyon 1 reel bir aralik I tizerinde kon-
veks ise ve a ile b, I icinde iki nokta ise, ¥’'nin ¢ ve ¢’nin orta noktasindaki
degeri, [o,¢] arahgindaki ortalama degerden kiigiik veya ona egit oldugunu be-
lirtir. Hermite-Hadamard esitsizligi, bir konveks fonksiyonun ortalama degerinin,

aralikta gozlemlenen ug¢ noktalarindaki degerlerle karsilagtirilmasina olanak tanir.
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Bu esitsizlik, araligin bir dikdortgene dontistiigi gibi daha yiiksek boyutlara da
genigletilebilir. Esitsizlik, bir kismi dikdortgenin orta noktasini kullanan ve digeri
dikdortgenin koselerini kullanan iki boliimden olusur. Ikinci kisim, trapez sekline
benzemesi nedeniyle trapezoid tiirii esitsizlik olarak adlandirilir. Hermite-Hadamard
esitsizliginin bir parcasini olugturan trapezoid tiirii esitsizlik, kapsamli bir aragtirma
konusu olmustur. Konveks fonksiyonlar icin trapezoid tiirt esitsizlikler, ilk olarak
Dragomir ve Agarwal tarafindan 1998’de formiile edilmistir. Sarikaya vd. 2013,
kesirli integraller icin egitsizliklerin genellestirilmesini saglamig ve belirli orta nokta
turt esitsizliklerin gecerliligini gostermistir. Esitsizlik, ozellikle siradan integral-
lerin genellestirilmesi olan kesirli integraller baglaminda kapsamli bir caligma ve iy-
ilegtirme konusu olmustur (Dragomir 2001, Sarikaya vd. 2012, Dragomir ve Agarwal

1998, Sarikaya vd. 2013, Sarikaya vd. 2019).

Teorem 2.1. ¥ : A — R koordinath konveks ise, asagidaki egitsizlikler elde edilir:

() | /¢( St fo (30w

IS //m, )dipdx (25)
1 1 1
< 7 E/w<x,<>dx+mfw<x,p>dx
: ) o 1 , o
+ [l + — / b, )
< Yo,9) + (o, p) + (¢ <) + ¥(¢ p)'

4

Yukaridaki esitsizlikler keskindir. Esitsizlikler (2.5), ¢ haritasi koordinathh konkav

bir harita ise ters yonde gecerlidir.

Kesirli kalkiiliis, tiirev veya integralin herhangi bir reel veya karmasik say1 olarak
kullanilmasia olanak taniyan bir kalkiilis tirini tanimlar. Kesirli kalkiilisi

tanimlamak i¢in bir dizi farkh yaklasim bulunmaktadir; bunlar arasinda Caputo,

10



Riemann-Liouville ve Griinwall-Letnikov tanimlar1 yer almaktadir. Bu tanimlar be-
lirli avantajlar sunarken, baz sorunlar da ortaya cikarmaktadir. Ornegin, Riemann-
Liouville tamimi, sabit bir fonksiyon igin her zaman sifir tiirev vermemektedir.
Caputo tamiminda, fonksiyon f tiirevlenebilir olmalhdir (Samko vd. 1993, Pod-
lubny 1999, Miller ve Ross 1993, Akkurt vd. 2017). Ayrica, bazi tammlar,
iki fonksiyon arasinda bolme, carpma ve bileske alma iglemleri gibi geleneksel
kalkiiliis ilkelerinden sapmaktadir. Bu ve diger sorunlari ele almak amaciyla, Khalil
ve arkadaglari, uyumlu kesirli tiirev olarak adlandirilan yeni bir kesirli kalkiiliis
tanimi Onermigtir.  Ayrica, (0 < a < 1) arasindaki kuvvetler i¢gin uyumlu ke-
sirli integral de tamitilmigtir. Arastirmacilar, iki fonksiyonu ¢arpma ve bir fonksiy-
onun ortalama degerini hesaplama yontemleri de dahil olmak tizere birka¢ onemli
bulgu gostermistir. Ayrica, kesirli kalkiiliis ve tistel fonksiyonlar iceren denklemleri
¢ozmiiglerdir (Khalil vd. 2014, Abdeljawad 2015, Hyder ve Soliman 2020, Zhao ve
Luo 2017, Khan ve Khan M 2019, Sarikaya vd. 2019, Abdelhakim 2019).

Bu caligmada kullanilan uyumlu kesirli kalkiiliis ilkelerinin tanimlari: ve matematiksel

temelleri agagida sunulmugtur:

Tanim 2.8. ¢ € Lq[o, ¢] icin, a > 0 sirali Riemann-Liouville integralleri su sekilde

verilir:kilbas

Jop(x) = ﬁ /X (x —7)* "(r)dr, x>0 (2.6)
ve 5
TS () = ﬁ / (r— )" p(r)dr, x < 6 2.7)

Gerekli kogsul @ = 1 oldugunda, Riemann-Liouville integralleri klasik karsiliklariyla

esit oldugu gosterilebilir.

Tanim 2.9. ¢ € Ly([o,¢] X [¢,p]) olsun. Sirall Riemann-Liouville integral-
leri Jgﬁd,Jgﬁp_,Jz’_ﬁ ve Jzﬁp_ sirasiyla 0,9 > 0 ile o,¢ > 0 olarak

tanimlanir: (Sarikaya 2014 )

1 X e _ _
T ted) =m0 e =0 bt e, x> 0>,
(2.8)

11



77 ) /(/ e — )" p(r.€)dedr, X > 0,0 < p)

o+,p

(2.9)
17 (. 9) /(/ )" (o — O G E)dedr, x < by >,
) (2.10)

1 p _ _
70 p(x,0) = W/ / (r— )" (€ — )" U E)dedr, X < b <.
(2.11)

Burada I' Gama fonksiyonudur.

Tamim 2.10. ¢ € Ly[o,¢] i¢in, ¥ > 0 ve a € (0,1] olan kesirli uyumlu integral
operatorii “IY, v ve Iy Y 1) su sekilde tanimlanir (Jarad vd. 2017):

T2 bx) = r(lm / ((x—a)“ - <T—a>a>“ - fg_;d x>0

(2.12)

ve

Tanmim 2.11. ¢ € Ly([o, @] X [s,p]) olsun ve 71 # 0, 72 # 0, 0,9 € C, Re(d) > 0
ve Re(¥) > 0. ¥ (x,¢) nin 0,9 sirall genellestirilmis uyumlu integrali su sekilde

tanimlanir:(Bozkurt vd. 2021)

(mz[ﬁf,d@ (x.p) = [F // ( (T_J) )9_1

y ((90 o) <)”2) o
72

X ¥(r, &) dng] , (2.14)

(T =)t (€ =)t

12



(1% ) (up) = [F / <¢> ) <¢ >> (2.15)

x((SO §)? — (£ —q)” )H (¢_T)¢(T,€) dgdr],

Yo 1-m (é' — g) -2

(leﬁf,;rw) (x.9) = [W /: /: ((X — U)%;l = U)%)H (2.16)
x ((P —p)?—(p— 5)”2)19_1 — Y(7,§) dde] ,

g (p =€)t

ve

y <<,o 0 i s>w>“ (LGS I dT]
(6—7) |

V2 (p =)t
Uyar1 2.1. Eger (2.14), (2.15), (2.16) ve (2.17)da v = v = 1 ise, iki
degiskenli fonksiyonlarin kesirli integralleri olan Riemann-Liouville integralleri elde

edilir.(Bozkurt vd. 2021)

Uyar 2.2. Eger (2.14), (2.15), (2.16) ve (2.17)’da § = 1 ve ¥ = 1 alirsa,(Bozkurt
vd. 2021)

(Iifgu,/} / / T_Ol = 7,¢) I (2.18)

(;wiﬁ (¢ / / P 1 e ) e gy e (2.19)

<I§f / / e p) i e (2.20)
ve

([qls—lp / / gy p) g dedr (2.21)

Ciftli integraller i¢in uyumlu kesirli integrallerdir.

Teorem 2.2. f ve g, [a,b] arahginda tammh reel fonksiyonlar ve |f|? ile |g|?,

[a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlarken p > 1 ve %}—i—% = 1 kogullar altinda;

(/b g(x)qdrr) E

a

3=

/blf(l’)g(x)ldxé (/bf(fv)pdx)

a a

13



esitsizligi Holder Esitsizligi olarak adlandirilir (Mitrinovic vd. 1993).

C'ift katly integraller icin Holder esitsizligi ise,

/b/blf(fv,y)g(fv,y)ldfcdyé /b/b!f(fc,yﬂpdfcdy p /b/b!g(x,y)]qudy

seklinde ifade edilebilir.

q

Teorem 2.3. f ve g, [a,b] araliginda tamiml reel fonksiyonlar ve |f] ile |g|?,

[a, b] tizerinde integrallenebilir fonksiyonlar olsun.q > 1 olmak sartiyla,;

1 1
1= b 7

/|f Dldr < /|f iar)  ( fu@iigras)

esitsizligi ge(;erhdlr. Power—Mean Esitsizligi olarak bilinen bu esitsizlik; Holder

Esitsizliginin dogal bir sonucudur.

Cift kath integraller icin Power-Mean esitsizligu ise,

1—1
q

b b b b b b 7
[ [ s stplasay< | [ [ 160 ddy / / £(a.9)l gl )" dady
seklinde ifade edilebilir.

Teorem 2.4. Herhangi z,y € R igin,
lz+yl < x|+ 1yl
|zl =1yl < |z —yl,

lzl =1yl < lz+y
esitsizlikleri gecerlidir. Ucgen FEsitsizligi olarak adlandirlan bu  esitsizlikte

tiimevarim yontemiyle,

R e o e B R [ SO

14



esitsizligi de saglanir (Mitrinovic vd. 1993).

Teorem 2.5. f reel degerli ve [a,b] araliginda siirekli bir fonksiyon olmak iizere,

/bf(w)dw S/blf(fﬂ)ldw

saglanan bu esitsizlik Integraller I¢in Uggen Esitsizlii olarak adlandirilir.

a < b iken;
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3 KOORDINATLARDA KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN

TRAPEZOID TIPLI ESITSIZLIKLER

Lemma 3.1. Varsayalm ki ¢ : A C R? — R iizerinde kismi tiirevlenebilir bir

egleme olmak {izere A := [0, ¢] X [s, p| in R? kiimesinde 0 < 0 < ¢, 0 < ¢ < p. Eger
82
g(g; ) € Li1(A), ise bu durumda agagidaki esitligi saglar:(Kiris ve Bayrak 2023 )
-

Y (0,5) + 9 (a,p) + 1 (9,5) + ¢ (9, p)
4
2 0=1972971D(0 + )T (0 + 1)~]~)

(6 —a)" (p— <)

e o+¢ <+p oct+¢ c+p
0,9 172 70,9
[ B (5550 v st (50 55)
p (3055 e (03] 4
_ W (e—0)(p—3)
N 16

[ (1= (1= g
ey ez

0? 1 1— 1 1—
X&Z?é( ;TU+ 2T¢’ —;EH 2£p>d5d7
_/1/1<1<1T>M)9<1<1s>72>ﬁ

0 it 72

0? 1 1—7, 1— 1
><8ng< —;Ta—i— 27—¢, 2€§+ ;§p>d§d7
_/1/1<1—<1—T>%>9<1—<1—§>w>ﬁ

- g Y2

2 _ _
x(;ig%(1270+1—;T¢,1;—5§+125p>d£d7

I 1—(1=7)\? /11 =6\’
[ty ey

0? 1-— 1 1 - 1
Xafgg< 270+ ;TQZ), 25g+ ;rgp)dde]
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Burada
272972 AV (9 + 1)
(p—<)?

Y2
x[ bR <0,§;p> +92 104 <a,g+"

A:

2

+ 72]?4—1# (¢> ot p) + 72];9—1/1 <¢a §+p>

2
+2%9—2 WIO+1)
(6= o)

)

71
X [ Ig+w <0—;¢7§> +7 Ig+¢ <U—;¢7p>

I (" B ¢,<) + I <"+ (b,p)

2 2

Ispat 3.1 Kismi integrasyon yontemiyle agagidaki sonuca ulagilir:

I 1—(1—7-)”/1 o 1—(1—&)m v
- [ (R

82¢ 1—7, 1+4+¢
878{( 2 “o+ 5

jetey ey

2 9 (147 1-7 1+E 1-¢
X(cb—o)@&( A R B p)

+0/ o (PO e

L0 <1+T0_+ 1—T¢71+5§+1;§p> dT}df

s+ 1;5;)) dedr

1

0

“ e\ 2 2 2

- [ () () e
70 Y2 Y ¢—08§’2§ 5 P

20 [ [1—(1—7\*! i
+(¢—U)/( gl ) =7

0
oy (1+T1 1—7‘ 1+€
X8§< 9 o+ 5 ) }

1
- (¢—_j)7?0/(1_(172_£) )ﬂgﬁ)( )

17
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1 1—(1—7)m\’!
aoal ) (F5T) e
{0 e (e e e 5]
0
() v

)
(1 —(1- 5)”2)1“ (1—gyety (U, E 1;§p> dé]

2

1

/
SeRrs 0/ (1_(17_))9 ! _T)w{ (vl)ﬁ TErk (127‘” 157‘“)

1

/

469 [ (1= =7\ o1 (1= (@ ==\
(d)—a)(p—C)[O/O/( 7 > 4= < 72 )
x (1 5)72_1¢<1—;TJ+ 1;T¢,1;—§§+ 1;§p) dﬁdT]. (3.3)

(3.3)'de, u = HTTJ+1_7T¢ vev = 12i5§—|—1—§£ p degisken doniigiimleri kullanilarak, agagidaki

ifade elde edilir:

4 1
 (p—0)(p—9) vagw(a’ 2

(2o () (+537)
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(52 e (47

n 409 2’7192’7279F( T(9
(@—0a)p—5)(¢— )719 (p— g)’yz’ﬂ
g (%WIgf@*w) <J;¢’ J2r > (3.4)
- 2 = S+p
= - (9 72[19+ > r
(¢—U)(P—§)7n§w( <)~ (p—g) (9) ( <¢)<o 5 >
2 Y16 o o+ ¢
_ <¢ 2 0_) N < ! ,g)
469 27192v219r((9)r(19) iva 760 (O.+¢ C—i-_,O)
+(¢ — O')(p — g) <¢ _ 0.)719 (p . g)’}/2’19 < i IU gﬂﬂ) 5 ' 9 (35)

Boylece, benzer sekilde, kismi integrasyon yontemiyle agagidaki sonug elde edilir

o ey ey

62¢ 1—7,1-¢ 1+¢
87’85( 2 ~o+ 2 ¢, 5 ST ,0>d£d7'
@)

+ (pig)w wﬂ ) ( J2rp>
2 719 71]9 o4 ¢
j <¢ 4(;2 271927219r(>9)r 192
(@=0)p—5)(¢p— o) (p—q)"

: (%Wﬁﬁﬂ‘w) (U ; 2, 2p> ’ (3.6)

[ 1—(1—7)m\? /1-(1-¢r\Y

"t 0/0/< o ) < & >
0% (1—71 147, 1+¢ 1-¢
X@T@ﬁ( 2 o+ 2 ¢7 9 S+ 5 p>d§d7-

—4
CECITECE LS
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() e
(575) re () (55)

B 469 2027297 (9)T' ()
(@ —=a)p—=5) (¢ —0a)" (p—¢)2’

vz 700 ot+¢ ctp
><<12I¢§1/1>(2,2 ,

ve

= ey ety

a% (1—7 +1+r 1-¢6  1+4¢

“groe\ 2 T T 4Ty ot p>d5d7
4

= G e

_<pig>7219 (72119 ) ( —|2—p>

_(¢fa>” 0 (10 )<0—2|r¢ >

n 469 9702729 (9)T'(9)
@—a)p—<) (¢ — o) (p— )"

O ot+¢ s+p
X<121¢ﬂ¢>< 2 72

(3.5)-(3.8) esitliklerinden, agagidaki sonug elde edilir:

0.0 _ _
Y173 (¢ 1(;‘) (p=<) [[h — Io — I3 + 14]

Y (0,6) + 9 (a,p) + 1 (9,5) + 1 (9, p)
4
2197197297109 + 1)0(9 + 1)7]~)

(6 —o) (p— <)

Y172 +¢ n +¢ 1
0.9 o S+p 0.0 o S+p
x[ Ia+g+¢< 5 ,2> +vm[a+,p¢( 5 ,2>
+¢ <+p 0.0 o+¢ s+p
’7172[‘979 g ’Yl'Y2I
* ¢~ <w< 2 72 >+ T

Ispat bu sekilde tamamlanmis olur.

Bu siiregteki bir sonraki adim, genellegtirilmis Riemann-Liouville kesirli
integralleri icin Hermite-Hadamard tipi esitsizligi kapsayan baslangic teorem-

ini formiile etmektir.
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Teorem 3.2 Varsayalm kit : A C R? — Ry : A € R? — R iizerinde kismi

tiirevlenebilir bir fonksiyon ve A kiimesinde 0 < 0 < ¢, 0 < ¢ < p oldugu

0*h(r,§)
oTo€

kabul edilirse, agagidaki egitsizligin saglandig1 goriiliir:

varsayilsin. Eger ifadesi koordinatlarda konveks bir fonksiyon olarak

‘w,c)+w<a,p>+w<¢,<>+w<¢,p>
4

2716’*12“{219*1F(9 + 1)F(19 + 1)’%7279

G0 (oo 39
e c+d c+p c+d cHp
0,9 172 799
[ Bl () o e (0 5)
B o+¢ c+p o o+¢ ¢+p
“”qsﬂ( 2 ’2>+ ”fqﬁ,pw( 2 ’2> ‘A‘
< MwB(G—i—l,l)B(ﬁ—i—l,l)
16 v1v2 Ba! 72
824 824
X“(‘%aﬁ(g’g)‘+‘(‘3¢8£(J’p)'
824 824
o @]+ [t |

Burada A, (3.2) ile tanimlanmig olup, B (-, -) Beta fonksiyonunu géstermektedir.

ispat 3.3 Lemma 1 kullanilarak, agagidaki egitsizlik elde edilir:

‘w,c)+w<a,p>+w<¢,<>+w<¢,p>
4

2716’*12“{219*1F(9 + 1)F(19 + 1)’%7279

3.10
(6 —0)"? (p—) (310
Y172 +¢ i +¢ I
0,9 g ST p 0,0 g ST p
x[ Iatdw( 5 ,2> 472 [a+,p¢< 5 ,2>
1y 70,0 o+9¢ s+p 1y 70,0 o+9¢ <+p\|
- 12[¢,c+¢< R R 2 2 A
_ WB (=) (p=9)
- 16

[ 1—(1=m)m\? /11 =)\
Jf ey ey

00
%Y (1471 1—7, 1+¢&  1-¢
X 87’65( 5 0t o, 5 ST 3 p>‘d§d7’
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:/W )Y“%ﬁ”f
2 7T 2 2

+ji<1 SYELE f>”>

1—7 147, 14+¢ —§
&g( o+ ¢, ¢t 5 >‘d§d7

2 2 2

=y (e

0% (1—71 147, 1—¢ 14¢
% &ag( 3 Oty Ty sty p)‘dEdT

0%
orog’

ifadeye ulagilir:

A tizerindeki koordinatlar i¢in konveks bir fonksiyon oldugundan, agsagidaki

‘wa,c)w(o,p)+w<¢,<>+w<¢,p>
4

20120 (G + DD + 1)1748
(6 — o) (p—c)="

Y172 I ¢ I 4 ¢
X [ Igfgﬂ/f <U ’gp) +7172 Igpr/} <g ;

Pa)
+
)

N————

2 2 2 7 2
_'_71721 <¢<U;—¢,§—;—p>+ ’Ylw[@? ¢< —; ,g—;—p) —./4|
. NB@-0)(p=9)
= 16
(1= (1= g’
] ety (useny
1+7 14+&\ | 0%y 1+7 1-&\| 0%y
| ) () [oe o+ (57) () e o)

! (1 _T> <1;£> ’(;9;;/15 ((b’g)' * <1;T> (1;§) ';):gg (¢>,p)”d£dT
() ()
(557) (59 [ o)+ (57) (5°)
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0?1
aTo¢

(o, p)‘




0%
5r0€ p)‘ ] dédr

()l ()49
Jessy (o

g

(5 )59 o] (157) (55 |2 o)
(5) W 26 o+ (147) (155) [ o s
+0/0/( ) (1—<172—£>w)’9

5 (59 [ o]+ (57) (59) [

+<1¥T)< 7 orae e+ (57) (%)

= (QZ)—U)(p—C)B<0+1 1>B<19+1 1)
16 y172 "M ap)

O O O 0%
|7 @) + | et + | .9 + | et
Bu da ispat1 tamamlar.

0%
5-9¢ @ p)’ ] dﬁdT}

|\

+

Uyar1 3.4 Teorem 3.1'te, 7v1 = 1 ve 79 = 1 olarak secildigi takdirde, agagidaki
esitsizlik elde edilir:

‘ww,c)w(a,p)+w<¢,<>+w<¢,p>
4

20-129-1P(9 + )W + 1)
(¢—0) (p—<)"

(3.11)

0,0 U+¢ stp 0,0 ot+¢ <+p
IR
0,9 o+¢ ctp o+¢ stp\|_
+%£4( = 2>+J¢ w( 5 2) 4
o @-alp=9) 1 1
= 16 0+10+1
0% 0%
[ oroe )‘+ afag(“’p)‘
0% 0%
|| + T@gw,p)”.
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Teorem 3.5 1 : A C R? — R iizerinde kismi tiirevlenebilir bir fonksiyon ve
2, 14

— ,q>1
aroc| 4
ifadesi, A tizerindeki koordinatlarda konveks bir fonksiyon ise, agagidaki esitsizlik

A kiimesinde 0 < 0 < ¢, 0 < ¢ < p oldugu varsayilsin. Eger

elde edilir:

|w<a,<>+w<a,p>+w<¢,c>+¢<¢,p>

4
y10—19720—1 Oy
911019 r(90+ DI +§ D (3.12)
(=) (p—9)"
Y1772 + ¢ + 4+ qu +
0.9 o S+p 6,9 g sTp
[T () (o)
0.9 o+¢ c+p 0,9 ot ctp
+ mud)_,gm( 5 ,2> + Wmfdr,p—q/’( 2 ’2> _A‘
< (¢_U)(p_§)|:1GB<9p+1,1)B<19p+171>:|
16 Y1772 M 2
8% T 9% !
x[‘678§(0,§) +‘a7_8€(0>p)
1
82¢ q 82w q q

Burada A, (3.2) ile tamimlanmig olup, B (+,-) Beta fonksiyonunu ifade etmektedir

ve }D + % =1 egitligi gegerlidir.

4 (¢—0) "7 (p—<) 72"
0,9 + 6,9 + 0,0 +
v [7172[U+7g+¢ (Zx0, 42) g 00 g (552, ste) g oYy (7k0 <o)

2 2 2 7 2
0,9 o+¢ <s+p
+ 7172]¢77p7¢( .= )} —A‘

‘1/)(07<)+w(07p)+¢(¢7€)+¢(¢7P) + 2019712729 IT(O+ DE(0+1)77 78

-

(6=0)(p—9) [ 16 1 1\1"
< 6=2)e=9) [—B (0p+ 1, 7—1) B (ﬁp—i— 1, 7)]

Y172
82’1/1 q a2w 821/J aQw
X H .06 79| gm0 7P| 5786 @S| 570607
ile tanimlandig1 ve B (-, -)'nin Beta fonksiyonunu ifade ettigi ve % =1-
oldugu varsayilir.

q

+

q

"
] A'nin (3.2)

i

-

Q=

Ispat 3.6 Lemma’dan, (3.24) esitsizligini elde ederiz. Iki kath integraller icin
2.1 |4

9r0¢ 'nin, A tuzerindeki

iyi bilinen Holder esitsizligini I5’te kullanarak ve
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koordinatlar iizerinde digbiikey bir fonksiyon oldugunu goz oniine alarak,

agagidaki sonug elde edilir:

f{/1/1<1<“>“>9<1<zf>”2>”

1—7' 1+¢ 1-¢
o, 5 S+ 5 )’d{d

i
ooy <1<zf>”>”’“dfdf)p

(o5
N
<
7~ N\ °
—_

VAN
/\
O

O\ /\

VAN
2|~
MQ| —

~
= O\»—\
O\H

}_\

|

ﬁ

%

S

—

S

—_

2%

N—

3

N——

)
bS]

<

I

IS

\]

N——

q

0%
T (o,p)

Jos)

Q=

(1/ (1 T (1;5)‘§:gg(a7g)q+(1;r) (1;5)
(57) () |22 o+ (57) (59) [ 2% 0
g (o (v ) o (v03))

q 32¢ q (921/1
(36l o

aag‘” +E -0 7P| T 16 | aroc

Burada su gercekten faydalaniyoruz:

=

IA
Hml =

Q=

q 321/}
16 oTo€

(¢,9) ———(#,p)

)
(w—0) <w — o,

Herhangi bir w > 0 > 0 ve j > 1 icin.

Benzer sekilde,

]y (e

0? 1 1— 1— 1
87';5( ;TJ+ 2T¢’ 2ngr ;gp)’dédT}

[0y () )
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11 1 1\\"
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0%
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q
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0% 9
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/¢

)
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)
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)
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q q q

8%

0%
+_Ié‘878§

&%y
+_Ié‘878§

b oo

(¢,9) (¢,p)

1| 0%y
X (1—6 aT—aé_(U,§)

Eger (3.28)-(3.31)’den (3.24)’e yerine koyarsak, (3.27)'nin ilk esitsizligi elde

N

edilir.

Uyar: 3.7 Eger Teorem 3’te 71 = 1 ve 7o = 1 alinirsa, agagidaki egitsizlikler
elde edilir:

V(o) +¥(o,p) +¥(0,9) +¥(dp) 277122 T(O + 1I'(Y + 1)
+ - . (3.16)
4 (¢—0) (p—79)
0.9 0+¢ S+p 6,9 ot+¢ ¢+p 0.0 ¢<+P
it (52558 it (050 4 e (55 55)
+¢%¢(”§?%¥§]n4
< =, 5l
- 9p+1 z9p+ 1)
aQw q w q 8277/1 q (9277/1 Q%
xﬂ&%m@-ﬂa%@m-ﬂ&%w@-ﬂ&%ww}.

Teorem 3.8 ¢ : A C R? — R iizerinde A kiimesinde 0 < 0 < ¢, 0 < ¢ < p olacak
2, 14

sekilde kismi tilirevlenebilir bir fonksiyon oldugu varsayilsin. Eger ,q>1,

oTo¢
A 1izerindeki koordinatlar i¢in konveks bir fonksiyon ise, agagidaki esitsizlik elde
edilir:
¥ (0,5) + 9 (0,p) + ¢ (¢,6) + 9 (9, p)
4
271071972971T(0 + 1)D(9 + 1)7{ 74 (3.17)
(¢ =) (p =)’
Y172 i ¢ i + ¢ +
0,9 a ST p 0,9 g STpP
x[ Ia+§+¢< 53 >—|—71’72[ _1/1< 5 72>
oto ctp 0,0 ot s+p
’7172[9 9 ’Yl’Y2I 2 —
+ ¢§w<2,2>+ ¢<272> A‘
1 _1
< ¥=ole=9) (1> <B <9+1,1>B<19+1,1)> q
16 4 1 V2

{(fooerd) 2]
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1 2 %Y
X [QB <19+ 1,72> - B <19+1”Y2>] 8765("‘)

st n(onn ) oo )

821/} q
I (0, p)

e[ pe (o) s (o)

X

82¢ q
% afa§(¢’g)
oo, 2)] [ (01,2 [ 2] %
"M " Y2 orog"’

A(Br(ond)-s(oen )] [p (o1 2)

924 ?
<5067
2o (01 )-m (012 )]
+12B|0+1,— ) -B(6+1,—
i " 71
1 2 0% !
X 2B<19+17’Y2>_B<19+1’72>] 8785( . P)
9 2 Y /
+ B<6+1,%>} {B <19+1,,y2 ] 878§(¢’§)
+ B<9+1,2>} {QB <q9+1,1> —B<19+1,2>]
Y1 Y2 V2
924 )"
8Ta§(¢’p) )
+<[B(e+1,2)} [23(19“,1)_3(19“,2)]
1 Y2 72
924 1
< 5r0e\ ™)
9 2 0% !
e )] pfen )] e
n 23(9+1,1)B<9+1,2>]
71 71
1 2 0%y 1
x [2B <0+1,72)—B<19+1,72>] M(QM)
n 2B<«9+1,1>—B<9+1,2>] [B<19+1,2>]
Y1 24! Y2
924 )"
8Ta§(¢,p) )
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q

9%

([ 2)) oo 2)] 50
foloen2) (o) non)

82 q
| prag (o)

) )
2)-seni3)

(o
fa(oer.2)-a(o0.2)]

Burada A, (3.2) ile tanimlanmustr.

Q=

0%
oTo¢ aroc P

)}

ispat 3.9 Esitlik (3.24)’in yardimiyla ve Power-Mean esitsizligini Iy’da kul-

lanarak asagidaki sonucu elde ederiz:

[JESD) ()

02 (1+TU+1—T¢71+§§+1—§p>‘d§d7_}

oroE \ 2 2 2 2

[y ()
[JO=) ()

2 _ —
o, CA46+1 ¢¢1+59+12a0

1—1
q

01O 2 2 72

4 :
dng)
q

‘nun digbtiikeyligini dikkate alarak,

2

oTo€

A tizerindeki koordinatlar igin

asagidaki sonucu elde ederiz:

(e ey o)
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Lot (1—7) 1—(1—5)%)19
- </o /0 ( > ( 2
L+7\ [1+E&\ | 0% e 1+7\ [1-¢
X{(z)(Q)aTaA 9 +(57) (59
1— 1 0 To(1- 1— 0° ! %
() el (57) (59 it Yo
Bu esitsizlikte, degisken dontigiimiinii kullanarak agagidaki sekilde yazabili-

[ () ()

Py (1+T1 l—7, 14¢ 1-¢
X 8785( 5 o+ 5 o, 5 S+ 5 p)‘dde (3.19)

1 1 1 1\\ '
< Blo+1.=)B(v+1,—
_(VfHVgH ( %) ( 72))

11 1 \°

4,}/94*1,}/;94*1 X

1 2 1
<e+1—> (e+1_)] [23(19+1,—>—B(19+1—>}

Y2

q

Oy
orog ()

0%
oTo€ (0,

O O R o =
+ (9+1—)H (19+1i) (19+1—)} ;:gg(cbx)q

0%
878{

B (eﬂ,i)] {B (19+1 _)}
L !
Benzer sekilde, asagidaki ifadeye sahibiz:

e [ [ () )

Y (1+71 1—-7 1-¢6 14¢
8 arag( y Tt et p) dbdr

1
1 1 1 1Y\ ¢
< <9_+119_+13 (9—|—1,—> B (19—1- 1,—))
Y2 M Y2

11 EX
L
{2B<0+1,l)—3(9+1,3)} [B<19+1,3)]
4! §a! V2
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[ 1 2 1 2 %Y a
+_2B<9+1,%>—B(0+1a)] [QB(ﬂJrl,%)—B(fH—l—)] o o
r 2 a2w q
- B (€+1,%)} [B<19+1—)] 0.9
+_B(0+1,3)} {2B(§+1,i>—3(19 1—)} 02%, )q}q
L N 2 72 ¢
N e AN A T (LA
n= [ (55 (55
T V2
Py (1—71 1+7, 1+¢ 1—-¢
87‘85( 5 o+ 5 o, 5 S+ 5 p)‘dﬁdT (3.21)
11 1 1\\ "
< (g (o) B (001))
NIRRT
Attt
[ 2 2 0% a
n(0002) i s.2)-a0022) e
[ 2 2 0?1 ¢
[ 1 2 1 0% e
+_23<0+1,%>—B(9+1,E)} [2B(19+1,%> B(19+1—>] (69
I 1 2 9% K
+_23<e+1%>_3(9+1,;)] [B@H_)] oo }
Son olarak:
1=\’ (11 =&\’
n= [ () ()
V2
0% 1—7' 1+7, 1-¢& 1+4€
(9Tc9§( ) o+ 5 o, 5 S+ 5 p)‘dﬁdT (3.22)

1

1 1 1 1\\'

<< 0+1 _9+1 (9+1>_>B<19+1’_)) q
T2 71 V2

1

11 1 EX
T

el o2l
ol Do) -sforn 2 o]
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q

0*

B G R Gt | I G
G R Gy || G R G =

(3.36) — (3.39) ifadelerini (3.24)'de dikkate alarak, istenilen esitsizlik olan
(3.34)1i elde ederiz.

37 (@:9)

Uyar1 3.10 Teorem 4’'te 74 = 1 ve v = 1 olarak alindiginda, asagidaki

esitsizlik elde edilir:

‘w(a, <) + (o, p) +¢(¢,5) +¥(¢, p)

4

2071297119 + 1) + 1) 0.9
6=V (-2 [I (5

0,9 o+¢ c+p 0,9 §+P
+IU+,[,¢( 2 ’T) [ gﬂﬁ( 9 )

0,9 oc+¢ c+p
o (32552)

S(Gﬁ—al)ép—g) (i)é(ﬁﬁ)lé

—-A

aQw q
‘afag(‘“)
i 1 2 2\ 8% 1
+ 2B<0+1,%>—B(9+1,%)} {B(ﬁ”rl,%)”a (o)
p 1 2\ 92 ‘
! B(Q“’a)} {23 (‘9“’%)‘3(“1’%)} 'a 5g(%r°)
2 2 % 7\
D2 b2z
1 2 8%y d
+( 2B(9+1,%>—B(9+1,%)1 [B(ﬁ 1_)] )
+ 23(0+1,i)—3(9+1,3)} {2B<ﬁ+1,i>—3(19+1,3>]
Al el 72 2
8277/) q
* |5r0g ")
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4 BULGULAR

Teorem 3.1. ¢ : A C R?* — R fonksiyonu, A iizerinde kismi tiirevlenebilir
bir egleme olsun. Burada A, 0 <o < ¢, 0 < ¢ < p ile tamimlanmaktadir.

Eger 2 W ifadesi, koordinatlarda h-konveks bir fonksiyon ise, A {izerinde

asagidaki esitsizlik elde edilir:

rﬂm0+¢wm%HN¢Q+¢@m)
4

2mM0=192%9=11 (9 4 DT + 1)1~y
(6= )" (p =)

O o+¢ s+p . o+¢ c+p
X Ig+§+,¢< 9 ’ 9 + I w 2 ’ 2
. a+d> st+p o+¢ s+p
+ I d} +—7172I o A,d) , ——— — Al (3.23)
2 s 2 2
< (¢_J) (p_g) \11(7179>h)‘1](72a19a h)

16 172

+ v (71707}1’) @(’)/27197}1) + @(’)/1,0, h) v (727197 h)

+@ (717 9? h) P (72a 197 h)

0%
oTo¢

=

OroE (0,¢)

" ‘ o€ o€

0.0+ | (6.9 + ]yww,ﬁl

Burada A, (3.2) ile tanimlanmaktadir ve B (+,-) Beta fonksiyonunu ifade
etmektedir. Ayrica asagidaki esitlikler kullanilmaktadir:

¥ (11,0, 2) ¥ (72,9, h) = //(1_1_T )( )ﬁ

(5

¥ (31,0,0) ® (72,0, h) = //( 1_7) >< )

(7)o (5 0

vonon o = [ [ (LAY (120 20)
() () e
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smonaiman- [ [ (S ()
><h< 27>h<12£)d§d7

ispat. Lemma 1’den agagidaki ifade elde edilmektedir:

rﬂm0+¢WW%HM¢Q+¢wm)
4

20=192%29=11(9 4 DT + 1)1~y
(¢ — o) (p—¢)’

’71721919 +¢<U+¢ §+p>+71'ygl <U+¢ stp >
ti 2

+¢ s+p 0,9 U+¢ S+
Y12 70,9 g Y12 I
+ U+7p—¢< 2 ’ 2 > + —¢ 2 2

(Buradaki integrallerin agilhimi agagida detaylandirilmistir.)

X

—A

(3.24)

S (@=0)(p=9)

a ag ¥ fonksiyonunun A bélgesi iizerinde koordinatlar bakimimdan h-konveks

oldugu varsayildiginda, asagidaki esitsizlik elde edilmektedir:

‘zz)(a,c)w(o,p)ww,c)w(qxp)
4

9110-19929-11(9 + 1)T(W + 1)70~Y
(¢ —o)mf (p—c)™’
BT a) (p— c){

/01/01(1
(

0
1+7 1+¢
; )h<2

X[...]— A

Ly

e @)+ (57) 1 (57 [5ge )
(590139 s (55 oo

LT R

n(57) 0 (59 e o]+ (57) 1 (58 e )

() () e e 0 (57 (5l o s
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LT
D e () ()
+h(137>h<125) e o] < () ()
LT ()

(5 (59 oo (5 (159

()0 (5 eteo e () ()

- W W (1,0,0) ¥ (72,0, 0) + ¥ (1,0, 1) @ (72,0, D)

9%
PR (o,p) ’

%Y
5r0¢ (@ p)‘ ] dédr

8%y
e @0)

0%
3¢ (& p)‘ ] dsdf}

+ (71a 07 h) v (72’1% h’) + @ (71, 97 h) @ (727197 h)

82w 82¢ 2,¢ 827,/)
Bu hesaplamalar ile ispat tamamlanmig olmaktadir. O

Uyar: 3.1. Teorem 3.1'te, h(t) = ¢ segilirse, agagidaki esitsizlik elde edilmek-
tedir:

V(@) +v(op)+v (6.9 +v(bp) | 2071 (0 + DT (W + 1)979%

4 <¢ _ 0)719 (p o g)vw
(3.25)
Y172
X 17 Ly (J+¢ T e 00 Ly (J-I-(b §—|2—p>
e ]979 ( S+p )
712 919 C P B
+ ] ( 5 5 ) A
( o) (p— ) 1 1 01 2
- 16 v17v2 < +1 7_>B<19+1 _) [ 8785( )‘+‘878§(U’p)‘
o2
bt 6,9 + )]

Bu esitsizlik, Kirig ve arkadaglar tarafindan (Kiris ve Bayrak, 2023) ver-

ilmigtir.
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Uyar: 3.2. Agiklama 3’te, 73 = 1 ve 75 = 1 secilirse, agagidaki egitsizlikler
elde edilmektedir (Hyder et al, 2022):

'wa, )+ (0,) 6 (65) + ¥ (0p) | 22O+ YIW + oy

4 (¢—0) (p—5)"
(3.26)
Y172 a—l—gb §+
[y s
Y2 1919
: ( )
_’_71721979 ( o+¢ stp ) —_A
1 1 0% 0?1
<ozt |20 00| + | 2 o)
16 0+19+1L|070¢ aTo€
92 2
w %
Teorem 3.2. ¢ : A C R?> — R fonksiyonu, 0 < 0 < ¢ ve 0 < ¢ < p
olan kismi tiirevlenebilir bir egleme olsun. Eger % q, q > 1 olmak iizere,

A tizerindeki koordinatlar bakimindan h-konkav bir fonksiyon ise, agsagidaki

esitsizlik gegerlidir:

‘d} (0,¢) + ¥ (0,p) + ¢ (¢,<) + ¥ (9, p) N 2071900 + D)T(0 + 1)7] vy
4 (6—0a)"" (p—o)
(3.27)

Y172

]-919<+¢( > 47172 [919§+2/)< ¢ HTP)

+ 7172[979 < , )

§+p
+ W172]Z_19p_¢ < )

< (¢_01)(3(p_g) {4(h1+h2)23(0p+17%>B (§p+17i)]p

N M2 V2
8277D 8277/) a2w 82w q %
d 'aTag () 570¢ 9| T | arae ]

9r0e 7P
Burada A, (3.2) ile tamimlanir ve B (-, -) Beta fonksiyonunu ifade eder. % =

—A

-

q q q

(¢, p)

i

i

i
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1-— % olmak tlizere ve

esitligi kullanilmigtir.

ispat. Lemmadan, esitsizlik (3.24) elde edilmistir. Iki kath integraller icin

a2y |4

57O oldugu

iyl bilinen Holder esitsizligini kullanmak amaciyla I5’te ve

i¢in, h-konkav fonksiyonlarin tiggenin koordinatlarina uygulanmas: agagidaki

sonucu verir: A\ tzerinde

(e ey

2 _ _
82 <1+7’0+1 r¢71;§g+12§p>'d5d7}

(] ey )

— 7)) (1= (1 —€)2) dgdr
1+7 1+&\ | 0%y 1 1+7 1-&\| 0%
X{h( 2 )h<T)’afa§(“> +h( 2 h(T)‘aTag(“’
- 0%y ! 1-7\, (1-¢&\| 0%
o (557)0 (5 e o]+ (59) (57) ozt

< 1
(aplrrd)s(orn))

IN
=
S|~
o\
o\:
—
|
—
—_
N—— ——
S

s 1
g
827/) q 2 q
( 5rog(@)| +huba 3—35<o,p>
6277/1 q 6277/1 q %
s |55z (6,9 + () | 555 (6.0)] )
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q

' dgdr}

Q=



Burada, su gercek kullanilmaktadir:

(w—o0) <@ —o’,
herhangi bir w > o > 0 ve 7 > 1 i¢in. Benzer sekilde,

cjfey ey

0
g/}(l T, 1—7' 1+§§+1g£p>‘d§d7}
1

2

; 1\ o 2\ 9P
e ()
V2
0
1

7.

< ( / / - 1-n")" - —5>w>ﬁpdw)
) e o (5o (259 o]
(5 ]+ ()05 o]

Bl

(g (a1 LY (oper L))
M Y2 \71 V2 71 Y2
o2 q 2 q
< (7 aT;é(a, O + b | 5 (o)
21/} q 821/1 q %

”{ff<1%ﬁ”l)a(”;@”)”

0? 1— 1 1 1—
argg< o+ ;%, ;gw 2£p>'d§d7}

: (Z [ty (e @”2)7”’&“)
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(/1

OTIE 2 2 ¢, 2

q q
dédr

/\

0? 1-— 1 1 1—
w( T .t + 7 —l—é“g_{_ 2£p)

-

1L (il (epﬂ;)g(ﬁpﬂ;))
71 Y2 \71 72 gl Y2
2 q , 20 q 8% q 824 q_ %
X <h1h2 aTaé(av ) +h2 8785(0”0) + a 8§<¢’ ) + 1 2 a a§(¢7 ) ) .

e [ (e ey s
Y

<1—TU+1+T¢,1—§<+1+§p>'d£d7}

2 2 2 2

1

0
- //1(1—(1—15)%)917(1—(1—§)vg)ﬂpd§d7 3
- ) 7 V2
1 1 %
O (1—7 147 1-¢ 14\
(// 8765( SR I s p) dng)

-

<L (iiB (epﬂ,i)g(ﬁpﬂ,i))
M Y2 \71 72 g Y2
: Qw ‘ Nk Qw Cow w 7\

Eger (3.28)-(3.31)’den (3.24)’e yerlestirilirse, (3.27)'nin ilk esitsizligi elde

edilmig olur. O]

Eger Teorem (3.2)’de h(t) = t olarak ayarlarsak, o zaman sunlar elde

ederiz:

4
27197127219*1F(9 + I)F(ﬁ + 1)7?’759
(6—0)"" (p—<)?

X [7172[gi9’§+w <O-+¢ §+p>+71’72_[919§+1/} <0+¢ §+p)

‘wa,c)w(o,p)ww,g)+w<¢,p>

2 72 2

+ + + +
+7172I(]057_197g+¢ <0' ¢7§ P> _i_Wl’Yzl . _1/} (0' ¢ S p)

2 2 2 -4
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-

<@z p=9) 1GB<0+1,1>B<19p+1,1>]p
16 Y172 M Y2
82 q 82 q
x [ @) + |5agten
21/1 q 8211) q é
o @] |5 00) ] (3.3

Bu, Kirig ve digerleri tarafindan (Kiris ve Bayrak, 2023) verilmistir.

Uyar1 3.3. Eger Teorem (3.2)'de h(t) = t, v = 1 ve 72 = 1 alinirsa,

asagidaki esitsizlikler elde edilmektedir:

V(0.9 T4 (0.0 +9 (&) +9(d:p) 207129710(0 + I(9 + 1)

< (3.33)
4 (¢ —0)*(p—5)
MY
) 172 y 0‘—|—¢ §+,0 _I_,nwlgﬂg " o+o c+p
P 2 ¢t 2 2
+¢ s+p
712 70,9 g
+ U+’p¢( 2 ) 2 >
o 70,9 o+¢ ¢+p
+Wf¢pw< ; T) ~ A

D=

(6—0) (o) 16
SRTG [<9p+1> wp+1>}

q q

021
9r0¢ (0,p)

]é

Bu esitsizlik, Hyder ve digerleri tarafindan (Hyder ve Soliman 2020 ) kanitlanmigtir.

* H (o) (9.5) (6.)

oTo€

q ‘ 82w

+‘ 570€

q a?w
‘ oTo€

Teorem 3.3. ¢ : A C R? — R fonksiyonunun A iizerinde kismi tﬁrevlenebilir

oldugu varsayilsin, burada 0 < o < ¢ ve 0 < ¢ < p’dur. Eger ‘ ,q>1

8_65
olmak tizere, A iizerindeki koordinatlar bakimindan bir h-konkav fonksiyon

ise, agsagidaki esitsizlik elde edilmektedir:

|¢ (0,5) +¥(0,9) +¥(,5) + ¥ (dp) 2107122000 + 1)U (0 + 1)y]78

! (6=0)"" (o=
(3.34)
Y172 (b I ¢ 4
>< 19 ’19§+1/J _‘_'YI’YQ [0 19§+w O- ’ g p
2 2
e 0 " o+¢ ¢+ stp
atp” 2 72
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—A

0+¢ S+p
+ lezjgfp w( 5 )

L (@-0) (-9 (B (eﬂ,;) 5 (MLL))I”
167172 4! V2

x{(ww,h) (00,00 | 5)|
0 00,008 (00,0 | S )|
+ U (71,0,h) ¥ (72,9, h) 88:;2 (¢,) q
0000 W 0, 1)| 206,00 )’
(¥ 00,0, W 01| 06|
F0 00,008 (00,0 | S )|
+ U (71,0,h) ¥ (72,9, h) ;j—g}{(cb,c) q
0000 W 0, 1) | 226,00 )’
+ (qf (10,0, 1) W (72,9, ) ’%(a, ol
#0008 (00,0 | )|
+ U (71,0,h) ¥ (72,9, h) ;jgg (¢,) q
+ U (71,0,h) ¥ (72,9, h) %((b;p)q);}-

Burada A, (3.2)’de tanimlandig: gibidir ve

A (e
=0

O () ()
o
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() (L (5

= (’71a 0, h) & (’727197 h)

[ () (Y () (15t

= (’Yl, 9, h) ) (’}/2,79, h) .

O\H
O\H

o _

Ispat. Esitlik ilkesini (3.24) ve Power-Mean esitsizligini kullanarak, Iy’da

sunlar elde edilmektedir:
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Koordinatlarda ifade edilen h-konkav fonksiyonundaki goriilen konkavlik,

A’da agagidaki gibi tanimlanir: ‘ Fr=. ’da, o zaman sunlar elde edilir:
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Bu esitsizlikte, degiskenlerin degistirilmesi bize bunu agagidaki gibi ifade

etme imkani tanir:
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Benzer sekilde, asagidaki ifade elde edilir:
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(3.36)-(3.39) ifadeleri (3.24) i¢inde dikkate alindiginda, istenen esitsizlik (3.34)

elde edilir.

Uyar: 3.4. Eger Teorem 4’te h(t) = t olarak ayarlanirsa, o zaman agagidaki
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esitsizlik elde edilmektedir (Kiris ve Bayrak, 2023):
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5 SONUC ve ONERILER

Bu tez calismasinda, koordinatlarda tanimlanan h-konveks fonksiyonlar sinifi
ile genellestirilmis Riemann-Liouville kesirli integral operatorleri sistematik
bir gekilde birlegtirilerek, klasik matematiksel analizin temel taglarindan
olan integral esitsizlikleri kapsamli ve yenilik¢i bir perspektifle ele alinmigtir.
Caligmanin temel odak noktasi, tanimlanan bu sentez yapisi cercevesinde
Hermite-Hadamard ve oOzellikle trapezoid tipli integral esitsizliklerinin lit-
eratiire yeni ve genigletilmis varyantlarinin kazandirilmasi olmustur. Elde
edilen teorik sonuclarin, hem kesirli analiz hem de konveks analiz alanlarinda
mevcut bilgi birikimini genislettigi ve derinlegtirdigi gozlemlenmigtir.

5.1 Temel Bulgular ve Bilimsel Katkilar

1. Yeni Yardimci (")zde§lik (Lemma) Tiiretilmesi: Caligmanin
metodolojik temelini olusturan ilk asamada, koordinatlarda kismi
tiirevlenebilir fonksiyonlar igin genellestirilmis Riemann-Liouville kesirli in-
tegrallerine dayali kapsamli ve yenilik¢i bir integral 6zdegligi (Lemma 1)
tiretilmistir. Bu 6zdeslik, klasik trapezoid 6zdesliginin dogal bir genellemesi
niteliginde olup, ilerleyen boltimlerde ispatlanan tiim temel esitsizliklerin
¢ikig noktasini olugturmusgtur. Lemma’nin ispatinda kullanilan teknikler, ke-
sirli kalkiiliisiin temel teoremleri ile degigsken doniigim yontemlerinin etkili
bir sentezini yansitmaktadir.

2. Genellestirilmis Hermite-Hadamard Esitsizlikleri: Koordinatlarda
h-konveks fonksiyonlar sinifi i¢in, ikinci kismi tiirevin mutlak degerinin kon-
vekslik ozelliginden stratejik olarak yararlanilarak, trapezoid tipli Hermite-
Hadamard esitsizliklerinin yeni ve genisgletilmig formlar1 (Teorem 2 ve Teo-
rem 3) sistematik bir gekilde ispatlanmig ve literatiire kazandirilmistir. Bu
esitsizlikler, hem fonksiyonun kendisi hem de kesirli integral operatorleri
cinsinden ifade edilen terimler arasindaki iligkiyi kesin bir matematiksel dil
ile ortaya koymaktadir.

3. Holder ve Power-Mean Esitsizliklerinin Stratejik Uygu-
lanmasi: Temel egitsizlikler, klasik Holder ve Power-Mean (Kuvvet-
Ortalama) esitsizliklerinin yenilikgi bir sekilde uygulanmasi yoluyla daha
2 |4

Otos

durumlar igin tiiretilen esitsizlikler (Teorem 3 ve Teorem 4), fonksiyonun
tirevinin davranigina bagh olarak hata paymin daha hassas bir sekilde kon-
trol edilmesine ve minimize edilmesine olanak tanimigtir. Bu yaklagim,
esitsizlik teorisinde yakinsama hizi ve tahmin keskinligi acisindan énemli bir

da gelistirilmistir. Ozellikle, ifadesinin (¢ > 1) konveks oldugu
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ilerlemeyi temsil etmektedir.

4. h-Konveksligin Kapsayic1 ve Genellestirici Rolii: Caligmanin
teorik cercevesinin merkezinde yer alan h-konvekslik kavraminin kapsayici
dogas1 deneysel olarak gosterilmistir. Spesifik olarak, yardimci fonksiyon
h(t)’ye; h(t) = t se¢imi yapildiginda klasik konveks fonksiyona, h(t) = t°
segimiyle s-konveks (Breckner konveks) fonksiyona ve h(t) = 1 secimiyle P-
fonksiyonuna indirgendigi ispatlanmigtir. Bu durum, elde edilen tiim teorem
ve sonuclarin, mevcut literatiirdeki temel ve 0zel durumlar1 kapsayan iist
diizey bir genelleme sagladiginin matematiksel kanitidir.

5. Beta Fonksiyonu ve Ozel Fonksiyonlar ile Iligki: Ispatlarda
kargilagilan integrallerin degerlendirilmesi sirasinda Beta fonksiyonu (B(-,-))
ve Gamma fonksiyonu (I'(+)) gibi 6zel fonksiyonlarin dogal bir gekilde ortaya
gikmasi, ¢aligmanin kesirli analiz ve ozel fonksiyonlar teorisi arasinda koprii
kurdugunu gostermektedir. Bu baglanti, esitsizliklerin hem teorik derinligini
hem de uygulama potansiyelini artiran onemli bir boyuttur.

5.2 Gelecek Calismalar igin Oneriler ve

Arastirma Potansiyeli

Bu tez kapsaminda geligtirilen metodoloji ve ulasilan teorik sonuclar, kesirli
analiz, konveks analiz ve matematiksel esitsizlikler teorisi alanlarinda ver-
imli ve ¢ok yonlii yeni aragtirma imkanlar: sunmaktadir. Mevcut ¢aligmanin
sinirlar 6tesine gecebilecek ve alana katki saglayabilecek potansiyel aragtirma
yonleri agagida detaylandirilmigtir:

1. Daha Genis ve Karmasik Fonksiyon Siniflarinin Incelenmesi: Bu
caligmada merkezi rol oynayan koordinatlarda h-konveks fonksiyonlar siifi,
daha genis konvekslik kavramlar ile genisletilebilir. Ornegin, koordinatlarda
h-geometrik konveks, koordinatlarda h-harmonik konveks veya koordinatlarda
h-tstel tip konveks fonksiyonlar gibi daha sofistike simiflar i¢in benzer integral
egitsizliklerinin aragtirilmasi, teorinin sinirlarini genigletecektir. Ayrica, ko-
ordinatlarda quasi-konveks, log-konveks veya MT-konveks fonksiyonlar igin
de paralel caligmalar yapilabilir.

2. Cesitlendirilmis Kesirli Operatorler Cercevesinde Genellemeler:
Mevcut caligmada temel arag olarak genellegtirilmis Riemann-Liouville kesirli
integralleri kullanilmigtir. Gelecek galigmalarda bu sonuglarin, farkl ¢ekirdek
yapilarina sahip olan ve literatiirde giderek daha fazla onem kazanan kesirli
operatorlere taginmasi 6nemli bir aragtirma giindemi olugturmaktadir. Bu
operatorler arasinda genellestirilmis Katugampola, Hadamard, conformable,
W-Hilfer veya Mittag-Leffler cekirdekli kesirli integral ve tilirev operatorleri
sayilabilir.
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3. Hata Smirlarinin iyile§tirilmesi ve Keskinlik Analizi: Elde edilen
esitsizliklerdeki hata terimleri (sag taraftaki ifadeler) igin daha siki, opti-
mal veya keskin (sharp) tahminlerin aragtirilmasi, egitsizlik teorisinin temel
sorularindan biridir. Farkl integral ortalamalari (quadrature kurallari) veya
gelismis analiz teknikleri (6rnegin, siirekli kesirler, majorizasyon teorisi) kul-
lanilarak mevcut hata sinirlarinin iyilestirilip iyilestirilemeyeceginin incelen-
mesi onerilmektedir.

4. Disiplinleraras1 Uygulama ve Modelleme Potansiyeli: Teorik
bulgularin, saf matematik digindaki alanlardaki problemlerin modellen-
mesi ve analizinde kullamm potansiyeli aragtirilmahdir. Ornegin, bu tiir
egitsizliklerin, istatistikte olasilik dagilimlarinin moment tahminlerinde, fi-
nans matematiginde risk modellerinde, miihendislikte sinyal isleme veya kon-
trol teorisinde, ve niimerik analizde sayisal integrasyon yontemlerinin hata
analizinde uygulanabilirligi incelenebilir.

5. Kesirli Tiirevler ile Dual (Cift) Yapilarin Kurulmasi: Bu
caligmada agirlikli olarak kesirli integral operatorleri tizerinde durulmustur.
Tamamlayic1 bir arastirma yonii olarak, ayni h-konveks fonksiyon sinifi
icin genellegtirilmis kesirli tirev operatorleri (Caputo, Riemann-Liouville,
vs.) kullanilarak yeni integral egitsizliklerinin ve temel 6zdegliklerin formdiile
edilmesi ve ozelliklerinin karsilagtirmali olarak incelenmesi miimkiindiir.

6. Ozel h(t) Fonksiyonlar: ile Detayli Vaka Caligmalar:: A(t) yardimer
fonksiyonuna 6zel ve anlamh degerler (h(t) = 1/t, h(t) = €', h(t) = sint,
h(t) = ﬁ, vb.) verilerek, elde edilen genel teoremlerin somutlagtirilmas: ve
bu 6zel durumlarda ortaya c¢ikan yeni esitsizliklerin klasik sonuclarla (Oklid,
Jensen, Hermite-Hadamard, Fejér, vs.) olan iligkisinin derinlemesine analiz

edilmesi, alana somut ve yeni ornekler kazandiracaktir.

7. Yiiksek Boyutlu Uzaylara Genigletme: Cahgma iki degiskenli (R?)
fonksiyonlar tizerine odaklanmigtir. Dogal bir genisleme, benzer metodolo-
jinin n-degiskenli (R™, n > 2) fonksiyonlar ve c¢oklu kesirli integraller
baglaminda uygulanarak, yiiksek boyutlu trapezoid ve Hermite-Hadamard
tipi esitsizliklerin arastirilmas: olacaktir.

Sonug olarak, bu tez caligmasi, konvekslik teorisi ile kesirli kalkiiliisiin
sinerjik birlesiminden dogan verimli bir aragtirma paradigmasi sunmusgtur.
Gelistirilen teorik gerceve ve ispatlanan egitsizlikler, matematiksel analizin bu
iki onemli dalinin kesisim noktasinda literatiire anlamli ve yenilikci katkilar
saglamistir. Daha da onemlisi, ¢aligma, belirtilen oneriler dogrultusunda
gelecekte yapilacak aragtirmalar icin saglam bir teorik zemin ve agik bir yol
haritast olugturmugtur. Bu yoniiyle caligmanin, ilgili alanlardaki bilimsel
bilgi birikimini ileri tagimakla kalmayip, aym1 zamanda yeni kesifler i¢in bir
katalizor gorevi gormesi beklenmektedir.
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