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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

2-METRIK UZAYLARDA YAKINSAKLIK TIPLERI

Zeliha AFACAN COLAK
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Damsman: Prof. Dr. Erding DUNDAR

Bu tez calismas1 bes ana boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, ele alinan konularin matematik literatiiriindeki 6nemi vurgulanmis ve
ilgili calismalara dair literatiir 6zeti sunulmustur. Ikinci béliimde, tezde kullanilan temel
kavram ve tanimlara yer verilmistir. Uciincii bélimde, 2 —metrik uzaylarda Cesaro
yakinsaklik ve istatistiksel yakinsaklik tanimlar1 incelenerek bu kavramlar arasindaki
iliskiler analiz edilmistir. Ayrica, 2 —metrik uzaylarda Ng-yakinsaklik ve lacunary
istatistiksel yakinsaklik kavramlari ile bu kavramlarin ozellikleri ele alinmstir.
Calismanin 6zgiin kismini teskil eden dordiincii bolimde, 2 —metrik uzaylarda J-
yakinsaklik ve J*-yakinsaklik kavramlari literatiire tanitilmig, aralarindaki teorik
iligkiler arastirilmistir. Devaminda ise 2 —metrik uzaylarda 7-Cauchy ve 7*-Cauchy dizi
kavramlar1 tanimlanarak temel Ozellikleri tiiretilmistir. Besinci boliimde ise tez

caligmasi siiresince yararlanilan kaynaklar listelenmistir.
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis

CONVERGENCE TYPES IN 2-METRIC SPACES

Zeliha AFACAN COLAK
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Erding DUNDAR

This thesis consists of five main chapters.

The first chapter emphasizes the importance of the topics discussed in the mathematical
literature and presents a literature review of relevant studies. The second chapter
includes the fundamental concepts and definitions used in the thesis. The third chapter
examines the definitions of Cesaro convergence and statistical convergence in
2 —metric spaces and analyzes the relationships between these concepts. Furthermore,
the concepts of Ny-convergence and lacunary statistical convergence in 2-metric spaces,
along with their properties, are discussed. The fourth chapter, which constitutes the
original part of the study, introduces the concepts of 7-convergence and J*-convergence
in 2 —metric spaces to the literature and investigates the theoretical relationships
between them. Subsequently, the concepts of 7-Cauchy and 7*-Cauchy sequences in
2 —metric spaces are defined and their fundamental properties are derived. The fifth

chapter lists the sources used throughout the thesis study.
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SIMGELER DiZiNi

Simgeler

N Dogal sayilar kiimesi

Z Tam sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

C Kompleks Sayilar kiimesi

£ Tiim siirl reel veya kompleks dizilerin sinirli kiimesi
d(K) K kiimesinin alt yogunlugu

5(K) K kiimesinin {ist yogunlugu

6(K) K kiimesinin dogal yogunlugu

d(u,v,w) 2-metrik

6 Cesaro yakinsak dizilerin kiimesi

Nog Ny — yakinsak dizilerin kiimesi

|K| K kiimesinin kardinalitesi

S Tiim istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

S Tiim lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi
Stin Tiim logaritmik istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi
J Ideal

F(T) N {izerinde J idealine karsilik gelen siizgeg

(AP) Ideal icin AP &zelligi

7 —lim Ideal limit

st — lim [statistiksel limit



1. GIRIS

Yakinsaklik, dogal yogunluk, lacunary dizi, istatistiksel yakinsaklik ve ideal
yakinsaklik, Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi alaninin énemli kavramlarindan olup, son
yillarda pek ¢ok matematikginin ilgisini ¢gekmektedir. Tezde ¢alisilan konular ve ilgili
kavramlar pek ¢ok matematik bilim insanmin ilgisini ¢ekmistir. Bu konular tez
calismasinin daha verimli olmasi agisindan arastirilip not edilmistir. Toplanabilme
teorisinde Onemli bir yakinsaklik c¢esidi olan istatistiksel yakinsaklik kavramini
Schoenberg (1959) ve Fast (1951) birbirinden bagimsiz olarak reel say1 dizilerinin
yakinsakliginin bir genellestirilmisi olarak tanimlamiglardir. Daha sonra Kostyrko vd.
(2000) ideal yakinsaklik kavramini istatistiksel yakinsakligin bir genellestirilmis hali
olarak tanimlayarak bir¢ok onemli 6zelliklerini vermislerdir. Bununla birlikte Dems
(2004/2005) ile Nabiev vd. (2007) ideal Cauchy dizisini tanimlayarak ideal yakinsaklik
ile iliskisi ve onemli bazi Ozelliklerini incelemislerdir. 2 —metrik kavrami, metrik
kavraminin tarafindan genellestirilmesiyle olusturulmustur (Gahler 1963, 1965). Bir 2-
metrik uzay, topolojik olarak siradan bir metrik uzaya esdeger degildir. Ornegin; her
metrik uzay "birinci sayilabilir" Ozelligine sahipken, 2 —metrik uzaylar birinci
sayilabilir olmayabilir (Lahiri vd. 2011). Bu durumda, metrik uzaylarda elde edilen
sonugclar ile 2-metrik uzaylarda elde edilen sonuglar arasinda basit bir iligki yoktur. Bir
metrik uzayda yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir; fakat 2 —metrik uzayda yakinsak
bir dizi Cauchy dizisi olmayabilir. Ancak, eger d 2 —metrigi X 2 —metrik uzay
tizerinde siirekli ise, bu durumda her yakinsak dizi bir Cauchy dizisine doniisiir (Naidu
ve Prasad 1986). Bir metrik X iizerinde her zaman siirekli olmasina ragmen, 2 —metrik
stirekli olmayabilir. Nuray (2020) 2 —metrik uzayda Cesaro yakinsaklik, istatistiksel
yakinsaklik, istatistiksel Cauchy dizisi, lacunary yakinsaklik ve lacunary istatistiksel
yakinsaklik kavramlarint tanitarak ©6nemli oOzelliklerini ve aralarindaki iliskileri
incelemislerdir. Burada bahsedilen kavramlar ile ilgili olarak bazi matematikciler
onemli ¢aligmalar yapmuslardir (Aliouche ve Simpson 2012, Connor 1988, 2003, Freese
2001, Freedman vd. 1978, Fridy 1985, Fridy ve Orhan 1993, 1997, Gezer 2005, Giille
ve Ulusu 2013, Hardy ve Wright 1960, Iseki 1975, Khan 1980, Kisi 2018, 2021 Liu
2001, Mursaleen ve Basar 2020, Naidu 2001, Rhoades 1979, Savas vd. 2019, Singh
1980, Ulusu vd. 2021, Yamanc ve Giirdal 2013, 2014, Yamanci vd. 2020, White 1976).



Tezimizin {igiincii boliimiinde, 2 —metrik uzaylarda Cesaro yakinsaklik ve istatistiksel
yakinsaklik tanimlari incelenerek bu kavramlar arasindaki iligkiler analiz edilmistir.
Ayrica, ayni uzaylarda Ng-yakinsaklik ve lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramlar
ile bu kavramlarin 6zellikleri ele alinmis ve bu kavramlar arasindaki iligkiler ile

kapsama bagintilar1 incelenmistir.

Calismanin 6zgiin kismini teskil eden dordiincii bolimde, 2 —metrik uzaylarda J-
yakinsaklik ve J*-yakisaklik kavramlari literatiire tanitilmis, aralarindaki teorik
iliskiler arastirilmistir. Devaminda ise 2 —metrik uzaylarda 7-Cauchy ve 7*-Cauchy dizi

kavramlar1 tanimlanarak temel 6zellikleri tiiretilmistir.

Son boliim olan besinci boliimde ise g¢alisma siiresince yararlanilan literatiirdeki

kaynaklar listelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez ¢alismasinda yararlanilan bazi temel kavramlar verilmistir. Literatiirde
1yi bilinen dogal sayilar kiimesi N, tam sayilar kiimesi Z, reel sayilar kiimesi R ve

kompleks sayilar kiimesi C gibi temel kavramlar burada verilmeyecektir.

2.1 Temel Tanim ve Kavramlar

Oncelikle metrik uzay, siirh dizi ve yakinsak dizi kavramlar: not edilecektir.

Tanmm 2.1.1 V bostan farkli bir kiime olsun.
U:VxXV->~R

fonksiyonu her vy,v,,v5; € V i¢in

M1. u(vy,v,) =0 © vy = vy,

M2. (v, v3) = pu(vz,v4),

M3. (v, v3) < p(vy,v2) + u(vy,v3)
sartlarin1 sagliyorsa u fonksiyonuna V de bir metrik ve (V, u) ikilisine de metrik uzay
denir (Bayraktar 2006).

Bu tez calismasi boyunca V = R uzay1 tlizerinde

(g, v;) = v — vy

bi¢ciminde tanimlanan mutlak deger metrigi géz Oniine alinacaktir.

Tanmmm 2.1.2 Tanim kimesi N ={1,2,...,n,...} dogal sayilar kiimesi olan her
fonksiyona dizi denir. Diziler deger kiimelerine gore adlandirilir. Eger bir dizinin deger
kiimesi reel sayilar kiimesi ise diziye reel terimli dizi veya reel say1 dizisi ya da reel dizi
denir. Yani, reel terimli bir dizi

f: N>R
seklinde bir fonksiyondur. Genel terimi x;, olan bir dizi (x;) = {xq,x2, ..., X, . }

bi¢iminde gosterilir (Balci 2016).



Tez calismasinda aksi belirtilmedigi siirece (xj) dizisini reel say1 dizisi olarak ele

alacagiz.

Tanmim 2.1.3 (x;) bir dizi ve £ € R olsun. Her € > 0 igin, k > ny oldugunda

lx, — L] < &
olacak sekilde € a bagl bir ny € N sayis1 bulunabiliyor ise (xj) dizisi, £ sayisina
yakinsaktir denir ve

limx, =L veya x, = L
k—oo

biciminde gosterilir. Herhangi bir sayiya yakinsayan diziye yakinsak dizi denir.

Yakinsak olmayan diziye ise raksak dizi denir (Balc1 2016).

Tanmm 2.1.4 Eger her k dogal sayist i¢in
|xk| <M

olacak sekilde bir M > 0 reel sayisi bulunabiliyor ise (xj) dizisine sinirli dizi denir.
Tiim siurl reel veya kompleks dizilerin kiimesi £, ile gosterilir (Balci 2016).
2.2 Istatistiksel Yakinsakhk, Ideal Yakinsakhk ve Lacunary Dizi

Bu kisimda oncelikle dogal yogunluk kavramini, bir dizinin istatistiksel yakinsaklik

kavramini ve ilgili bazi tanimlar verilecektir.

Tanim 2.2.1 K € Nve K,, = {k < n: k € K} kiimelerini ele alalim.
|K| = cardK (K kiimesinin kardinalitesi)

olmak tizere;
BERT . |Knl < 1: |Knl
6(K) = lim inf — ve §(K) = lim sup—
- n—oo n n—-oco n
limitlerine sirastyla K kiimesinin alt ve iist yogunluklar1 denir. Eger
8(K) = 5(K)
ise (";—"') dizisinin limiti mevcuttur denir. Bu limit §(K) ile gosterilir ve bu limit

degerine K kiimesinin dogal yogunlugu denir.



Bu durumda, K < N kiimesinin dogal yogunlugu;

nl

. IK
6(K) = lim
n-oco N

1
= lim —|{k < n:k € K}|
n-on

olarak tanimlanir (Niven vd. 1991).

Tanim 2.2.2 x = (x;) dizisi verilsin. Eger, her € > 0 i¢in

1

lim —|{k<n:|x, —L| =€} =0

n-on

oluyor ise, x dizisi £ reel sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve
st—limx =L

ile gosterilir (Fast 1951).
Simdi ideal, siizgeg ve ideal yakinsaklik kavramlari ile ilgili tanimlar verilecektir.

Tanmm 2.2.3 Bir 7 c 2V ailesi icin
. Pe7,
ii. HerA,BE€JicinAUB €7,
iii. HerA€eJveherBc AiginB €7

sartlar1 saglaniyorsa, bu durumda 7 < 2N ailesine N de bir ideal denir.

Eger N ¢ 7 ise, J ya bir gergek (non-trivial) ideal denir. Ayrica, 7 bir gergek ideal ve her
n € N i¢in {n} € 7 oluyorsa, 7 idealine uygun (admissible) ideal denir (Kostyrko vd.
2000).

Bu calismadaki biitiin idealler uygun ideal olarak kabul edilecektir.

Tanmim 2.2.4 x = (x;,) bir dizi olsun. Eger, her € > 0 i¢in
A(e)={keN:|x;, —L| =} €T
oluyorsa, x dizisi L reel sayisina J-yakinsaktir denir ve
J—limx =L
bi¢iminde gosterilir (Kostyrko vd. 2000).



Tamim 2.2.5 Eger bir f fonksiyonu ve bir x = (x;) dizisi i¢in J — lim x;, = x, olmasi

J —lim f(x,) = (x,) olmasmi gerektiriyorsa f fonksiyonuna ideal siireklidir denir.

Tanim 2.2.6 Bostan farkli bir F 2N ailesi i¢in

i. 0&F,

ii. HerA, BE FicinANBEF,

iii. HerAe FveherB o> AiginB € F
sartlar1 saglaniyorsa, bu durumda F < 2N ailesine N de bir siizge¢ ad1 verilir (Kostyrko
vd. 2000).

Eger 7, N de bir gercek ideal ise, bu durumda
F(@)={McN:(34A€T)(M =N\A)}
siifina N {izerinde J ideali ile birlesen siizge¢ denir (Kostyrko vd. 2000).

Tamim: 2.2.7 Eger 7 nin karsilikli ayrik kiimelerinin herhangi bir {4,, A,, A5, ...} dizisi

i¢in bir {B4, B,, Bs,...} dizisi var oyle ki her i € N i¢in A;AB; simetrik farki sonlu ve
U2, Bi €7

ise, 7 < 2N ideali AP-6zelligine sahiptir denir (Kostyrko vd. 2000).

Lemma 2.2.1 7 € 2N, (4P) bzelligine sahip bir admissible ideal olmak iizere F(J)
filtresini alalim. Bu durumda, her i i¢in {P;}7°, N kiimesinin alt kiimelerinin sayilabilir
bir ailesi ve P; € F(J) olmak tizere P € F(J) ve her i igin P\P; sonlu bir kiime olacak
sekilde bir P c N kiimesi vardir (Nabiev vd. 2007).

Simdi de lacunary dizi kavrami tanitilarak bir dizinin lacunary yakinsakligi ve lacunary

istatistiksel yakinsaklig1 tanimlar1 verilecektir.

Tanmm: 2.2.8 0 = {p,} dizisi (r = 1,2,3,...),po =0 Ve t, = p, — pr_q = © (r - )
olacak sekilde pozitif tamsayilarin artan bir dizisi ise, bu dizi lacunary dizi olarak
adlandirilir (Fridy ve Orhan 1993).



Calisma boyunca 6 = {p,-} lacunary dizisi tarafindan belirlenen araliklar I, = (p,_1, Pr]

ile belirtilip, ayrica pi orani ise q, ile gosterilecektir.
r—1

Tanim 2.2.9 6 = {p,.} bir lacunary dizi olsun. Eger x = (x) dizisi igin,

1
lim— ) |x, —£L| =0
T—00 r
kel

olacak sekilde bir L reel sayis1 varsa x dizisi £ ye kuvvetli lacunary yakinsaktir denir
(Fridy ve Orhan 1993).

Tanim 2.2.10 0 = {p, } bir lacunary dizi olsun. Eger her € > 0 i¢in,
1
limt—l{k EL: |x,—L|=¢€}|=0
T—00 r
oluyorsa, x = (xy) dizisi L reel sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir denir ve
Sp—limx =L
biciminde gosterilir (Fridy ve Orhan 1993).

2.3 2 —Metrik Uzaylarda Temel Tanim ve Kavramlar

Tamm 2.3.1 X # @olsun. d: X3 - R doniisiimii icin

(M1) u,v € X farkli elemanlar1 verildiginde, d(u, v,w) # 0 olacak sekilde bir w € X
elemani vardir,

(M2) Tiim u, v,w € X igin u, v,w den en az ikisi esit oldugunda d (u, v,w) = 0 olur,
(M3) Tim u,v,w € X i¢ind(u,v,w) = d(u,w,v) =d(v,w,u) ve

(M4) Timu,v,w,z € Xi¢cind(u,v,w) < d(u,v,z) + d(u,z,w) + d(z,v,w)

sartlar1 saglaniyorsa d ye X {izerinde bir 2-metrik denir.

d, X iizerinde bir 2-metrik oldugunda, sirali (X, d) ikilisine bir 2- metrik uzay olarak
denir. 2- metrik d(u, v,w) nin ¢ok tipik bir drnegi u, v, w tarafindan gerilen tiggenin

alanidir.

Ornek 2.3.1 X = [0,1] ve d:X3- R olarak tanimlansin. u, v,w € X icin
dlu,v,w) =min{lu —v|,|lv—w|,|w—u|}

olarak tamimlanirsa, (X, d) bir 2- metrik uzaydir.



Tammm 2.3.2 Eger sup{d(u,v,w):u,v,w € X} <o ise (X,d) 2-metrik uzayina

smirlidir denir.

Tanmim 2.3.3 (x,,), (X, d) 2-metrik uzayinda bir dizi olsun. Eger tim a € X icin

lim d(x,, x,,a)=0
n,m-oo

oluyorsa, (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tamm 2.3.4 (x,,), (X, d) 2-metrik uzayimnda bir dizi olsun. Eger tim a € X i¢in

lim d(x,,x,a) =0
n—-oo

oluyorsa, (x,) dizisine x € X noktasina yakinsaktir denir.

Tammm 2.3.5 Tam bir (X,d) 2-metrik uzay, X deki her Cauchy dizisinin X in bir

elemanina yakinsadigi bir uzaydir.



3. 22-METRIK UZAYLARDA iSTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu boliimde Nuray (2020) tarafindan literatiire kazandirilan ¢alismadaki tanim, teorem
ve ornekler not edilecektir. Oncelikle 2 —metrik uzaylarda istatistiksel yakisaklik,
istatistiksel Cauchy dizisi ile lacunary istatistiksel yakinsaklik ve baz1 kapsama iliskileri

verilecektir.
3.1 2-Metrik Uzaylarda Cesaro Yakinsaklik ve Istatistiksel Yakinsakhk

Bu kisimda, 2 —metrik uzaylarda Cesaro yakinsaklik ve istatistiksel yakinsaklik
tanimlar1 ve aralarindaki iligkiler sunulacaktir. Calisma boyunca (X, d) ikilisi 2 —metrik

uzay olarak alinacaktir. Kisalik bakimindan (X, d) yerine X alinacaktir.

Tamim 3.1.1 (x,,), X de bir dizi olsun. Eger tim a € X i¢in

n

1

lim —Z d(x;,x,a) =0
k=1

n—on

saglaniyor ise bu durumda, (x,,) dizisi bir x € X elemanina Cesaro yakinsaktir denir.

Cesaro yakinsak dizilerin kiimesi

n
1
C= {(xn) C X: lim HZ d(xy,x,a) = 0,baz1 x ler i¢in
n—oo
k=1

ile gosterilir.

Tamim 3.1.2 (x,,), X de bir dizi olsun. Eger tiim a € X ve her € > 0 igin

H{k,l < n:d(xy,x;,a) = E}H =0

1
lim —
n—ooNn

veya esdeger olarak
1
lim El{k'l <n:d(xg,x,a) <&} =1
n—oo

ise, (x,) dizisine istatistiksel Cauchy dizisidir denir. Bu durumda,

st— lim d(xp,xma)=0

n,m— oo

yazilir.



Tamm 3.1.3 (x,,), X de bir dizi olsun. Eger tim a € X ve her € > 0 igin
nli_r)r}m% l{k < n:d(xp, x,a) = E}=0

veya esdeger olarak
nli_r)r}m% 1k < n:d(xp,x,a) < E}=1

ise, (x,) dizisi bir x € X elemanina istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda,

st — lim d(x,,x,a) =0
n—ooo

yazilir.

Tiim istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi
1
S = {(xn) C X: lim Zl{k < n:d(xg,x,a) = E}| = 0,baz1 x ler igin}
n—ooo

ile gosterilir.

Metrik bir uzayda istatistiksel yakinsak bir dizi istatistiksel Cauchy dizisidir ancak 2 —

metrik bir uzayda istatistiksel yakinsak bir dizi istatistiksel Cauchy dizisi olmayabilir.

")

) J

Ornek 3.1.1 X = {0,1,

N |-
W=
R

d: X3—[0,0)
fonksiyonu asagidaki tanimlansin.
1, n € Nigcinx #y # zve {%,ﬁ}c {x,y,z}ise
0, aksi takdirde.
O halde, (X, d) tam bir 2 — metrik uzaydir. Simdi de (x,,) dizisi su sekilde tanimlansin:

d(x,y,2) ={

1, n tamkare sayi ise
Xy . .
n= %, aksi takdirde.

Acik olarak (x,,) dizisi O sayisina istatistiksel yakinsaktir ancak istatistiksel Cauchy

dizisi degildir.

Teorem 3.1.1 (X,d) 2 — metrik uzay ve d, X tizerinde istatistiksel siirekli olsun. Eger

X de (x,) dizisi istatistiksel yakinsak ise bu durumda (x,,) istatistiksel Cauchy dizisidir.

10



Ispat : Eger st — limx,, = x ise, 0 zaman d nin istatistiksel siirekliliginden

st — lim d(x,, Xy, x) =st — lim d(x,,x,x) 1)
n,m-—oo n—oo

elde edilir. 2 — metriginin (iv) 6zelligi kullanilarak
d(xp, Xm, @) < d(xp,x,a) + d(x, Xy, @) + d(xp, Xm, X)
yazilabilir. Bu esitsizlikten ve (1) esitliginden tiim a € X i¢in,

st— lim d(x,xm,a) =0
n,m—oo

elde edilir ki (x;,) istatistiksel Cauchy dizisidir.

Teorem 3.1.2 (x,,), X de bir dizi olsun. Bu durumda,
1. Eger (x,) dizisi x noktasina Cesaro yakinsak ise bu durumda (x,) dizisi x
noktasina istatistiksel yakinsaktir.
2. Eger (X,d) smirh ve (x,) dizisi x noktasina istatistiksel yakinsak ise bu

durumda (x,,) dizisi x noktasina Cesaro yakinsaktir.

Ispat: 1. (x,,) dizisi x noktasia Cesaro yakimsak olsun. Her € > 0ve a € X

n n n
1 1 1
—Z d(xg, x,a) = — z d(xy,x,a) + — Z d(xy,x,a)
n n n
k=1 k=1 k=1
d(xp,x,a)=E d(xgx,a)<E
n
> 1 d(
- X
= n k» X, a)
k=1
d(xg,x,a)=E

> ~[{1 <k <n:d(x.xa) = EHE
elde edilir ki dolayisiyla
lim %|{1 <k <nd(xg,x,a)=E}=0
n—ooo

yani, (x,) dizisi x noktasina istatistiksel yakinsaktir.
2. Simdi (x,) dizisinin x noktasina istatistiksel yakinsak oldugunu kabul edelim. (X, d)

sinirlt oldugundan, timk ve hera € X icin d(xg,x,a) < K esitsizligi gecerlidir.

Buradan her € > 0 ve her a € X igin

11



n n

n

1 1
—Zd(xk,x,a)=— z d(x, %, @) + 2 d(x X, @)
nk=1 n k=1

k=1
d(xp,x,a) d(xp,x,a)
n n
1
<—|K Z 1+ 2 d(xy,x,a)
n k=1 k=1
d(xp,x,a)=E d(xp,x,a)<E

n

1 1
<K= {1 <k sn:d@wexa)2 5}|+gz
k=1

elde edilir ki boylece

n

1

lim —Z d(xg,x,a) =0
k=1

n—oon

yani, (x,) dizisi x noktasina Cesaro yakinsaktir.
3.2 2 —Metrik Uzaylarda N, ve Lacunary istatistiksel Yakinsakhk

Tamim 3.2.1 6 = {p,.} herhangi bir lacunary dizi ve (x,) X de bir dizi olsun. Tim a €
X 1¢in
1
lim — d(xy,x,a) =0

T—00 r

kel
ise, bu durumda (x,,) dizisi bir x € X elemanina Ng —yakinsaktir denir. Ny —yakinsak

dizilerin kiimesi Ng olarak gosterilecektir.

Tamim 3.2.2 6 = {p,.} herhangi bir lacunary dizi ve (x,,) X de bir dizi olsun. Tim a €
X veher& > 0igin
1
lim — |[{k € I,:d(x,x,a) = E}| =0
r—oo tT‘
veya esdeger olarak

1
lim —|{k € I,:d(x),x,a) < E}| =1
r—oo tT‘

ise, bu durumda (x,,) dizisi bir x € X elemanina lacunary istatistiksel yakinsaktir denir.

12



Tiim lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi
So={(xp) € X! lim ti|{k € L:d(xy,x,a) = E} =0, bazixlerigin}
T—00 Lr

ile gosterilir.

Asagidaki teoremin ispati Teorem 1lin ispatina benzer, bu nedenle ispatsiz olarak

belirtiyoruz.

Teorem 3.2.1 6 = {p,} herhangi bir lacunary dizi ve (x,) X de bir dizi olsun. Bu

durumda asagidaki ifadeler gegerlidir:

1. Eger (x,) dizisi x noktasina Ny-yakinsak ise (x,) dizisi x noktasina Sg-
yakinsaktir.
2. Eger (X,d) smirhysa ve (x,,) dizisi x noktasina Sg-yakinsak ise (x,) dizisi

x noktasina Ng-yakinsaktir.

Asagidaki teoremler 2 —metrik uzaylarda Cesaro yakinsaklik ile Ng —yakinsaklik
arasindaki ve istatistiksel yakinsaklik ile lacunary istatistiksel yakinsaklik arasindaki

iliskileri ifade etmektedir.

Teorem 3.2.2 6 = {p,-} herhangi bir lacunary dizi olsun. (X, d) 2— metrik bir uzaylarda
asagidaki ifadeler gegerlidir:

Pr

1. C < Ny ancak ve ancak lim infp > 1 dir.
T r—-1
2. Ng S € ancak ve ancak lim sup ppr < oo dir.
T r-1
3. € = Ny ancak ve ancak 1 < lim inf 2~ < lim sup - < oo dur.
r Pr-1 r Pr-1

Ispat: Sadece ilk ifade ispatlanacak. Digerlerinin ispat1 literatiirde mevcut olan ve

referanslarda bulunan makalelerdeki ispatlara benzer olarak yapilabilir.
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Eger

lim inf Pr

>1
r Pr-1

ise, timr = 1 i¢in

14+a<
Pr-1

olacak sekilde a > 0 vardir. (x;,) dizisinin bir x noktasina Cesaro toplanabilir oldugu
kabul edilsin. Dolayistyla

Pr Pr-1
1 1 1
—Z d(xg, x,a) = —Z d(xy,x,a) — — Z d(xy,x,a)
t, t, t,
kel k=1 k=1
1 Pr 1 Pr-1
= % —z d(xg,x,a) | — p;_l Z d(xy, x, a)
r \ Pr k=1 T Pr-1 =1

yazilabilir.

tr = Pr — Pr-1
olduguna gore

1+« _ 1
&S veprlﬁ—
t, a t,

a

esitsizlikleri gecerlidir. Bu nedenle, yukaridaki esitligin sag tarafi r — oo olarak sifira
yonelir, x € Ng oldugu sonucuna varilir.

Simdi
lim inf Pr >1
r Pr-1
oldugu kabul edilsin. 6 = {p,.} lacunary dizisinin bir alt dizisi (p,,) segebilir 6yle ki
e+ lve WS o 42
Dri—1 L Pri—1

14

Simdi Ornek 1.1 deki 2-metrik d gdz dniinde bulundurulup ve (x;,) dizisi

1, kel bazii=1.2,..igin
X =
0, aksi takdirde

olarak tanimlansin. Bu durumda, herhangi bir x € X ve tiim a € X igin,
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1
— Z dxg,x,a) =11—x|,({ = 1,2,3,...)
by K
Elyi

1

t_z d(xi,x,a) = |x|,(r # 1)

" kel,
elde edilir. Buradan (x;) € Ng sonucu ¢ikar. Ancak (x;) Cesaro yakinsaktir, ¢linkii m
yeterince biiylik herhangi bir tamsayi1 ise tek i bulunabilinir Ki
pr,_—l < m S pri+1—1

ve

m
1 pri—l‘l'tri 2
— d(xp,x,a) < ——— < —
mel (e %, @)

Pri-1 1

olup, m — oo igin (x;) € C oldugu sonucu ¢ikar.

Teorem 3.2.3 6 = {p,-} herhangi bir lacunary dizi olsun. (X, d) 2— metrik bir uzaylarda
asagidaki ifadeler gecerlidir:

Pr

Pr-1

1. § € 8y ancak ve ancak lim inf > 1.
T

2. Sg € S ancak ve ancak lim sup - < oo,
r

Pr-1
3. § = §pancak ve ancak 1 < lim inf2- < lim sup == < oo,
r Pr-1 r Pr-1

Teorem 3.2.4 6 = {p,.} herhangi bir lacunary dizi ve (X, d) 2 — metrik bir uzay olsun.
Eger (x,) €S C Sy ise

Sg — lim(x,) = § —lim(x,)
dir.

Ispat: x # y olmak iizere
S — lim(x,) =xvesSy —lim(x,) =y
olsun. Bu durumda,
d(x,y,a) # 0
dir. (M3) ve (M4) ten tim x;,X,y,a € X i¢in
d(x,y,a) <d(xg,x,y)+dxg,x,a)+d(xg,y, a) 2

yazilabilir. Tim a € X i¢in, (2) esitsizliginden
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1
E < 3 d(x,y,a)
aliarak
lim | {ksn:d(xey,a) = €}]=1
n—oo

elde edilir. Istatistiksel limit ifadesinin i inci terimi diisiiniiliirse

1
lim —|{k< n: d(xgy,a) = E}:

n—oon
i

k € [ : dxg,y,2) = &
r=1

1
ki

1 1
o kel : dxpya) = E} (3)
)
1 — 1
. Ztr—l{k € 1:d(x,y,a) = £} — 0.

;:1 tI‘ tr

r=1

0 = {p, } bir lacunary dizi oldugundan (3) sifira yakinsayan dizinin diizenli agirlikli

ortalama doniisiimiidiir; 6yle ki kendisi de i — oo i¢in sifira yakinsar. Ayrica bu

{1|{k <nd(eyx,a) = e}|}
n SN Kk Xy =

n
nin bir alt dizisi oldugu i¢in
lim ~|(k<n:d (xey,a) 2 EH#1
n—oo

sonucu elde edilir ki bu ¢eliski x # y olamayacagin1 gosterir.
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4. 2-METRIK UZAYLARDA iDEAL YAKINSAKLIK

Bu boliimde, tezde orijinal olarak literatiire kazandirilan tanim, teorem ve 6rnekler not

edilecektir. Bu boliim temel olarak iki kisimdan olusacaktir.
4.1 2-Metrik Uzaylarda Ideal Yakinsaklik

Bu kisimda, oncelikle 2 —metrik uzayda J-yakinsaklik ve J*-yakinsaklik kavramlari

tanitilacak ve sonrasinda bu yeni kavramlar arasindaki iligkiler incelenecektir.

Tammm 4.1.1 (x,,), X de bir dizi olsun. Eger tim a € X ve her € > 0 igin
{neN:d(x,La)>E}eT
oluyorsa, (x,,) dizisi L € X sayisina J-yakinsaktir denir ve
J—- nlznoo d(x,,L,a) =0

ile gosterilir.
Teorem 4.1.1 X te bir (x,,) dizisi L ye yakinsak ise, (x,) dizisi L ye J-yakinsaktir.

Ispat: (x,,) dizisinin X te L ye yakinsak olsun. Bu durumda, her € > 0 igin bir
ny = ny(E) € N vardir, oyle ki tiim a € X ve n > n, igin
d(x,,L,a) < &
dir. Buradan, her € > 0 ve tiim a € X igin
Ac ={neN:d(x,La)=E}<c {123, ....,ny}
ve 7 bir uygun ideal oldugundan,
{1,23,....,ny} €7
ve buradan da
Ac €7
oldugu agiktir. Boylece, (x,,) dizisi X te L ye J-yakinsaktir.

Tamm 4.1.2 (x,,), X de bir dizi olsun. Eger bir

M={m<m<--<m<-}eEFT) (N\MEeJT

kiimesi var dyle ki tiim a € X igin

17



Jim d(xm,,L,a) =0
oluyorsa, bu durumda (x,,) dizisi X te L ye 7*-yakinsaktir denir ve
J*— lim d(x,,L,a)=0
n—oo

ile gosterilir.
Teorem 4.1.2 X te bir (x,,) dizisi L ye J*-yakinsak ise, (x,) dizisi L ye J-yakinsaktir.

Ispat: (x,,) dizisi X te L ye 7*-yakinsak olsun. Bu durumda,
M={m<m<--<m<-}€EFT) (N\MEeJT)
kiimesi var dyle ki tiim a € X igin
klinoo d(xmk, L,a)=0

dir. Buradan da her € > 0 igin bir ky = ky(E) € N vardir 6yle ki tima € X ve k > k,
i¢in

d(xmk,L, a)<é&
oldugu agiktir. Buradan da, her € > 0 ve tim a € X i¢in

Ac={n €N:d(xpL,a) =2 £} € HU{m; <m, < <my,}
elde edilir. 7 bir uygun ideal oldugundan, agik olarak
HU{m; <m; <--<my} €7
ve boylece
Ac €7

elde edilir ki dolay1styla, (x;,) dizisi X te L ye J-yakinsaktir.

Teorem 4.1.3 (x,,), X de bir dizi ve 7 ideali (AP) ozelligine sahip olsun. Bu durumda,
(x,,) dizisi L ye J-yakinsak ise, (x,) dizisi L ye J*-yakinsaktir.

Ispat: 7 idealinin (AP) 6zelligine sahip oldugu ve (x,,) dizisinin X te L ye J-yakisak
oldugu kabul edilsin. Bu durumda, her £ > 0 ve tiim a € X igin
U={neN:d(x,La)=E}teT

dir. Simdi,n € Nven > 2 i¢in
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Ui={neN:d(x,L,a) =1}

ve

1 1
Un :{TLEN :ESd(xn,L,a) <m}

tanimlansin. r # s igin
U-NU; =90
oldugu aciktir. (AP) ozellige gore, s € N i¢in U;A V; sonlu kiimeler olacak sekilde

V=UVSE?

{V }nen kiimeleri dizisi vardir ve

s=1
dir. Simdi, M = N\ V i¢in
(D Aim d(xp, L,a) =0
(nem)
oldugu kanitlanmalidir. Simdi
<é
i+1

olacak sekilde i € N secilsin. Bu durumda,

i+1

fneN: d(x,La)=6}cC UUS
s=1

dir. s = 1,2, ... igin U4A Vg ler sonlu kiimeler oldugundan n, € N vardir 6yle ki

i+1 i+1
(2) UVS NneEN:n>nyg} = UUS N{neN:n>ny}
s=1 s=1

dir.n > nyven ¢V ise, bu durumda

ve dolayisiyla (2) uyarinca

olur. Boylece,

ve boylece (1) elde edilir.
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4.2 2-Metrik Uzaylarda ideal Cauchy Dizisi

Bu kisimda, 2 —metrik uzayda J-Cauchy dizisi ve J*-Cauchy dizisi kavramlari

tanitilarak aralarindaki iliskiler incelenecektir.

Tanmim 4.2.1 (x,,), X de bir dizi olsun. Tim a € X ve her £ > 0 i¢cin N = N(E) var
oyle ki
fneN:d(x,.xy,a) =2E}ET

oluyorsa, bu durumda (x,,) dizisine 7-Cauchy dizisi denir.

Ornek 4.2.1 X = {Olééi } olsun ve 7 ideali 75 ideali olarak almnsin.
d: X3 — [0, 0)
1, eger x # y # {1 : } { }icinn € N
-, — ¢ C
d(x,y,z) = { , €fer x # y # zve -, ———( C {x,y,z}igcinn
0, aksi takdirde.

tanimlansin. O halde, (X, d) tam bir 2 —metrik uzaydir. (x,,) dizisi

1
-, aksi takdirde

n, n,kare tamsayisidir
Xy =
n

olsun. (x,) dizisi 0 a J5-yakinsak olmakla birlikte, J5-Cauchy dizisi degildir.

Teorem 4.2.1 (X,d) 2 —metrik uzay ve d, X tizerinde ideal olarak siirekli olsun. Eger

(x,) dizisi J-yakinsak ise, (x,) J-Cauchy dizisidir.

Ispat: 7- lim0 X, = x olsun. Bu durumda, d nin ideal siirekliliginden
n—

3) J— lim d(xp,x,a) =7 — lim d(x,,x,x)
m—o0oo

mn—oco
dir. her € >0 i¢cin N = N(E) = n olsun. 2 —metrik uzay tanimindaki (iv) ozelligi
geregi, tiim a € X i¢in

(4) d(em, Xy, @) < d(Xp, x,a) + d(x, xy, a) + d(xp,, Xy, X)
yazilabilir. (4) esitsizligi ve (3) esitliginden tim a € X i¢in,

J— lim d(x;,,xy,a)=0
m-—0oco

yani (x,,), 3 —Cauchy dizisidir.
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Tamm 4.2.2 (x,,), X de bir dizi olsun. Bir
M={m<m<-—-<m,<--}eEFT)N\MEe€JT)
kiimesi i¢in (xy) = (X, alt dizisi X i¢inde bir Cauchy dizisi ise, yani tim a € X igin

i, 4o o, @) = 0

ise, (x,) dizisine 7*-Cauchy dizisi denir.

Teorem 4.2.2 X deki bir (x,,) dizi 7* —Cauchy dizisi ise, bu durumda (x,,), 3 —Cauchy

dizisidir.

Ispat: X deki (x,,) dizisi 7* —Cauchy dizisi olsun. Bu durumda, tanim geregince
M={m<m,<--<m<-}eFT) (N\MEeJT)

kiimesi vardir dyle ki her € > 0 igin ky = ky(E) € N bulunabilir ki tim a € X ve tim
k,p > kqi¢ink > ky oldugunda

d(Xmy Xm,,, @) < E
dir. N = N(&) = my 4, olsun. Buradan her € > 0 ve tiim a € X i¢in

d(xm,, xy,a) < €
dir. Boylece, N\M = H € 7, her £ > 0 ve tiim a € X i¢in

Ag = {n eN: d(xp,xy,a) = €} € HU{m; <m, < - <my,}
ve J uygun ideal oldugundan, acik olarak
HU{m <m, <--<my}€T

ve buradan da A¢ € 7 elde edilir. Dolayisiyla da (x,,), X de bir 7 —Cauchy dizisidir.

Teorem 4.2.3 7 ideali (AP) ozelligine sahip uygun bir ideal ise 3 —Cauchy dizisi ve

J*-Cauchy dizisi kavramlar1 2 —metrik uzay X de cakisir.

Ispat: X icindeki (x,) dizisi 7* —Cauchy dizisi olsun. O halde, Teorem 4.2.2°ye gére,
(AP) ozelligi olmadan, (x,) dizisi X de bir 3 —Cauchy dizisidir. Simdi, X deki (x,,)
dizisi 3 —Cauchy dizisi olsun. Tanim geregi, her € > 0 i¢in bir N = N(E) vardir dyle
Ki tim a € X i¢in

{fneN:d(xp, xy,0) =EYET
dir.
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TimaeXvei = 1,2,...iginm; =N (%) olmak tzere

1
P, = {n € N:d(xp, X, a) < 7},
kiimesini alalim. Bu durumda, i = 1,2, ... icin P; € F(J) oldugu aciktir. Ozellik (AP)
ve Lemma 2.2.1 ile, bir Q € F(J) kiimesi vardir ve tim i € N i¢in Q\Q; sonludur.
Kanit i¢in i > éolacak sekilde € > 0vei € N alinsin. m,n € Q ise, Q\Q; sonlu bir

kiime ve boylece u = u(i) vardir 6yle ki m,n > u(i) olacak sekilde m,n € Q dir.

Boylece, tim a € X ve m,n > u(i) igin
1
d(xm,xmi, a) < -ved(xy, Xmy» a) <-
i i

ve boylece,
d(Xm, Xn, @) < d (X, X, @) + d (X, X, @)

1 1 2
< —-4+-==-<E&
l l l

elde edilir. Dolayisiyla, tiim a € X igin

m,l‘rilmoo d(xp, xp,a) =0
(mneQ)

ve boylece (x,,), X de bir 7* —Cauchy dizisidir.
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