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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

GENELLE�T�R�LM�� R�EMANN�LIOUVILLE �NTEGRALLER� �LE

KOORD�NATLARDA s-KONVEKS FONKS�YONLAR YARDIMIYLA

TRAPEZO�D T�PL� �NTEGRAL E��TS�ZL�KLER�

Tu§ba AKÇA

Afyon Kocatepe Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal�

Dan�³man : Prof. Dr. Mehmet Eyüp K�R��

Bu tez çal�³mas�, koordinatlarda s-konvekslik kavram�n� temel alan be³ bölümden

olu³maktad�r.

Birinci bölümde, konveks fonksiyonlar�n klasik yap�s� ve bu yap�n�n çe³itli genelle³tirmeleri

ele al�nm�³, s-konvekslik kavram�n�n do§u³u, matematiksel arka plan� ve literatürdeki

geli³im süreci ayr�nt�l� olarak sunulmu³tur. Ayr�ca, koordinatlarda konvekslik ve il-

gili türevsel yap�lar kar³�la³t�r�larak s-konveksli§in analitik aç�dan sa§lad�§� katk�lar

tart�³�lm�³t�r.

�kinci bölümde, koordinatlarda s-konveks fonksiyonlar�n tan�m�, temel özellikleri ve

bu fonksiyonlar�n matematiksel analiz aç�s�ndan sa§lad�§� avantajlar detayl� bir ³ek-

ilde ele al�nm�³t�r. Bu kapsamda, s-konveks fonksiyonlar�n koordinat düzlemindeki

davran�³lar�, monotonluk, s�n�rl�l�k ve türevsel yap� ile olan ili³kisi incelenmi³, ayr�ca

bu fonksiyonlar yard�m� ile elde edilen temel lemmalar ve teoremler sunulmu³tur.
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Üçüncü bölüm, s-konveks fonksiyonlar kullan�larak yeni integral ve türevsel e³it-

sizliklerin olu³turulmas�na ayr�lm�³t�r. Bu bölümde, özellikle Hermite�Hadamard,

Jensen ve Ostrowski tipi e³itsizlikler s-konvekslik çerçevesinde yeniden yorumlanm�³

ve elde edilen sonuçlar literatürdeki klasik e³itsizliklerle kar³�la³t�r�lm�³t�r.

Dördüncü bölümde, koordinatlarda s-konveks fonksiyonlar yard�m� ile türevsel araçlara

dayal� yeni yakla³�mlar geli³tirilmi³, integral türünden e³itsizliklerin daha genel bir

çerçeveye ta³�nmas� sa§lanm�³t�r.

Tezin son bölümü olan be³inci bölümde, çal�³ma boyunca elde edilen bulgular genel

bir çerçevede de§erlendirilmi³ ve gelecekte yap�labilecek çal�³malara dair öneriler

sunulmu³tur.

2025, viii + 55 sayfa

Anahtar Kelimeler : Konveks fonksiyonlar, s-konveks fonksiyonlar, Koordinat-

larda konvekslik, �ntegral e³itsizlikleri, Hermite�Hadamard tipi e³itsizlikler.
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ABSTRACT

M.Sc. Thesis

GENERALIZED INTEGRAL INEQUALITIES BASED ON
CONFORMABLE INTEGRALS VIA S-CONVEX FUNCTIONS IN

CO-ORDINATES

Tu§ba AKÇA

Afyon Kocatepe University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Prof. Dr. Mehmet Eyüp K�R��

This thesis study consists of �ve chapters. In the �rst chapter, the fundamental

notions of the Inequality Theory and the development of convexity-based structures

are introduced. A historical overview of convex functions and their generalizations

is provided to build a conceptual framework for the study. In the second chapter,

basic de�nitions and properties of convex functions, convexity in co-ordinates, and

the concept of s-convexity are presented in detail. Analytical motivations for the

use of s-convex functions and their structural di�erences from classical convexity

are also discussed.

In the third chapter, several known lemmas and theorems related to integral in-

equalities involving s-convexity in co-ordinates are reviewed. This section forms

the theoretical foundation of the thesis by examining existing results in the liter-

ature and establishing the analytical tools required for deriving new inequalities.

In the fourth chapter, by utilizing generalized integral approaches and the struc-

tural characteristics of s-convex functions in co-ordinates, new integral inequalities

of Hermite�Hadamard and related types are obtained. These results extend the

scope of existing inequalities and provide broader applicability within the theory of

convexity.

In the �fth chapter, which is the �nal section of the thesis, the �ndings obtained
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throughout the study are summarized, and related works in the literature are listed.

Additionally, possible directions for future research in the �eld of generalized con-

vexity are discussed.

2025, viii + 55 pages

Keywords : Convex functions, s-convex functions, Convexity in co-ordinates, In-

tegral inequalities, Hermite�Hadamard type inequalities.
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1 G�R��

Matematiksel analiz, soyut yap�lar arac�l�§� ile gerçek dünyadaki problemleri anla-

mak ve çözmek için vazgeçilmez bir disiplindir. Bu alan�n temel kavramlar�ndan

biri olan konvekslik, fonksiyonlar�n davran�³lar�n� anlamam�za ve bunlar üzerinde

geli³tirilen teorik araçlarla matematiksel problemlere etkin çözümler sunmam�za

olanak tan�r. Konveks fonksiyonlar üzerine geli³tirilen klasik teoriler, optimiza-

syon, integral e³itsizlikleri ve hata analizinde temel bir rol oynar. Ancak, modern

matematiksel analizde daha esnek ve genellenebilir kavramlar ihtiyac�n� kar³�lamak

amac�yla s-konvekslik kavram� geli³tirilmi³tir.

Klasik konveks fonksiyonlar, bir I ⊂ R aral�§� üzerinde tan�ml� bir f : I → R

fonksiyonu için, her x, y ∈ I ve her λ ∈ [0, 1] için

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)

e³itsizli§ini sa§layan fonksiyonlar olarak tan�mlan�r (Boyd ve Vandenberghe 2004).

Bu geometrik ve cebirsel yap�, fonksiyonlar�n minimum ve maksimum de§erlerinin

belirlenmesinde ve optimizasyon problemlerinin çözümünde kritik öneme sahip-

tir. Bu alandaki en önemli sonuçlardan biri, konveks fonksiyonlar için Her-

mite�Hadamard (H�H) e³itsizli§idir:

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

2

Bu temel e³itsizlik, integral hesab�n fonksiyon tahmini ve nümerik integrasyon yön-

temleri (özellikle trapezoid kural�) için temel te³kil etmi³ ve birçok genelle³tirmeye

ilham vermi³tir (Dragomir ve Pearce, 2000).

Ancak, klasik konvekslik tan�m�n�n k�s�tlay�c�l�§�, baz� fonksiyon s�n��ar�n� analiz

d�³� b�rakm�³t�r. Bu ihtiyac� kar³�lamak üzere geli³tirilen genelle³tirilmi³ konvekslik

kavramlar� aras�nda, s-konvekslik, özellikle integral e³itsizlikleri teorisinde büyük ilgi

görmü³tür.
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1.1 S-Konvekslik Kavram�n�n Geli³imi

s-Konvekslik, klasik konveksli§in bir genellemesi olarak (Orlicz 1961) taraf�ndan

tan�t�lm�³, ancak kavram�n formel matematiksel yap�s� ilk kez Breckner (1978)

taraf�ndan, daha sonra da Hudzik ve Maligranda 1994'te s-konveks fonksiyonlar

olarak yeniden tan�mlanm�³t�r. Bir A kümesi üzerinde s-konvekslik, bir s ∈ (0, 1]

parametresine ba§l� olarak tan�mlan�r. s = 1 oldu§unda, bu tan�m klasik konveksli§e

indirgenir, bu da s-konveksli§in, konveks fonksiyonlardan daha geni³ bir fonksiyon

yelpazesini kapsamas�n� sa§lar.

s-Konvekslik, klasik konveks fonksiyonlardan daha geni³ bir fonksiyon yelpazesini

kapsar ve fonksiyonlar�n davran�³lar�n� detayl� bir ³ekilde analiz edebilmemizi sa§lar.

Bu fonksiyon s�n�f�, hem teorik matematiksel analiz hem de say�sal yöntemler için

güçlü araçlard�r; integral e³itsizliklerinin genellenmesi, trapezoid ve Simpson tipi

integrasyon yakla³�mlar�nda hata tahmini ve optimizasyon problemleri bu kapsamda

önemli uygulama alanlar� olarak ortaya ç�kar.

Özellikle bu tez çal�³mas�na konu olan koordinatlarda s-konveks fonksiyon-

lar (s-convex functions on co-ordinates), çok de§i³kenli analizde ve dikdörtgensel

bölgeler üzerindeki uygulamalarda büyük önem ta³�r. Bir f : [a, b] × [c, d] → R

fonksiyonunun koordinatlarda s-konveks olmas�, her bir de§i³kenin di§er de§i³ken

sabit tutuldu§unda s-konvekslik özelli§ini sa§lamas� anlam�na gelir (Alp vd. 2011).

Bu genelleme, iki boyutlu integral e³itsizliklerinin elde edilmesinde ve fonksiyonlar�n

karma³�k yap�lar�n� analiz etmede temel bir araç sunar.

1.2 Genelle³tirilmi³ �ntegral Yakla³�mlar�

Son y�llarda, klasik türev ve integral operatörlerinin genelle³tirilmesiyle elde edilen

yeni integral yakla³�mlar�, integral e³itsizlikleri teorisine yeni bir boyut katm�³t�r.
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Bu genelle³tirmelerden biri olan Conformable �ntegraller, klasik Riemann inte-

grallerinin özelliklerini büyük ölçüde koruyan, ancak daha esnek bir yap� sunan bir

operatör çiftidir (Khalil vd. 2014).

Konform (Conformable) integrallerin s-konveks fonksiyonlar ile birle³tirilmesi, klasik

Hermite�Hadamard e³itsizli§inin çok daha geni³ bir alana ta³�nmas�na olanak

tan�r. Klasik operatörlerin yetersiz kald�§� durumlarda, Conformable integrallerin

devreye girmesi, türevsel ve integral özelliklerin s-konveks fonksiyonlar alt�ndaki

davran�³lar�n� daha hassas bir ³ekilde modellememizi sa§lar. Literatürde, s-konveks

fonksiyonlar için Conformable integral operatörleri kullan�larak Hermite�Hadamard

tipi e³itsizliklerin (Kiri³ ve Akça 2024, Kiri³ vd. 2025) ba³ar�yla elde edildi§i

görülmektedir.

1.3 Tezin Amac� ve Yap�s�

Bu tez çal�³mas�n�n temel amac�, koordinatlarda s-konveks fonksiyonlar s�n�f�n� Con-

formable integral operatörleri çerçevesinde incelemek ve bu yap�lar� kullanarak Her-

mite�Hadamard (H�H) ve ilgili tiplerde yeni integral e³itsizlikleri elde etmektir. Elde

edilen sonuçlar, klasik konvekslik ve integral e³itsizlikleri teorisinin s-konvekslik ve

genelle³tirilmi³ integral yakla³�mlar� ba§lam�nda nas�l geni³letilebilece§ini göster-

meyi amaçlamaktad�r.

Tez, toplam be³ ana bölümden olu³maktad�r:

Birinci Bölüm (Giri³): Konvekslik teorisinin tarihsel geli³imini, s-konvekslik

kavram�n�n matematiksel motivasyonunu ve Conformable integrallerin integral e³it-

sizlikleri teorisindeki önemini ele alarak tezin amac�n� ve yap�s�n� sunar.

�kinci Bölüm (Temel Kavramlar): Çal�³man�n temelini olu³turan klasik konveks

fonksiyonlar, koordinatlarda konvekslik, s-konvekslik ve Conformable türev/integral

3



operatörlerinin tan�mlar�, temel özellikleri ve literatürdeki ilgili lemmalar� detayl� bir

³ekilde sunar.

Üçüncü Bölüm: s-konveks fonksiyonlar ve klasik integral operatörleri kullan�larak

bilinen Hermite�Hadamard ve trapezoid tipi e³itsizlikleri inceleyerek, tezde geli³tir-

ilecek yeni sonuçlar için bir ba³lang�ç noktas� olu³turur.

Dördüncü Bölüm: Tezin ana özgün sonuçlar�n�n yer ald�§� bölümdür. Koordinat-

larda s-konveks fonksiyonlar kullan�larak Conformable integral operatörlerine dayal�

yeni Hermite�Hadamard tipi integral e³itsizlikleri ve ilgili türevsel yakla³�mlar elde

edilir.

Be³inci Bölüm (Sonuç ve Öneriler): Tez boyunca elde edilen tüm bulgular

özetlenir, sonuçlar literatürdeki mevcut çal�³malarla kar³�la³t�r�l�r ve genelle³tirilmi³

konvekslik teorisinin gelecekteki potansiyel ara³t�rma yönlerine dair öneriler sunulur.

Bu çal�³ma ile, s-konveks fonksiyonlar ve genelle³tirilmi³ integral operatörleri aras�n-

daki ili³ki derinle³tirilerek, matematiksel analiz ve uygulamal� matematik alanlar�na

teorik ve pratik yeni katk�lar sunulmas� hede�enmektedir.
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2 TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu bölüm tezde yer alan baz� temel tan�m, teorem ve teoremlerin ispat�ndan olu³-

maktad�r.

2.1 Konveks Fonksiyonlar ile �lgili Baz� Tan�m ve Teoremler

Tan�m 2.1. ∀x, y ∈ K ve t ∈ [0, 1] için;

(1− t)x+ ty ∈ K

oluyorsa, K ⊆ R kümesine klasik anlamda Konveks Küme denir (Dragomir ve

Pearce 2000).

Figure 1: Konveks küme örne§i

Tan�m 2.2. ∀x, y ∈ K ve t ∈ [0, 1] için;

f((1− t)x+ ty) ≤ (1− t)f(x) + tf(y)

oluyorsa, f : K ⊆ R → R fonksiyonuna Konveks Fonksiyon denir (Dragomir ve

Pearce, 2000).
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Tan�m 2.3. I kümesinin konveks bir küme oldu§unu varsayal�m. Fonksiyon ψ :

I → R e§er a³a§�daki e³itsizlik sa§lan�yorsa I üzerinde konveks olarak tan�m-

lan�r:(Dragomir ve Pearce 2000)

ψ(τχ+ (1− τ) φ) ≤ τψ(χ) + (1− τ)ψ(φ) (1)

tüm (χ, φ) ∈ I ve τ ∈ [0, 1] için. Fonksiyon ψ, I üzerinde konkav ise e³itsizlik (1)

tersine döner.

Figure 2: Konveks fonksiyon gra�§i

Tan�m 2.4. Fonksiyon ψ : ∆ → R "Koordinatl� konveks" terimi ile tan�mlan�r. ∆,

tüm (χ, φ), (υ, ω) ∈ ∆ ve τ, ξ ∈ [0, 1] için a³a§�daki e³itsizlik sa§lanmal�d�r:(Dragomir

2001)

ψ(τχ+ (1− τ) φ, ξu+ (1− ξ) ω)

≤ τξ ψ(χ, υ) + τ(1− ξ)ψ(χ, ω) + ξ(1− τ)ψ(φ, υ) + (1− τ)(1− ξ)ψ(φ, ω).

Tüm konveks fonksiyonlar�n verilen koordinatlarla konveks oldu§u aç�kt�r. An-

cak, koordinatlarda konveks olan her fonksiyonun mutlaka konveks olaca§� durumu

geçerli de§ildir (Dragomir 2001).

Tan�m 2.5. h : I ⊆ R → R negatif olmayan bir fonksiyon olsun. E§er ψ : I → R

bir h-konveks fonksiyon ise veya ψ SX (h, I) S�n�f�na ait ise, ψ negatif olmayan ve

tüm χ, φ ∈ I, τ ∈ (0, 1) için ³u e³itsizlik sa§lanmal�d�r:

ψ(τχ+ (1− τ)φ) ≤ h(τ)ψ(χ) + h(1− τ)ψ(φ). (2)

E§er bu e³itsizlik tersine dönerse, ψ h-Konkav olarak tan�mlan�r (Varo²anec 2007).

6



Tan�m 2.6. Fonksiyon ψ : I → R ∆ üzerindeki koordinatlarda h-konveks olarak

tan�mlan�rsa, a³a§�daki e³itsizlik sa§lanmal�d�r:

ψ(τχ+ (1− τ) φ, ξu+ (1− ξ) ω)

≤ h(τ)h(ξ) ψ(χ, υ) + h(τ)h(1− ξ)ψ(χ, ω) + h(ξ)h(1− τ)ψ(φ, υ) + h(1− τ)h(1− ξ)ψ(φ, ω).

tüm ∀ (τ, ξ) ∈ [0, 1] ve (χ, υ), (χ, ω), (φ, υ), (φ, ω) ∈ ∆ için geçerli olmal�d�r (Varo²anec,

2007).

Figure 3: Koordinatlarda Konveks fonksiyon gra�§i

2.2 s-Konveks Fonksiyonlar ile �lgili Baz� Tan�m ve Teoremler

Tan�m 2.7. s ∈ (0, 1] olmak üzere, ∀x, y ∈ K ve t ∈ [0, 1] için;

f((1− t)x+ ty) ≤ (1− t)sf(x) + tsf(y)

oluyorsa, f : K ⊆ R → R fonksiyonuna s-Konveks Fonksiyon (Birinci Anlamda

s-Konveks) denir (Hudzik ve Maligranda 1994).

Tan�m 2.8. s ∈ (0, 1] olmak üzere, ∀x, y ∈ K ve t ∈ [0, 1] için;

f((1− t)x+ ty) ≤ (1− t)sf(x) + tsf(y) + Θ(x, y, t)

buradaΘ(x, y, t) uygun bir düzeltme terimi olmak üzere, f : K ⊆ R → R fonksiyonuna

�kinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon denir.

Teorem 2.9. E§er f birinci anlamda s-konveks ise ve s = 1 ise, o zaman f klasik

anlamda konvekstir.

Proof. s = 1 için s-konvekslik tan�m� klasik konvekslik tan�m�na indirgenir.
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Teorem 2.10. f birinci anlamda s-konveks ise, f ayn� zamanda koordinatlarda

s-konvekstir.

Proof. Koordinatlarda s-konvekslik tan�m�, birinci anlamda s-konveksli§in do§al bir

geni³lemesidir.

Tan�m 2.11. Fonksiyon ψ : ∆ → R "Koordinatl� s-konveks" terimi ile tan�mlan�r.

∆, tüm (χ, φ), (υ, ω) ∈ ∆ ve τ, ξ ∈ [0, 1] için a³a§�daki e³itsizlik sa§lanmal�d�r:

ψ(τχ+ (1− τ) φ, ξu+ (1− ξ) ω)

≤ τ sξs ψ(χ, υ) + τ s(1− ξ)sψ(χ, ω) + ξs(1− τ)sψ(φ, υ) + (1− τ)s(1− ξ)sψ(φ, ω).

Teorem 2.12. E§er ψ koordinatlarda s-konveks ise ve s = 1 ise, o zaman ψ koor-

dinatlarda konvekstir.

Proof. s = 1 için koordinatlarda s-konvekslik tan�m�, koordinatlarda konvekslik

tan�m�na indirgenir. ■

Tan�m 2.13. Gamma fonksiyonu ve beta fonksiyonu ³u ³ekilde tan�mlan�r:

Γ(χ) :=

∫ ∞

0

τx−1e−τdτ

ve

B (χ, φ) :=

∫ 1

0

τx−1(1− τ)φ−1dτ,

s�ras�yla. Burada, 0 < χ,φ <∞.

Matematikte konveks haritalar�n analizi kapsam�nda, integral e³itsizlikler en s�k

kullan�lan alanlard�r. C. Hermite ve J. Hadamard taraf�ndan formüle edilen bu

e³itsizlikler, literatürde geni³ bir ³ekilde al�nt�lanmaktad�r (bkz. örne§in Dragomir

ve Pearce 2000, Pecaric 1998, Iqbal vd. 2016). Yukar�da bahsedilen e³itsizlikler,

e§er ψ : I → R fonksiyonu, reel say�lar�n I aral�§�nda konveks ise ve σ, ϕ ∈ I ile

σ < ϕ ise geçerlidir.

ψ

(
σ + ϕ

2

)
≤ 1

ϕ− σ

ξ∫
τ

ψ(χ)dχ ≤ ψ (σ) + ψ(ϕ)

2
. (3)
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Hermite-Hadamard e³itsizli§i, bir fonksiyonun konveksli§inin, belirli bir aral�k

üzerindeki ortalama de§eri ve integral de§eri üzerindeki etkisini ayd�nlatan ünlü

bir sonuçtur. E³itsizlik, e§er bir fonksiyon ψ reel bir aral�k I üzerinde konveks ise

ve a ile b, I içinde iki nokta ise, ψ'nin a ve ϕ'nin orta noktas�ndaki de§eri, [σ, ϕ]

aral�§�ndaki ortalama de§erden küçük veya ona e³it oldu§unu belirtir.

Hermite-Hadamard e³itsizli§i, bir konveks fonksiyonun ortalama de§erinin, aral�kta

gözlemlenen uç noktalar�ndaki de§erlerle kar³�la³t�r�lmas�na olanak tan�r. Bu

e³itsizlik, aral�§�n bir dikdörtgene dönü³tü§ü gibi daha yüksek boyutlara da

geni³letilebilir.

E³itsizlik, bir k�sm� dikdörtgenin orta noktas�n� kullanan ve di§eri dikdörtgenin

kö³elerini kullanan iki bölümden olu³ur. �kinci k�s�m, trapez ³ekline benzemesi

nedeniyle trapezoid türü e³itsizlik olarak adland�r�l�r.

Hermite-Hadamard e³itsizli§inin bir parças�n� olu³turan trapezoid türü e³itsizlik,

kapsam� bir ara³t�rma konusu olmu³tur. Konveks fonksiyonlar için trapezoid türü

e³itsizlikler, ilk olarak Dragomir ve Agarwal taraf�ndan 1998'de formüle edilmi³tir.

Sarikaya vd. 2013'te, kesirli integraller için e³itsizliklerin genelle³tirilmesini

sa§lam�³ ve belirli orta nokta türü e³itsizliklerin geçerlili§ini göstermi³tir.

E³itsizlik, özellikle s�radan integrallerin genelle³tirilmesi olan kesirli integraller

ba§lam�nda kapsam� bir çal�³ma ve iyile³tirme konusu olmu³tur (Dragomir 2001,

Sarikaya vd. 2012, Dragomir ve Agarwal 1998, Sarikaya vd. 2013, Sarikaya vd.

2019).

Teorem 2.14. ψ : ∆ → R koordinatl� s-konveks ise, a³a§�daki e³itsizlikler elde
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edilir:

ψ

(
σ + ϕ

2
,
ς + ρ

2

)
≤ 1

2

 1

σ − ϕ

ϕ∫
σ

ψ

(
χ,
ς + ρ

2

)
dχ+

1

ρ− c

ρ∫
ς

ψ

(
τ + ξ

2
, φ

)
dφ


≤ 1

(ϕ− σ)(ρ− ς)

ϕ∫
σ

ρ∫
ς

ψ(χ, φ)dφdχ (4)

≤ 1

4

 1

ϕ− σ

ξ∫
τ

ψ(χ, c)dχ+
1

ϕ− σ

ξ∫
τ

ψ(χ, ρ)dχ

+
1

ρ− ς

ρ∫
ς

ψ(τ, φ)dφ+
1

ρ− ς

ρ∫
ς

ψ(ξ, φ)dφ


≤ ψ(τ, ς) + ψ(τ, ρ) + ψ(ξ, ς) + ψ(ξ, ρ)

4
.

Yukar�daki e³itsizlikler keskindir. E³itsizlikler (??), ψ haritas� koordinatl� s-konkav

bir harita ise ters yönde geçerlidir.

�spat, s-konvekslik tan�m� ve integral e³itsizlik teknikleri kullan�larak yap�labilir.

Kesirli kalkülüs, türev veya integralin herhangi bir reel veya karma³�k say� olarak

kullan�lmas�na olanak tan�yan bir kalkülüs türünü tan�mlar. Kesirli kalkülüsü

tan�mlamak için bir dizi farkl� yakla³�m bulunmaktad�r; bunlar aras�nda Caputo,

Riemann-Liouville ve Grünwall-Letnikov tan�mlar� yer almaktad�r. Bu tan�mlar

belirli avantajlar sunarken, baz� sorunlar da ortaya ç�karmaktad�r.

Örne§in, Riemann-Liouville tan�m�, sabit bir fonksiyon için her zaman s�f�r türev

vermemektedir. Caputo tan�m�nda, fonksiyon f türevlenebilir olmal�d�r (Samko

vd. 1993, Podlubny 1999, Miller ve Ross B 1993, Akkurt vd. 2017).

Ayr�ca, baz� tan�mlar, iki fonksiyon aras�nda bölme, çarpma ve bile³ke alma

i³lemleri gibi geleneksel kalkülüs ilkelerinden sapmaktad�r. Bu ve di§er sorunlar�

ele almak amac�yla, Khalil ve arkada³lar�, uyumlu kesirli türev olarak adland�r�lan

yeni bir kesirli kalkülüs tan�m� önermi³tir.
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Ayr�ca, (0 < σ ≤ 1) aras�ndaki kuvvetler için uyumlu kesirli integral de

tan�t�lm�³t�r. Ara³t�rmac�lar, iki fonksiyonu çarpma ve bir fonksiyonun ortalama

de§erini hesaplama yöntemleri de dahil olmak üzere birkaç önemli bulgu

göstermi³tir.

Ayr�ca, kesirli kalkülüs ve üstel fonksiyonlar içeren denklemleri çözmü³lerdir

(Khalil vd. 2014, Abdeljawad 2015, Hyder ve Soliman 2020, Zhao ve Luo M, 2017,

Khan , Khan M 2019, Sar�kaya vd. 2019, Abdelhakim 2019).

Bu çal�³mada kullan�lan uyumlu kesirli kalkülüs ilkelerinin tan�mlar� ve

matematiksel temelleri a³a§�da sunulmu³tur.

Tan�m 2.15. ψ ∈ L1[σ, ϕ] için, τ > 0 s�ral� Riemann-Liouville integralleri ³u ³ekilde

verilir:

Jσ
σ+ψ(χ) =

1

Γ(σ)

∫ χ

σ

(χ− τ)σ−1 ψ(τ)dτ, χ > σ (5)

ve

Jσ
ϕ−ψ(χ) =

1

Γ(σ)

∫ ϕ

χ

(τ − χ)σ−1 ψ(τ)dτ, χ < ϕ. (6)

Yukar�da belirtilen kriterlere göre, ilgili de§erler ³u ³ekildedir: gerekli ko³ul θ = 1

oldu§unda, Riemann-Liouville integralleri klasik kar³�l�klar�yla e³it oldu§u göster-

ilebilir.

Tan�m 2.16. ψ ∈ L1([σ, ϕ] × [ς, ρ]) olsun. S�ral� Riemann-Liouville integralleri

Jθ,ϑ
σ+,ς+ , J

θ,ϑ
σ+,ρ− , J

θ,ϑ
ϕ−,ς+ ve Jθ,ϑ

ϕ−,ρ− s�ras�yla θ, ϑ > 0 ile σ, ς ≥ 0 olarak tan�mlan�r:(Sar�kaya

2014)

Jθ,ϑ
σ+,ς+ψ(χ, φ) =

1

Γ(θ)Γ(ϑ)

∫ χ

σ

∫ φ

ς

(χ− τ)θ−1 (φ− ξ)ϑ−1 ψ(τ, ξ)dξdτ, χ > σ, φ > ς,

(7)

Jθ,ϑ
σ+,ρ−ψ(χ, φ) =

1

Γ(θ)Γ(ϑ)

∫ χ

σ

∫ ρ

φ

(χ− τ)θ−1 (ξ − φ)ϑ−1 ψ(τ, ξ)dξdτ, χ > σ, φ < ρ,

(8)

Jθ,ϑ
ϕ−,ς+ψ(χ, φ) =

1

Γ(θ)Γ(ϑ)

∫ ϕ

χ

∫ φ

ς

(τ − χ)θ−1 (φ− ξ)ϑ−1 ψ(τ, ξ)dξdτ, χ < ϕ, φ > ς,

(9)

Jθ,ϑ
ϕ−,ρ−ψ(χ, φ) =

1

Γ(θ)Γ(ϑ)

∫ ϕ

χ

∫ ρ

φ

(τ − χ)θ−1 (ξ − φ)ϑ−1 ψ(τ, ξ)dξdτ, χ < ϕ, φ < ρ,

(10)

S�ras�yla. Burada Γ Gama fonksiyonudur.
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Tan�m 2.17. ψ ∈ L1[σ, ϕ] için, ϑ > 0 ve σ ∈ (0, 1] olan kesirli uyumlu integral

operatörü ϑIθσ+ψ ve ϑIθϕ−ψ ³u ³ekilde tan�mlan�r:(Jarad vd. 2017)

ϑIθ
σ+ψ(χ) =

1

Γ(ϑ)

∫ χ

σ

(
(χ− σ)θ − (τ − σ)θ

θ

)ϑ−1
ψ(τ)

(τ − σ)1−θ
dτ, τ > σ (11)

ve

ϑIθ
ϕ−ψ(χ) =

1

Γ(ϑ)

∫ ϕ

χ

(
(ϕ− χ)θ − (ϕ− τ)θ

θ

)ϑ−1
ψ(τ)

(ϕ− τ)1−θ
dτ, τ < ϕ, (12)

S�ras�yla.

Tan�m 2.18. ψ ∈ L1([σ, ϕ] × [ς, ρ]) olsun ve γ1 ̸= 0, γ2 ̸= 0, θ, ϑ ∈ C, Re(θ) > 0

ve Re(ϑ) > 0. ψ (χ, φ)'nin θ, ϑ s�ral� genelle³tirilmi³ uyumlu integrali ³u ³ekilde

tan�mlan�r (Bozkurt vd. 2021):

(
γ1γ2Iθ,ϑσ+,ς+ψ

)
(χ, φ) =

[
1

Γ(θ)Γ(ϑ)

∫ χ

σ

∫ φ

ς

(
(χ− σ)γ1 − (τ − σ)γ1

γ1

)θ−1

(13)

×
(
(φ− ς)γ2 − (ξ − ς)γ2

γ2

)ϑ−1
ψ(τ, ξ)

(τ − σ)1−γ1(ξ − ς)1−γ2
dξdτ

]
,

(
γ1γ2Iθ,ϑϕ−,ς+ψ

)
(χ, φ) =

[
1

Γ(θ)Γ(ϑ)

∫ ϕ

χ

∫ φ

ς

(
(ϕ− χ)γ1 − (ϕ− τ)γ1

γ1

)θ−1

(14)

×
(
(φ− ς)γ2 − (ξ − ς)γ2

γ2

)ϑ−1
ψ(τ, ξ)

(ϕ− τ)1−γ1(ξ − ς)1−γ2
dξdτ

]
,

(
γ1γ2Iθ,ϑσ+,ρ−ψ

)
(χ, φ) =

[
1

Γ(θ)Γ(ϑ)

∫ χ

σ

∫ ρ

φ

(
(χ− σ)γ1 − (τ − σ)γ1

γ1

)θ−1

(15)

×
(
(ρ− φ)γ2 − (ρ− ξ)γ2

γ2

)ϑ−1
ψ(τ, ξ)

(τ − σ)1−γ1(ρ− ξ)1−γ2
dξdτ

]
,

ve(
γ1γ2Iθ,ϑϕ−,ρ−ψ

)
(χ, φ) =

[
1

Γ(θ)Γ(ϑ)

∫ ϕ

χ

∫ ρ

φ

(
(ϕ− χ)γ1 − (ϕ− τ)γ1

γ1

)θ−1

(16)

×
(
(ρ− φ)γ2 − (ρ− ξ)γ2

γ2

)ϑ−1
ψ(τ, ξ)

(ϕ− τ)1−γ1(ρ− ξ)1−γ2
dξdτ

]
,

Genelle³tirilmi³ uyumlu integraller.
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Uyar� 2.19. E§er (13), (14), (15) ve (16)'da γ1 = γ2 = 1 ise, iki de§i³kenli fonksiy-

onlar�n kesirli integralleri olan Riemann-Liouville integralleri elde edilir.(Bozkurt vd.

2021)

Uyar� 2.20. E§er (13), (14), (15) ve (16)'da θ = 1 ve ϑ = 1 al�n�rsa,(Bozkurt vd.

2021) (
I1,1σ+,ς+ψ

)
(χ, φ) =

∫ χ

σ

∫ φ

ς

ψ(τ, ξ)

(τ − σ)1−γ1(ξ − ς)1−γ2
dξdτ (17)

(
I1,1ϕ−,ς+ψ

)
(χ, φ) =

∫ ϕ

χ

∫ φ

ς

ψ(τ, ξ)

(ϕ− τ)1−γ1(ξ − ς)1−γ2
dξdτ, (18)

(
I1,1σ+,ρ−ψ

)
(χ, φ) =

∫ χ

σ

∫ ρ

φ

ψ(τ, ξ)

(τ − σ)1−γ1(ρ− ξ)1−γ2
dξdτ, (19)

ve (
I1,1ϕ−,ρ−ψ

)
(χ, φ) =

∫ ϕ

χ

∫ ρ

φ

ψ(τ, ξ)

(ϕ− τ)1−γ1(ρ− ξ)1−γ2
dξdτ. (20)

Çiftli integraller için uyumlu kesirli integrallerdir.

Teorem 2.21. f ve g, [a, b] aral�§�nda tan�ml� reel fonksiyonlar ve |f |q ile |g|q ,

[a, b] aral�§�nda integrallenebilir fonksiyonlarken p > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 ko³ullar� alt�nda;

b∫
a

|f(x)g(x)| dx ≤

 b∫
a

|f(x)|p dx


1
p
 b∫

a

|g(x)|q dx


1
q

e³itsizli§i Hölder E³itsizli§i olarak adland�r�l�r (Mitrinovic vd. 1993).

Çift katl� integraller için Hölder e³itsizli§i ise,

b∫
a

b∫
a

|f(x, y)g(x, y)| dxdy ≤

 b∫
a

b∫
a

|f(x, y)|p dxdy


1
p  b∫

a

b∫
a

|g(x, y)|q dxdy


1
q

³eklinde ifade edilebilir.

Teorem 2.22. f ve g, [a, b] aral�§�nda tan�ml� reel fonksiyonlar ve |f | ile |g|q ,

[a, b] üzerinde integrallenebilir fonksiyonlar olsun.q ≥ 1 olmak ³art�yla;

b∫
a

|f(x)g(x)| dx ≤

 b∫
a

|f(x)| dx

1− 1
q
 b∫

a

|f(x)| |g(x)|q dx


1
q
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e³itsizli§i geçerlidir. Power-Mean E³itsizli§i olarak bilinen bu e³itsizlik; Hölder E³it-

sizli§inin do§al bir sonucudur.

Çift katl� integraller için Power-Mean e³itsizli§i ise,

b∫
a

b∫
a

|f(x, y)g(x, y)| dxdy ≤

 b∫
a

b∫
a

|f(x, y)| dxdy

1− 1
q
 b∫

a

b∫
a

|f(x, y)| |g(x, y)|q dxdy


1
q

³eklinde ifade edilebilir.

Teorem 2.23. Herhangi x, y ∈ R için,

|x+ y| ≤ |x|+ |y| ,

||x| − |y|| ≤ |x− y| ,

||x| − |y|| ≤ |x+ y|

e³itsizlikleri geçerlidir. Üçgen E³itsizli§i olarak adland�r�lan bu e³itsizlikte tümevar�m

yöntemiyle,

|x1 + ...+ xn| ≤ |x1|+ ...+ |xn|

e³itsizli§i de sa§lan�r (Mitrinovic vd. 1993).

Teorem 2.24. f reel de§erli ve [a, b] aral�§�nda sürekli bir fonksiyon olmak üzere,

a < b iken; ∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
b∫

a

|f(x)| dx

sa§lanan bu e³itsizlik �ntegraller �çin Üçgen E³itsizli§i olarak adland�r�l�r.
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3 KOORD�NATLARDA KONVEKS FONKS�YONLAR �Ç�N YAMUK

T�P� E��TS�ZL�KLER

A³a§�daki yard�mc� teorem, genelle³tirilmi³ kesirli integraller için temel bir özde³lik

sa§lar ve sonraki e³itsizliklerin türetilmesinde kritik bir rol oynar.

Lemma 3.1. f : ∆ ⊂ R
2 → R fonksiyonunun, 0 ≤ a < b ve 0 ≤ c < d olmak

üzere ∆ := [a, b]× [c, d] dikdörtgeni üzerinde tan�ml� k�smi türevlere sahip oldu§unu

varsayal�m. E§er kar�³�k k�smi türev ∂2f(t,s)
∂t∂s

, L1(∆) anlam�nda integrallenebilir ise,

a³a§�daki özde³lik geçerlidir:(Kiris M E and Bayrak G, 2023)

f (a, c) + f (a, d) + f (b, c) + f (b, d)

4

+
2γ1α−12γ2β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)γα1 γ

β
2

(b− a)γ1α (d− c)γ2β
(21)

×
[
γ1γ2Iα,βa+,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+γ1γ2Iα,βa+,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)]
− A

=
γα1 γ

β
2 (b− a) (d− c)

16

×

 1∫
0

1∫
0

(
1− (1− t)γ1

γ1

)α(
1− (1− s)γ2

γ2

)β

× ∂2f

∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t

2
b,
1 + s

2
c+

1− s

2
d

)
dsdt

−
1∫

0

1∫
0

(
1− (1− t)γ1

γ1

)α(
1− (1− s)γ2

γ2

)β

× ∂2f

∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t

2
b,
1− s

2
c+

1 + s

2
d

)
dsdt

−
1∫

0

1∫
0

(
1− (1− t)γ1

γ1

)α(
1− (1− s)γ2

γ2

)β

15



× ∂2f

∂t∂s

(
1− t

2
a+

1 + t

2
b,
1 + s

2
c+

1− s

2
d

)
dsdt

+

1∫
0

1∫
0

(
1− (1− t)γ1

γ1

)α(
1− (1− s)γ2

γ2

)β

× ∂2f

∂t∂s

(
1− t

2
a+

1 + t

2
b,
1− s

2
c+

1 + s

2
d

)
dsdt

]
,

burada A terimi a³a§�daki gibi tan�mlan�r:

A =
2γ2β−2 γβ2 Γ(β + 1)

(d− c)γ2β
(22)[

γ2Iβc+f

(
a,
c+ d

2

)
+γ2 Iβd−f

(
a,
c+ d

2

)
+ γ2Iβc+f

(
b,
c+ d

2

)
+ γ2Iβd−f

(
b,
c+ d

2

)]
+
2γ1α−2 γα1 Γ(α + 1)

(b− a)γ1α[
γ1Iαa+f

(
a+ b

2
, c

)
+γ1 Iαa+f

(
a+ b

2
, d

)
+γ1Iαb−f

(
a+ b

2
, c

)
+γ1 Iαb−f

(
a+ b

2
, d

)]
.

Proof. K�smi integrasyon yöntemi kullan�larak a³a§�daki sonucu elde ederiz:

I1 =

1∫
0

1∫
0

(
1− (1− t)γ1

γ1

)α(
1− (1− s)γ2

γ2

)β

× ∂2f

∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t

2
b,
1 + s

2
c+

1− s

2
d

)
dsdt

=

1∫
0

(
1− (1− s)γ2

γ2

)β {(
1− (1− t)γ1

γ1

)α −2

(b− a)

× ∂f

∂s

(
1 + t

2
a+

1− t

2
b,
1 + s

2
c+

1− s

2
d

)∣∣∣∣1
0

+

1∫
0

2α

(b− a)

(
1− (1− t)γ1

γ1

)α−1

(1− t)γ1−1

× ∂f

∂s

(
1 + t

2
a+

1− t

2
b,
1 + s

2
c+

1− s

2
d

)
dt

}
ds

=

1∫
0

(
1− (1− s)γ2

γ2

)β {(
1

γ1

)α( −2

b− a

)
∂f

∂s

(
a,

1 + s

2
c+

1− s

2
d

)

16



+
2α

(b− a)

1∫
0

(
1− (1− t)γ1

γ1

)α−1

(1− t)γ1−1

× ∂f

∂s

(
1 + t

2
a+

1− t

2
b,
1 + s

2
c+

1− s

2
d

)
dt

}
ds

=
−2

(b− a) γα1

1∫
0

(
1− (1− s)γ2

γ2

)β

×∂f
∂s

(
a,

1 + s

2
c+

1− s

2
d

)
ds

+
2α

(b− a)

 1∫
0

(
1− (1− t)γ1

γ1

)α−1

(1− t)γ1−1

×


1∫

0

(
1− (1− s)γ2

γ2

)β

× ∂f

∂s

(
1 + t

2
a+

1− t

2
b,
1 + s

2
c+

1− s

2
d

)
ds

}
dt

]
=

−2

(b− a)

(
1

γ1

)α
[(

1

γ2

)β −2

(d− c)
f(a, c)

+
2β

(d− c)

1∫
0

(
1− (1− s)γ2

γ2

)β−1

(1− s)γ2−1

× f

(
a,

1 + s

2
c+

1− s

2
d

)
ds

]

+
2α

(b− a)

1∫
0

(
1− (1− t)γ1

γ1

)α−1

(1− t)γ1−1

×

{(
1

γ2

)β −2

(d− c)
f

(
1 + t

2
a+

1− t

2
b, c

)

+
2β

(d− c)

1∫
0

(
1− (1− s)γ2

γ2

)β−1

(1− s)γ2−1

× f

(
1 + t

2
a+

1− t

2
b,
1 + s

2
c+

1− s

2
d

)
ds

}
dt

=
4

(b− a)(d− c)

1

γα1 γ
β
2

f(a, c)

− 4β

(b− a)(d− c)

(
1

γ1

)α
1∫

0

(
1− (1− s)γ2

γ2

)β−1

17



×(1− s)γ2−1f

(
a,

1 + s

2
c+

1− s

2
d

)
ds

− 4α

(b− a)(d− c)

(
1

γ2

)β
1∫

0

(
1− (1− t)γ1

γ1

)α−1

×(1− t)γ1−1f

(
1 + t

2
a+

1− t

2
b, c

)
dt

+
4αβ

(b− a)(d− c)

 1∫
0

1∫
0

(
1− (1− t)γ1

γ1

)α−1

×(1− t)γ1−1

(
1− (1− s)γ2

γ2

)β−1

(1− s)γ2−1

× f

(
1 + t

2
a+

1− t

2
b,
1 + s

2
c+

1− s

2
d

)
dsdt

]
. (23)

(23) ifadesinde, u = 1+t
2
a+1−t

2
b ve v = 1+s

2
c+1−s

2
d de§i³ken de§i³imlerini uygulayarak

³unu yazabiliriz:

=
4

(b− a)(d− c)

1

γα1 γ
β
2

f(a, c)

−
(

2

d− c

)γ2β

Γ(β)
(
γ2Iβc+f

)(
a,
c+ d

2

)
−
(

2

b− a

)γ1α

Γ(α)γ1Iαa+f

(
a+ b

2
, c

)
+

4αβ

(b− a)(d− c)

2γ1α2γ2βΓ(α)Γ(β)

(b− a)γ1α (d− c)γ2β

×
(
γ1γ2Iα,βa+,c+f

)(a+ b

2
,
c+ d

2

)
. (24)

Benzer ³ekilde, k�smi integrasyon yöntemi ile a³a§�daki sonuçlar elde edilir:

I2 =

1∫
0

1∫
0

(
1− (1− t)γ1

γ1

)α(
1− (1− s)γ2

γ2

)β

× ∂2f

∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t

2
b,
1− s

2
c+

1 + s

2
d

)
dsdt

=
−4

(b− a)(d− c)

1

γα1 γ
β
2

f(a, d)

+

(
2

d− c

)γ2β

Γ(β)
(
γ2Iβd−f

)(
a,
c+ d

2

)
+

(
2

b− a

)γ1α

Γ(α) (γ1Iαa+f)

(
a+ b

2
, d

)
− 4αβ

(b− a)(d− c)

2γ1α2γ2βΓ(α)Γ(β)

(b− a)γ1α (d− c)γ2β
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×
(
γ1γ2Iα,βa+,d−f

)(a+ b

2
,
c+ d

2

)
, (25)

I3 =

1∫
0

1∫
0

(
1− (1− t)γ1

γ1

)α(
1− (1− s)γ2

γ2

)β

× ∂2f

∂t∂s

(
1− t

2
a+

1 + t

2
b,
1 + s

2
c+

1− s

2
d

)
dsdt

=
−4

(b− a)(d− c)

1

γα1 γ
β
2

f(b, c)

+

(
2

d− c

)γ2β

Γ(β)
(
γ2Iβc+f

)(
b,
c+ d

2

)
+

(
2

b− a

)γ1α

Γ(α) (γ1Iαb−f)

(
a+ b

2
, c

)
− 4αβ

(b− a)(d− c)

2γ1α2γ2βΓ(α)Γ(β)

(b− a)γ1α (d− c)γ2β

×
(
γ1γ2Iα,βb−,c+f

)(a+ b

2
,
c+ d

2

)
, (26)

ve

I4 =

1∫
0

1∫
0

(
1− (1− t)γ1

γ1

)α(
1− (1− s)γ2

γ2

)β

× ∂2f

∂t∂s

(
1− t

2
a+

1 + t

2
b,
1− s

2
c+

1 + s

2
d

)
dsdt

=
4

(b− a)(d− c)

1

γα1 γ
β
2

f(b, d)

−
(

2

d− c

)γ2β

Γ(β)
(
γ2Iβd−f

)(
b,
c+ d

2

)
−
(

2

b− a

)γ1α

Γ(α) (γ1Iαb−f)

(
a+ b

2
, d

)
+

4αβ

(b− a)(d− c)

2γ1α2γ2βΓ(α)Γ(β)

(b− a)γ1α (d− c)γ2β

×
(
γ1γ2Iα,βb−,d−f

)(a+ b

2
,
c+ d

2

)
. (27)

(24)-(27) e³itliklerinden, a³a§�daki sonucu elde ederiz:

γα1 γ
β
2 (b− a) (d− c)

16
[I1 − I2 − I3 + I4]

=
f (a, c) + f (a, d) + f (b, c) + f (b, d)

4
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+
2γ1α−12γ2β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)γα1 γ

β
2

(b− a)γ1α (d− c)γ2β

×
[
γ1γ2Iα,βa+,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+γ1γ2Iα,βa+,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)]
− A.

�spat bu ³ekilde tamamlanm�³ olur.

Bu süreçteki bir sonraki ad�m, genelle³tirilmi³ uyumlu kesirli integraller için

Hermite-Hadamard tipi e³itsizli§i kapsayan ana teoremi formüle etmektir.

Teorem 3.2. f : ∆ ⊂ R2 → R fonksiyonunun ∆ üzerinde k�smi türevlenebilir

oldu§unu ve 0 ≤ a < b, 0 ≤ c < d ko³ullar�n� sa§lad�§�n� varsayal�m. E§er
∂2f(t, s)

∂t∂s
fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda konveks ise, a³a§�daki e³itsizlik sa§lan�r:∣∣∣∣f (a, c) + f (a, d) + f (b, c) + f (b, d)

4

+
2γ1α−12γ2β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)γα1 γ

β
2

(b− a)γ1α (d− c)γ2β

×
[
γ1γ2Iα,βa+,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+γ1γ2 Iα,βa+,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)]
− A

∣∣∣∣
≤ (b− a) (d− c)

16 γ1γ2
B

(
α + 1,

1

γ1

)
B

(
β + 1,

1

γ2

)
×
[∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s

(a, c)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣] , (28)

burada A terimi (22) ile tan�mlanm�³t�r ve B (·, ·) Beta fonksiyonunu temsil eder.
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Proof. Lemma 1'den, a³a§�daki sonucu elde ederiz:∣∣∣∣f (a, c) + f (a, d) + f (b, c) + f (b, d)

4

+
2γ1α−12γ2β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)γα1 γ

β
2

(b− a)γ1α (d− c)γ2β

×
[
γ1γ2Iα,βa+,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+γ1γ2 Iα,βa+,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)]
− A

∣∣∣∣
≤ γα1 γ

β
2 (b− a) (d− c)

16

×

 1∫
0

1∫
0

(
1− (1− t)γ1

γ1

)α(
1− (1− s)γ2

γ2

)β

×
∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t

2
b,
1 + s

2
c+

1− s

2
d

)∣∣∣∣ dsdt
+

1∫
0

1∫
0

(
1− (1− t)γ1

γ1

)α(
1− (1− s)γ2

γ2

)β

×
∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t

2
b,
1− s

2
c+

1 + s

2
d

)∣∣∣∣ dsdt
+

1∫
0

1∫
0

(
1− (1− t)γ1

γ1

)α(
1− (1− s)γ2

γ2

)β

×
∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s

(
1− t

2
a+

1 + t

2
b,
1 + s

2
c+

1− s

2
d

)∣∣∣∣ dsdt
+

1∫
0

1∫
0

(
1− (1− t)γ1

γ1

)α(
1− (1− s)γ2

γ2

)β

×
∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s

(
1− t

2
a+

1 + t

2
b,
1− s

2
c+

1 + s

2
d

)∣∣∣∣ dsdt] . (29)

∂2f

∂t∂s
fonksiyonunun ∆ üzerinde koordinatlarda konveks olmas� nedeniyle, a³a§�daki

ifade elde edilir:∣∣∣∣f (a, c) + f (a, d) + f (b, c) + f (b, d)

4

21



+
2γ1α−12γ2β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)γα1 γ

β
2

(b− a)γ1α (d− c)γ2β

×
[
γ1γ2Iα,βa+,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+γ1γ2 Iα,βa+,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)]
− A

∣∣∣∣
≤ γα1 γ

β
2 (b− a) (d− c)

16

×


1∫

0

1∫
0

(
1− (1− t)γ1

γ1

)α(
1− (1− s)γ2

γ2

)β

×
[(

1 + t

2

)(
1 + s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣
+

(
1 + t

2

)(
1− s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣
+

(
1− t

2

)(
1 + s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣
+

(
1− t

2

)(
1− s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣] dsdt
+

1∫
0

1∫
0

(
1− (1− t)γ1

γ1

)α(
1− (1− s)γ2

γ2

)β

×
[(

1 + t

2

)(
1− s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣
+

(
1 + t

2

)(
1 + s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣
+

(
1− t

2

)(
1− s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣
+

(
1− t

2

)(
1 + s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣] dsdt
+

1∫
0

1∫
0

(
1− (1− t)γ1

γ1

)α(
1− (1− s)γ2

γ2

)β

×
[(

1− t

2

)(
1 + s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣
+

(
1− t

2

)(
1− s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣
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+

(
1 + t

2

)(
1 + s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣
+

(
1 + t

2

)(
1− s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣] dsdt
+

1∫
0

1∫
0

(
1− (1− t)γ1

γ1

)α(
1− (1− s)γ2

γ2

)β

×
[(

1− t

2

)(
1− s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣
+

(
1− t

2

)(
1 + s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣
+

(
1 + t

2

)(
1− s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣
+

(
1 + t

2

)(
1 + s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣] dsdt}
=

(b− a) (d− c)

16 γ1γ2
B

(
α + 1,

1

γ1

)
B

(
β + 1,

1

γ2

)
×
[∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s

(a, c)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣] , (30)

Bu da ispat� tamamlar.

Uyar� 3.3. Teorem 4.1'te, e§er γ1 = 1 ve γ2 = 1 seçilirse, a³a§�daki e³itsizlikler elde

edilir:∣∣∣∣f (a, c) + f (a, d) + f (b, c) + f (b, d)

4

+
2α−12β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)

(b− a)α (d− c)β

×
[
Iα,βa+,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ Iα,βa+,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ Iα,βb−,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ Iα,βb−,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)]
− A

∣∣∣∣
≤ (b− a) (d− c)

16

1

α + 1

1

β + 1

×
[∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s

(a, c)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣
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+

∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣] . (31)

Teorem 3.4. f : ∆ ⊂ R2 → R fonksiyonunun ∆ üzerinde k�smi türevlenebilir

oldu§unu ve 0 ≤ a < b, 0 ≤ c < d ko³ullar�n� sa§lad�§�n� varsayal�m. E§er

∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s

∣∣∣∣q,
q > 1, ∆ üzerinde koordinatlarda konveks bir fonksiyon ise, a³a§�daki e³itsizlik

sa§lan�r:∣∣∣∣f (a, c) + f (a, d) + f (b, c) + f (b, d)

4

+
2γ1α−12γ2β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)γα1 γ

β
2

(b− a)γ1α (d− c)γ2β

×
[
γ1γ2Iα,βa+,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+γ1γ2 Iα,βa+,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,c+f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
+ γ1γ2Iα,βb−,d−f

(
a+ b

2
,
c+ d

2

)]
− A

∣∣∣∣
≤ (b− a) (d− c)

16

[
16

γ1γ2
B

(
αp+ 1,

1

γ1

)
B

(
βp+ 1,

1

γ2

)] 1
p

×
[∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s

(a, c)

∣∣∣∣q + ∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣q
+

∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣q + ∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣q] 1
q

, (32)

burada A terimi (22) ile tan�mlanm�³t�r, B (·, ·) Beta fonksiyonunu temsil eder ve

1
p
= 1− 1

q
ili³kisi geçerlidir.

Proof. Lemma'dan, (39) e³itsizli§ini elde ederiz. �ki katl� integraller için Hölder e³it-

sizli§ini I5'te kullanarak ve

∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s

∣∣∣∣q'nin ∆ üzerinde koordinatlarda konveks oldu§unu

göz önüne alarak, a³a§�daki sonucu elde ederiz:

I5 =


1∫

0

1∫
0

(
1− (1− t)γ1

γ1

)α(
1− (1− s)γ2

γ2

)β

∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t

2
b,
1 + s

2
c+

1− s

2
d

)∣∣∣∣ dsdt}

≤

 1∫
0

1∫
0

(
1− (1− t)γ1

γ1

)αp(
1− (1− s)γ2

γ2

)βp

dsdt


1
p
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×

 1∫
0

1∫
0

∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t

2
b,
1 + s

2
c+

1− s

2
d

)∣∣∣∣q dsdt


1
q

≤ 1

γα1

1

γβ2

 1∫
0

1∫
0

(1− (1− t)γ1)αp (1− (1− s)γ2)βp dsdt


1
p

×
{(

1 + t

2

)(
1 + s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣q
+

(
1 + t

2

)(
1− s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣q
+

(
1− t

2

)(
1 + s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣q
+

(
1− t

2

)(
1− s

2

) ∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣q dsdt} 1
q

≤ 1

γα1

1

γβ2

(
1

γ1

1

γ2
B

(
αp+ 1,

1

γ1

)
B

(
βp+ 1,

1

γ2

)) 1
p

×
(

9

16

∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣q + 3

16

∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣q
+

3

16

∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣q + 1

16

∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣q) 1
q

. (33)

Burada a³a§�daki gerçekten faydalan�yoruz:

(ϖ − σ)j ≤ ϖj − σj, (34)

Herhangi bir ϖ > σ ≥ 0 ve j ≥ 1 için.

Benzer ³ekilde,

I6 =


1∫

0

1∫
0

(
1− (1− t)γ1

γ1

)α(
1− (1− s)γ2

γ2

)β

∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s

(
1 + t

2
a+

1− t

2
b,
1− s

2
c+

1 + s

2
d

)∣∣∣∣ dsdt}
≤ 1

γα1

1

γβ2

(
1

γ1

1

γ2
B

(
αp+ 1,

1

γ1

)
B

(
βp+ 1,

1

γ2

)) 1
p

×
(

3

16

∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣q + 9

16

∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣q
+

1

16

∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣q + 3

16

∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣q) 1
q

, (35)
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I7 =


1∫

0

1∫
0

(
1− (1− t)γ1

γ1

)α(
1− (1− s)γ2

γ2

)β

∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s

(
1− t

2
a+

1 + t

2
b,
1 + s

2
c+

1− s

2
d

)∣∣∣∣ dsdt}
≤ 1

γα1

1

γβ2

(
1

γ1

1

γ2
B

(
αp+ 1,

1

γ1

)
B

(
βp+ 1,

1

γ2

)) 1
p

×
(

3

16

∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣q + 1

16

∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣q
+

9

16

∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣q + 3

16

∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣q) 1
q

, (36)

ve

I8 =


1∫

0

1∫
0

(
1− (1− t)γ1

γ1

)α(
1− (1− s)γ2

γ2

)β

∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s

(
1− t

2
a+

1 + t

2
b,
1− s

2
c+

1 + s

2
d

)∣∣∣∣ dsdt}
≤ 1

γα1

1

γβ2

(
1

γ1

1

γ2
B

(
αp+ 1,

1

γ1

)
B

(
βp+ 1,

1

γ2

)) 1
p

×
(

1

16

∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(a, c)

∣∣∣∣q + 3

16

∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(a, d)

∣∣∣∣q
+

3

16

∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(b, c)

∣∣∣∣q + 9

16

∣∣∣∣ ∂2f∂t∂s
(b, d)

∣∣∣∣q) 1
q

. (37)

E§er (44)-(47) ifadelerini (39)'de yerine koyarsak, (41) e³itsizli§i elde edilir.
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4 KOORD�NATLARDA S-KONVEKSL�K

Teorem 4.1. ϖ : △ ⊂ R2 → R k�smi türevlenebilir bir fonksiyon olsun, ∆ üzerinde

0 ≤ θ < υ, 0 ≤ ξ < κ. E§er
∂2ϖ(η, λ)

∂η∂λ
, ∆ üzerinde koordinatlar üzerinde s-konveks

ise, a³a§�daki e³itsizlik sa§lan�r.∣∣∣∣ϖ (θ, ξ) +ϖ (θ, κ) +ϖ (υ, ξ) +ϖ (υ, κ)

4
(38)

+
2γ1α−12γ2β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)γα1 γ

β
2

(υ − θ)γ1α (κ− ξ)γ2β

×
[

γ1γ2Iα,βθ+,ξ+ϖ

(
θ + υ

2
,
ξ + κ

2

)
+ γ1γ2Iα,βθ+,κ−ϖ

(
θ + υ

2
,
ξ + κ

2

)
+ γ1γ2Iα,βυ−,ξ+ϖ

(
θ + υ

2
,
ξ + κ

2

)
+ γ1γ2Iα,βυ−,κ−ϖ

(
θ + υ

2
,
ξ + κ

2

)]
− A

∣∣∣∣
≤ (υ − θ) (κ− ξ)

2s+22s+2γ1γ2
× [Ψ(γ1, α, s) ·Ψ(γ2, β, s)

+Ψ(γ2, β, s) ·B
(
α + 1,

s+ 1

γ1

)
+Ψ(γ1, α, s) ·B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)
+B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)
·B
(
β + 1,

s+ 1

γ2

)]
×
[∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ

(θ, ξ)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, κ)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, ξ)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, κ)

∣∣∣∣] ,
burada A, (22) ile tan�mlan�r ve B (·, ·) Beta fonksiyonunu ifade eder.

Proof. Lemma 1'den elde ederiz ki∣∣∣∣ϖ (θ, ξ) +ϖ (θ, κ) +ϖ (υ, ξ) +ϖ (υ, κ)

4
(39)

+
2γ1α−12γ2β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)γα1 γ

β
2

(υ − θ)γ1α (κ− ξ)γ2β

×
[
γ1γ2Iα,βθ+,ξ+ϖ

(
θ + υ

2
,
ξ + κ

2

)
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+ γ1γ2Iα,βθ+,κ−ϖ

(
θ + υ

2
,
ξ + κ

2

)
+ γ1γ2Iα,βυ−,ξ+ϖ

(
θ + υ

2
,
ξ + κ

2

)
+ γ1γ2Iα,βυ−,κ−ϖ

(
θ + υ

2
,
ξ + κ

2

)]
− A

∣∣∣∣
≤ γα1 γ

β
2 (υ − θ) (κ− ξ)

16

×

 1∫
0

1∫
0

(
1− (1− η)γ1

γ1

)α(
1− (1− λ)γ2

γ2

)β

×
∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ

(
1 + η

2
θ +

1− η

2
υ,

1 + λ

2
ξ +

1− λ

2
κ

)∣∣∣∣
dλdη

+

1∫
0

1∫
0

(
1− (1− η)γ1

γ1

)α(
1− (1− λ)γ2

γ2

)β

×
∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ

(
1 + η

2
θ +

1− η

2
υ,

1− λ

2
ξ +

1 + λ

2
κ

)∣∣∣∣
dλdη

+

1∫
0

1∫
0

(
1− (1− η)γ1

γ1

)α(
1− (1− λ)γ2

γ2

)β

×
∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ

(
1− η

2
θ +

1 + η

2
υ,

1 + λ

2
ξ +

1− λ

2
κ

)∣∣∣∣
dλdη

+

1∫
0

1∫
0

(
1− (1− η)γ1

γ1

)α(
1− (1− λ)γ2

γ2

)β

×
∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ

(
1− η

2
θ +

1 + η

2
υ,

1− λ

2
ξ +

1 + λ

2
κ

)∣∣∣∣
dλdη] .

∂2ϖ

∂η∂λ
fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlar üzerinde s-konveks oldu§undan, ³unu elde

ederiz:∣∣∣∣∣ϖ (θ, ξ) +ϖ (θ, κ) +ϖ (υ, ξ) +ϖ (υ, κ)

4
+

2γ1α−12γ2β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)γα1 γ
β
2

(υ − θ)γ1α (κ− ξ)γ2β

×
[

γ1γ2Iα,βθ+,ξ+ϖ

(
θ + υ

2
,
ξ + κ

2

)
+ γ1γ2Iα,βθ+,κ−ϖ

(
θ + υ

2
,
ξ + κ

2

)
+ γ1γ2Iα,βυ−,ξ+ϖ

(
θ + υ

2
,
ξ + κ

2

)
+ γ1γ2Iα,βυ−,κ−ϖ

(
θ + υ

2
,
ξ + κ

2

)]
− A

∣∣∣∣
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≤ γα1 γ
β
2 (υ − θ) (κ− ξ)

16

×


1∫

0

1∫
0

(
1− (1− η)γ1

γ1

)α(
1− (1− λ)γ2

γ2

)β

[(
1 + η

2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, ξ)

∣∣∣∣+ (1 + η

2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, κ)

∣∣∣∣
+

(
1− η

2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, ξ)

∣∣∣∣+ (1− η

2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, κ)

∣∣∣∣] dλdη
+

1∫
0

1∫
0

(
1− (1− η)γ1

γ1

)α(
1− (1− λ)γ2

γ2

)β

[(
1 + η

2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, ξ)

∣∣∣∣+ (1 + η

2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, κ)

∣∣∣∣
+

(
1− η

2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, ξ)

∣∣∣∣+ (1− η

2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, κ)

∣∣∣∣] dλdη
+

1∫
0

1∫
0

(
1− (1− η)γ1

γ1

)α(
1− (1− λ)γ2

γ2

)β

[(
1− η

2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, ξ)

∣∣∣∣+ (1− η

2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, κ)

∣∣∣∣
+

(
1 + η

2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, ξ)

∣∣∣∣+ (1 + η

2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, κ)

∣∣∣∣] dλdη
+

1∫
0

1∫
0

(
1− (1− η)γ1

γ1

)α(
1− (1− λ)γ2

γ2

)β

[(
1− η

2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, ξ)

∣∣∣∣+ (1− η

2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, κ)

∣∣∣∣
+

(
1 + η

2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, ξ)

∣∣∣∣+ (1 + η

2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, κ)

∣∣∣∣] dλdη}
≤ (υ − θ) (κ− ξ)

2s+22s+2γ1γ2

[
Ψ(γ1, α, s) ·Ψ(γ2, β, s) + Ψ(γ2, β, s) ·B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)
+Ψ(γ1, α, s) ·B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)
+B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)
·B
(
β + 1,

s+ 1

γ2

)]
×
[∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ

(θ, ξ)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, κ)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, ξ)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, κ)

∣∣∣∣] ,
böylece ispat tamamlan�r. Burada,

1∫
0

1∫
0

(
1− (1− η)γ1

γ1

)α(
1− (1− λ)γ2

γ2

)β (
1 + η

2

)s(
1 + λ

2

)s

dλdη

= Ψ(γ1,α, s)Ψ (γ2, β, s)
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1∫
0

1∫
0

(
1− (1− η)γ1

γ1

)α(
1− (1− λ)γ2

γ2

)β (
1 + η

2

)s(
1− λ

2

)s

dλdη

= Ψ(γ1,α, s)B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)
1∫

0

1∫
0

(
1− (1− η)γ1

γ1

)α(
1− (1− λ)γ2

γ2

)β (
1− η

2

)s(
1 + λ

2

)s

dλdη

= B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)
Ψ(γ2, β, s)

1∫
0

1∫
0

(
1− (1− η)γ1

γ1

)α(
1− (1− λ)γ2

γ2

)β (
1− η

2

)s(
1− λ

2

)s

dλdη

= B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)
·B
(
β + 1,

s+ 1

γ2

)
.

Sonuç 4.2. Teorem 4.1'de, e§er γ1 = 1, γ2 = 1 ve s = 1 seçersek, a³a§�daki

e³itsizlikler elde edilir.∣∣∣∣∣ϖ (θ, ξ) +ϖ (θ, κ) +ϖ (υ, ξ) +ϖ (υ, κ)

4
+

2α−12β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)

(υ − θ)α (κ− ξ)β
(40)

×
[
Iα,βθ+,ξ+ϖ

(
θ + υ

2
,
ξ + κ

2

)
+ Iα,βθ+,κ−ϖ

(
θ + υ

2
,
ξ + κ

2

)
+ Iα,βυ−,ξ+ϖ

(
θ + υ

2
,
ξ + κ

2

)
+ Iα,βυ−,κ−ϖ

(
θ + υ

2
,
ξ + κ

2

)]
− A

∣∣∣∣
≤ (υ − θ) (κ− ξ)

16 (α + 1) (β + 1)

[∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, ξ)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, κ)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, ξ)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, κ)

∣∣∣∣] .
Teorem 4.3. ϖ : △ ⊂ R2 → R k�smi türevlenebilir bir fonksiyon olsun, ∆ üzerinde

0 ≤ θ < υ, 0 ≤ ξ < κ. E§er

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂t∂λ

∣∣∣∣q q > 1, ∆ üzerinde koordinatlar üzerinde

s-konveks ise, a³a§�daki e³itsizlik sa§lan�r.∣∣∣∣∣ϖ
(
θ + υ

2
,
ξ + κ

2

)
+

2γ1α−12γ2β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)γα1 γ
β
2

(υ − θ)γ1α (κ− ξ)γ2β
(41)

×
[
γ1γ2Iα,βθ+,ξ+ϖ

(
θ + υ

2
,
ξ + κ

2

)
+ γ1γ2Iα,βθ+,κ−ϖ

(
θ + υ

2
,
ξ + κ

2

)
+ γ1γ2Iα,βυ−,ξ+ϖ

(
θ + υ

2
,
ξ + κ

2

)
+ γ1γ2Iα,βυ−,κ−ϖ

(
θ + υ

2
,
ξ + κ

2

)]
− A

∣∣∣∣
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≤ (υ − θ) (κ− ξ)

24+
2s
q

[
1

γ1γ2
B

(
αp+ 1,

1

γ1

)
B

(
βp+ 1,

1

γ2

)] 1
p

× 1

(s+ 1)
2
q{[

(2s+1 − 1)2
∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ

(θ, ξ)

∣∣∣∣q + (2s+1 − 1)

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, κ)

∣∣∣∣q
+ (2s+1 − 1)

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, ξ)

∣∣∣∣q + ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, κ)

∣∣∣∣q] 1
q

+

[
(2s+1 − 1)

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, ξ)

∣∣∣∣q + (2s+1 − 1)2
∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ

(θ, κ)

∣∣∣∣q
+

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, ξ)

∣∣∣∣q + (2s+1 − 1)

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, κ)

∣∣∣∣q] 1
q

+

[
(2s+1 − 1)

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, ξ)

∣∣∣∣q + ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, κ)

∣∣∣∣q
+ (2s+1 − 1)2

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, ξ)

∣∣∣∣q + (2s+1 − 1)

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, κ)

∣∣∣∣q] 1
q

+

[∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, ξ)

∣∣∣∣q + (2s+1 − 1)

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, κ)

∣∣∣∣q
+ (2s+1 − 1)

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, ξ)

∣∣∣∣q + (2s+1 − 1)2
∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ

(υ, κ)

∣∣∣∣q] 1
q

.

(43)

burada A, (22) ile tan�mlan�r ve B (·, ·) Beta fonksiyonunu ifade eder ve 1
p
= 1− 1

q
.

Proof. Lemma'dan, (39) e³itsizli§ine sahibiz. Çift katl� integraller için iyi bilinen

Hölder e³itsizli§ini I5'te kullanarak ve

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ

∣∣∣∣q fonksiyonu △ üzerinde koordinatlar

üzerinde s-konveks oldu§undan, elde ederiz:

I5 =


1∫

0

1∫
0

(
1− (1− η)γ1

γ1

)α(
1− (1− λ)γ2

γ2

)β

(44)

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ

(
1 + η

2
θ +

1− η

2
υ,

1 + λ

2
ξ +

1− λ

2
κ

)∣∣∣∣ dλdη}

≤

 1∫
0

1∫
0

(
1− (1− η)γ1

γ1

)αp(
1− (1− λ)γ2

γ2

)βp

dλdη


1
p

×

 1∫
0

1∫
0

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ

(
1 + η

2
θ +

1− η

2
υ,

1 + λ

2
ξ +

1− λ

2
κ

)∣∣∣∣q dλdη


1
q
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≤ 1

γα1

1

γβ2

 1∫
0

1∫
0

(1− (1− η)γ1)αp (1− (1− λ)γ2)βp dλdη


1
p

×


1∫

0

1∫
0

[(
1 + η

2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂s
(θ, ξ)

∣∣∣∣q + (1 + η

2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, κ)

∣∣∣∣q

+

(
1− η

2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, ξ)

∣∣∣∣q + (1− η

2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, κ)

∣∣∣∣q] dλdη}
1
q

≤ 1

γα1

1

γβ2

(
1

γ1

1

γ2
B

(
αp+ 1,

1

γ1

)
B

(
βp+ 1,

1

γ2

)) 1
p

× 1

(2
s
q )2

((
2s+1 − 1

s+ 1

)2 ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, ξ)

∣∣∣∣q + (2s+1 − 1

(s+ 1)2

) ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, κ)

∣∣∣∣q

+

(
2s+1 − 1

(s+ 1)2

) ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, ξ)

∣∣∣∣q + ( 1

s+ 1

)2 ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, κ)

∣∣∣∣q
) 1

q

Burada ³u gerçe§i kullan�r�z:

(ϖ − σ)j ≤ ϖj − σj,

herhangi ϖ > σ ≥ 0 ve j ≥ 1 için.

Ve benzer ³ekilde,

I6 =


1∫

0

1∫
0

(
1− (1− η)γ1

γ1

)α(
1− (1− λ)γ2

γ2

)β

(45)

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ

(
1 + η

2
θ +

1− η

2
υ,

1− λ

2
ξ +

1 + λ

2
κ

)∣∣∣∣ dλdη}

≤ 1

γα1

1

γβ2 (2
s
q )2

(
1

γ1

1

γ2
B

(
αp+ 1,

1

γ1

)
B

(
βp+ 1,

1

γ2

)) 1
p

×

(
(2s+1 − 1)

(s+ 1)2

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, ξ)

∣∣∣∣q + (2s+1 − 1

s+ 1

)2 ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, κ)

∣∣∣∣q
+

1

(s+ 1)2

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, ξ)

∣∣∣∣q + (2s+1 − 1)

(s+ 1)2

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, κ)

∣∣∣∣q) 1
q

,

I7 =


1∫

0

1∫
0

(
1− (1− η)γ1

γ1

)α(
1− (1− λ)γ2

γ2

)β

(46)

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ

(
1− η

2
θ +

1 + η

2
υ,

1 + λ

2
ξ +

1− λ

2
κ

)∣∣∣∣ dλdη}
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≤ 1

γα1

1

γβ2 (2
s
q )2

(
1

γ1

1

γ2
B

(
αp+ 1,

1

γ1

)
B

(
βp+ 1,

1

γ2

)) 1
p

×

(
(2s+1 − 1)

(s+ 1)2

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, ξ)

∣∣∣∣q + ( 1

s+ 1

)2 ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, κ)

∣∣∣∣q

+

(
2s+1 − 1

s+ 1

)2 ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, ξ)

∣∣∣∣q + (2s+1 − 1)

(s+ 1)2

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, κ)

∣∣∣∣q
) 1

q

,

ve

I8 =


1∫

0

1∫
0

(
1− (1− η)γ1

γ1

)α(
1− (1− λ)γ2

γ2

)β

(47)

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ

(
1− η

2
θ +

1 + η

2
υ,

1− λ

2
ξ +

1 + λ

2
κ

)∣∣∣∣ dλdη}
≤ 1

γα1

1

γβ2 (2
s
q )2

(
1

γ1

1

γ2
B

(
αp+ 1,

1

γ1

)
B

(
βp+ 1,

1

γ2

)) 1
p

×
(

1

(s+ 1)2

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, ξ)

∣∣∣∣q + (2s+1 − 1

(s+ 1)2

) ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, κ)

∣∣∣∣q

+

(
2s+1 − 1

(s+ 1)2

) ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, ξ)

∣∣∣∣q + ((2s+1 − 1)

(s+ 1)

)2 ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, κ)

∣∣∣∣q
) 1

q

. (48)

E§er (44)-(47)'i (39)'de yerine koyarsak, (41)'nin ilk e³itsizli§i elde edilir.

Sonuç 4.4. Teorem 3'te, e§er γ1 = 1, γ2 = 1 ve s = 1 al�rsak, a³a§�daki e³itsizlikler

elde edilir.∣∣∣∣∣ϖ (θ, ξ) +ϖ (θ, κ) +ϖ (υ, ξ) +ϖ (υ, κ)

4
+

2α−12β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)

(υ − θ)α (κ− ξ)β
(49)

×
[
Iα,βθ+,ξ+ϖ

(
θ + υ

2
,
ξ + κ

2

)
+ Iα,βθ+,κ−ϖ

(
θ + υ

2
,
ξ + κ

2

)
+ Iα,βυ−,ξ+ϖ

(
θ + υ

2
,
ξ + κ

2

)
+ Iα,βυ−,κ−ϖ

(
θ + υ

2
,
ξ + κ

2

)]
− A

∣∣∣∣
≤ (υ − θ) (κ− ξ)

24+
4
q

[
1

(p+ 1)

] 2
p

×
{[

9

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, ξ)

∣∣∣∣q + 3

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, κ)

∣∣∣∣q
+ 3

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, ξ)

∣∣∣∣q + ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, κ)

∣∣∣∣q] 1
q

+

[
3

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, ξ)

∣∣∣∣q + 9

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, κ)

∣∣∣∣q
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+ 1

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, ξ)

∣∣∣∣q + 3

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, κ)

∣∣∣∣q] 1
q

+

[
3

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, ξ)

∣∣∣∣q + ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, κ)

∣∣∣∣q
+ 9

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, ξ)

∣∣∣∣q + 3

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, κ)

∣∣∣∣q] 1
q

+

[∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, ξ)

∣∣∣∣q + 3

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, κ)

∣∣∣∣q
+ 3

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, ξ)

∣∣∣∣q + 9

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, κ)

∣∣∣∣q] 1
q

.

(51)

Teorem 4.5. ϖ : △ ⊂ R2 → R k�smi türevlenebilir bir fonksiyon olsun, ∆ üzerinde

0 ≤ θ < υ, 0 ≤ ξ < κ. E§er

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ

∣∣∣∣q q ≥ 1, ∆ üzerinde koordinatlar üzerinde

s-konveks ise, a³a§�daki e³itsizli§e sahibiz:∣∣∣∣∣ϖ (θ, ξ) +ϖ (θ, κ) +ϖ (υ, ξ) +ϖ (υ, κ)

4
+

2γ1α−12γ2β−1Γ(α + 1)Γ(β + 1)γα1 γ
β
2

(υ − θ)γ1α (κ− ξ)γ2β
(52)

×
[
γ1γ2Iα,βθ+,ξ+ϖ

(
θ + υ

2
,
ξ + κ

2

)
+ γ1γ2Iα,βθ+,κ−ϖ

(
θ + υ

2
,
ξ + κ

2

)
+ γ1γ2Iα,βυ−,ξ+ϖ

(
θ + υ

2
,
ξ + κ

2

)
+ γ1γ2Iα,βυ−,κ−ϖ

(
θ + υ

2
,
ξ + κ

2

)]
− A

∣∣∣∣
≤ (υ − θ) (κ− ξ)

γ1γ24
2+ s

q

(
B

(
α + 1,

1

γ1

)
B

(
β + 1,

1

γ2

))1− 1
q

×
{(

[Ψ(γ1, α, s) ·Ψ(γ2, β, s)]

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, ξ)

∣∣∣∣q
+

[
Ψ(γ1, α, s) ·B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, κ)

∣∣∣∣q
+

[
Ψ(γ2, β, s) ·B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)] ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, ξ)

∣∣∣∣q
+

[
B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)
·B
(
β + 1,

s+ 1

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, κ)

∣∣∣∣q) 1
q

+

([
Ψ(γ1, α, s) ·B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, ξ)

∣∣∣∣q
+ [Ψ(γ1, α, s) ·Ψ(γ2, β, s)]

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, κ)

∣∣∣∣q
+

[
B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)
·B
(
β + 1,

s+ 1

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, ξ)

∣∣∣∣q
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+

[
Ψ(γ2, β, s) ·B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)] ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, κ)

∣∣∣∣q)
1
q

+

([
Ψ(γ2, β, s) ·B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)] ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, ξ)

∣∣∣∣q
+

[
B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)
·B
(
β + 1,

s+ 1

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, κ)

∣∣∣∣q
+ [Ψ(γ1, α, s) ·Ψ(γ2, β, s)]

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, ξ)

∣∣∣∣q
+

[
Ψ(γ1, α, s)B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, κ)

∣∣∣∣q)
1
q

+

([
B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)
·B
(
β + 1,

s+ 1

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, ξ)

∣∣∣∣q
+

[
Ψ(γ2, β, s) ·B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)] ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, κ)

∣∣∣∣q
+

[
Ψ(γ1, α, s)B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, ξ)

∣∣∣∣q

+ [Ψ(γ1, α, s) ·Ψ(γ2, β, s)]

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, κ)

∣∣∣∣q)
1
q

.

Burada A, (22)'da tan�mland�§� gibidir ve Ψ(γ1, α, s),Ψ(γ2, β, s) Teorem 3'te tan�m-

land�§� gibidir.

Proof. (39) e³itli§inin yard�m�yla ve I9'da power-mean e³itsizli§ini kullanarak, elde

ederiz:

I9 =


1∫

0

1∫
0

(
1− (1− η)γ1

γ1

)α(
1− (1− λ)γ2

γ2

)β

(53)

×
∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ

(
1 + η

2
θ +

1− η

2
υ,

1 + λ

2
ξ +

1− λ

2
κ

)∣∣∣∣ dλdη]

≤

 1∫
0

1∫
0

(
1− (1− η)γ1

γ1

)α(
1− (1− λ)γ2

γ2

)β

dλdη

1− 1
q

×

 1∫
0

1∫
0

(
1− (1− η)γ1

γ1

)α(
1− (1− λ)γ2

γ2

)β

×
∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ

(
1 + η

2
θ +

1− η

2
υ,

1 + λ

2
ξ +

1− λ

2
κ

)∣∣∣∣q dλdη) 1
q

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ

∣∣∣∣q'n�n △ üzerinde koordinatlar üzerinde s-konveksli§ini dikkate alarak, elde
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ederiz:

≤

 1∫
0

1∫
0

(
1− (1− η)γ1

γ1

)α(
1− (1− λ)γ2

γ2

)β

dλdη

1− 1
q

 1∫
0

1∫
0

(
1− (1− η)γ1

γ1

)α(
1− (1− λ)γ2

γ2

)β

×
{(

1 + η

2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, ξ)

∣∣∣∣q + (1 + η

2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, κ)

∣∣∣∣q
+

(
1− η

2

)s(
1 + λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, ξ)

∣∣∣∣q + (1− η

2

)s(
1− λ

2

)s ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, κ)

∣∣∣∣q dλdη}
1
q

Bu e³itsizlikte, de§i³ken de§i³tirmeyi kullanarak, yazabiliriz:

1∫
0

1∫
0

(
1− (1− η)γ1

γ1

)α(
1− (1− λ)γ2

γ2

)β

(54)

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ

(
1 + η

2
θ +

1− η

2
υ,

1 + λ

2
ξ +

1− λ

2
κ

)∣∣∣∣ dλdη
≤

(
1

γα+1
1 γβ+1

2

B

(
α + 1,

1

γ1

)
B

(
β + 1,

1

γ2

))1− 1
q
(

1

4s
1

γα+1
1

1

γβ+1
2

×
{
[Ψ(γ1, α, s) ·Ψ(γ2, β, s)]

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, ξ)

∣∣∣∣q
+

[
Ψ(γ1, α, s)B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, κ)

∣∣∣∣q
+

[
Ψ(γ2, β, s)B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)] ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, ξ)

∣∣∣∣q
+

[
B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)
B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)] ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, κ)

∣∣∣∣q)} 1
q

.

Benzer ³ekilde,

I10 =

1∫
0

1∫
0

(
1− (1− η)γ1

γ1

)α(
1− (1− λ)γ2

γ2

)β

(55)

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ

(
1 + η

2
θ +

1− η

2
υ,

1− λ

2
ξ +

1 + λ

2
κ

)∣∣∣∣ dλdη
≤

(
1

γα+1
1

1

γβ+1
2

B

(
α + 1,

1

γ1

)
B

(
β + 1,

1

γ2

))1− 1
q
(

1

4s
1

γα+1
1

1

γβ+1
2

×
{[

Ψ(γ1, α, s)B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, ξ)

∣∣∣∣q
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+ [Ψ(γ1, α, s) ·Ψ(γ2, β, s)]

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, κ)

∣∣∣∣q
+

[
B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)
B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)] ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, ξ)

∣∣∣∣q
+

[
Ψ(γ2, β, s)B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)] ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, κ)

∣∣∣∣q)} 1
q

ve

I11 =

1∫
0

1∫
0

(
1− (1− η)γ1

γ1

)α(
1− (1− λ)γ2

γ2

)β

(56)

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ

(
1− η

2
θ +

1 + η

2
υ,

1 + λ

2
ξ +

1− λ

2
κ

)∣∣∣∣ dλdη
≤

(
1

γα+1
1

1

γβ+1
2

B

(
α + 1,

1

γ1

)
B

(
β + 1,

1

γ2

))1− 1
q
(

1

4s
1

γα+1
1

1

γβ+1
2

×
{[

Ψ(γ2, β, s)B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)] ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, ξ)

∣∣∣∣q
+

[
B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)
B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)] ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, κ)

∣∣∣∣q
+ [Ψ(γ1, α, s) ·Ψ(γ2, β, s)]

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, ξ)

∣∣∣∣q
+

[
Ψ(γ1, α, s)B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, κ)

∣∣∣∣q)} 1
q

,

son olarak

I12 =

1∫
0

1∫
0

(
1− (1− η)γ1

γ1

)α(
1− (1− λ)γ2

γ2

)β

(57)

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ

(
1− η

2
θ +

1 + η

2
υ,

1− λ

2
ξ +

1 + λ

2
κ

)∣∣∣∣ dλdη
≤

(
1

γα+1
1

1

γβ+1
2

B

(
α + 1,

1

γ1

)
B

(
β + 1,

1

γ2

))1− 1
q
(

1

4s
1

γα+1
1

1

γβ+1
2

×
{[

B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)
B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)] ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, ξ)

∣∣∣∣q
+

[
Ψ(γ2, β, s) ·B

(
α + 1,

s+ 1

γ1

)] ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(θ, κ)

∣∣∣∣q
+

[
Ψ(γ1, α, s)B

(
β + 1,

s+ 1

γ2

)] ∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, ξ)

∣∣∣∣q
+ [Ψ(γ1, α, s) ·Ψ(γ2, β, s)]

∣∣∣∣ ∂2ϖ∂η∂λ
(υ, κ)

∣∣∣∣q)} 1
q

.

(54)-(57)'yi (39)'de göz önünde bulundurarak, istenilen e³itsizlik (52) elde edilir.
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5 SONUÇ ve ÖNER�LER

Bu tez çal�³mas�, modern matematiksel analizde önemli bir yer tutan konvekslik

teorisinin genelle³tirilmi³ bir formu olan koordinatlarda s-konveks fonksiyonlar s�n�f�n�,

yeni nesil integral operatörlerinden Conformable integraller ba§lam�nda ele alm�³t�r.

Elde edilen sonuçlar, teorik integral e³itsizlikleri literatürüne özgün ve anlaml� katk�lar

sa§lam�³t�r.

5.1 Elde Edilen Bulgular�n De§erlendirilmesi

Çal�³man�n ana gövdesini olu³turan dördüncü bölümde, birim dikdörtgensel bölge

üzerinde tan�ml� ve koordinatlarda s-konveks özelli§ini sa§layan fonksiyonlar için,

Conformable integral operatörlerini kullanarak Hermite�Hadamard (H�H) tipi e³it-

sizliklerin yeni genellemeleri ba³ar�yla elde edilmi³tir. Bu bulgular, literatürdeki

mevcut bo³lu§u doldurarak, özellikle klasik Riemann integrali çat�s� alt�nda analiz

edilemeyen durumlarda, daha esnek ve kapsaml� matematiksel araçlar sunmaktad�r.

Koordinatlarda s-konveks fonksiyonlar için elde edilen çift integral e³itsizlikleri,

s ∈ (0, 1] parametresinin e³itsizlik s�n�rlar� üzerindeki etkisini aç�kça ortaya

koymu³tur. s = 1 özel durumunda, tüm elde edilen sonuçlar�n koordinatlarda

klasik konveks fonksiyonlar için bilinen orijinal H�H e³itsizliklerine indirgenmesi,

tezin matematiksel tutarl�l�§�n� ve genelli§ini kan�tlamaktad�r. Bu durum,

Conformable operatörlerinin konvekslik yap�lar� üzerindeki etkile³iminin ba³ar�l�

bir ³ekilde modellendi§ini göstermektedir.

Elde edilen temel teoremler, özellikle trapezoid formülleri için yeni hata tahmini

s�n�rlar�n�n olu³turulmas�na olanak tan�m�³t�r. Nümerik integrasyon yöntemlerinde,

fonksiyonlar�n konvekslik özelliklerinin hata analizinde kritik rol oynad�§�

dü³ünüldü§ünde, bu yeni ve daha s�k� s�n�rlar, uygulamal� matematik alan�nda

önemli potansiyel ta³�maktad�r.

Çal�³mada kullan�lan α-mertebeli Conformable integral tan�m� (Khalil vd., 2014),

klasik kesirli türev/integral tan�mlar�n�n getirdi§i karma³�kl�ktan kaç�narak,
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integral e³itsizliklerinin elde edilmesini hem daha analitik hem de daha zarif hale

getirmi³tir. Bu yakla³�m, sadece s-konveksli§i de§il, ayn� zamanda di§er

genelle³tirilmi³ konvekslik s�n��ar�n� (örne§in, h-konvekslik, P -konvekslik) da

Conformable çerçevesinde incelemek için sa§lam bir metodolojik zemin

olu³turmu³tur (Alp vd. 2011, Dragomir ve Pearce 2000).

5.2 Literatüre Katk�lar ve Çal�³man�n Önemi

Bu tez çal�³mas�, integral e³itsizlikleri teorisine üç temel boyutta katk� sa§lam�³t�r:

Yeni Fonksiyon S�n�f�-Operatör Entegrasyonu: Koordinatlarda s-konveks

fonksiyonlar�n, Conformable integral operatörleri ile birle³tirilerek incelenmesi

literatürde ilk olma özelli§ini ta³�maktad�r. Bu entegrasyon, çok de§i³kenli

analizde genelle³tirilmi³ konvekslik ve genelle³tirilmi³ analiz araçlar�n�n bir arada

kullan�m�na dair yeni kap�lar açm�³t�r.

Daha S�k� E³itsizlik S�n�rlar�: s parametresi sayesinde elde edilen e³itsizlikler,

fonksiyonun konvekslik derecesine ba§l� olarak klasik konvekslik e³itsizliklerinden

daha s�k� s�n�rlar sunma potansiyeli ta³�maktad�r. Bu durum, teorik yakla³�mlar�n

pratik nümerik uygulamalardaki do§rulu§unu art�rabilir.

Teorik Metodoloji: Çal�³ma, benzer genelle³tirilmi³ konvekslik yap�lar�n�

(örne§in, güçlü konvekslik veya log-konvekslik) Conformable integral ve türev

operatörleri ile analiz etmek için standart bir metodoloji sunmu³tur (Kiri³ ve

Akça 2024, Kiri³ vd. 2025).

Gelecekteki Ara³t�rma Yönelimleri

Elde edilen bu sonuçlar �³�§�nda, integral e³itsizlikleri ve genelle³tirilmi³ konvekslik

teorisinin gelecekteki geli³imine yönelik olarak a³a§�daki ara³t�rma yönelimleri

önerilmektedir:
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5.2.1 Di§er Konvekslik S�n��ar�n�n �ncelenmesi

Bu tezde odaklan�lan s-konveksli§in yan� s�ra, gelecekteki çal�³malar

koordinatlarda P -konveks, quasi-konveks veya güçlü konveks fonksiyonlar gibi

di§er önemli genelle³tirilmi³ konvekslik s�n��ar�n� Conformable integral operatörleri

alt�nda inceleyebilir. Özellikle, log-konveks ve log- s-konveks fonksiyonlar�n H�H

tipi e³itsizlikleri üzerindeki etkileri, Conformable ba§lam�nda derinlemesine

ara³t�r�lmal�d�r.

5.2.2 Farkl� Genelle³tirilmi³ Operatörlerin Kullan�m�

Conformable integral operatörlerinin yan� s�ra, tezdeki metodoloji,

Riemann-Liouville, Caputo veya Atangana-Baleanu gibi di§er önemli kesirli türev

ve integral operatörlerine de adapte edilebilir. Örne§in, kesirli integral

operatörlerinin Lipschitz ko³ulunu sa§layan s-konveks fonksiyonlar üzerindeki

genellemeleri, hata analizinde daha so�stike sonuçlar do§urabilir (Sar�kaya vd.,

2013).

5.2.3 Daha Yüksek Boyutlu Genellemeler

Tez, koordinatlarda s-konveksli§i dikdörtgensel bölgelerde ele alm�³t�r. Gelecekte,

bu sonuçlar çok boyutlu uzaylara (örne§in R3) veya genelle³tirilmi³ konveks

kümeler (star-shaped veya co-ordinated convex sets) üzerine ta³�nabilir. Bu, k�smi

türev ve çok katl� integral operatörleri kullan�larak daha karma³�k yap�lar için

integral e³itsizliklerinin geli³tirilmesine olanak tan�yacakt�r.

5.2.4 Uygulamal� Alanlara Odaklanma

Teorik e³itsizliklerin pratik uygulamalar� üzerine yo§unla³mak, tezin bilimsel

etkisini art�racakt�r. Elde edilen yeni hata tahmini formüllerinin, �nansal

modelleme, diferansiyel denklemlerin say�sal çözümleri veya optimizasyon

algoritmalar� (örne§in stokastik optimizasyon) gibi alanlarda kar³�la³t�rmal� testler

ile do§rulanmas� ve potansiyel uygulama alanlar�n�n belirlenmesi önemlidir.

Sonuç olarak, bu tez, koordinatlarda s-konveks fonksiyonlar teorisini Conformable
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integral hesab� ile ba³ar�l� bir ³ekilde birle³tirmi³tir. Çal�³man�n temel ç�kt�lar�,

integral e³itsizlikleri teorisinin genelle³tirilmi³ konvekslik ve kesirli analiz

disiplinleri aras�ndaki etkile³imini derinle³tirmekte ve gelecekteki ara³t�rmalar için

zengin bir temel sa§lamaktad�r.
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