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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

GENELLESTIRILMIS RIEMANN-LIOUVILLE INTEGRALLERI ILE
KOORDINATLARDA s-KONVEKS FONKSIYONLAR YARDIMIYLA
TRAPEZOID TIPLI INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

Tugba AKCA
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Danisman : Prof. Dr. Mehmet Eyiip KIRIS

Bu tez calismasi, koordinatlarda s-konvekslik kavramini temel alan beg béliimden

olugmaktadir.

Birinci boliimde, konveks fonksiyonlarin klasik yapisi ve bu yapinin cesitli genellegtirmeleri
ele alinmig, s-konvekslik kavraminin dogusu, matematiksel arka plani ve literatiirdeki
geligim siireci ayrintili olarak sunulmustur. Ayrica, koordinatlarda konvekslik ve il-
gili tiirevsel yapilar karsilagtirilarak s-konveksligin analitik acidan sagladig: katkilar

tartigilmigtir.

Ikinei boliimde, koordinatlarda s-konveks fonksiyonlarin tanimi, temel 6zellikleri ve
bu fonksiyonlarin matematiksel analiz agisindan sagladigi avantajlar detayli bir sek-
ilde ele alinmigtir. Bu kapsamda, s-konveks fonksiyonlarin koordinat diizlemindeki
davraniglari, monotonluk, sinirlilik ve tiirevsel yapi ile olan iligkisi incelenmig, ayrica

bu fonksiyonlar yardimi ile elde edilen temel lemmalar ve teoremler sunulmustur.



Uciincii boliim, s-konveks fonksiyonlar kullanilarak yeni integral ve tiirevsel esit-
sizliklerin olugturulmasina ayrilmigtir. Bu boliimde, 6zellikle Hermite-Hadamard,
Jensen ve Ostrowski tipi egitsizlikler s-konvekslik cercevesinde yeniden yorumlanmig

ve elde edilen sonuclar literatiirdeki klasik esitsizliklerle kargilagtirilmigtir.

Dordiincii béliimde, koordinatlarda s-konveks fonksiyonlar yardima ile tiirevsel araglara
dayali yeni yaklagimlar geligtirilmig, integral tiiriinden egitsizliklerin daha genel bir
gergeveye taginmasi saglanmigtir.

Tezin son boliimii olan beginci boliimde, ¢calisma boyunca elde edilen bulgular genel

bir ¢ercevede degerlendirilmis ve gelecekte yapilabilecek ¢aligmalara dair Oneriler

sunulmugtur.

2025, viii + 55 sayfa

Anahtar Kelimeler : Konveks fonksiyonlar, s-konveks fonksiyonlar, Koordinat-

larda konvekslik, Integral esitsizlikleri, Hermite-Hadamard tipi esitsizlikler.
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis

GENERALIZED INTEGRAL INEQUALITIES BASED ON
CONFORMABLE INTEGRALS VIA S-CONVEX FUNCTIONS IN

CO-ORDINATES

Tugba AKCA
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics
Supervisor : Prof. Dr. Mehmet Eyiip KiRIS

This thesis study consists of five chapters. In the first chapter, the fundamental
notions of the Inequality Theory and the development of convexity-based structures
are introduced. A historical overview of convex functions and their generalizations
is provided to build a conceptual framework for the study. In the second chapter,
basic definitions and properties of convex functions, convexity in co-ordinates, and
the concept of s-convexity are presented in detail. Analytical motivations for the
use of s-convex functions and their structural differences from classical convexity

are also discussed.

In the third chapter, several known lemmas and theorems related to integral in-
equalities involving s-convexity in co-ordinates are reviewed. This section forms
the theoretical foundation of the thesis by examining existing results in the liter-
ature and establishing the analytical tools required for deriving new inequalities.
In the fourth chapter, by utilizing generalized integral approaches and the struc-
tural characteristics of s-convex functions in co-ordinates, new integral inequalities
of Hermite—Hadamard and related types are obtained. These results extend the
scope of existing inequalities and provide broader applicability within the theory of

convexity.

In the fifth chapter, which is the final section of the thesis, the findings obtained

il



throughout the study are summarized, and related works in the literature are listed.
Additionally, possible directions for future research in the field of generalized con-

vexity are discussed.
2025, viii + 55 pages

Keywords : Convex functions, s-convex functions, Convexity in co-ordinates, In-

tegral inequalities, Hermite-Hadamard type inequalities.
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1 GIRIiS

Matematiksel analiz, soyut yapilar araciligi ile gercek diinyadaki problemleri anla-
mak ve ¢ozmek icin vazgecilmez bir disiplindir. Bu alanin temel kavramlarindan
biri olan konvekslik, fonksiyonlarin davraniglarini anlamamiza ve bunlar iizerinde
geligtirilen teorik araclarla matematiksel problemlere etkin c¢oziimler sunmamiza
olanak tanir. Konveks fonksiyonlar iizerine geligtirilen klasik teoriler, optimiza-
syon, integral esitsizlikleri ve hata analizinde temel bir rol oynar. Ancak, modern
matematiksel analizde daha esnek ve genellenebilir kavramlar ihtiyacini karsilamak

amactyla s-konvekslik kavrami geligtirilmigtir.

Klasik konveks fonksiyonlar, bir / C R aralhg: iizerinde tanimh bir f : I — R

fonksiyonu i¢in, her z,y € I ve her A € [0,1] igin

fAz+ (1= Ny) <Af(z)+ (1= AN)f(y)

esitsizligini saglayan fonksiyonlar olarak tanimlanir (Boyd ve Vandenberghe 2004).
Bu geometrik ve cebirsel yapi, fonksiyonlarin minimum ve maksimum degerlerinin
belirlenmesinde ve optimizasyon problemlerinin c¢oziimiinde kritik 6neme sahip-
tir.  Bu alandaki en 6nemli sonuglardan biri, konveks fonksiyonlar icin Her-

mite-Hadamard (H-H) esitsizligidir:

f(a;—b) - bia/abﬂx)dxg f(a)—;f(b)

Bu temel egitsizlik, integral hesabin fonksiyon tahmini ve niimerik integrasyon yon-

temleri (6zellikle trapezoid kurali) i¢in temel tegkil etmis ve bircok genellegtirmeye

ilham vermigtir (Dragomir ve Pearce, 2000).

Ancak, klasik konvekslik tanmmminin kisitlayicihigi, bazi fonksiyon siniflarimi analiz
dig1 birakmigtir. Bu ihtiyaci1 karsilamak iizere gelistirilen genellestirilmis konvekslik
kavramlar1 arasinda, s-konvekslik, 6zellikle integral esitsizlikleri teorisinde biiyiik ilgi

gormiigtiir.



1.1 S-Konvekslik Kavraminin Gelisimi

s-Konvekslik, klasik konveksligin bir genellemesi olarak (Orlicz 1961) tarafindan
tanitilmig, ancak kavramin formel matematiksel yapisi ilk kez Breckner (1978)
tarafindan, daha sonra da Hudzik ve Maligranda 1994’te s-konveks fonksiyonlar
olarak yeniden tanimlanmigtir. Bir A kiimesi iizerinde s-konvekslik, bir s € (0, 1]
parametresine bagh olarak tanimlanir. s = 1 oldugunda, bu tanim klasik konvekslige
indirgenir, bu da s-konveksligin, konveks fonksiyonlardan daha genig bir fonksiyon

yelpazesini kapsamasini saglar.

s-Konvekslik, klasik konveks fonksiyonlardan daha genis bir fonksiyon yelpazesini
kapsar ve fonksiyonlarin davraniglarini detayli bir sekilde analiz edebilmemizi saglar.
Bu fonksiyon sinifi, hem teorik matematiksel analiz hem de sayisal yontemler icin
giiclii araglardir; integral egitsizliklerinin genellenmesi, trapezoid ve Simpson tipi
integrasyon yaklagimlarinda hata tahmini ve optimizasyon problemleri bu kapsamda

onemli uygulama alanlar1 olarak ortaya c¢ikar.

Ozellikle bu tez calismasmma konu olan koordinatlarda s-konveks fonksiyon-
lar (s-convex functions on co-ordinates), ¢ok degigkenli analizde ve dikdortgensel
bélgeler tizerindeki uygulamalarda biiyiik 6nem tagir. Bir f : [a,b] X [¢,d] — R
fonksiyonunun koordinatlarda s-konveks olmasi, her bir degiskenin diger degisken
sabit tutuldugunda s-konvekslik 6zelligini saglamasi anlamima gelir (Alp vd. 2011).
Bu genelleme, iki boyutlu integral egitsizliklerinin elde edilmesinde ve fonksiyonlarin

karmagik yapilarin analiz etmede temel bir ara¢ sunar.

1.2 Genellestirilmis integral Yaklasimlar:

Son yillarda, klasik tiirev ve integral operatorlerinin genellegtirilmesiyle elde edilen

yeni integral yaklagimlari, integral esitsizlikleri teorisine yeni bir boyut katmigtar.



Bu genellegtirmelerden biri olan Conformable integraller, klasik Riemann inte-
grallerinin 6zelliklerini biiyiik 6l¢iide koruyan, ancak daha esnek bir yap1 sunan bir

operator ¢iftidir (Khalil vd. 2014).

Konform (Conformable) integrallerin s-konveks fonksiyonlar ile birlegtirilmesi, klasik
Hermite-Hadamard esitsizliginin cok daha genig bir alana taginmasina olanak
tanir. Klasik operatorlerin yetersiz kaldigi durumlarda, Conformable integrallerin
devreye girmesi, tiirevsel ve integral Ozelliklerin s-konveks fonksiyonlar altindaki
davraniglarin1 daha hassas bir sekilde modellememizi saglar. Literatiirde, s-konveks
fonksiyonlar icin Conformable integral operatdrleri kullanilarak Hermite-Hadamard
tipi egitsizliklerin (Kiris ve Akga 2024, Kirig vd. 2025) basariyla elde edildigi

goriillmektedir.

1.3 Tezin Amaci ve Yapisi

Bu tez calismasinin temel amaci, koordinatlarda s-konveks fonksiyonlar sinifin1 Con-
formable integral operatorleri cercevesinde incelemek ve bu yapilar: kullanarak Her-
mite-Hadamard (H-H) ve ilgili tiplerde yeni integral esitsizlikleri elde etmektir. Elde
edilen sonuclar, klasik konvekslik ve integral esitsizlikleri teorisinin s-konvekslik ve
genellegtirilmis integral yaklagimlari baglaminda nasil genisletilebilecegini goster-

meyi amaclamaktadir.

Tez, toplam beg ana boliimden olugsmaktadir:

Birinci Bo6liim (Girig): Konvekslik teorisinin tarihsel geligimini, s-konvekslik
kavraminin matematiksel motivasyonunu ve Conformable integrallerin integral egit-

sizlikleri teorisindeki 6nemini ele alarak tezin amacini ve yapisini sunar.

ikinci Boliim (Temel Kavramlar): Calismanm temelini olugturan klasik konveks

fonksiyonlar, koordinatlarda konvekslik, s-konvekslik ve Conformable tiirev/integral



operatorlerinin tanimlari, temel 6zellikleri ve literatiirdeki ilgili lemmalar: detayl bir

sekilde sunar.

Uciincii Boliim: s-konveks fonksiyonlar ve klasik integral operatérleri kullanilarak
bilinen Hermite-Hadamard ve trapezoid tipi egitsizlikleri inceleyerek, tezde geligtir-

ilecek yeni sonuglar icin bir baglangi¢ noktasi olugturur.

Dordiincii Boliim: Tezin ana 6zgiin sonuclarinin yer aldigi boliimdiir. Koordinat-
larda s-konveks fonksiyonlar kullanilarak Conformable integral operatorlerine dayali

yeni Hermite—Hadamard tipi integral egitsizlikleri ve ilgili tiirevsel yaklagimlar elde

edilir.

Beginci Boliim (Sonug ve Oneriler): Tez boyunca elde edilen tiim bulgular
Ozetlenir, sonuclar literatiirdeki mevcut calismalarla karsilagtirilir ve genellegtirilmis

konvekslik teorisinin gelecekteki potansiyel aragtirma yonlerine dair 6neriler sunulur.

Bu caligma ile, s-konveks fonksiyonlar ve genellestirilmis integral operatérleri arasin-
daki iligki derinlegtirilerek, matematiksel analiz ve uygulamali matematik alanlarina

teorik ve pratik yeni katkilar sunulmasi hedeflenmektedir.



2 TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu boliim tezde yer alan bazi temel tanim, teorem ve teoremlerin ispatindan olus-

maktadir.
2.1 Konveks Fonksiyonlar ile Ilgili Bazi Tamim ve Teoremler
Tanim 2.1. Vz,y € K ve t € [0, 1] igin;

1-thr+tye K

oluyorsa, K C R kiimesine klasik anlamda Konveks Kiime denir (Dragomir ve

Pearce 2000).

Figure 1: Konveks kiime 6rnegi

Tanim 2.2. Vz,y € K ve t € [0, 1] i¢in;

F(A =tz +ty) < (1 —1)f(x) +1f(y)

oluyorsa, f : K C R — R fonksiyonuna Konveks Fonksiyon denir (Dragomir ve

Pearce, 2000).



Tanim 2.3. [ kiimesinin konveks bir kiime oldugunu varsayalim. Fonksiyon 9 :
I — R eger asagidaki esitsizlik saglaniyorsa [ iizerinde konveks olarak tanim-

lanir:(Dragomir ve Pearce 2000)

Y(rx+ (1 —7) ) <7TY(x) + (1 — 7)v(e) (1)

tim (x,¢) € I ve 7 € [0, 1] i¢in. Fonksiyon 1, I iizerinde konkav ise esitsizlik (1)

tersine doner.

Vv

MG+ A -0

FOx+(1-1)y)

x X+ A-Ny ¥

Figure 2: Konveks fonksiyon grafigi

Tanim 2.4. Fonksiyon ¢ : A — R "Koordinath konveks" terimi ile tanmimlanir. A,
tim (x, ), (v,w) € Ave T, € [0,1] igin agagidaki esitsizlik saglanmalidir:(Dragomir
2001)

Prx+ (1 —7) ¢, &u+(1-¢) w)
< 7-5 w(X7U> + T(l - §)¢(Xaw) + 5(1 - TW(%“) + (1 - 7—)(1 - 5)1/}(907("})

Tim konveks fonksiyonlarin verilen koordinatlarla konveks oldugu aciktir. An-
cak, koordinatlarda konveks olan her fonksiyonun mutlaka konveks olacagi durumu

gegerli degildir (Dragomir 2001).

Tanim 2.5. h: I C R — R negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Eger ¢ : I — R
bir h-konveks fonksiyon ise veya ¢ SX (h, ) Simifina ait ise, ¢ negatif olmayan ve

tim x,p € I,7 € (0,1) i¢in su esitsizlik saglanmalidir:

Y(rx + (1 =7)p) < h(T)Y(x) + h(1 = 7)Y(p). (2)

Eger bu esitsizlik tersine donerse, ¢ h-Konkav olarak tammlanir (Varosanec 2007).

6



Tanim 2.6. Fonksiyon ¢ : I — R A iizerindeki koordinatlarda h-konveks olarak

tanimlanirsa, asagidaki esitsizlik saglanmalidir:

P(rx+(1—7) g, fu+ (1 —-§) w)
< h(T)R(E) Y(x,v) + A(T)A(1 = )Y (x,w) + h(E)R(1 — 7)Y(p,v) + (L — 7)h(1 = £)Y(p, w).

tim V (7, &) € [0,1] ve (x,v), (x,w), (¢,v), (p,w) € Aigin gegerli olmahdir (Varosanec,
2007).

Figure 3: Koordinatlarda Konveks fonksiyon grafigi

2.2 s-Konveks Fonksiyonlar ile ilgili Bazi Tanim ve Teoremler

Tamim 2.7. s € (0, 1] olmak {izere, Va,y € K ve t € [0,1] igin;

f(L=t)z +ty) < (A =1)°f(z) +°f(y)

oluyorsa, f : K C R — R fonksiyonuna s-Konveks Fonksiyon (Birinci Anlamda

s-Konveks) denir (Hudzik ve Maligranda 1994).
Tanim 2.8. s € (0, 1] olmak iizere, Va,y € K ve t € [0, 1] igin;
(A=t +ty) < (1 —-0)°f(z) +¢f(y) +O(z,y,1)

burada ©(z, y, t) uygun bir diizeltme terimi olmak tizere, f : K C R — R fonksiyonuna

Ikinei Anlamda s-Konveks Fonksiyon denir.

Teorem 2.9. Ejer f birinci anlamda s-konveks ise ve s = 1 ise, o zaman f klasik

anlamda konvekstir.

Proof. s =1 icin s-konvekslik tanim klasik konvekslik tanimina indirgenir.

7



Teorem 2.10. f birinci anlamda s-konveks ise, f ayni zamanda koordinatlarda

s-konvekstir.

Proof. Koordinatlarda s-konvekslik tanimi, birinci anlamda s-konveksligin dogal bir

geniglemesidir.

Tanim 2.11. Fonksiyon ¢ : A — R "Koordinath s-konveks" terimi ile tanimlanir.

A, tim (y, ), (v,w) € A ve 7,€ € [0, 1] icin agagidaki esitsizlik saglanmalidir:
prx+ (1 =7) ¢, fut (1-§) w)
< ngs w<X7 U) + Ts(l - é)s¢(X7w> + £S<1 - T)%(%“) + (1 - 7—)8(1 - 5)81?(90700)

Teorem 2.12. Ejer ¢ koordinatlarda s-konveks ise ve s = 1 ise, o zaman 1 koor-

dinatlarda konvekstir.

Proof. s = 1 i¢in koordinatlarda s-konvekslik tanimi, koordinatlarda konvekslik

tanimina indirgenir. [ |

Tanim 2.13. Gamma fonksiyonu ve beta fonksiyonu su sekilde tanimlanir:

C(x) ::/ e Tdr
0

ve
1
B (x,p) = / 771 — 7)? T,
0

sirastyla. Burada, 0 < x, ¢ < oo.

Matematikte konveks haritalarin analizi kapsaminda, integral esitsizlikler en sik
kullanilan alanlardir. C. Hermite ve J. Hadamard tarafindan formiile edilen bu
esitsizlikler, literatiirde genig bir gekilde alintilanmaktadir (bkz. 6rnegin Dragomir
ve Pearce 2000, Pecaric 1998, Igbal vd. 2016). Yukarida bahsedilen egitsizlikler,
eger 1 : I — R fonksiyonu, reel sayilarin I araliginda konveks ise ve o, ¢ € [ ile

o < ¢ ise gegerlidir.

Tk 1Jj¢(x)dx<w- )

2 )~ ¢— 2



Hermite-Hadamard esitsizligi, bir fonksiyonun konveksliginin, belirli bir aralik
izerindeki ortalama degeri ve integral degeri iizerindeki etkisini aydinlatan iinlii
bir sonuctur. Esitsizlik, eger bir fonksiyon i reel bir aralik I iizerinde konveks ise
ve a ile b, I i¢inde iki nokta ise, ¢)’nin a ve ¢’nin orta noktasindaki degeri, [0, ¢]

araligindaki ortalama degerden kiiciik veya ona esit oldugunu belirtir.

Hermite-Hadamard egitsizligi, bir konveks fonksiyonun ortalama degerinin, aralikta
gozlemlenen uc¢ noktalarindaki degerlerle kargilagtirilmasina olanak tanir. Bu
esitsizlik, araligin bir dikdortgene doniigtiigii gibi daha yiiksek boyutlara da
genisletilebilir.

Esitsizlik, bir kismi dikdortgenin orta noktasini kullanan ve digeri dikdortgenin
kogelerini kullanan iki béliimden olusur. Ikinci kisim, trapez sekline benzemesi

nedeniyle trapezoid tiirii egitsizlik olarak adlandirilir.

Hermite-Hadamard egitsizliginin bir parcasini olusturan trapezoid tiirii egitsizlik,
kapsami bir aragtirma konusu olmugtur. Konveks fonksiyonlar icin trapezoid tiirii

esitsizlikler, ilk olarak Dragomir ve Agarwal tarafindan 1998’de formiile edilmistir.

Sarikaya vd. 2013’te, kesirli integraller icin esitsizliklerin genellestirilmesini

saglamig ve belirli orta nokta tiirii egitsizliklerin gecerliligini gdstermistir.

Esitsizlik, ozellikle siradan integrallerin genellegtirilmesi olan kesirli integraller
baglaminda kapsami bir ¢caligma ve iyilegtirme konusu olmustur (Dragomir 2001,
Sarikaya vd. 2012, Dragomir ve Agarwal 1998, Sarikaya vd. 2013, Sarikaya vd.
2019).

Teorem 2.14. ¢ : A — R koordinatly s-konveks ise, asaqidaki esitsizlikler elde



edilir:

w(a+¢ ﬂ) <

DN | —

2 72

ﬁ( ot fo (55

S s //wx, )dedx (4)
Sl /wx, dx+—/¢xp

T ﬁ w(r,@dw—/ww

o YT+ p) + (s )+w(£,p)'

4

Yukardaki esitsizlikler keskindir. Egitsizlikler (??), 1 haritast koordinatl s-konkav

bir harita ise ters yonde gecerlidir.

Ispat, s-konvekslik tanimi ve integral esitsizlik teknikleri kullanilarak yapilabilir.

Kesirli kalkiiliis, tiirev veya integralin herhangi bir reel veya karmagik say1 olarak
kullanilmasina olanak taniyan bir kalkiiliis tiiriinii tanimlar. Kesirli kalkiiliisii
tanimlamak icin bir dizi farkli yaklagim bulunmaktadir; bunlar arasinda Caputo,
Riemann-Liouville ve Griinwall-Letnikov tanimlar1 yer almaktadir. Bu tanimlar

belirli avantajlar sunarken, baz sorunlar da ortaya cikarmaktadir.

Ornegin, Riemann-Liouville tanimi, sabit bir fonksiyon icin her zaman sifir tiirev
vermemektedir. Caputo taniminda, fonksiyon f tiirevlenebilir olmahdir (Samko

vd. 1993, Podlubny 1999, Miller ve Ross B 1993, Akkurt vd. 2017).

Ayrica, bazi tanimlar, iki fonksiyon arasinda boélme, carpma ve bilegke alma
iglemleri gibi geleneksel kalkiiliis ilkelerinden sapmaktadir. Bu ve diger sorunlari
ele almak amaciyla, Khalil ve arkadaslari, uyumlu kesirli tiirev olarak adlandirilan

yeni bir kesirli kalkiiliis tanim1 énermigtir.
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Ayrica, (0 < o < 1) arasindaki kuvvetler i¢in uyumlu kesirli integral de
tanitilmigtir. Aragtirmacilar, iki fonksiyonu carpma ve bir fonksiyonun ortalama
degerini hesaplama yontemleri de dahil olmak iizere birka¢ énemli bulgu

gostermigtir.

Ayrica, kesirli kalkiiliis ve iistel fonksiyonlar iceren denklemleri ¢ozmiiglerdir
(Khalil vd. 2014, Abdeljawad 2015, Hyder ve Soliman 2020, Zhao ve Luo M, 2017,
Khan , Khan M 2019, Sarikaya vd. 2019, Abdelhakim 2019).

Bu caligmada kullanilan uyumlu kesirli kalkiiliis ilkelerinin tanimlar1 ve

matematiksel temelleri agagida sunulmustur.

Tanim 2.15. ¢ € Ly[o, ¢| icin, 7 > 0 sirali Riemann-Liouville integralleri su sekilde

verilir:

2000 = 575 [ o= el x> g
ve o

J;¢@o=fé3/ (r— )" o(r)dr, x <o (6)

Yukarida belirtilen kriterlere gore, ilgili degerler su sekildedir: gerekli kosul 6 = 1
oldugunda, Riemann-Liouville integralleri klasik kargiliklariyla esgit oldugu goster-
ilebilir.

Tanim 2.16. ¢» € Li([o,¢] x [¢,p]) olsun. Sirali Riemann-Liouville integralleri

Jgf o+ Jgf,p,, szg’d ve JZ? - sirasiyla 6,9 > Oile o, > 0 olarak tamimlanir: (Sarikaya

2014)
I (. ¢) /'/ (=7 (o — " (r )dedr, x> 0,0 >,
(7)
Tr (x9) / / —7)"T (=) T (T, )dedr, x> 0,0 <p,
(8)
I () /’/ r )" = " (r Odedr, ¥ < b >,
9)
T2 (x,9) / / HE— )T (r &)dedr, < .0 < p,
(10)

Swrasiyla. Burada [' Gama fonksiyonudur.
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Tamm 2.17. ¢ € Ly[o, ¢] icin, ¥ > 0 ve o € (0, 1] olan kesirli uyumlu integral
operatorii V17 ¢ ve 19]‘9 _1 su gekilde tanimlanir:(Jarad vd. 2017)

X — o) — (r—o0)\"! T
ﬂzﬁm(x)—ﬁ/a ((X )9< )> (¢() dr, T>0 (11)

T—o)l-f
1 ¢ — )l = (p—7)\"" T
ﬂzz_¢(x) — W/X ((¢ X) ; (¢ ) ) (¢ %(T))l_edT, T < qb, (12)
Sirasiyla.

Tamim 2.18. ¢ € Ly([o,¢] X [s,p]) olsun ve v; # 0, 72 # 0, 0,9 € C, Re(d) > 0
ve Re(v) > 0. ¥ (x,¢)nin 0,9 siral genellegtirilmis uyumlu integrali su sekilde
tanimlanir (Bozkurt vd. 2021):

(w2193<+w) (x.9) = [ //( 7_0)M>91 (13)

X(@—o —@—@Wy“u (. §)

7 T o€ — o

dng] :

(lef{gm) (y) = [F // (¢ )’ _7)%> B (14)

X(W—«>%;£—ow)9u¢_ﬂww£>

(€ — )l

d¢ dT] ,

(Wfﬁ’f,p—@ (x,p) = [W /UX /: (<X - 0)717_1 = U)M)H (15)

x(@—¢yt*ﬂ—®”y%17_®¢“f>

7 (p =€)t

d& dT] ,
ve

¢ rp o (p— )\
(12 0) () = [rwﬁxm w (w>;w —(6-1 ) )

(p—¢)? = (p— &\ (7, §)
“( % ) e

dde] ,
Genellegtirilmig uyumlu integraller.
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Uyar1 2.19. Eger (13), (14), (15) ve (16)’da 71 = v, = 1 ise, iki degiskenli fonksiy-

onlarin kesirli integralleri olan Riemann-Liouville integralleri elde edilir.(Bozkurt vd.

2021)

Uyar1 2.20. Eger (13), (14), (15) ve (16)’da 0 = 1 ve ¥ = 1 almirsa,(Bozkurt vd.

2021)
(j—+1g+¢ X, ¥ / / o) 1 i 7, g)liwdﬁdT
([11§+¢ / / —71 - )_g)lwdgdﬂ
(Y [ g
ve

(13,v) / / e p) g dedr

Ciftli integraller icin uyumlu kesirli integrallerdir.

(17)

(18)

(19)

(20)

Teorem 2.21. f wve g, [a,b] araliginda tanimly reel fonksiyonlar ve |f|? ile |g|?,

[a,b] aralyginda integrallenebilir fonksiyonlarken p > 1 ve }—17—1—% =1 kosullar: altinda;

/\f o)lds < /\f par) /b\g<:c>|Qd:c E

esitsizligi Holder Esitsizligi olarak adlandurilyr (Mitrinovic vd. 1993).
Cift kath integraller icin Hoélder esitsizligi ise,

=

b

/b/b’f(way)g(%y)\dﬂ?dyﬁ /b/b!f(ac,y)]pdxdy //b]g (z,y)|? dedy

seklinde ifade edilebilir.

1
q

Teorem 2.22. f ve g, [a,b] araliinda tanimly reel fonksiyonlar ve |f| ile |g|?,

la, b] tzerinde integrallenebilir fonksiyonlar olsun.q > 1 olmak sartiyla;

1
b b 1-g

q b
/ F(@)g(z)| dx < / F(2)) de / (@) 19(a)|" de

a

13



esitsizligi gecerlidir. Power-Mean Esitsizligi olarak bilinen bu esitsizlik; Hélder Esit-
sizliginin dogal bir sonucudur.

Cift kath integraller i¢in Power-Mean esitsizligi #se,

1-1 1
q q

/b/b|f(x,y)g(x,y)|dxdy§ /b/b|f(x,y)]dxdy /b/b|f (z,9)| |g(z,y)|* dzdy

seklinde ifade edilebilir.

Teorem 2.23. Herhangi x,y € R i¢in,

IN

|z +y| |z +lyl

IN

[l = [yl |z =yl
] = [yl < |z+yl

esitsizlikleri gecerlidir. Ucgen Esitsizligi olarak adlandvrilan bu esitsizlikte timevarim

yontemaiyle,

|1+ ot x| <z 4+ T

esitsizligi de saglanar (Mitrinovic vd. 1993).

Teorem 2.24. f reel degerli ve [a,b] araliginda sirekli bir fonksiyon olmak izere,

saglanan bu esitsizlik Integraller Icin Ucgen Esitsizligi olarak adlandiriler,

a <b iken;
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3 KOORDINATLARDA KONVEKS FONKSIYONLAR iCIN YAMUK
TiPi ESITSIZLIKLER

Agagidaki yardime1 teorem, genellegtirilmis kesirli integraller icin temel bir 6zdeglik

saglar ve sonraki egitsizliklerin tiiretilmesinde kritik bir rol oynar.

Lemma 3.1. f : A C R
2 5 R fonksiyonunun, 0 < a < b ve 0 < ¢ < d olmak

tzere A = [a,b] X [c,d] dikdirtgeni dzerinde tanymly kismi tirevlere sahip oldugunu

85;583 , L1(A) anlamanda integrallenebilir ise,

varsayalim. Eger karisik kismi tirev

asagrdaki 6zdeglik gecerlidir:(Kiris M E and Bayrak G, 2023)

fla,c)+ f(a,d) + f(b,c) + [ (bd)
4
21071220 1D + DS + 1)y
(b _ a)%oc ( 0)725

% |:'Yl’Y2IO‘+ﬂ CL"‘b C"‘d)

(21)

—l—b c+d
vwz]af@ a
+ at / 2 7 2 )
b d
_‘_’7172[:7,i+f (CL—2|- ’C—F )
a+

S

o

4+ N

S
N————
_

|
I

+ 2l f (

15 (b—a) (d—¢)
16

SR EE)
-

2 72

O?f (14t 1—t 1+s
X@t(‘)s( 5 a+ 5 b, 5 c+ 5 d)dsdt
11
S )
gi! Y2
00
Pf (141 1—t 1-—s 1+s
87583( 5 a+ 5 b, 5 c+ 5 d>dsdt

Ity ey
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Pf (1—t 1+t 1+4+s 1-—s
b
X@tas( 5 a+ 5 0 c+ 5 d>dsdt

]

82 1—t 1+t 1-— 1+s
81583( 5 a+ 5 b, 5 e+ 5 d)dsdt},

burada A terimi asagidaki gibi tanimlanir:

2202 A7 T(B+1)
(d _ C)vzﬂ

PYZIB_‘_f a/’C‘i‘d —|—72[5_f a’C+d
€ 2 2
d

2mea2 A2 T + 1)
(b _ a)"/loé

b b
{“I;&f (“ ,c) e f (“ ,d)
2 2
b b
FIIEf (a; ,c) I f (%d)} .

Proof. Kismi integrasyon yontemi kullanilarak agagidaki sonucu elde ederiz:

]

OPf [1+t 1—t 1+s 1-—s
b
X@t@s( 5 a+ 5 05 c+ 5 d) dsdt

WG R(C D=

0
8f(1+t +1—t 1+s 1—sd)

(22)

b
os \ 2 ¢T T et

2 2
! 0/ T (1 : (171_ = )al (-om

LOF(Let 1t 14s  1-s
s \ 2 9 Ty Ty

J G @)

16

)t} s




t 1
b-|—

0
Fll+t 11—
% 5 4T

T2

=IoNOF=

i <d2—ﬁc>0/(1_(1w_

s)w>ﬂ

« f 1+s+1—
a c
2 2

28

ey

8c+1;ﬂ0d%@4

f(a,c)

1
(1—s)2"1

(1—¢)nt

’ {(%y(d_f@f(l;t“

n (d2_6€) / (1 = (172—5

W)ﬁ—l

1—1¢
5 b,c)

(1—s)rt

1+t 1—1¢
><f< 5 a+ 5 b,

1 -
;Sa+ 2%)@}@
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4o /1 (1 —(1- t)w)“‘l
(b—a)(d—c) "
00
2\ A1
x(1 t)71‘1< _(1_8)7) (1 -8t
72
><f<1—2”a+1;tb,1—gsc+1;8d)dsdt}. (23)

(23) ifadesinde, u = Hta+151b ve v = H2c+ 122 d degisken degisimlerini uygulayarak

sunu yazabiliriz:

4 1
IR R

_ (dic)w (72[5 > (a’c+d>

2\ ra a+b
— <b—a) C(a) I f 5 ,c)
dafs 2112228 (o) T(B)

(b —a)(d—c)(b—a)"(d— )"
X (7172[31?04-][) (a;—b’ C_;_d> ) (24)

Benzer sekilde, kismi integrasyon yontemi ile asagidaki sonuglar elde edilir:

oo [ ()

Pf (1+t 1—t 1—s5 1+s
X&t@s( 5 a+ 5 b, 5 c+ 5 d)dsdt
—4 1
= f(a,d)

b= a)(d 7

() ) (3)
() e ()

___ 40P 21122 T ()1(B)
(b—a)(d—c)(b—a)"(d—c)™?”
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<(enr) (550, )

- [y ey

Xan 1—t +1+t 1+s
a

OtOs 2 2 79

—4

S e

+ (dic>w T'(B) (wQIgf) (b, C;d)

+(2) e ()
(

1—
c+ 5 8d> dsdt

B daf3 2122728 ()T )
(b—a)d—c)(b—a)(d— )"
" (7172[;/3 (a—i—b C—i—d) (26)

ve

- ey ey

Pf (11—t 1+t 1—s 1+s
b d) dsdt
Xatas( y ‘T Ty T > g

4
- Gmaasag Y

- (d 3 C)w r(p) (W[Cf_f) (b7 c er d)

- (bfa)mr@ (g f) (a;b,d)

n 4ap 271122728 (a)T( )
(b—a)(d—c) (b—a)"™ (d— 6)725
X (%72]?,’@,]1) (a;—b)c;d) . (27)

(24)-(27) esitliklerinden, agagidaki sonucu elde ederiz:

aB(h—a)(d—c
7172( 16)( )[[1—[2—I3+I4]

fla, )+ fla,d) + f(bc) + [ (b, d)
4
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+2”“°“’12725’1F(a + DI(B+ 1)1,
(d—

a)“/ )726
|:7172]0¢ﬂ f(a+b C‘l‘d)
—l—b c+d
7172]045 a
* "\ 2)
+b c+
7172[06/3 a
s ()
’71721045 f(a;_b c+ )}—A.

Ispat bu gekilde tamamlanmig olur.

Bu siirecteki bir sonraki adim, genellestirilmis uyumlu kesirli integraller icin

Hermite-Hadamard tipi esitsizligi kapsayan ana teoremi formiile etmektir.

Teorem 3.2. f : A C R? — R fonksiyonunun A tzerinde kismi tirevlenebilir

O*f(t
oldugunu ve 0 < a < b, 0 < ¢ < d kogullarini sagladigine varsayalim. Eger —gt((97 )
s

fonksiyonu A dzerinde koordinatlarda konveks ise, asagidaki esitsizlik saglanur:

fla, ) + fla,d)+ f(bc) + [ (b d)
4

ne12720- 10 (a4 1)T(B + 1)y5y5
(b _ a)wla (d _ 6)726
o +b c+d
X |:’7172Ia c+f (a ¢ )
2
a+ b c+ d>

'Yl’Y2I
g

N MWI;B f(a+b c+d)

2
" ymlagd f(a—l—b’c—l—d)}_A’

T e LI e
<[]+ W 9
>*f

+ ‘atas(b,c) +

|| e

burada A terimi (22) ile tanimlanmastir ve B (-, -) Beta fonksiyonunu temsil eder.
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Proof. Lemma 1’den, asagidaki sonucu elde ederiz:

fla,e)+ fla,d) + f(be)+ [ (b,d)
4

911e=19%8-11 (o + 1)T(B + 1)’7?’75
(b . a)'yloc (d . c)’YQ/B

% |:7172]:+5C+f <CL+b C;d)

N b oetd
_i_’Yl'YQI Bdf<a C2 >

b d
+ 7172[[)04,3 f(a+ ’C—|2- )
n lea,@’d f<a+b c+d ] ‘

7172 (b—a) (d—c)

e (o

o] [y ey
1

Pf (1—t 14+t 1—s +s
‘82585( p 0Tyt d)

dsdt} . (29)

92
fonksiyonunun A {izerinde koordinatlarda konveks olmasi nedeniyle, agsagidaki

Otos
ifade elde edilir:

fla,0) + fla,d) + F(bc) + [ (b, d)
4
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211280 0 + I(E + 19745
(b _ a)%a (d _ C)’YZB

% |:’7172_[a’ﬂ f <(Z+b C+d>
ot 2

b d
_|_7172I+df<a+ ’C—|2— >
172 70,8 a+ ¢+
_i_’Y’Y[lf ( , 5 )

+ m'm[aﬁ 7f (
(b — a) (d c)

x{//C%q”ﬁ“C%2”1B

a+b c—i— 1 ’

()5 ke
()5 ko
1 t) (1+5) ;;J;(b’C)

(5 (%) s oo
~(5) (57) [ )
() ()l
+ (1;) <1;S> ;;J; (b, d) } dsdt

[y (R
(%) (5°) logs 0
()%

o2 f
a5 @ d)'




0*f

N (1 t()l (_1 —2;822?7535 (b, c)‘
2

O0t0s

SO ()

(5 (5 e

(54 (5) o e

(59 () Ik el

(5 (59 [ 00 )

- e (e )5 ()
. H g‘t(;”()' n ] ;2gs(a,d)‘

+ ‘g;i(b, c)' + ’ggs(b’ d)H (30)

(b, d) H dsdt

Bu da ispat1 tamamlar.

Uyari 3.3. Teorem 4.1’te, eger v, = 1 ve v, = 1 secilirse, agagidaki egitsizlikler elde
edilir:

fla, ) + fla,d)+ f(bc) + [ (b d)
4

20712510 (a + D)T(B + 1)
(b—a)(d—c)’

o a+bc+d
{fafc+f( : )
a+bc+d

1o, f( : )

o a+b c+d
+ Ib_’i+ < , )

2 2

Bdf(a+b c;dﬂ_A‘
_b-ad-9 1 1

- 16 a+18+1
>’f 0*f
8 H@t@s(a’c)‘ * 8t83(a’d)‘

23



o*f o0 f
b

95 ’C)I * ’8758

Teorem 3.4. f : A C R? 5 R fonksiyonunun A dzerinde kismi tirevlenebilir

an q

0t0s

qg > 1, A dzerinde koordinatlarda konveks bir fonksiyon ise, asaqidaki esitsizlik

+‘ (b, d)': . (31)

oldugunu ve 0 < a < b, 0 < ¢ < d kosullarine sagladigini varsayalim. Eger

saglanar:

fla,c) + fla,d)+ f(bc) + f(bd)
4

2'7104—12'72’8_1F(Oé —+ ].)F(ﬁ + 1)7?726
(b - a)'yla (d _ 6)725

b d
< |:7w2[§+7-ﬁ,c+f (a + c+ )

2 2
a+b c+d
2

+ 7172]0( c+f (&—Fb C‘;d)

+ 7172](?;éd*f (a—zi-b’ 042—d>] —A’

cbzald=d { 10 B<ap+1,i)3 (ﬁp+1,i)1
16 Y172 T V2

2f q 2f q
Hata (a:9) + | g5 @)

82f 82f 97 4
a5 9| * | gios ] - (32)

burada A terimi (22) ile tanimlanmaster, B (-,-) Beta fonksiyonunu temsil eder ve

+”/1’Y2I+d f(

D=

o

-

q

S)

(b, d)

i

i

% =1- é wliskist gecerlidir.

Proof. Lemma’dan, (39) esitsizligini elde ederiz. Iki kath integraller icin Holder esit-
2014
%9 'nin A iizerinde koordinatlarda konveks oldugunu
s

gbz Oniine alarak, asagidaki sonucu elde ederiz:

[ ()

Pf (1+t 1—t 1+s 1—s
‘87585( Ot Ty et d)

sizligini I5’te kullanarak ve

dsdt}
(] (=) ()
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1 1 %
O*f [1+t 1—t 14+4s 1—s \|*
X(//'@t@s( 5 a+ 5 b, 5 c+ 5 d) dsdt)
0 O
1 1 )
< iiﬁ (//<1— (L= (1 - (1—8)72)5pdsdt)
71 Yo
0 O
14+t\ [1+5)\]|0?f I
X{( 2 )( 2 )‘6t63(a’c)
1+t\ [1—5)\|0%f
+( 2 >( 2 )‘atas(a’d>
1—t\ [1+s\]|0*f
+( 2 )( 2 )'8t83<b’c)
L) (=) | 2 (bd)qddt;
2 2 J|atas Y| Y
<11 (iiB<ap+1,i)B(ﬁp+1,i>)p
T Y5 \7172 ! Y2
9 62]0 q 3 an q
X (1_6 ’é?t@s(a’c) 16 ‘atas(“’d)
3 | 02f

T 1|2 a\ 3
+E‘8t88<b’c) 16 | i 9 ) - (33)

q

q

Burada asagidaki gercekten faydalaniyoruz:
(w—o0) <w — o, (34)

Herhangi bir w > 0 > 0 ve j > 1 i¢in.

Benzer sekilde,

e ] (R (=)

Pf [1+t 1—t 1—s 1+s
‘(‘%85( b ¢+ d)

5 a+ 5 05 5 dsdt}

<L (iiB <ap+ 1,i) B (ﬁp+ 1,i)>p
Ty \7172 T "2

3 82f q 9 a2f q

X (E o5 © ) +E‘8t63(a’d)

1 ’82]‘“ .3 ‘an

(b, d)

a\ g
16 |20s 09|t 16| aios ) - (39)
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e[ ()

Pf (1—t 1+t 14+4s 1—s
’8@5( b c+ d>

5 a-+ 5 0 5 dsdt}

11 ,
175 \71 72 2! Y2

3 | 2f T 1|2 “

X (E o5 © ) +E‘8t83(a’ )

o |&2f . | 3|8

16 |20 09| * 16 ‘atﬁs

_|_

(b,d) ) - (30)

ve

o[ ()

‘(’32f (1—t 1+tb1—s 1+5d>

ETER 5 a+ 5 05 c+ 5 dsdt}

11 >
V1 ye \7172 g V2

1 an q 3 82f q

X (E o5 © ) +E‘8t83(a’ )

318%f |1 9|8

+1_6’8t83(b’c> +Tﬁ‘@tas

(b,d)

q)? )

Eger (44)-(47) ifadelerini (39)’de yerine koyarsak, (41) esitsizligi elde edilir.
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4 KOORDINATLARDA S-KONVEKSLIK

Teorem 4.1. @ : A C R? — R kismi tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun, A iizerinde
0’w(n, A)
OnoA

1se, asaqidakt esitsizlik saglanar.

0<b<wv, 0<&< k. Eger , A dizerinde koordinatlar dizerinde s-konveks

’w(e,f)+w(9,n)+W(v7£)+w(U7“) (38)

4
2%a—12w5—1r(a—+])F(@‘+])7?7§
(0= 0" (5= &)

0+v £+K

a?ﬂ

X[leetﬁw( 5 o )
0

+7172I§1i@( ‘gv’f‘;‘lﬁ)

0
+ 71’721316:€+w ( +v E—l- K

Y

2 2
9+U’§+Ii 4
2 2

a’ﬁ
+ 2 [U_ﬁ_ w (

(v—0)(k—¢)
— 2$+22s+271,y2

X [\Ij(’ylaaa S) ' \11(72>B>$)

1
+\Ij<727/878) -B (O_/—I— 1a 8’;/‘_ >
1

s+1
+\II(71,04,3)-B(B+1, S )
2

1 1
4! V2

<o 9] + | g 0.0
|

ono OnoA
burada A, (22) ile tanimlanwr ve B (-, -) Beta fonksiyonunu ifade eder.

0w 0w

ooV 9‘ * ‘anax (v, )

i

Proof. Lemma 1’den elde ederiz ki

‘w(@,f) +w(0,k) +w@(v,&) +w(v,K)
4
271071220 1D + DB + 1)yfy
(U _ 9)’7104 (I{ . 5)72/3
0+v E+k
2 2 )

(39)

Y Oé?ﬁ
X [ ”2[%’&@
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+7mmﬁ“w( 2 2 >

4 M Igiﬁ:£+w ( +wv 7 E+k )
+ ”/1721025 - 9+U 5 K A
vk 2 2

7 (v — 9) (k—=¢)

//(““ )

Pw (1+n. 1-n 14X 1-2X\
9

X‘anaA( y VT vt K)

ddn

+0/10/1(1(1%77)”)a (1—(172— A)W)B

Pw (1+n, 1—m 1—-X_ 1+
X‘@n@)\( 5 0+ 5V /<;>
dAdn

ey ()

‘82w (1—7] I+n 1+ 1—A )‘
0 v K

2 2’2£+2

Pw (1—n 1+n 1-2AX 1+
0
‘877(‘9)\(2 y Ty ot 2“)
dAdn]

0w . . : . y
O fonksiyonu A iizerinde koordinatlar iizerinde s-konveks oldugundan, sunu elde
Y
ederiz:

@ (0.6 + @ (0,8) + @ (v,6) + @ (v,K) | 22712 T (a+ DI+ 1)y

i (0= (- &)
o 0+v £+ kK o 0+v £+ kK
X |:’71’72[6+ﬁ€+w( 5 , 5 )+ 7172[94{35@( 5 , 5 )
O+v £+ kK 0+v £+ kK
172 TouB 172 TouB
+77[U_7£+w( 5 g )—i—””’[v Hw( SR —A
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aﬁ 6)

[ (1‘ ()
;

(1 n> (1er>\> ;;aw/\w’g) _'_(1;—77)‘9(]_;/\)5 g;;(e,,@)

+(1;77) (1;A) 52;(“75)’+(15n)8<15>\>5 gjg)\(vw)}d)\dn
+//( (A

(55 (2 g5l () () 250

() (7 ol (52) () ol
o [ (e (e

[( 2?7) (1;A> ;;;(675)’+(1;n)8(1;>\>5 68;;;(9,,{)‘

+(1J2rn)8(142r)\>s 523(075)‘+<1;n)8<1;)\)8 gsz\(v’ﬁ)]d/\dn
J (=t (it

V2
K 277) (1?) g;m ‘ ( )(HA) anmw )
+(1J2r77>8(1;)\) 8778A( )}d)\dn}

oo+ (57) (57)
L =08 J

s+1
— 23—&—223—0—27172 |:\I](717 Q, S) (727 57 ) + \11(727 (CY + 1 >

+\I/(’Yl,a,s)-B<ﬁ+1,8+1)—|—B<a—|—1,s+1)' (ﬁ—l—l, +1>]

V2 g Y2
y 0w 0w 0w (
Ono ono ’
boylece ispat tamamlanir. Burada,

o
Oy (o (1 (42

=V (1.a,5) VU (72, 05,s)

82

0,k)| +

0.9]+

o)
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() () () () o

(=0 () (150 (552

Sonug 4.2. Teorem 4.1°de, ejer vy = 1, 7o = 1 ve s = 1 secersek, asagidaki

esitsizlikler elde edilir.

iw (0.9 + @ (6.5) + @ (0.8 +@(v.r) | 27127 T (a+ DTS +1)
4 (v—0)" (k- &)’

o 0+v E+kK o 0+v E+k
X[Iefﬁw( 5 5 >+[e;’;_w(T, 5 )

Y (%““%) T S (9“},5“)} - A’

2
16(1(}04_?15?6_45)1) H;;;( ’5)’ + ‘%(@ )
0*w 02w } |

0.8+ |5
Teorem 4.3. @ : A C R? — R kismi tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun, A iizerinde
2 1q
0<0 <wv 0<LE< kK Eger

(40)

N}

+

> 1, A dzerinde koordinatlar tzerinde
otox| 170
s-konveks ise, asaqidaki esitsizlik saglanar.

O+v E+K\ 21071220710 (o + I(B + 1)708
‘w ( 2 9 2 ) + (U _ 9)’7104 (K _ 6)72/5 (41)

% |:’Yl’72[;¥13£+w (9+U’§+I€) + 71’72[;1/3’(72 (6+U £+’£)

2 2 2 72

+ 7172[31854,_@ (0+U’£+I€> + fylfygjgllﬁn_w (8+U 5+/{>:| _A‘

2 2 2 72
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=

1

@_eﬂm—ﬁ)[l B(M%Fhﬁ)B(@“Fh%)]

- o+ Y12
1
X 2
(s+1)q
62 aQ’W q
s+1 s+1_
{em - o oe + e -] 2= 0w
P q P a1
s+1
e 1>\MA< 9 +‘anm(“ o]
0w 1
s+1 s+1 2
vl \ 0.0 + @ -1 [ 220
?ﬂ s+1 a2w ! %
tam o] + @ -2 )|
a2w q 2w q
s+1
Flem-n| 2200 +|pmen)
P q Pw a1
s+1 _ 1)\2 s+1
R T )|
0w 51 0w 7
|k o+ —1)\877(%(9,&)
P 2o a1
s+1 s+l _
e[z wo] e -0 |2 |

(43)

Q=

burada A, (22) ile tanwmlanir ve B (-,-) Beta fonksiyonunu ifade eder ve % =1-

Proof. Lemma’dan, (39) egitsizligine sahibiz. Cift katli integraller i¢in iyi bilinen
0w
OnoA

iizerinde s-konveks oldugundan, elde ederiz:

11 5

=ty (=)
I, =
gs! Y2
0 0

Pw (1+n 1—n 14X 1—A
‘&ﬁA( SR R S R H)

L1 ¥ ap )\'y Bp
(] ey )
T V2
0 0
P 0? 1 1 1+ A 1—A
w +1 — 1) + —
X(//p&ﬁA(ize+ ;v St K)
0 0
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q
fonksiyonu A iizerinde koordinatlar

Holder egitsizligini I5’te kullanarak ve

dAdn}

q q
d\dn




Sl

1 1
11 . ]
_oc_ﬁ (// 1 — 71 p (1 (1 — )\)'Y )BP d)\dn)
N T2 0 O

<
1 1+ A\ 0 71 1= X\"| 9?
// + 7 + w((‘),f) . +17 w
2 2 onos 2 2 OnoA
0
1-0\° [1+)\°| O*w 9 1=\ /1-\\’| 0*w
+( 2 ) ( 2 ) anon (¢ +( 2 2 ) oo 1)
< 11 (iiB (ap%—l,i)B(ﬂp—l—l,i))
0 ’y Y172 1 V2

q

0w (
onoA

q 1 2
+(3+1>

(w—o) <w -0,

0,¢)

¢ ostl L1\ | 92
+ ((s+ 1)2> ‘anc‘»(e’ )

)

1 2s+l -1 2
X—3
(24)2 ( s+1 )

2$+1 -1 82?7]
+ ((s + 1)2> ‘8778)\(U’ S

Burada su gercegi kullaniriz:

0w
ono

(v, k)

herhangi @ > o > 0 ve j > 1 igin.

Ve benzer sekilde,

{f (e ety

Pw (1+n 1—n 1=\ I+ A
'877(%( 5 0+ 5 V5 §+ 5 K,) d)\dn}

1 1 11 1 1\\"~
M 5 (29)% X\ 72 g 72

-

(25+1 _ 1) aQw q 25+1 -1 2 a2w q
% ( (s+1)2 8n8)\<9’ O+ s+1 OnoA (6, %)
1 Pw o2 -1) | O*w T\
e e Y e g ) ’

) ()

Pw (1—-n, 14+n 1+ 1-2X
8778)\< 5 0 5 U §+ 5 K,) d)\dn}

1
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(0, %)

q q
} d)\dn}

q

=



-

11 11 1 1\\"
M vy (24)2 \ 7172 M 72

(23+1 _ 1) a2w q 1 2 82w q
% ( (s+1)2 3778)\(6’ O + s+1 8778)\(8’ r)

2t N B T (2t 1) [, [T\
* ( s+1 ) OO (v,8) (s+1)2 ‘anm(“’ %) ’

ve

o {] ety i)

B

1-— 1 1—AX 1+ A
779 all &+ —; /f)

‘anm( 2 2 2

1 1 11 1
—a (——B (ap—i— 1 —) B (Bp
71 Y1 V2 M

dAdn}

1

1 P
+1,—
Y2

q

Eger (44)-(47)’1 (39)’de yerine koyarsak, (41)’nin ilk

Sonucg 4.4. Teorem 3’te, ejer y1 =1, 72 =1 ve s =
elde edilir.

w (0,8) + @ (0,k) + @ (v,§) + w (v, K) +2°‘

1265 (a+ DB+ 1)

5
( €] + (?Q;) ‘5;;<9, ") |
(2i1 )‘anm( 5)q+((2<5:1+_1)1))2 g;;(v,m) q)q. (48)

esitsizligi elde edilir.

1 alwrsak, asagidaki esitsizlikler

(49)

+
4
e v
<
§)

2
+ I @ 92U A )+ e
< 2= )ff; Lpin]
x{[g g;;(e,g)qm)g;m(e K)
+3‘§;§A<U,5)q+‘%<v,m) T
B[22 e o[ 22 0]

q

(v —=6)" (k= &)’

0+v E+k
“(557)

=( 5]



—1—1‘;;;;\(1), )q+3 5;;\(0,5) TI
Bl |

+9 SQQ(U,g)q+3 a;{;\(v,/ﬁ) TI
0 A e L P

—1—3‘5;;;\(1), )q+9‘§;§)\(v,n) T.

(51)
Teorem 4.5. @ : A C R? — R kismi tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun, A iizerinde

2|4
0<6<w 0<LE <k Eger q > 1, A dzerinde koordinatlar tzerinde

OnoA

s-konveks ise, asagidaki esitsizlige sahibiz:

w (0,8 +w(0,K) +w (.8 +@hK) 21071971 (o + DI(B + 170,

i CEUEI T
e (5557 v (152.52)
renges (PR 4 e (10 E55)]
< (0—9)(;;5) (B (a+1’i B<5+17i)>1_;
V17247 gl Ve
X {([\I’(’Yl,a, s) - W(va, B, 9)] '5;;(9,@ '
o (541250 [ 2 0.0
[ 8 (as1 )] [ 22 g
[ 2 Y
+|B (a+1,8;1> 'B (ﬁ+1,8;1>} ‘;};(v,@ )

1 0? e
+([w(vl,a,s).3<5+1,8£ )} an;(e,o
2 q
+ [0 0,8) W3, B, )] | =0 )

s+1 s+1 0w
s [p(er152) 2 (oen 2 )| [0
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Q=

+[‘I’ T ( SH)HanaA )
+({‘I’W’ ( SH) ’anf» ‘
%B( ) (e Sil)ﬂﬁnw@

(71705 3 '72757

q

‘a ox"

1 82 ay\ 7
+{ (ﬂ“ L)]\an&w)
i

U(

{B <a+1 SH) B(ﬁ+1 S;)] ‘5;&(9 ¢)
+ﬁ

|

-

q

s+1
72757 (Oé+1 )

1
+ |¥(n,a,8)B (ﬁ—l—l st )]

} ‘ 8778)\

)

Burada A, (22)’da tanmwmlandige gibidir ve V(vq, o, 8), W (v, 8, s) Teorem 3’te tanim-

82

+ (1, a, ) - W(y, B, )]'3 8)\( k)

landige gibidur.

Proof. (39) esitliginin yardimiyla ve Iy’da power-mean egitsizligini kullanarak, elde

ederiz:
11 . ,
19{//(1&7;)%) (1o 5
T Y2

0 0

o (14n, 1-n 14X 1-)
X'anm( 50+ v 5t n) dkdn}
1 1 5 1_%

I—(1=n)"\“/1—=(1=X\)
[y 2 o)
"N 72
0 0
11 ;
« (// (1—(1—77)”1)“ (1—(1—A)w>
g Y2
0 0
o (1+n, 1—n 1+A,  1=X\/[ ;
0 d\d
X'anm(z T o 2"~) n)
0w |
‘ ) nin A iizerinde koordinatlar iizerinde s-konveksligini dikkate alarak, elde
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q

11 \ 8 1=
I—(1—n)"\* /11— (1—=X)
(]t (e )
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00
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g Y2
N\° (1+2\°] O*w q+ 1+7\° /1-X\"
2 OO 2 2
-7\ 1+ )’ 1 1—n\" [1-=XY\’
(5 (57) (%) (5
Bu esitsizlikte, degisken degistirmeyi kullanarak, yazabiliriz:

[ (= (ey 2

Pw (1+7n 1—n 14X 1—A
9
‘8n8A ( y VT Ty S ﬁ)

1
1 1 INV e /1 0101
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0w 7

{09 v 8.0l 2 0.0
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s+1 0w
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s+1 0w N+
B 1 :
=) 2 (o) [so))
Benzer sekilde,
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q
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w —-n 147 1-X 14+ A
0
’8n8A < g Ot Tyt

1 1 1 INY /111
—Bla+1,=)B(B8+1,—
(Vf‘ﬂ Aot (a ’Vl) (ﬁ ’Yz)) (43 At 75“
s+1 s+1 0w
x<|B|S+1, B +1, 0,
{{ (ﬁ Y2 > <a 71 )] ’3 8>\( £>
s—l—l

+[m@hm@3(ﬁ+Ls+l)Hg2 ws>

V2

d\dn

0w N
. )} |

+ [‘1]<717O‘=S) : \Il<727ﬁ75)] m(v7 )

(54)-(57)’yi (39)’de goz 6niinde bulundurarak, istenilen esitsizlik (52) elde edilir.

37



5 SONUC ve ONERILER

Bu tez caligmasi, modern matematiksel analizde 6énemli bir yer tutan konvekslik
teorisinin genellegtirilmig bir formu olan koordinatlarda s-konveks fonksiyonlar sinifini,
yeni nesil integral operatorlerinden Conformable integraller baglaminda ele almigtir.
Elde edilen sonuclar, teorik integral esitsizlikleri literatiiriine 6zgiin ve anlamh katkilar

saglamgtar.

5.1 Elde Edilen Bulgularin Degerlendirilmesi

Calhigmanin ana gdvdesini olugturan dérdiincii boliimde, birim dikdortgensel bolge
izerinde tanimlh ve koordinatlarda s-konveks ozelligini saglayan fonksiyonlar icin,
Conformable integral operatorlerini kullanarak Hermite-Hadamard (H-H) tipi egit-
sizliklerin yeni genellemeleri bagariyla elde edilmistir. Bu bulgular, literatiirdeki
mevcut boslugu doldurarak, ozellikle klasik Riemann integrali catisi altinda analiz

edilemeyen durumlarda, daha esnek ve kapsamli matematiksel araclar sunmaktadir.

Koordinatlarda s-konveks fonksiyonlar icin elde edilen ¢ift integral esitsizlikleri,
s € (0, 1] parametresinin egitsizlik simirlar tizerindeki etkisini agikga ortaya
koymugtur. s = 1 6zel durumunda, tiim elde edilen sonuclarin koordinatlarda
klasik konveks fonksiyonlar i¢in bilinen orijinal H-H egitsizliklerine indirgenmesi,
tezin matematiksel tutarlihigini ve genelligini kanitlamaktadir. Bu durum,
Conformable operatorlerinin konvekslik yapilar: iizerindeki etkilegiminin bagaril

bir gekilde modellendigini gostermektedir.

Elde edilen temel teoremler, ézellikle trapezoid formiilleri i¢in yeni hata tahmini
sinirlarinin olusturulmasina olanak tanimigtir. Niimerik integrasyon yontemlerinde,
fonksiyonlarin konvekslik 6zelliklerinin hata analizinde kritik rol oynadigi
diisliniildiigiinde, bu yeni ve daha siki sinirlar, uygulamali matematik alaninda

onemli potansiyel tagimaktadir.

Caligsmada kullanilan a-mertebeli Conformable integral tanimi (Khalil vd., 2014),

klasik kesirli tiirev/integral tanimlarinin getirdigi karmagikliktan kaginarak,
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integral esitsizliklerinin elde edilmesini hem daha analitik hem de daha zarif hale
getirmigtir. Bu yaklagim, sadece s-konveksligi degil, ayn1 zamanda diger
genellegtirilmiy konvekslik simiflarini (6rnegin, h-konvekslik, P-konvekslik) da
Conformable cercevesinde incelemek icin saglam bir metodolojik zemin

olugturmusgtur (Alp vd. 2011, Dragomir ve Pearce 2000).

5.2 Literatiire Katkilar ve Calismanin Onemi

Bu tez ¢aligmasi, integral egitsizlikleri teorisine ii¢ temel boyutta katki saglamigtir:

Yeni Fonksiyon Sinifi-Operator Entegrasyonu: Koordinatlarda s-konveks
fonksiyonlarin, Conformable integral operatorleri ile birlegtirilerek incelenmesi
literatiirde ilk olma 06zelligini tagimaktadir. Bu entegrasyon, ¢ok degigkenli
analizde genellestirilmis konvekslik ve genellestirilmis analiz araglarinin bir arada

kullanimina dair yeni kapilar agmigtir.

Daha Siki Egitsizlik Sinirlari: s parametresi sayesinde elde edilen egitsizlikler,
fonksiyonun konvekslik derecesine bagh olarak klasik konvekslik egitsizliklerinden
daha siki sinirlar sunma potansiyeli tagimaktadir. Bu durum, teorik yaklagimlarin

pratik niimerik uygulamalardaki dogrulugunu artirabilir.

Teorik Metodoloji: Calisma, benzer genellestirilmis konvekslik yapilarini
(6rnegin, giiglii konvekslik veya log-konvekslik) Conformable integral ve tiirev
operatorleri ile analiz etmek i¢in standart bir metodoloji sunmugtur (Kirig ve

Akga 2024, Kirig vd. 2025).

Gelecekteki Aragtirma Yonelimleri
Elde edilen bu sonuclar 1s181nda, integral esitsizlikleri ve genellegtirilmis konvekslik
teorisinin gelecekteki gelisimine yonelik olarak asagidaki aragtirma yonelimleri

onerilmektedir:
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5.2.1 Diger Konvekslik Siniflarinin Incelenmesi

Bu tezde odaklanilan s-konveksligin yani sira, gelecekteki ¢aligmalar
koordinatlarda P-konveks, quasi-konveks veya giiclii konveks fonksiyonlar gibi
diger 6nemli genellegtirilmis konvekslik sitmiflarin1 Conformable integral operatorleri
altinda inceleyebilir. Ozellikle, log-konveks ve log- s-konveks fonksiyonlarin H-H
tipi egitsizlikleri {izerindeki etkileri, Conformable baglaminda derinlemesine

arastirilmalidir.

5.2.2 Farkli Genellegtirilmis Operatorlerin Kullanimai

Conformable integral operatorlerinin yani sira, tezdeki metodoloji,
Riemann-Liouville, Caputo veya Atangana-Baleanu gibi diger énemli kesirli tiirev
ve integral operatorlerine de adapte edilebilir. Ornegin, kesirli integral
operatorlerinin Lipschitz kosulunu saglayan s-konveks fonksiyonlar iizerindeki
genellemeleri, hata analizinde daha sofistike sonuglar dogurabilir (Sarikaya vd.,

2013).

5.2.3 Daha Yiiksek Boyutlu Genellemeler

Tez, koordinatlarda s-konveksligi dikdortgensel bolgelerde ele almigtir. Gelecekte,
bu sonuglar ¢ok boyutlu uzaylara (6rnegin R?) veya genellegtirilmis konveks
kiimeler (star-shaped veya co-ordinated convex sets) iizerine tagmabilir. Bu, kismi
tiirev ve ¢ok kath integral operatorleri kullanilarak daha karmagik yapilar icin

integral esitsizliklerinin gelistirilmesine olanak taniyacaktir.

5.2.4 Uygulamali Alanlara Odaklanma

Teorik egitsizliklerin pratik uygulamalar: {izerine yogunlagmak, tezin bilimsel
etkisini artiracaktir. Elde edilen yeni hata tahmini formiillerinin, finansal
modelleme, diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimleri veya optimizasyon
algoritmalar1 (6rnegin stokastik optimizasyon) gibi alanlarda kargilagtirmal testler
ile dogrulanmasi ve potansiyel uygulama alanlarinin belirlenmesi 6nemlidir.

Sonug olarak, bu tez, koordinatlarda s-konveks fonksiyonlar teorisini Conformable
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integral hesabi ile bagarili bir gekilde birlegtirmistir. Caligmanin temel ¢iktilari,
integral esitsizlikleri teorisinin genellestirilmis konvekslik ve kesirli analiz
disiplinleri arasindaki etkilesimini derinlestirmekte ve gelecekteki arastirmalar icin

zengin bir temel saglamaktadir.
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