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Bu tez galismasi, sekiz boliimden olusmaktadir. Birinci bolim giris kismina, ikinci
boliim temel tanim ve teoremlere ayrilmustir. Uciincii béliimde genellestirilmis kesirli
tirev yaklasimimin, klasik ve uyumlu tirev yontemlerine kiyasla avantajlar
gosterilmistir. Dordiincii bolimde belirsiz kesirli diferensiyel denklemler i¢in yeni bir
¢Oziim yaklasimi ortaya konmustur. Besinci boliimde bu denklemlerin varligi Schauder,
tekligi ise Banach teoremiyle ispatlanmistir. Altinct boliimde Liouville-Caputo tipi fark
denklemleri (UFLCDE) i¢in Picard iterasyon yontemi onerilmis, varlik ve teklik Banach
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This thesis consists of eight chapters. The first chapter is devoted to the introduction,
and the second chapter to basic definitions and theorems. In the third chapter, the
advantages of the generalized fractional derivative approach compared to classical and
conformable derivative methods are demonstrated. In the fourth chapter, a new solution
approach is proposed for uncertain fractional differential equations. In the fifth chapter,
the existence of these equations is proven using the Schauder theorem, and their
uniqueness using the Banach theorem. In the sixth chapter, the Picard iteration method
is proposed for Liouville-Caputo type difference equations (UFLCDE), and existence
and uniqueness are shown using the Banach contraction principle. In the seventh
chapter, the findings obtained throughout the study are discussed and concluded, while

the final chapter is devoted to references.
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1. GIRIS

Diferensiyel ve integral hesabin temellerinin 17. yiizyil sonlarinda Newton ve Leibniz
tarafindan atilmasiyla birlikte, diferensiyel denklemler iizerine yapilan bilimsel
arastirmalar da ivme kazanmigtir. Matematiksel modellemenin belkemigini olusturan bu
disiplin; mithendislik bilimlerinden biyolojik sistemlere, ekonomiden tip teknolojilerine
kadar genis bir yelpazede kritik bir rol iistlenmektedir. Bu kapsamda gelisim gdsteren
kesirli analiz alani ise, tarihsel olarak oldukga ilging bir baslangica sahiptir. Konunun
temelleri, 1695 yilinda L'Hopital’in Leibniz’e gonderdigi ve n tam say1 olmadiginda

. dty .. e - .
(6rnegin n = %) # tiirev operatdriiniin anlamini sorguladigi meshur mektuplasma ile

atilmistir. O donemde teorik bir merak unsuru olarak filizlenen bu kavram, giiniimiizde
hafiza etkisine sahip materyallerin ve karmasik fiziksel siire¢lerin modellenmesinde
vazgecilmez bir ara¢c haline gelmistir. Kesirli analiz yontemleri; viskoelastik
malzemelerin siinme, gevseme ve soniimleme davraniglarindan, akustik ve ultrasonik
dalgalarin yayilimina; Kkirleticilerin ¢evresel diflizyonundan, proteinlerin hiicre zari
gecislerine kadar genis bir yelpazede modelleme araci olarak kullanilmaktadir. Ayrica
biyomedikal sinyallerin (EKG, EMG, EEG) analizi, DNA dizilimi, sismik titresimler,
akiskanlar dinamigi, dielektrik durulma, elektromanyetik alanlar ve kaotik sistemler de
bu kapsamda basarili bir sekilde modellenmistir. Fiziksel sistemlerin 6tesinde, son

donemde insan psikolojisindeki duygusal stireglerin aciklanmasinda da bu yaklasimdan
yararlanilmaktadir. Her ne kadar Leibniz bu siiregte % mertebeden tiirev kavramini

sorgulamis olsa da, donemin matematiksel gelisiminin heniiz baslangic asamasinda
olmasi1 ve karsilasilan teknik zorluklar, konunun 17. yilizyilda yogun bir ¢alisma alam
haline gelmesini engellemistir. Matematiksel altyapinin gelismesiyle beraber, kesirli
integrasyon konusundaki ilk kapsamli tanim Liouville tarafindan yapilmustir. Ozellikle
Padovan (1987)’in ¢alismalariyla birlikte, lineer ve lineer olmayan kesirli diferensiyel
denklemler konusu aragtirmacilarin ilgi odagi olmaya baslamistir. Oldham ve Spanier
(1974), Miller ve Ross (1993) ve Podlubny (1999) tarafindan yapilan ve alanin
baslangi¢c noktas1 kabul edilen g¢alismalarla, kesirli diferensiyel denklemlerin varlik-
teklik teoremleri ve ¢oOziim teknikleri literatiire kazandirilmigtir. Son yillarda bu
konunun popiilaritesinin artmasi, yontemin fiziksel modelleri tanimlamadaki basarisina

dayanmaktadir. Kesirli hesap, sistemin sadece simdiki zamanini degil, tarih¢esini de



hesaba katarak karmasik yapilarin daha dogru modellenmesine olanak tanir ve birgok
problemde daha basarili sonuglar elde edilmesini saglar. Giiniimiizde pek ¢ok sistemin
matematiksel modellemesi, tiirev kavramina dayanmaktadir. Modellenen sistemlerdeki
bir degiskenin digerine gore degisim oranini analiz etmek, ancak tiirev yardimiyla
miimkiindiir. Bilim tarihinde bu kavrami ilk kullanan ismin Isaac Newton oldugu
bilinmektedir.

Tirev kavrami tarihsel siiregte evrilerek "kesirli tiirev" kavraminin dogmasina zemin
hazirlamistir.  Kesirli diferensiyel denklemlerin dogusu olarak kabul edilen olay,

Leibniz’in L’Hopital’e yazdig1 mektuptur. Leibniz, "Tam say1 mertebeli tiirevler kesirli
. dy . .
mertebelere genellestirilebilir mi?" sorusuna karsilik, d—xi’ ifadesinde n = % alinmasinin

ne anlama gelecegi lizerine diisiinmiis ve bunun "bir giin faydali sonuclar doguracak bir
paradoks" olacagini Ongormiistiir. Leibniz'den giliniimiize gecen ii¢ asirlik siirecte
Liouville, Riemann, Weyl, Fourier, Caputo, Euler, Abel, Laplace, Lagrange, Griinwald,
Hadamard, Riesz ve Letnikov gibi pek ¢ok iinlii matematik¢i bu alana 6nemli katkilar
sunmustur.

Kesirli diferensiyel denklemler, miihendislik ve temel bilimler basta olmak iizere genis
bir uygulama alanina sahiptir. Ozellikle son yillarda, gercek diinya problemlerini daha
hassas ve gergege yakin bir sekilde modelleme yetenegi sayesinde kesirli mertebeden
denklemlerin kullanim1 yaygimlagsmistir. Kesirli diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri
icin kesirli tlirev ve kesirli integrasyon hesaplamalarinin bilinmesi gerekir. Kesirli tiirev
ve integral ifadelerinin genellestirilmesinde Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov ve
Caputo gibi pek ¢ok yaklasim mevcuttur. Bilimin temel prensipleri ile kesirli
diferensiyel denklemlerin harmanlanmasi, bu alanda biiyiik ilerlemeler kaydedilmesini
saglamistir. Yapilan arastirmalar, karmasik sistem modellerinin sabit mertebeli
denklemlerle agiklanmasinin yetersiz kalabildigini géstermistir. Bu nedenle, s6z konusu
sistemlerin daha dogru tanimlanabilmesi adina degisken mertebeli kesirli diferensiyel
denklemlerin kullanimi onerilmistir. Bu gelismeler, kesirli mertebeden denklemlerin
uygulanabilirligini artirmis ve degisken mertebeli tanimlamalarin Oniinii agmistir.
Ancak, degisken mertebeli kesirli diferensiyel denklemlerin her zaman analitik (kesin)
¢Ozlimlerine ulagsmak miimkiin olmamaktadir. Bu sinirlilik, yiliksek dogruluk oranina

sahip sayisal yontemlerin gelistirilmesini zorunlu kilmustir.



2. TEMEL KAVRAMLAR ve TEOREMLER

2.1 Gamma Fonksiyonu

Kesirli hesaplamalarin (Fractional Calculus) temel yapi taglarindan biri olan Gamma
fonksiyonu, Kklasik faktoriyel kavramimin (n!) reel ve karmasik sayilar kiimesine
genisletilmis hali olarak diisiiniilebilir. Literatiirde siklikla Euler integrali olarak da
isimlendirilen bu 06zel fonksiyon, kesirli tiirev ve integral operatorlerinin insasinda
merkezi bir rol oynamaktadir. I'(z) notasyonuyla ifade edilen fonksiyon, z > 0 kosulu

altinda
I'(z) = f e~ tt?1dt, z€N
0

genellestirilmis integrali yardimiyla tanimlanir.
Gamma fonksiyonunun en temel 6zellikleri:
I'(z+1) =2zI(2), '(z)=(z—-1)! z€eN

esitliklerini saglamasidir. Bu ifadeler integrasyon yontemiyle kolayca elde edilebilir.

Burada

[ee]

rz+1) = J etz
0

= J e tt?dt
0

seklinde elde edilir. Bu integral ifadesi, kismi integrasyon yontemi kullanilarak bir kez
integre edildiginde; u = t%, dv = e~! dt doniisiimleriyle du = zt?"1dt vev = —e™*
olarak bulunur. Elde edilen bu ifadeler [udv =uv — [vdu formiiliinde yerine

yazildiginda:



o b
r(z+1) =f e~tt?dt = lim | e tt?dt

b—oo

0 0

b
= lim [—e~tt?]i2h + z lim e ttZ1dt

b— oo —00

0
[oe]

= Zf ettt 1dt
0

seklinde olur. Buradan,

I'(z+1) =2zI(2)

ifadesi elde edilir. Elde edilen bu ifade ise Gamma fonksiyonu i¢in bir rekiirasyon

formiilii olur.
I'(z) = J;)Ooe_ttz_ldt, z€N
integrali z = 1 igin,
r1) = j:oe‘ttodt = J:oe‘tdt =—efF==-(0-1)=1

sonucunu verir. z =1,2,... degerleri T(z+ 1) = zI'(z) esitliginde

yazildiginda,
r)=1r1)=1=1!
ri3a) =2.1(2) =21 =2!

r'(4) = 3.T(3) = 3.2! = 3!

I'm+1)=nTn) =n.(n-1)!=n!

yerine



sonucu elde edilir. Bu elde edilen formiilden Gamma fonksiyonunun faktoriyelin

genellestirilmesi oldugu ve n!’e yakinsadigi kolayca goriilebilir.

2.2 Beta Fonksiyonu

Matematik literatiiriinde Euler'in ikinci tiir integrali olarak da bilinen Beta fonksiyonu,
B(r,s) semboliiyle temsil edilir. r ve s parametrelerinin karmasik sayr oldugu

durumlarda, bu fonksiyonun tanimi

1

B(r,s) = j x"1(1—x)5"1dx, (Re(r) > 0,Re(s) > 0)
0

integrali yardimiyla verilir. Belirtilen integralin yakinsakligi i¢in parametrelerin reel
kisimlarinin pozitif olmasi gerekmektedir. Pozitif olmayan herhangi bir r ya da s degeri
icin bu verilen integral iraksak olur.

Beta fonksiyonu ile Gamma fonksiyonu arasinda

_I(Ires)

Br,s) = F(r+s)’

(Re(r) > 0,Re(s) > 0)

bagintis1 mevcuttur. O halde
B(r,1—r)=T(m)I'1—-r), (0<Re(r)<1)

seklinde ifade edilir. Dolayisiyla B(r,s) = B(s,r) simetri 6zelligine sahip oldugu

kolayca goriilebilir.

2.3 Mittag-Leffler Fonksiyonu

Mittag-Leffler adin1 1903’te tanimini yapan Isvecli bir matematikciden alan Mittag-
Leffler fonksiyonu, e* iistel fonksiyonunun genellestirilmis bir halidir. Ayrica bu
fonksiyon kesirli analiz ve kesirli hesap i¢in 6nemli bir fonksiyondur.

Mittag-Leffler fonksiyonu tam sayr mertebeden diferensiyel denklemlerin ¢6ziimiinde



iistel fonksiyonun oynadigr roliin bir benzerine keyfi mertebeden diferensiyel
denklemlerin ¢oztimiinde sahiptir. Bir parametreli ve (a, ) seklindeki iki parametreli

Mittag-Leffler fonksiyonunun kuvvet serisi tiiriinden genellestirilmis hali

E,(x) = ;—F(ak-i- 0’ a>0

ve

© k
X
Ep(x) = ;m «>0, B>0

seklinde tanimlanir.

2.4 Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi ve Integrali

Kesirli analiz teorisinde en sik basvurulan yontemlerden biri Riemann-Liouville
yaklagimidir. Bu yaklasim, kesirli mertebeden tiirev ve integral islemlerinin
tanimlanmasinda standart bir referans noktas1 olarak kabul edilir. Reel eksen {izerinde
taniml1 bir f fonksiyonu i¢in,n € N olmak lizere n —1 < a <n araligindaki «
mertebesine sahip Riemann-Liouville tiirevi, integral ve tiirev operatorlerinin ardigik

kombinasyonuyla elde edilirve @ > 0, t > a, a,a,t € Rigin

n -t
FO= =gy (@) |, e

seklinde formiile edilir. Benzer sekilde t > 0 igin v > 0 olmak tizere f fonksiyonu

(0, ) araliginda parcali siirekli ve [0, o) araliginda integrallenebilir olmak iizere,

1 t
DO = 15 f (t -V f(©)d ¢



seklinde verilen ifade ise Riemann-Liouville kesirli integralin tanimidir.

2.5 Caputo Kesirli Tiirevi

Caputo kesirli tiirev;

@
(Tl — a) L (t — T)a+1—n’

ﬁDf‘f(t)=F mM—1<a<n

seklinde tanimlanir. @« — n igin f(t) fonksiyonunun Caputo kesirli tiirevi n. mertebeden

tirevine esitolur. 0 < n — 1 < a < n araliginda ise

ITm—a+1) Im—a+1)

a—n

F™ (- a)"—“> 1

t
lim EDEf(6) = lim ( f (t =" f ™ (D)dr

=@+ [ FO@dr= 0@, n=12.

seklinde tanimlanmaktadir.

2.6 Caputo-Fabrizio Kesirli Tiirevi

f € H(a,b), b > a, a € (0,1) olmak iizere, f(t) fonksiyonunun Caputo-Fabrizio

kesirli tirevi

M t -
§DEGF0) = Tt | /e [~a ] it

seklinde tanimlanir. Burada M (a) normalizasyon fonksiyonu olup, M(0) = M(1) =1
seklindedir.



3. UYGULAMALARLA KESIRLI TUREVIN GENELLESTIRILMIS TANIMI

Klasik tiirev kavraminin dogal bir genislemesi niteligindeki kesirli analiz teorisi,
Ozellikle mihendislik ve temel bilimlerdeki pratik karsiliklart sayesinde giincel
arastirmalarin odak noktasi olmustur. Integral esitsizliklerinin kesirli modellerdeki
kullanimi, pek c¢ok disiplinde kritik sonuglar dogurmaktadir. Literatiire bakildiginda:
Ekonomi (Baillie 1996), siireklilik ve istatistiksel mekanik (Mainardi 1997), kati
mekanigi (Rossikhin ve Shitikova 1997), elektrokimya (Oldham 2010), biyoloji (Ertiirk
vd. 2011) ve akustik (EI-Wakil vd. 2012) gibi alanlar g6z Oniine alindiginda integral
esitsizliklerinin avantajlar1 arastirmacilar tarafindan siklikla vurgulanmaktadir.

Verilen bir fonksiyonun kesirli mertebeden tiirevleri, kesirli mertebeden bir sistemin
sonraki durumunun sadece mevcut durumuna degil, ayni zamanda tim ge¢mis
durumlarina da bagli oldugu fonksiyonun tiim ge¢misini igerir (Gorenflo ve Mainardi
1997, Hilfer 2000). Yerel olmama, gesitli kesirli tiirev modellerinde ¢ok 6nemli bir rol
oynar (Atangana ve Baleanu 2016, Bagley ve Torvik 1986). Bir¢ok calisma, (Gray ve
Zhang 1988, Miller ve Ross 1989) gibi zaman olgekleri teorisini kullanarak bu kesirli
analizin ayrik versiyonlari ile ilgilenmektedir. Kesirli tiirev operatorleri lizerine yapilan
caligmalar incelendiginde; Riemann-Liouville, Caputo, Hadamard, Weyl ve Jumarie
gibi ¢esitli tanimlamalarin literatiire kazandirilldigi gériilmektedir. Ancak her bir tanimin
kendine 6zgii avantajlar1 ve dezavantajlart vardir.

Bu tanimlar arasinda arastirmacilar tarafindan en sik basvurulan yontemlerden biri

a € [n — 1,n)ig¢in, f(t) nin a-tiirevi

DREF(E) = =

1 & Jm AN, (3.1)

(n—a)dx™ ), (t—x)@n+D)

seklinde tanimlanan Riemann-Liouville yaklagimidir. Caputo tanimu ise;

a € [n — 1,n) icin f(t) fonksiyonunun a-tiirevi

1 7 dYf(x)/dan
DO = = ).

(n—a)), (t—x)an+) x (3.2)

seklinde tanimlanir.



Yukaridaki (3.1) ve (3.2) dahil olmak iizere tiim tanimlar, kesirli tiirevlerin lineerlik
ozelligini saglar. Bu kesirli tiirevlerin ¢esitli avantajlar1 vardir, ancak her durum igin
uygun degildirler. Ote yandan, Riemann-Liouville tipinde, ger¢ek diinyadaki siiregleri
tamimlamak i¢in kesirli diferensiyel denklemler kullanildiginda, Riemann-Liouville
tiirevi baz1 dezavantajlara sahiptir. Bir sabitin Riemann-Liouville tiirevi sifir degildir.
Ek olarak, keyfi bir fonksiyon baslangi¢c noktasinda sabitse, kesirli tiirevi baslangi¢
noktasinda tekillige sahiptir; 6rnegin iistel ve Mittag-Leffler fonksiyonlari i¢in baglangi¢
noktasinda bir tekillige sahip oldugu goriiliir. Bu dezavantajlar nedeniyle, Riemann-
Liouville kesirli tiirevlerinin uygulanabilirlik araligi sinirhidir.

Tiirevlenebilirlik agisindan, Caputo tiirevi daha yiiksek diizenlilik kosullar1 gerektirir:
Caputo tipindeki bir fonksiyonun kesirli tiirevini hesaplamak i¢in 6nce onun tlirevini
elde etmeliyiz. Caputo tiirevleri yalnizca tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢in tanimlanirken,
birinci dereceden tiirevi olmayan fonksiyonlar, Riemann-Liouville anlaminda birden
kiiglik tim mertebelerden kesirli tiirevlere sahip olabilir (Atangana ve Secer 2013).
Khalil vd. (2014)’te, yalnizca tiirevlerin temel limit tanimina dayanarak, uyumlu tiirev
ad1 verilen yeni ve iyi davranigh basit bir kesirli tiirev tanimlanmistir. Uyumlu tiirev,
Riemann-Liouville ve Caputo tanimlarinda saglanamayan bazi énemli 6zellikleri saglar.
Ancak; Abdelhakim (2019), Khalil vd. (2014)’teki uyumlu tanimin bazi fonksiyonlar
i¢in Caputo tanimiyla karsilastirildiginda 1yi sonucglar veremeyecegini ispatlamistir.
Abu-Shady ve Kaabar, 2021 yilinda yaptiklar1 calismalarinda; kesirli diferensiyel
denklemlerin basit ¢oziimlerini elde etmek amaciyla Onceki diger tanimlara kiyasla
avantajlart olan yeni bir genellestirilmis kesirli tiirev tanim1 vermislerdir. Bu incelemede

temel kaynak olarak Abu-Shady ve Kaabar (2021) alinmstir.

Tanmm 1. Pozitif reel sayilar {izerinde tanimli bir f: (0,00) - R fonksiyonu ele
alindiginda f(t) fonksiyonunun t > 0 noktasindaki 0 < a@ < 1 mertebesine karsilik
gelen genellestirilmis kesirli tiirevi (GFD),

DSFP£(t) = lsi_r)réf(t +T(B)/T(B - C: + 1et'™%) —f(t); f>—1,8€R,

(3.3)



limit iglemi araciligiyla formiile edilir ve t = 0 noktasindaki kesirli tiirevi ise
DEFP £(0) = “%L DEFP £ ()
E—
seklinde limit yardimiyla belirlenir.

Teorem 1. Eger f(t) a-tiirevlenebilir bir fonksiyon ise, bu durumda

L) df () .

DEPF() = TP — a+ Dt dt ’

p>—-1,8€R"

seklindedir.

Ispat. (3.3) denkleminde sunulan tanim temel alindiginda,

DGFDf(t) — llmf(t + F(ﬁ)/r(ﬁ —a+ 1)€t1_a) - f(t)’

_ +
Lim - g >—1,0€R

(3.4)

esitligine ulagilir. Bu ifadede @ = f = 1 oldugunda sonucun klasik tiirev tanimindaki

limit ifadesine indirgendigi agikca goriilmektedir.

__ ¥ 1-a
h_F(,B—a+1)gt , (3.5)
'—a+1)
= —————ht*™! 3.6
X0 (36)
degisken degistirmesi yapilip, (3.6) denklemi (3.4) denkleminde yerine yazilarak
r'(B) fE+h)—f(t)
GFD _ 1-a |;
PO =t —arnt 1M h (3.7)
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elde edilir. Boylece

M) - Y®

GFD —
DO =tg—e+ Dt Ta (3.8)
elde edilir. k € R* ve f(t) = t*, k > — 1, fonksiyonu i¢in
r'g+1)
GFD — B—a
DEFP f(t) F(ﬁ—a+1)t (3.9)
oldugu ispatlanir. (3.8) denklemini kullanarak
')
GFD — 1-aj,+k—-1
D f(t)_F(ﬁ—a+1)t kt<*, (3.10)
kT'(B) _
GFD — k—a
DT O =t —ar "
olur buradan, k = g alarak
BT (B) _
GFD (B — B-a
DEFPt F(ﬁ_(Hl)t , (3.11)
yazilabilir ve ardindan
I'(g+1
DEFPB = Ltﬁ_“ (3.12)

[—a+1)

elde edilir. (3.12) denklemi, Caputo ve Riemann-Liouville tiirevlerinin sonuglariyla
uyumludur (Podlubny 1999).

Teorem 2. f(t) = t*, k € R* fonksiyonunun tiirevi igin,

11



DaD,B’tk — Da+/3tk

esitligi elde edilir.

Ispat. (3.12) denklemi kullanilarak,

DBtk = &tk—ﬂ'
'k—pF+1)
Daphik — ['k+1) k=B
'k—p+1) '

Fk+1) Tk—pg+1)
anpf — -f-a
DD = DT —F—az D’

yazilabilir. Esitligin sol tarafi diizenlendiginde:

paphik — I'(k+1) k—B—a
'k—p—a+1)
elde edilir. Ayrica esitligin sag tarafi igin ise:
Da+ﬁtk — F(k + 1) k-B-a

T Tk—B—-a+1)

sonucu elde edilir. Boylece, (3.14) ve (3.15)’ten

Da’Dﬁtk — Da’+ﬁtk

elde edilir. Bu 6zellik, uyumlu tiirevde saglanmaz (Khalil vd. 2014).

Teorem 3. Bir nokta etrafinda f(t) = Xy, f*(0)/k!t* seklinde

tiirevlenebilir bir f(t) fonksiyonu igin,

12

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

genisleyen



DeDFf(t) = D*Ff (1)
esitligi gegerlidir.
Ispat. Taylor teoremine gore genisletilmis £(t) = Yw_, f*(0)/k! t* fonksiyonu icin,

k
DBf(t) = f()DBt"

k=0

NAORCES I
k' T(k—B+1)

DFf(t) =

k=0

CFEO) TR+
k! T(k—B+1) ’

DEDEF(t) =
k=0

> FK0) T(k+1) Tk-p+1)

DaDB t) = k—ﬁ—a’
f® £ k' Ttlk—=p+DI(k—F—a+1)

(3.17)

seklinde yazilir. Esitligin sol tarafi diizenlendiginde:

SO T+ 1)
D*DFf(¢t) = th=F-a, 3.18
f@® k' T(k—f—a+1) ( )
elde edilir. Esitligin sag tarafi i¢in ise:
k
D*BF(t) = i ( )Da+ﬂtk (3.19)
k=0
o fR0)  T(k+1

DEBF(L) = ) ( ) thk=F-a (3.20)

Lk T(ke-f—a+1)
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sonucu bulunur. Boylece, (3.18) ve (3.20) denklemlerinden hareketle

D*DEf(t) = D*Bf(t) (3.21)

elde edilir. Bu 6zellik, uyumlu tiirevde saglanmaz (Khalil vd. 2014).

Teorem 4. a € (0,1] olsun. f ve g fonksiyonlarinin a-tiirevlenebilir fonksiyonlar

oldugunu varsayalim. Bu durumda

() DE™P(fg) = fD°P(g) + gD (), (322

< nGFD () _ 9D%FP()-fDEFP(g)

(i) D (g) = ~ . (3.23)
seklindedir.

Ispat. (3.8) denklemi kullanilarak, (i) sikkindaki esitligin sol tarafi ele alindiginda:

D2 (fg), (3.24)

L) 12109

“TB—-a+ 1) dt ’ (3.25)

__ B iaf,49, df

S ErEs i ! (5:26)

LB (), .df

“Irg-—a+D" dt " IT@E-a+1) at
(3.27)

= fDSF(g) + gD () (3.28)

elde edilir, ki bu da esitligin sag tarafina esittir. Boylece, (i) esitligi ispatlanmis olur.

14



Simdi, (i1)’yi ispatlamak i¢in esitligin sol tarafi ele alindiginda:

pDGFD (5)

"T@-a+1) dt

r'p) - d (f)

g
df  .d
__® 9@ far (329
rB—a+1) g? ’ '

I'B) —a 8f I'B) —a 49
:g[l“(ﬁ—a+1)t1 E]‘f[r(ﬁ—aﬂ)tl at

g

_ gD (f) — fDP(g)
gz

elde edilir, ki bu da esitligin sag tarafina esittir. (3.8) denklemi yukaridaki sekilde
kullanilir. Caputo ve Riemann-Liouville tanmimlarinda (i) ve (ii) kurallar

saglanmamaktadir.

Teorem 5. (Genellestirilmis kesirli diferensiyel fonksiyon i¢in Rolle teoremi). a > 0

ve f: [a,b] — R fonksiyonu asagidaki kosullar1 saglayan belirli bir fonksiyon olsun:

(i) f, [a, b] iizerinde siireklidir

(i) f, bazt a € (0, 1] i¢in a-tirevlenebilirdir.

(i) f(a) = f(b) dir.

O halde, f@(c) = 0 olacak sekilde c € [a, b] vardur.

15



Ispat. f Fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli ve f(a) = f(b) oldugundan, c € (a, b)
vardir; bu, yerel ekstremumlarin bir noktasidir ve c¢’nin bir yerel minimumun noktasi

oldugu varsayilir. Boylece,

fle+T(B)/T(B—a+Dec™) = f(c)

DGFDf(C+)=gllr(§1+ . ;. p>-—1,B€R",
(3.30)
DSFPf(c™) = !i’gl_f(c +T(B)/T(B — C; +1)ec' ™) — f(C); B>—1B€R*

elde edilir. Ancak DYPf(c*) ve DYFPf(c™) =zt isaretlere sahiptir. Dolayisiyla,
DCFPf(¢) = 0°dur.

Teorem 6. (Genellestirilmis kesirli diferensiyel fonksiyon i¢in ortalama deger teoremi).

a > 0ve f:[a, b] — R olsun, su kosulu saglayan belirli bir fonksiyon:

(i) f, [a, b] tizerinde siireklidir.

(i) f, bazt a € (0, 1) i¢in a-tiirevlenebilirdir.

O halde,
_f®) - f@
DEFPf(c) = Wl (3.31)
esitligini saglayan ¢ € [a, b] vardir.
Ispat. (Khalil vd. 2014)teki gibi bir fonksiyonu ele alalim.
b) —
gy =f@) — f(a) - I%l (ht® — ha?%), (3.32)
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-1 i i
burada h = @ seklindedir.

DGFDg(t) — DGFDf(t) _ DGFDf(a) _ [cl((l;)aif;f;l (hDGFDta _ hDGFDaOl)
(3.33)
elde edilir. (3.8) denklemini kullanarak ¢ € [a, b] oldugunda
DO g(r) = DPL(r) - ’;f(b;;_ff‘)) : (334)
DO g(c) =D f(c) - % : (335)

elde edilir ve yardimc1 fonksiyon g(c), Teorem 5’in tiim kosullarini saglar. Dolayisiyla,
DFP g(c) = 0 olacak sekilde ¢ € [a, b] vardir. Bdylece,

fb) - f(a@)

DEO = R —a

(3.36)

olur.

Tanmm 2. @ € (0,1) igin

rG-a+ 1[0
re )

I(H®) =R () =

seklindedir.

Teorem 7. Tanim kiimesinde siirekli herhangi bir f fonksiyonu i¢in, ¢ > 0 olmak {izere

DI, (f)(t) = f(¢t) esitligi saglanir.
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Ispat. f siirekli oldugundan, I%(f)(t) tiirevlenebilirdir. Dolayisiyla,

r'(p)
B—-—a+1)

,a
Dl (A®) =3 t! 2N,

[B) e dlB—a+D("f()

PUNO =t — 7t & Tt ), e
d t
b1 == [ L ax
0
Dot (@ = a2
D1, (f)(t) = f () (3.37)
elde edilir.

3.1 Uygulamalar
3.1.1 Ustel Fonksiyonun Kesirli Tiirevi

f(t) = e*, 1 € cigin

N 2 ik
¢ = Z P
k=0
(3.38)
9k
DGFD At — ZA_DGFDtk
|
k=0 k
seklindedir. (3.12) denkleminden
DCFDtk = pCtk (3.39)
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elde edilir.
Simdi (3.23) denklemini

© 9k
DGFDe)lt — Z A_DCtk
k! ’
k=0

(3.40)
DGFDelt — DCe/lt.
su sekilde yazalim.
3.1.2  Siniis ve Kosiniis Fonksiyonlarinin Kesirli Tiirevi
f(t) = sin wt i¢in,
; — 1 iwt —iwt
sma)t—z(e —e ),
(3.41)
_ 1 . i
DGFD sin wt = E (DGFDeLwt _ DGFDe lwt)
seklinde tanimlanir. (3.26) denkleminden
DSFP sin wt = 2 (Dceiiwt — Dce‘iiwt)
2! ’
(3.42)
GFDDa sin wt = CDa l (eiwt _ e—iwt)
B 2! ’
GFDpa sin wt = ¢D* sin wt
bulunur. Benzer sekilde, f(t) = cos wt i¢in asagidaki de ispatlanabilir.
GFDD® cos wt = D% cos wt (3.43)

Simdi baz1 kesirli diferensiyel denklemleri GFD anlaminda ¢6zelim.
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Ornek 1.

1
D2y(x) = ek, y(0) = 0.

kx —

Coziim 1. Yukaridaki 6rnegin e Yie Oklfnn oldugunda ¢oziimiinii bulalim.

denklemini kullanarak
1
D2y(x) = e*¥,

@) 1dy k",
F(,B n 2) dx o k!

dy(x)_F(ﬁ%)ik_"
dx TR n=0n! ’
P(B+ D)k
[ay == 25 2 [ a,
n=0
(x)_r(ﬁ+%)iknxn+2+c
Y (6 Gl 177
eer(ped) o
y(x)—;)—! TR

elde edilir. 8 =n + % aliarak

Sk T(n+1
y(x) =Zn— (n ) n+5+c

20
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(3.45)

(0]

n 1
y(x) = Z —3xn+E +c,
n=0 r (n + 7)
bulunur. Ciinkii y(0) = 0 oldugundan,
co K 1
y(x) = Z ——o X2 (3.46)
Ar(n+3)

bu ¢6ziim Caputo ¢oziimiiyle tutarlidir.

Ornek 2.
1

Dzy(x) = x?sinx,  y(0) =0.

Coziim 2. Yukandaki 6rnekte verilen sinx = Yoo, x2"*t1/(2n + 1)! seri agilim

dikkate alinarak (3.1) denklemi uygulandiginda;

2n+3

I'(B) Ry dy(x) z
r@+1/2)" Q2n+ 1)

dy(x) T(B+1/2) x2S/
dx  T(B) Z(2n+1)!'

n+s/
J @y = F(ﬁr?ﬁl)m Z f (z:z +512)'

© r 1/2 2n+7/2
y(x)zz (B+1/2) x

L TP n+7/2)n+ D1 ¢

(3.47)
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esitligi elde edilir. Burada f = 2n + 7/2 alinarak

r'(2n + 4) x2nt7/2 N
i T(2n+7/2) Zn+7/2)@n + 1) “
n=

y(x) =

o

(2n + 3)! x2n+7/2
+ec,
L Zn+7/2)T(2n+7/2) @n+ D! ¢

y(x) = (3.48)

v @n+3)@2n+2)
y(x) = r(2n + 9/2)

27’l+7/2 + C
)

sonucu bulunur. Ciinkii y(0) = 0 sinir sart1 saglandigindan ¢ = 0 olarak elde edilir.

Boylece ¢ozlim;

r(2n+ 2) (549

00 = Z 2n+3)2n+2) x2"+%.
n=0 2

seklindedir. Bu sonug, Caputo yontemiyle elde edilen ¢oziimle tutarlidir.

22



4. BELIRSIZLIK ICEREN KESIRLi DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN
COZUM KAVRAMI UZERINE

Klasik analizde kullanilan tam sayr mertebeli tiirev ve integral operatorlerinin, keyfi
mertebelere genisletilmesi esasina dayanan kesirli analiz; kokleri Newton ve Leibniz
donemine kadar uzanan tarihi bir derinlige sahiptir. Yiizyillar boyunca teorik bir
calisma alani olarak goriilen bu disiplin, giiniimiizde sadece matematikgilerin degil,
karmagik fiziksel ve miihendislik problemlerine ¢0zliim arayan aragtirmacilarin da
birincil ilgi odag1 haline gelmistir. Ayrintilar i¢in Kilbas vd. (2006), Kiryakova (1994),
Lakshmikantham ve Vatsala (2008), Miller ve Ross (1993) ve Podlubny’nin (1999)
monografilerine ve bu ¢alismalarda yer alan referanslara basvurulabilir. Kesirli
diferensiyel denklemler teorisine yapilan bazi yeni katkilar (Ahmad ve Nieto 2009,
Araya ve Lizama 2008, Belmekki vd. 2009, Bonilla vd. 2007, Chang ve Nieto 2009,
Diethelm ve Ford 2002, Shugin 2009, Lakshmikantham vd. 2009)’da goriilebilir. Kesirli
diferensiyel denklemlerin baslangi¢ deger problemleri ise son zamanlarda bazi yazarlar
tarafindan ele alinmistir (Lakshmikantham ve Leela 2009, Lakshmikantham ve Vatsala
2008, Shugin 2009). Gergek diinyadaki dinamik siireglerin  matematiksel
modellemesinde, sistemin dogasinda var olan belirsizlik ve rastgelelik faktorlerinin goz
ard1 edilmesi, elde edilen sonuglarin giivenilirligini sinirlamaktadir. Bu nedenle, daha
gercekel modeller elde edebilmek icin belirsizlik parametrelerinin dinamik sistemlere
entegre edilmesi ve bulanik diferensiyel denklem sistemlerinin kullanilmasi zorunlu
hale gelmektedir. Belirsizlik iceren diferensiyel denklemler teorisine yapilan bazi yeni
katkilar (Diamond ve Kloeden 1994, Lakshmikantham ve Mohapatra 2003, Nieto vd.
2008)’de goriilebilir.

a € (0,1], T > 0 ve E, bulanik reel sayilarin kiimesi olsun (Diamond ve Kloeden 1994,
Lakshmikantham ve Mohapatra 2003). Agarwal vd. (2010) bu ¢alismalarinda, asagidaki

tirde belirsizlik i¢eren bir diferensiyel denklemi ele almislardir.

D% (t) = f(t,x(t)), t€(0,T], (4.1)

burada f : [0,T] X E — E siireklidir. Bu denklem, verilen bir x, € E' igin uygun bir
baslangic kosulu ile birlikte ele alinmstir.

f:[0,T] xR—R ve x, €R ise, (4.1) kesirli bir diferensiyel denkleme indirgenir.
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Eger @ = 1 ise, (4.1) sadece birinci dereceden bulanik bir diferensiyel denklemdir.
Agarwal vd. (2010) galismalarinda kesirli mertebeden ve belirsizlik igeren her iki
diferensiyel denklem tiiri birlestirilerek yeni bir dinamik sistem tiirii olan kesirli

mertebeden bulanik diferensiyel denklemleri ele almislardir.

4.1 Kesirli Diferensiyel Denklemler

a € (01, T>0veo: (0,T] = Rolsun.

D%« (t) = f(t,x(t)), t € (0,T]. (4.2)

Lineer olmayan kesirli diferensiyel denklemini g6z Oniine alalim. Burada

D%x(t) = f(t —5) %x(s)ds,

a)dt

x:(0,T] = R fonksiyonunun « mertebesindeki klasik Riemann-Liouville kesirli

tirevidir ve f : [0,T] X R — R siireklidir. Bu durumda uygun baslangi¢ kosulu

P _
tlirg;rt “x(t) = xy €ER. (4.3)

seklindedir. a € R igin karsilik gelen lineer denklem ise

D* x(t) + ax(t) = o(t), t €J:= (0,T]. (4.4)

dir. (4.3) baslangi¢ kosulu ile birlikte (4.4) lineer kesirli diferensiyel denklemi ele
alimmstir. Coziim (Kilbas vd. 2006) ile;

x(t) = xoL(@)t* 1 E, o (—at®) + f(t —$)* 1 E o (—a(t —s)®)a(s)ds, (4.5)

seklinde verilmistir. Burada
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o)

7K
=) e

k=0

E,, Kklasik Mittag-Leffler fonksiyonudur. @ =1 igin bu gosterimin, I'(1) = 1ve
Ei1(z) = e? olmasi nedeniyle hala gegerli oldugu goriilmektedir. Boylece, birinci

dereceden lineer bir adi diferensiyel denklem

x'(t) + au(t) = o(t), x(0) = xq

icin baslangi¢ probleminin

t
x(t) = xpe ™ + f e~2t=5) g5(s) ds,
0

¢Ozlimii elde edilir.

4.2  Belirsizlik iceren Diferensiyel Denklemler

E, bulanik reel sayilar kiimesi olsun (Diamond ve Kloeden 1994) ve

x'(t) = f(t,x(t)), te(0,T], (4.6)

belirsizlik i¢eren lineer olmayan diferensiyel denklemini goz Oniine alalim. Burada f :

[0, T] X E — E stireklidir ve baslangi¢ kosulu
x(0)=xy €E (4.7)
seklindedir. a > 0 igin, (4.7) baslangi¢ kosulu ile birlikte
x'(t) = ax(t) + o (t), t €(0,T] (4.8)
lineer probleminin ¢6ziimii
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x(t) = e <x0 +J e‘asa(s)ds>
0

‘dir (Lakshmikantham ve Mohapatra 2003).

4.3 Belirsizlik iceren Kesirli Diferensiyel Denklemler

Bu kisimda, (4.1) ile ifade edilen ve belirsizlik parametresi barindiran

D% (t) = f(t,x(©)), t€(0,T]
kesirli diferensiyel denklem yapisi incelenecektir.
Burada f :[0,T] X E = E fonksiyonu siireklidir ve verilen bir x, € E igin uygun

baslangi¢ kosulu

i1 —
tll)rg;r t 7 x(t) =x9 €EE (4.9)

seklindedir. A > 0 oldugunu varsayalim. Boylece lineer olmayan f

f(t,x) =Ax + g(t,x)

seklindedir. Burada g : [0,T] X E — E siireklidir. Tam say1 veya kesirli mertebeden net

bir diferensiyel denklem igin,

D%*x(t) + ax(t) = a(t), t € (0,T]
probleminin

D%x(t) = —ax(t) + a(t), t € (0,T]

problemiyle ayni oldugunu belirtmek 6nemlidir.
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Ancak E uzaymda her iki problem de esdeger degildir (Nieto vd. 2006). (4.1)

denklemini
D (t) = Ax(t) + g(t,x(t)), te(0,T] (4.10)

seklinde yazabiliriz. Dolayistyla, bu (4.10) denkleminin ¢oziimiinii

t
x(t) = T(@)t* TEy o (At%)xo + f(t — ) E, o (At - s)“)g(s,x(s))ds
0

olacak sekilde x : (0,T] - E fonksiyonu olarak tanimlariz. Ustelik bu ¢dziim, (4.9)

baslangi¢ kosulunu saglar yani
li 1-a =
i 70 = %

esitligini saglar. Bu ifadenin, bi¢imsel olarak, A = —a alindiginda (4.5) ile verilen

¢oziimle ayni1 olduguna dikkat edilmelidir.

4.4  Ornekler

D%x(t) = 0, t e (0,T]
kesirli diferensiyel denklemini g6z 6niine alalim. Bu denklemin genel ¢oziimii
x(t) = ct*?
olup, burada c € R keyfi bir sabittir (Kilbas vd. 2006). Baslangi¢ kosulu
tlir(§1+ t17%x(t) = x5 ER,

uygulandiginda, ¢6ziim
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x(t) = xot* !

olarak elde edilir. a = 0 ve ¢ = 0 i¢in bu sonucun tam olarak (4.5) ile verilen ¢6ziimle

ayni oldugu goriilmektedir. Bulanik durumda ise ¢6ziim yine
x(t) = t* 1x,
seklindedir. Simdi 4 > 0 ve 0 < a < 1 oldugunu kabul edelim ve
D%x(t) = Ax(¢t), t € (0,T]
denklemini ele alalim. Bu durumda ¢6ziim,
x(t) = T(@)t% g o (At%)%,

ifadesi ile verilir. Ornegin, @ =1/2 ve A =1 6zel durumunda, bulanmk kesirli

denklemin ¢6zimii:

1
D2x(t) = x(t)
baslangi¢ kosulu
: 1- —
tll%lt Cx(t) =xy €EE

ile birlikte

v M@ ke
x(8) = ];r(a(k + 1))t * o

seklinde verilir.

28



5. BELIRSiZ KESIRLi DIFERENSIYEL DENKLEMIN COZUMUNUN
VARLIGI ve TEKLIiGi

Diferensiyel denklemler teorisinin koklii bir alt dali olan kesirli diferensiyel denklemler,
glinlimiiz bilim diinyasinda matematikg¢ilerden miihendislere kadar genis bir arastirmaci
kitlesinin odaginda yer almaktadir. Ozellikle elektromanyetizma, elektrokimya, reoloji
ve viskoelastisite gibi karmasik fiziksel siire¢lerin modellenmesinde, bu denklemlerin
sundugu ¢oziimleme yetenegi kritik bir 6neme sahiptir. Kesirli diferensiyel denklem,
kesirli tiirevleri igeren bir diferensiyel denklemdir. Riemann-Liouville tipi, Caputo tipi,
Griinwald-Letnikov tipi ve Riesz tipi gibi ¢esitli kesirli tiirev tiirleri vardir.

Dinamik sistemlerin dogasinda var olan rastgele giiriiltiilerin (random noise) etkilerini
modele yansitmak amaciyla, literatiirde stokastik kesirli diferensiyel denklemlere
siklikla basvurulmaktadir (bkz. Ciotir ve Rascanu 2009, Cui ve Yan 2011, El-Borai vd.
2010, Mandelbrot ve Van Ness 1968, Nualart ve Rascanu 2002, Ren vd. 2013,
Sakthivel vd. 2013). Bu denklemler genel yapilar itibariyle iki ana kategoride incelenir.
Bunlardan ilki

dw (t)
dt

D*x(t) = f(t,x(t)) + g(t, x(t))

seklindedir. Burada D%x(t), x(t) fonksiyonunun kesirli tiirevini, W (t) ise Wiener

stirecini ifade eder. Digeri ise
dx(t) = f(t,x()dt + g(t,x(t))dBH
seklindedir. Burada Bf, kesirli Brown hareketidir.
Zhu 2015 yilinda yaptig1 calismada; belirsizlik teorisine dayali olarak belirsiz kesirli

diferensiyel denklemler kavrami ortaya atilmistir. Riemann-Liouville tipi belirsiz kesirli

diferensiyel denklem

P dC;
DX, = f(t, X) + g(t’Xt)E
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seklindedir ve Caputo tipi belirsiz kesirli diferensiyel denklem ise
dcC;
‘DPX, = f (t. X)) + g(t'Xt)E

seklinde ele almmustir. Burada C; kanonik Liu siirecidir. Lineer belirsiz kesirli
diferensiyel denklemler igin ¢oziimler, Mittag-Leffler fonksiyonu ile saglanmistir. Zhu
2015 yilinda yaptig1 calismada; Lipschitz ve lineer biiylime kosullar1 altinda Banach
sabit nokta teoremi ile belirsiz bir kesirli diferensiyel denklemin ¢6ziimiine iligkin bir
varlik ve teklik teoremini ispatlamistir. Ardindan, stireklilik kosulu altinda Schauder
sabit nokta teoremi ile belirsiz bir kesirli diferensiyel denklemin ¢6ziimii i¢in bir varlik
teoremi vermistir.

Temelleri 2007 yilinda (Liu 2007) tarafindan atilan ve takip eden siirecte (Liu 2010)
daha da gelistirilen belirsizlik teorisi, olasilik teorisine alternatif aksiyomatik bir sistem
sunmaktadir. Bu teorinin iskeletini; belirsiz 6l¢ii, belirsizlik uzayi, carpim belirsiz
Olciisii ve belirsiz degisken gibi temel matematiksel yapilar olusturur. I bos olmayan bir
kiime ve L, T lizerinde bir o-cebiri olsun. Her bir A € £ elemanina bir olay denir. £
tizerinde tanimli M kiime fonksiyonu, ii¢ aksiyomu sagliyorsa bir belirsiz 6l¢ii olarak
adlandirilir: (normallik): M{I'} = 1, (duallik): herhangi bir A olayr igin M{A} +
MA{A} = 1, ve (sayilabilir yari-toplamsallik): her sayilabilir A;, A, ... olay dizisi i¢gin
M{UZ, AY S22, M{A;} seklindedir. (T, L, M) iglisiine belirsizlik uzayr denir.
Carpim belirsiz ol¢tistt M, MA{[[;2; Ax} = A2 My {Ar} esitligini saglayan belirsiz bir
olgtidiir; burada (I}, Ly, My) belirsizlik uzaylari ve A, sirastyla k = 1, 2, ... i¢in £;.’dan
keyfi olarak secilen olaylardir. Bir belirsiz degisken, (I', £, M) belirsizlik uzayindan,
reel sayilar kiimesi R’ye giden ve herhangi bir B Borel kiimesi i¢in {¢ € B} ifadesinin

bir olay oldugu ¢ fonksiyonu olarak tanimlanir.
Bir & belirsiz degiskeninin belirsizlik dagilimi @ : R — [0,1], x € R i¢in ® (x) =

M{¢ < x} olarak tanmimlanir. Bir & Dbelirsiz degiskeninin beklenen degeri, iki

integralden en az birinin sonlu olmasi kosuluyla,
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E[€] =f0+00]\/[{§ > r}dr—f_o M{¢ = ridr

seklinde tanimlanir. £ nin varyansi

Vi§l = EI¢ — E[ED?]

olarak tanimlanir. Beklenen degeri e ve varyansi o2 olan bir normal belirsiz degisken,

su belirsizlik dagilimina sahiptir:

d(x) = <1 + exp <1T(8T_x)>>_l x €R
o

ve bu dagilim & ~ N (e, o) ile gosterilir.
Eger reel sayilarin herhangi bir B;,B,,...B,, Borel kiimeleri i¢in asagidaki kosul

saglantyorsa, &;, &5, . .. &y, belirsiz degiskenlerinin bagimsiz oldugu sdylenir (Liu 2009).
m
M{ﬂ(& e Bi)} = min M{g € B}
i=1

a ve b sayilan i¢in, eger & ve n bagimsiz belirsiz degiskenler ise E[aé + bn] =
aE[& ]+ bE[n] olur.

Liu 2008 yilinda yaptig1 caligmada belirsiz siireci, S X (T, £, M) kiimesinden gergek
sayilar kiimesine bir X; fonksiyonu olarak tanimlamistir; burada S, tam sirali bir

kiimedir ve {X; € B}, herhangi bir B Borel kiimesi i¢in her t € S aninda bir olaydir.

Tamim 1. Bir C; belirsiz siireci, asagidaki kosullar1 sagliyorsa kanonik bir Liu siireci

olarak adlandirilir:

(i) Cp = 0 ve neredeyse tiim orneklem yollar1 Lipschitz siireklidir.

(i) C; sabit ve bagimsiz artiglara sahiptir.
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(iii) Her Csyr — Cs artis1, beklenen degeri 0 ve varyans: t2 olan bir normal belirsiz
degiskendir ve Cg,; — Cs ~ N(0,t) ile gosterilir (Liu 2009).

a=t<t; < <ty = b olmak iizere [a,b] kapali araliginin herhangi bir

boliintiist igin, bolinti ¢ap1 A = 1ma)1(c|ti+1 — t;| olarak yazilir. Ardindan, X, nin C;’ye
<i<

gore belirsiz integrali, Liu (2009) tarafindan limitin neredeyse kesin olarak mevcut ve

sonlu olmasi kosulu ile

k
b
L XedCp = E_{%ZXQ ' (Cfi+1 - Cti)

i=1

olarak tanmimlanmigtir. Eger herhangi bir t>0 i¢in Z;, =2Z,+ fot Usds +
fot 0,dC, olacak sekilde u; ve o, gibi iki belirsiz siire¢ varsa, Z,’nin dZ; = u.dt +

0.dC; seklinde belirsiz bir diferensiyele sahip oldugu soylenir. Kanonik bir Liu siireci

C; tarafindan yonlendirilen belirsiz bir diferensiyel denklem:
dXt = f(t,Xt)dt + g(t;Xt)dCt (5.1)

seklinde tanimlanir. Burada f ve g verilen iki fonksiyondur. Belirsiz diferensiyel

denklemin bir X; ¢6ziimii, asagidaki belirsiz integral denkleminin ¢6ziimiine denktir.

t t
X: = Xy + jf(s,XS)ds +f g(s, Xs)dC;.
0 0

Cok boyutlu bir durumdaki (5.1) belirsiz bir diferensiyel denklem igin, X; ¢ok boyutlu
bir durum, C; ¢cok boyutlu bir kanonik Liu siireci, f(t, X;) vektor degerli bir fonksiyon
ve g(t, X;) matris degerli bir fonksiyondur.

Lemma 1. C;’nin [-boyutlu bir kanonik Liu siireci ve Y;’nin [a, b] araliginda t’ye gore

integrallenebilir n x [-boyutlu bir belirsiz siire¢ oldugu kabul edilsin. O halde,
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b
<Ky | Il de
a

b
f Y (r)dC, ()

o

esitsizligi saglanir. Burada K,, normu |||l normu ile C;(y) orneklem yolunun

Lipschitz sabitidir (Ge ve Zhu 2013).

Tamm 2. f:[0,0) X R* -» R" ve g:[0,0) x R" - R™! jki fonksiyon olsun. O
halde,

dc
DPX, = f(t.X0) + g(t,X)—— (5.2)

denklemi, Riemann-Liouville tipi bir belirsiz kesirli diferensiyel denklem olarak

adlandirilir. Baslangi¢ kosulu

lim 1P X, = x,
t-0*

olan (5.2) denkleminin ¢6ziimii;

1 t 1 t
X, =tP lxy + —— | (t — )P (s, X)ds +——| (t — s)P"1g(s,X.)dC
t 0 F(p) 0( ) f( S) F(p) 0( ) g( S) S

(5.3)
esitliginin neredeyse kesin olarak saglandigi bir X; belirsiz siirecidir.

Tanmm 3. f:[0,0) X R® > R"ve g:[0,0) x R™ - R™! iki fonksiyon olsun. O

zaman,
dc,
DPX, = f(6X)+ gt XD (5:4)

denklemi, Caputo tipi bir belirsiz kesirli diferensiyel denklem olarak adlandirilir. (5.4)

denkleminin bir ¢oziimii,
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X = x, f (t — )P (s, X)ds + —— f (t — s)P"1g(s, X,)dC,

r() I'(p)

(5.5)

esitliginin neredeyse kesin olarak saglandigi belirsiz bir X, stirecidir.
Aciklama 1.

(i) u:[0,T] = R™ fonksiyonunun p. mertebeden Riemann-Liouville Kkesirli

mertebeden tirevi

DPu(t) = j (t — s)"Pu(s)ds, t>0

ra p) dt
seklindedir.

(i) u:[0,T] - R™ fonksiyonunun p. mertebeden Caputo kesirli tiirevi
DPu(t) = j (t — s)7Pu'(s)ds, t>0

seklindedir. Burada u'(s), u(s) fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevidir.

(iii) Riemann-Liouville ve Caputo kesirli mertebeden tiirevleri arasindaki iliski

tP

DPu(t) = “DPu(t) +m

u(0)

seklindedir.

(iv)

I'(a) = f t*le tdt, a>0
0

Gamma fonksiyonu
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M(a + 1) = al'(a),a > 0; (1) = 1; r(%) = V7

ozelliklerine sahiptir.

5.1 Varlk ve Teklik

Basitlik acisindan, R™ veya R™ ! iizerindeki bir normu gostermek icin |- | ifadesi

kullamlacaktir. [a,b] {lizerinde siirekli R™-degerli fonksiyonlarin uzayr Diqpile

gosterilsin. Bu uzay, x; € Djqp igin

Xell = max |x
el = max ],

normuna sahip bir Banach uzayidir.
f(t,x):[0,T] X R® - R" ve g(t,x):[0,T] x R® - R™! olmak iizere iki fonksiyon

verilsin. §imdi Dyg 7y tizerinde, X; € Do 1) igin

O = (P 1xy + j (t — )P f(s,Xs)ds

I'(p)

j (t — s)P1g(s,X,)dC,

l“( )
(5.6)
@ doniistimii tammlanmustir. Burada x,, verilen bir baslangi¢ durumudur.
Lemma 2. X; € Djor belirsiz siireci igin,
t
VO = (7 = o + K s [ (&= PG Xds
1 t
+—f (t — s)P1g(s,Xs)dCs , t>a=0 (5.7)
r®) Jq v
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ile tanimlanan ¥ doniisiimii 6rneklem-siireklidir. Burada a > 0 ise @ = a?~! veya a =

0 ise 1 olur. Ayrica f ve g fonksiyonlart;
lf &0+ 19| < L(1+Ix]), VvxeR",  te[0,+»)
seklindeki lineer biiylime kosulunu saglar. Burada L pozitif bir sabittir.

Ispat. Gercektende y €T vet > r > a icin

[P () —PX()I

1 t
= 1@ = + s | @ - 9P X ()ds

+th(t— )P g (s, Xs(1))dCs ()

I ; S 9(s, Xs(v) sV
FL j [(t— )P~ = (r — s)P"1] f(s, X, (1)) ds
FL) j [(£ = )P~ = (r = $)P~M]g(s, X, (1)dC ()

< (77 = Dol + e )f (t — )P f (s, Xs(1))|ds

toos | [ -9t o xm, ")

+%p)far[(t =P =(r = $)PHIf (s, Xs (1)l ds
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s f [(t = )P — (r — $)P]g(s, Xs(1))dCs ()

(t = )P |f (s, Xs(1)|ds

< (Pt — tP7Y) x| +

1
T(p) J,
K t
O

1
r_f (t=s)P~t = (r — )P7HIf (s, Xs(¥)]ds

r

+r;;) [t —s)P1—(r — )P~ H|g(s, Xs(¥))lds (Lemma 1 yardimiyla)

< (P — P D) x| +

L
T+ 1) A+ IX:MID(1 + K,)[(t — a)? — (r — a)?]

esitsizligi lineer biiyime kosuluna goére elde edilir. Boylece |t —7r|— 0 iken
Y (X:(v)) —¥YX,(y))| — 0olur. Yani, ¥(X;) 6rneklem-siireklidir.

Teorem 1. (Varlik ve teklik) Eger f (¢, x) ve g(t, x) katsayilar
lft.x) = fE&N| +1g(t,x) — gt y)| < Llx — yLVx,y eR?,  t€[0,+0)
Lipschitz kosulunu
lf(t,x)] + |g(t,x)] < L(1 + |x]), vx € R%, t € [0, +00)
ve lineer biiylime kosulunu sagliyorsa; (5.2) (veya (5.4)) belirsiz kesirli diferensiyel

denkleminin [0, +o0) araliginda tek bir X, ¢oziimii vardir. Burada L pozitif bir sabittir.

Ayrica, X; drneklem-siireklidir.
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Ispat. Teorem, yalmzca (5.2) ile verilen belirsiz kesirli diferensiyel denklem igin
ispatlanacaktir. Ispatin benzer adimlari, (5.4) belirsiz kesirli diferensiyel denklemi i¢in
de gecerlidir.

T > 0 keyfi olarak verilen bir say1 ve @, Djor) lizerinde (5.6) ile tanimlanan bir

doniisiim olsun. y € T alinsin. A € [0,T) igin, A + ¢ < T olacak sekilde ¢ > 0 oldugu

kabul edilsin. Dy 34 lizerinde bir ¥ doniisiimii su sekilde tanimlansin: X; € Dy 34

olmak lizere, t € [A, A + c] igin,

YD) = (1 = Do + Xy +—— f (t — s f(s,Xs)ds

)
+res f (t — 5P~ g5, X;)dC,

seklindedir. Burada A = AP~ eger 1 > 0 ise veya A = 0 ise 1°dir. X,(y) € Dijp 2+¢] i6in
Lemma 2’ye gore (X (¥)) € Dy a+¢) oldugu agiktir.

Xe(¥), Ye(¥) € Dipa4c) Olsun. Herhangi bir t € [4,4 + c] igin

X)) =X (DIl =, Jnax, IllJ(Xt(V)) Yl

1 t
Tp)J (t = P f (s, X (1)) = f (s, Ys(¥))]ds

< max
te[AA + c]

+ s j (¢ = 97 g5 X,0) ~ 95 LMD

telhn + c] {r(p) f (t = $PHf(s X, (1) = f (s, Ys(¥)]ds

T )f (¢ = 97 g (s X)) — 9 (s, Ys(mus}
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1 L
L+ KL f(t—s)r’ 1X,() — Ys()lds

F(p) [A /'L+c
(Lipschitz kosuluna gore)
(1+K,)Lc?
To+D 1X:(r) = Yl

seklindedir. p(y) = (1 + K,,)Lc? /T(p + 1) olsun. p(y) € (0, 1) olacak sekilde uygun
bir ¢ =c(y) >0 almsm. Yani ¥, D4 tlzerinde bir biiziilme doniisimidiir.
Dolayisiyla, iyi bilinen Banach sabit nokta teoremine gore, Dy a4+¢’de 3 nin tek bir

X (y) sabit noktas1 vardir. Ayrica, X;(y) = ]lim Y (X¢x(y)) dir. Burada

X @) =9 (Xeper ), k=1,2,..

verilen herhangi bir X, o(y) = x; € Dy 14 igin gegerlidir.
[0,cl,[c,2c],..., ke T] araliklarinin, k. < T < (k + 1)c olacak sekilde [0,T]

kiimesinin alt kiimeleri oldugu kabul edilsin. Yukaridaki siireg, (k + 1)c = T olarak
belirlenen i = 0,1,2,...,kigin [ic,(i + 1)c] araliginda Xi(ci+1)()/) = Xi(ci)()/) kosulu

ile Y doniisiimiiniin tek bir Xt(i+1) (y) sabit noktasina sahip oldugunu gostermektedir.
X:(y), [0, T] araliginda;

Xt(l)(y), t €[0,c],
X)) =X, tele2el,

&), t € [ke T,

seklinde diizenlenerek tanimlansin. X.(y)’nm, Djor; lizerinde (5.6) ile tanimlanan

®’nin tek sabit noktasidir. Ayrica, verilen herhangi bir X; o(y) = x; € Do r;igin

X @) = @ (X 1), k=12,
olmak tizere X;(y) = I!im O(Xep(y))’dir. k=1,2,... igin X, lar belirsiz vektorler
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oldugundan, Teorem 3’e gore X; nin belirsiz bir vektor oldugu bilinmektedir. T > 0’mn
keyfiliginden, X, nin (5.2) belirsiz kesirli diferensiyel denkleminin tek ¢6ziimii oldugu
sonucuna ulasilir. Ayrica, X;(y), D{or)’de oldugundan, X; 6rneklem-siireklidir.

Eger f ve g fonksiyonlar1 Lipschitz kosulunu ve lineer biiylime kosulunu saglamiyorsa,

yalnizca siirekli f ve g i¢in asagidaki varlik teoremi sunulmustur.
Teorem 2. (Varlik) f (¢, x) ve g(t, x) fonksiyonlar

G =[0,T]x{x€R": |x—xq| < b}
araliginda stirekli olsun. O halde, (5.4) Caputo tipi belirsiz kesirli diferensiyel
denkleminin X, = x, € R™ baslangi¢ kosulu ile t € [0, T] araliginda bir X; ¢6ziimiine
sahiptir.

Ispat. Herhangi bir y € T igin,

M(1+K,) v
rp+1)

olacak sekilde pozitif bir ¢ > 0 sayisi olsun; burada K,, kanonik Liu stireci C:’nin

Lipschitz sabitidir ve M = ({n?é(clf(t’ x)| v |g(t,x)|’tir. H kiimesi;
X

H = {Xt(y) € Do) olsun : X, belirsiz bir vektordir ve || X, (y) — x|
Ma+K)
'p+1)

seklinde tanimlansin. Burada h = min{T, c}’dir. H nin kapal1 bir konveks kiime oldugu

kolayca goriilebilir. H tizerinde bir @ doniigiimii

1 t
(X1) = %0+ 5 f (t — P2 (5, X,())ds
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1ﬁ( )f (t=s)Pg(s X (N)dCs(y), 0<t<h

(5.8)
seklinde tanimlansin. X,(y) € H igin
() = xoll = max [o(X(1)) -
=m 0<t<h {F( )f (& =) 1|f(s X (}/))lds
F( )f (t —s)P~ 1|g(s X (y))|ds}
M(1+K,)
= 0% T T J (¢t =s)P"ds
M(1+K,)

T I'(p+1)

(5.9)

elde edilir. Yani, dD(Xt(y)) € H’dir ve ® doniisiimii, X;(y) € H’de diizgiin sinirhdir.

Buna ek olarak, 0 < t; < t, < higin,

@ (x, ) - @ (x,»)| = ‘% (62 = )P f (5, X5 ())ds

t2

+m . (t, — S)p_lg(S,Xs(V))dCs(Y)

t1

) ) [(tz = )P = (t = $HPTHf (s, Xs(¥))ds
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t1

i), =97 = 6 =) g (s X ()G ()

M(1+ »)
F(p+1) (tp tp)

seklindedir. Bu da, ®’nin [0, h] araliginda X,(y) € H igin egsiirekli oldugu sonucuna
gotiirlir. Ascoli-Arzela teoreminden, ®’nin H iizerinde kompakt bir doniisiim oldugu

sonucu ¢ikar.
i > oo iken X, ;(y)’nin H iizerinde X,(y)’ye yakinsadig1 varsayilsin. Yani X;;(y), t €
[0, h] araliginda diizgiin bir sekilde X;(y)’ye yakinsar. Boylece,

o (%) = j (t~ 377 f (5, X0u(0)) ds

I'(p)

b [ €= (s X))

aijt(t— Y1 £ (s, Xo(1))d
Ty ). s s, Xs(y))ds

t
iy ) €= PTG X0AC0)

= ®X: (1)
yakinsamasi t € [0, h] araliginda diizgiindiir. Bu, ®’nin H iizerinde siirekli oldugunu
gostermektedir.

Schauder sabit nokta teoreminden, ®’nin H {izerinde bir X;(y) sabit noktasina sahip

oldugu sonucu ¢ikar. Dolayisiyla, t € [0, h] i¢in

1 t
X) = %0+ s f (t = P~ (5, X,(1))ds

42



roos | - esxm)cm)

(5.10)

gecerlidir. Genisletme yontemine gore, t € [0, T] araliginda (5.10)’u saglayan bir X, (y)
vardir. Yani X;, (5.4) denkleminin bir ¢6ziimiidiir. Boylece, teoremin sonucu

ispatlanmis olur.

Teorem 3. &;,&,, ... belirsiz degiskenler olsun ve lim &; = & durumu neredeyse kesin
L—>00

olarak saglansin. O halde, ¢ bir belirsiz degiskendir.

Ispat. B = {B c R : {£ € B} bir olaydir} oldugu kabul edilsin. O zaman, B bir o-
cebiridir. a, b € R igin,

&= suplnffl = 1nfsup€l,

nz112n nzl j>n

oldugundan

(£ <b}= {supmffl < b} U ﬂ U (E,<b—e,

k=1 n21 izn

{(<a}= {nzfsll:’?fl < a} U ﬂ U {& = a+e}

k=21 nz1 iz2n

elde edilir. Burada {€,}, sifira azalarak yakinsayan pozitif sayilar dizisidir. Tam i’ler
icin &;’ler belirsiz degiskenler oldugundan {¢; < b — €} ve {§; = a + €, } ifadelerinin
birer olay oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla {¢ < b} ve {¢ > a} olaydir ve bu durumda
{a < & < b} bir olaydir. Yani, (a,b) € B’dir. R’nin tiim ag¢ik araliklarini igeren en
kiiglik o-cebiri, sadece R iizerinde Borel cebiri oldugundan, B smifi tiim Borel
kiimelerini igerir. Yani, herhangi bir B Borel kiimesi i¢in {& € B} bir olaydir.

Dolayisiyla, ¢ bir belirsiz degiskendir.
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6. BELIRSIZ LIOUVILLE-CAPUTO KESIiRLi FARK DENKLEMLERININ
BiR SINIFININ VARLIGI ve TEKLIiGi

Giincel deneysel ve teorik arastirmalar, klasik yontemlerin yetersiz kaldigi karmasik
miihendislik problemlerinin ve doga olaylarinin modellenmesinde, ayrik kesirli hesap
yontemlerinin iistiin bir basar1 sergiledigini ortaya koymaktadir. Ozellikle 1s1 transferi,
akigkanlar mekanigi ve fizik gibi disiplinlerde karsilagilan dinamik siireglerin
matematiksel modellemesinde, kesirli fark denklemleri arastirmacilara esnek ve giiglii
bir matematiksel zemin sunmaktadir. Bu alandaki Oncii ¢aligmalar incelendiginde,
Bohner ve Peterson (2003), Srivastava vd. (2019), Liu (2010), Kilbas vd. (2006),
Srivastava (2020a), Srivastava (2020b), Goodrich ve Peterson (2015), Atici ve Eloe
(2007), Atici ve Eloe (2009), Goodrich (2011), Wu ve Baleanu (2015), Wu vd. (2017),
Suwan vd. (2018), Mohammed ve Abdeljawad (2020), Zhu (2015a), Zhu (2015b) ve Lu
ve Zhu (2019) gibi aragtirmacilarin katkilari, konunun gelisim seyrini belirlemistir.

Son donemde, sonlu zaman oOlgekleri lizerinde tanimli kesirli fark denklemleri teorisi,
arastirmacilarin  yogun ilgisini ¢eken dinamik bir calisma alan1 haline gelmistir.
Literatlir incelendiginde, 6zellikle Riemann-Liouville (RL) yaklasimi gergevesinde
kesirli fark denklemlerinin varlik ve tekligini inceleyen g¢alismalarin heniiz az sayida
oldugu goriilmektedir. Bu baglamda He vd. (2018), Mohammed (2019), Lu ve Zhu
(2020), Srivastava ve Mohammed (2020), Mohammed vd. (2020), Lu vd. (2019); ayrica
birka¢ yeni gelismeye bakiiz: Srivastava ve Saad (2020), Khader vd. (2020), Izadi ve
Srivastava (2020), Srivastava ve Saad (2020) ve Singh vd. (2021) gibi yazarlarin
caligmalar1, alandaki teorik boslugu doldurmaya yonelik onemli adimlar olarak

degerlendirilebilir.

Ozellikle, Lu vd. (2019) tarafindan asagidaki belirsiz kesirli ileri fark denkleminin
(UFFDE) varlig: ve tekligi incelenmistir:

(RL ¢—1A¢P)(Z) = HI(Z +é,p(z+ ¢))

+H2(Z +¢,p(z+ ¢))€Z+¢, ( RL ¢—1A_(1_¢)p)(z)|zzoc
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= a():

(6.1)

Burada " ,_;A?, 0 < ¢ =1 olmak iizere kesirli Riemann-Liouville (RL) ileri farkini
gosterir; H; ve H,, [1,] X,R, z€ Ny N [0,T] tizerinde tanimhi iki reel degerli
fonksiyondur. a, € R reel bir sabittir ve &g, &p41,..., €149, L(£1,£) simetrik
belirsizlik dagilimina sahip olan (T + 1) adet IID (bagimsiz ve ayn1 dagilimli) belirsiz
degiskenlerdir. Yukaridaki ¢alisma, Mohammed (2019) ve ardindan Srivastava ve
Mohammed (2020) tarafindan genellestirilmistir. Ayrica, Mohammed vd. (2020)
tarafindan, (6.1) denkleminin nabla durumunun (geriye dogru) varligi ve tekligi elde
edilmistir.

Bilindigi kadariyla, RL kesirli fark denklemlerinin varligini ve tekligini ele alan ¢ok az
sayida calisma bulunmaktadir. Bu nedenle, Liouville-Caputo kesirli hesabi anlaminda,
mevcut literatiirii genigleten ve zenginlestiren belirsizlik teorisini kullanarak bu tiir fark
denklemlerinin calisilmast 6onem arz etmektedir. Yukarida belirtilen arastirmalardan

yola ¢ikarak Mohammed vd. 2020 yilinda yaptiklar1 ¢caligmalarinda
(C ¢—1A¢P)(Z) = H1(Z +¢o—-1Lplz+¢— 1))

+H2(z +¢d—-1,p(z+¢— 1))ez+¢,_1,
(6.2)

baslangi¢ kosulu

(€ 510 CDp) (@) |20 = (@ — 1) = cq, (6.3)

ile verilen belirsiz kesirli Liouville-Caputo benzeri fark denkleminin (UFLCDE) varligi
ve tekligini incelemistir.

Burada ¢ ¢_1A¢, 0 < ¢ =1 olmak tizere kesirli Liouville-Caputo ileri farkini gosterir
ve H, ile H,, [1,0]%X,R, z€NyN|[0,T] iizerinde tanimli iki reel degerli

fonksiyondur, c, € R kesin bir sayidir ve &€gp_1,&gp,...,Er4p-1, SiMetrik belirsizlik
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dagilimi1 L(a, b)’ye sahip olan (T + 1) adet IID belirsiz degiskenlerdir.

Tamm 1. Tanim kiimesi p : N, = R olan bir p fonksiyonu i¢in, S > 0 oldugu kabul

edilsin. Bu durumda, p fonksiyonunun A-RL kesirli toplam1

2B
(D)@ =5 ) = o p0)  (vzeNey)  (64)
r=~¢

seklinde formiile edilir. Burada formiilde yer alan z®) terimi, diisen faktdriyel
fonksiyonu olarak bilinen 6zel bir fonksiyondur. Her z, 8 € R i¢in Gamma fonksiyonu

yardimiyla,

Lo - e+
rz+1-p)’

(6.5)
seklinde ifade edilir (Goodrich ve Peterson 2015).

Lemmal. £ € R, B > 0ve ¢ = 0 oldugu varsayilsin. O halde

F'(p+1)

? + ¢A_ﬂ(Z - a)(¢) = m

(z — a)@+A (vze N€+¢+ﬁ)

seklindedir (Goodrich ve Peterson 2015).

Lemma 2. N, iizerinde tanimlanan herhangi bir p fonksiyonu ve herhangi bir §,¢ > 0

i¢cin asagidakiler gecerlidir.

() z€Npigpyp icin
(e + 0P ,07%p)(2) = (AP Pp)(2) = (o + BA™? ,A7FD)(2)
seklindedir.
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(i) (,0Pp)(2) = (8,A=C~P)p)(2) dir.

z—a)(B-1) .
(iii) (,A=PAp)(z) = (8,0 Fp)(2) - %p(f)’dlr.

(iv) (B & N) icin ( ,A~PAPp)(2) = (A% ,07Pp)(2) = p(2) ve

(8 € N igin ( ;A 8Pp)(2) = p(2) - TE72 EL ke

seklindedir (Atici ve Eloe 2007, Atici ve Eloe 2009, Abdeljawad 2013, Abdeljawad vd.
2017, Abdeljawad 2018).

Lemma3. €R, > 0;n—1<f =n oldugu ve p’nin, N, iizerinde tanimli oldugu
kabul edilsin. O halde

e SN
(o+n—BAPC ,APp)(2) = p(2) — Z %Akp(f) (6.6)
k=0
seklindedir. Ozellikle, 0 < 8 = 1 igin,
(¢+1=BAFC ,0Pp)(2) = p(2) — p(£) (6.7)

dir (Abdeljawad 2011).

Tanim 2. p, N, iizerinde tanimli olsun ve n — 1 < 8 = n igin n € N; ve § > 0 olsun.

O zaman, B. mertebeden delta Liouville-Caputo kesirli farklari

(€A7Pp)(2) = (,A~™PA™p)(2)

z-(n=p)
> 12— oI p) (V2 € Npsnp)

r=~

" T(n-B)
(6.8)

sekilde tanimlanir (Abdeljawad 2018).
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Son zamanlarda, Lu vd. (2019) g¢alismasinda, belirsiz ¢, dizisi i¢in . mertebeden

Riemann-Liouville kesirli toplamini tanitmastir.

Tamm 3. Herhangi bir § > 0; £ € R ve z € N, ile indekslenmis belirsiz &, dizisi igin,

g,’nin . mertebeden RL kesirli toplami1

z—p
5. 1 yo
APe, = R0 rz{)[z —a(M)]F e,

seklinde tanimlanir.
Asagidaki tanimda belirsiz dizi €, igin . mertebeden Liouville-Caputo kesirli toplami1
verilmistir (Lu vd. 2019).

Tamm 4. Herhangi bir > 0; £ € R ve z € N, ile indekslenmis belirsiz €, dizisi igin,

g,’nin B. mertebeden Liouville-Caputo kesirli toplami1

R -1

-1)An
C A Be — [z —o(r)] A",
R (R 2

seklinde tanimlanir.

Tamim 5. Herhangi bir § > 0 igin, belirsiz dizi €,’ye ait kesirli RL geri farki n € Ny

icinn — 1 < ¢ = n olmak tizere
Mg, = n, (A;(l"”sz)
seklinde tanimlanir (Lu vd. 2019).

Tanim 6. ¢, , ¢ € C’nin Re(¢p) >0 ve || <1 igin A € R oldugu kabul edilsin. O
halde ayrik delta-ML fonksiyonlari:
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VLS e(@ - DICPHY
Egpo(h Q) 1= Z er o A (6.9)
e=0

seklinde verilir. Ozellikle, p = 1 ise,

> — 1)]e®)
By Q)= ) < +Fe(§; — 1))] 2 (6.10)
e=0

elde edilir (Haider vd. 2020).

x bos olmayan bir kiime ve L, y kiimesi {izerinde bir g-cebiri olsun. L’deki her &
elemanina bir olay denir. L’de o-cebiri iizerinde tanimlanan bir M kiime fonksiyonu,
asagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa belirsiz 6l¢ii olarak adlandirilir:

[Normallik aksiyomu:] Evrensel kiime y i¢in M{y} = 1.

[Dualite (Ikilik) aksiyomu:] Her § olay1 igin M {6} + M {6} =1

[Alt toplamsallik aksiyomu:] Her sayilabilir olay dizisi 83, 8,, ... icin M{Uy=; 6} =
T, M5},

[Carpim aksiyomu:] Yukaridaki ii¢ aksiyom goz Oniine alindiginda, belirsiz 6l¢iiniin
monoton artan bir kiime fonksiyonu oldugu agiktir. (), L, M) ti¢liisii bir belirsizlik uzayi
olarak adlandirilir (Liu 2010).

Simdi (x;, Lj, M;)’nin belirsizlik uzaylart oldugunu ve §;’nin j =1,2,... i¢cin keyfi

olarak se¢ilmis olaylar oldugunu kabul edelim. O halde, ¢arpim belirsiz 6l¢iisii M,

(o]

M 1_[51' = [\ M; {5},
=1

j=1 j

kosulunu saglayan bir belirsiz dl¢iidiir. Burada A minimum operatdrdiir. Sonug olarak,

asagidaki tanimlara ulagilir.
Tamim 7. Bir (x, L, M) belirsizlik uzayindan R’ye (reel sayilar kiimesine) tanimli bir &

fonksiyonuna, reel sayilarin herhangi bir B Borel kiimesi igin {¢ € B}:={y €

x; €(y) € B} kiimesi bir olay ise belirsiz degisken adi verilir. Bir & belirsiz
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degiskeninin belirsizlik dagilimi W(x), W(x) := M{e = x} seklinde tanimlanir (Liu
2010).

Tamm 8. Bir W belirsizlik dagilimi; eger x’e gore stirekli ve kesin artan bir fonksiyon

ise, 0 < W(x) < 1araliginda deger aliyor ve
lim P(x) =0 ve lim W(x)=1
X——00 X—>+0o0
kosullarini sagliyorsa, regiiler olarak adlandirilir (Liu 2010).
Tanmm 9. ¢, diizenli bir W belirsizlik dagilimina sahip olan belirsiz bir degisken olsun.
O halde, W1 ters fonksiyonuna, ’nun ters belirsizlik dagilimi (IUD) ad1 verilir (Liu
2010).
Ornek 1. Tanim 9 dogrultusunda, sunlar gdzlemlenebilir:
() L(#4,7%;) lineer belirsiz degiskeninin [UD’si
Y7 P) = (1 — )1 + P,

seklinde verilir.
(i) N(#4,¢,) normal belirsiz degiskeninin IUD’si

Y(P) =4 +

By, (1 ip)

seklinde verilir.

(iii) logN(#4, ;) normal belirsiz degiskeninin IUD’si

V3¢,

@) = epen + (725) "

seklinde verilir.
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Tamim 10. W(x), £’nun diizenli bir belirsizlik dagilimi olsun. Eger,

Yx)+¥(—x)=1
ise € belirsiz degiskeninin simetrik oldugu soylenir (Liu 2010).
Ac¢iklama 1. Tanim (10)’dan, simetrik belirsiz degiskenin,
PP+ -¢) =0

kosulunu saglayan bir W~1(¢) ters belirsizlik dagilimma sahip oldugu sonucuna

ulasilabilir.
Ornek 2. Tanim 10°dan hareketle;

1. Herhangi bir pozitif a reel sayisi1 igin L(—#¢,¢) lineer belirsiz degiskeni
simetriktir.

2. N(0,1) normal belirsiz degiskeni simetriktir.
¢ikarimlarda bulunulabilir.

Tanim 11. Reel sayilarin herhangi bir By, B,, ..., B, Borel kiimeleri i¢in

n

M ﬂ{ej €Bj}r = Z\M{sj € B;}

j=1

esitligi saglaniyorsa &3, €,,..., &, belirsiz degiskenlerinin bagimsiz oldugu sdylenir (Liu

2010).

Tamim 12. (1ID) €4, ¢,,..., &,, belirsiz degiskenleri, eger bagimsiz ve ayni belirsizlik
dagilimina sahipse, bagimsiz 6zdes dagilimlar (veya kisaca IID) olarak adlandirilirlar

(Liu 2010).
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Lu vd. (2019) ve Mohammed vd. (2020)’den Onceki ¢aligsmalar1 géz 6niine alindiginda,
UFLCDE’nin tanim1 su sekilde ifade edilebilir.

Tamm 13. Belirsiz kesirli fark denklemi, belirsiz bir dizi tarafindan yonlendirilen bir
kesirli fark denklemidir. Ayrica, Liouville-Caputo anlaminda belirsiz kesirli ileri fark
denklemi (UFLCDE), Liouville-Caputo ileri farkina sahip belirsiz kesirli fark

denklemidir.

Lemma 4. Baslangi¢ kosullari (6.3) ile verilen (6.2) baslangi¢ deger problemi,

¢
1 _
p(z) =co + r@;[z —oM]CV[H,(r+¢d—1pr+¢—1)

+Hy(r+¢—Lpr+¢—1)ep-1] (2€Nyn[0,T])
(6.11)

belirsiz kesirli toplam denklemine denktir.

Ispat 1. IVP (6.2) iizerine ,A~%? uygulanarak ve (6.3) kullanilarak istenen sonug
dogrudan elde edilebilir. z € Ny n [0, T] ve A € (0,1) igin,

( C¢—1A¢p)(z) =p(z+¢p—-1)+ Aez4p-1) (6.12)
“p-10%7p(D)|_, = co, (6.13)
seklindedir.

Teorem 1. Herhangi bir z € Ny N [0,T] ve |A] < 1 igin, (6.13) baslangi¢ kosulu olan
lineer UFLCDE (6.12),

p(2) = Eg)(4,2)co + &5, (6.14)
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seklinde verilen bir ¢ézlime sahiptir. Burada &,, belirsizlik dagilimi

L(€- 2E(p,p+1)(4, 2), b - AE(g 941y (4, 2))
seklinde olan belirsiz bir dizidir.

ispat 2. (6.12) denkleminin tizerine ,A~? uygulanarak

oA, [Cp-18%p(2)] = A~ PPz + ¢ — 1) + XA %e,04-1 (2 €Ny N[0,T])
(6.15)

elde edilir. Boylece, Lemma 3 kullanilarak

p(2) =co+AA%p(z+p—1) + /10A_¢£Z+¢_1 (z € Ny N [0, T]),
(6.16)

sonucuna ulasilir. Bu ifade, verilen UFLCDE (6.12) denkleminin ¢6ztimiidiir.
Acik bir ¢oziim elde etmek igin, baslangic noktasi p,(z) = ¢, olan Picard yaklasim

yontemi kullamilmistir.  Ayrica, diger bilesenler asagidaki yineleme bagintisi

kullanilarak elde edilebilir:

Pe(2) = co+ A Ppy(z + ¢ — 1) + 1A Pe,05-1 (2€NyN[0,T]; ¢ =0,1,...).
(6.17)

Ep—1,Epy -+ ET+p—1 deiskenleri 1ID (bagimsiz 6zdes dagilim) belirsiz degiskenler
oldugundan, dagilimda artik &,,4_q = & yazilabilir. Lemma 1’den ve sonlu bagimsiz

belirsiz degiskenlerin lineer birlesiminin de pozitif lineer birlesim katsayisina sahip bir

belirsiz degisken oldugu gergeginden yararlanarak

p1(2) = co + 2A™%po(2) + ApA~Pe
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@) @)
Y RIS P A PR P A
[ i F(¢+1)lc°+ Fe+D°
(z—¢+1)*1
Z) = co + LA™ %p,(2) + 1,A P,
p2(2) () 0 0 p1(2) 0
(@) 209 ) L 29
=11 A
T A Tee D C°+[’1r(¢+1)+ ree+nl°

sonucu elde edilir ve bu sekilde devam eder. Islem q. terime kadar siirdiiriildiigiinde,

z € Ny N [0, T] igin

a q
_ [z + k(¢ — D]*P [z + (k — 1)(¢ — 1)]*®
pq(z) = Cy ;ﬂ,k ]"(k(l) n 1) + Z pL F(k¢ . 1) g’

oldugu goriiliir. Simdi, g — oo oldugu kabul edilerek

p(@) = lim py(2)

_ N [z + k(¢ — 1)]*® c [z + (k= 1)(¢p — 1)]*P

= COE(¢)(A, Z) + AE(¢'¢+1)(A, Z)E, Z € N¢ N [O, T]
(6.18)

¢Oziimii elde edilir.

Eg)(4,2) ve Egpr1)(A t+ ¢ — 1) Mittag-Leffler fonksiyonlar1 [A] < 1 i¢in mutlak

yakinsak oldugundan, p(z) ¢6ziimii mevcuttur. Ayrica, (6.17) denkleminin her iki

54



tarafinin lim limiti alindiginda,
q—)OO

P(z) = co+ A Pp(z+ ¢ — 1)+ A %e,0 51 (2€N,N[0,T])
elde edilir. Bu p(z)’nin (6.16) denklemini sagladigi anlamina gelir. Dolayisiyla,
p(z)’nin, (6.12) ve (6.13) denklemlerinin bir ¢oziimii oldugu agiktir. Boylece Teorem
1’in ispat1 tamamlanmis olur.

UFLCDE’lerin ¢oziimiiniin varlig1 ve tekligi agagida ifade edilmistir.

Teorem 2. (Varlik ve Teklik). H;(z, p;) ve H,(z,p;), (6.2) denkleminde tanimlanan ve

|Hy(z,p1) — Hi(z,p2)| + |H,(z,p1) — Hy(2,p2)| = Llp; — p2l,
(6.19)

Lipschitz kosulunu saglayan iki reel degerli fonksiyon olsun. Burada Lipschitz sabiti L,

['(p+DI(T+1-¢)
rMr+1)®W+1

(6.20)

esitsizligi saglamaktadir. Ayrica burada 9 = |#;| V |#;| olarak tanimlanmistir. Bu
durumda, (6.2)-(6.3) UFLCDE sistemi tiim z € Ny N [0, T] igin neredeyse kesin olarak
tek bir p(z) ¢6ziimiine sahiptir.
ispat 3. lff, (tim sonlu reel {p(z)}’j, dizilerinin kiimesi), ||p|| normu ile

15 = {p; p = (P2}, k €Ny}

seklinde tanimlansin ve

Ipll:= _max _Ip(2),
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k terime sahip olsun. (lfl‘,, |Il) ikilisinin bir Banach uzayi oldugu kolayca goriilebilir

(Sacks 2017).

Simdi p, € lé‘, i¢in D operatdri

1 X _
Dp, = co + @;[z — oM@ D[H(r+ ¢ - 1:Pr+¢>—1)

+Hy(r+ ¢ — 1, Drip-1) 441

seklinde tanimlansin. Ayrica y’nin belirsizlik uzaymdaki evrensel kiimeyi temsil ettigi
kabul edilsin. sz(z € N, N [0, T]), her t aninda L(#,,?,) lineer belirsizlik dagilimina
sahip belirsiz bir degisken oldugundan agikga M{(e, < a) U (g, > b)} = 0’dir.
Ayrica, 9 = |£1| V |€;] olmak tizere &,(y) = 9 esitsizligi,

Yy €x{(e; <€)U (e, >4); z€ENy N[0, T]}
seklinde verilen her y i¢in neredeyse kesin olarak saglanir.

Herhangi bir x,, p, € L§ igin,

IDx,(¥) — Do, Wl = ergax |Dx,(y) — Dp, (V)|

z—¢
! max Z [z—0()]? (|H1 (T +¢—1, %44 1(]’))

['(¢p) zeNgn[o,T]
r=0

—Hy (1 + ¢ = Lprg )|

+ |[H2(T‘ + ¢ - 1:xr+¢—1(y)) - HZ(T + ¢ -1, pr+¢—1()/))]er|)

II/\
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P
: >tz = o7 ([t (r+ 6 =~ Lxrsgs ()

WZENd)ﬂ[OT

r=0

II/\

—Hy (7' +¢ - 1'Pr+¢—1(]’))|

+ 19|[H2(7' +¢ - 1,Xr+¢—1()’)) - Hz(r +¢ - 1»Pr+¢—1(]/))]|)
elde edilir. Boylece, varsayimlar ve Lemma 1 yardimiyla

z—¢

1
1Dx,(r) = Do, (I S LA+ 9) s max Z(z—a(rm e () = pr (1))

=LA+ D)~y (0897)

1
=L+ D)) ~ Il max (mz@))

L(1+9)T®
=i O -l
LA+ +1)

T+ DT -+ 1) lx,(v) = p- Nl

elde edilir. D doniigiimdi, lf;, uzayinda neredeyse kesin olarak bir biiziilmedir. Oyle ki

o+ DI(T—-¢p+1)

O<Ll<—aiora+1

seklindedir. Bu nedenle, Banach biiziilme doniisimi teoremi kullanilarak, D
operatoriiniin l'q‘b uzayimda neredeyse kesin olarak tek bir p,(y) sabit noktasi elde edilir

(Sacks 2017). Ayrica,
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P.(¥) = lim p; (),
esitligi saglanir. Burada

p}() =D (1))

ve

(z— )P 1

p(y) = r($) Co

seklindedir. Diger yandan, H,; ve H, Lipschitz siirekli fonksiyonlar oldugundan, D
operatdrii herhangi bir z € Ny N [0, T i¢in dlgiilebilirdir. Ciinkii

PE), PZW), -, DI, o

belirsiz degiskenler oldugundan ve p2(y), belirsiz degiskenlerin reel degerli 6lgiilebilir
bir fonksiyonu oldugundan (Liu 2010, Teorem 1.10 kullanilarak) p2(y)’nin belirsiz bir
degisken oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla, (Zhu 2015b, Teorem 3’e gore), p, =

lim pg ifadesinin agik¢a belirsiz bir degisken oldugu goriiliir. Sonug olarak, (6.13)
j—oo
baslangi¢ kosulu ile simrl (6.12) UFLCDE sistemi, tiim z € Ny, N [0, T] i¢in neredeyse

kesin olarak tek bir p, ¢6ziimiine sahiptir. Boylece, Teorem 2 tarafindan 6ne siiriilen

varlik ve teklik ispati tamamlanmistir.

Ornek 3.

In(|p(z — 0.5)| + 1)
64(z — 0.5)3

o)

+ 0.582_0.5 (Z E NO n [013])l
c_05A%°p(2) =

(6.21)
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denklemini ele alalim. Burada €_g 5, €95, €15 €2.5 » L(—1,2) belirsizlik dagilimina sahip olan
dort adet IID belirsiz degiskendir.

¢ = % alinarak Lemma 4’¢ gore, UFLCDE (6.21) i¢in ¢6ziimiin ters belirsizlik dagilima,

z—0.5

1
P@) = ¢+ ey Z [z~ o(r)]) 09

In(|p(r — 0.5)| + 1)
< 4(r—0.5)3

+ 0.25£r_0_5> (z € Ny n [0,3]).
toplam denkleminin ¢oztimiidiir. Boylece, z € Ny N [0,3] i¢in

|H1(z,p1) — Hi(z,p2)| + |Hy(2,p1) — Hy (2, p2)|

_ [In(p [+ In(lp,| + 1)
" |64(z —0.5)3 64(z—0.5)3

1
=—|] 1) —1 1
64(2_0.5)3|n(|P1|+ ) —In(|p2| + D
= 1 3||P1|—|P2||
64(3)
SIpl—pzl
- 8

ve

r.5+ D@ +1-0.5)
3r(3+ 1)

1
~ 0.1636 > 3= 0.125

elde edilir. Bu nedenle, Teorem 2 goz oniine alindiginda, bu durum UFLCDE (6.21)’in
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neredeyse kesin olarak tek bir ¢oziime sahip oldugunu dogrulamaktadir.
Ornek 4.

p%(z — 0.75)

c_0_75A°'25p(z) = 20

+ &,-075 (2 € Ny n[0,3]), (6.22)

denklemini ele alalim. Burada e&_g s, €025, €125, €225, L(—3,3) lineer belirsizlik

dagilimina sahip olan dort adet IID lineer belirsiz degiskendir.

¢ = i alinarak Lemma 4’e gore, UFLCDE (6.22) igin ¢oziimiin ters belirsizlik dagilimi,

—0.2
—0.75
p(z) = F(O 25) z z— U(T) ) <p(7‘4—0) + 5r—0.75)

toplam denkleminin ¢6ziimudiir.

|H1(z,p1) — Hi(z,p2)| + |Hy(2,p1) — Hy (2, p2)|

ifadesinin [—20,20] araliginda, Lipschitz sabiti 0.1 olacak sekilde

|Hy(z,p1) — Hi(z,p2)| + |H,(2,p1) — Hz (2, p2)I

1

<
40

|p1 + p2llp1 — p2| = 0.1|p; — p|

Lipschitz siirekliligi oldugu goriilmektedir. Ayrica

r.25+ Dr3+1 - 0.25)

~ (0.1 N
G+ 1) 0.167>0

sonucu elde edilir.
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Sonug olarak, Teorem 2 gboz Oniine alindiginda, bu durum UFLCDE (6.22)’nin

neredeyse kesin olarak tek bir ¢dziime sahip oldugunu dogrular.

Ornek 5.

(z € N, n[0,3]), (6.23)

s (v(-3))

—+0.1e 1
z=3

denklemini ele alalim. Burada € 1, &1, €3, &5, L(—1,1) lineer belirsizlik dagilimina sahip
2 2 2 2

olan dort IID lineer belirsiz degiskendir.
% alinarak Lemma 4’¢ gore, UFLCDE (6.23) i¢in ¢6ziimiin ters belirsizlik dagilimi,

4 leed) )

2
1 —VU.
p(z) = ¢y + \/—%;[2 — O'(r)]( 0.5) |\ . (r _1)2 + 0'187‘—% |

¢ =

2

toplam denkleminin ¢oziimiidiir. Boylece dogrudan

1
|Hy(z,p1) — Hi(z,p2)| + |Ho(2,p1) — Hy(2,p2)| = 10 |p1 — P2l

ve

lﬂ(%-i_l)r‘(?)-l_l_%)z0.2454 >i= 0.1
10

2I(3+1)

esitsizliginin saglandig1 goriiliir.

Dolayistyla, Teorem 2 goz 6niine alindiginda, bu durum UFLCDE (6.23)’lin neredeyse

kesin olarak tek bir ¢6zlime sahip oldugunu dogrular.
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7. TARTISMA ve SONUC

Bu tez g¢alismasinda, kesirli analiz teorisine yeni yaklagimlar getirilmis, belirsizlik

teorisi ile kesirli diferensiyel ve fark denklemleri harmanlanarak literatiirdeki mevcut

bosluklar doldurulmaya caligilmistir.

Calisma genelinde elde edilen temel bulgular ve sonuglar asagida maddeler halinde

Ozetlenmistir:

Genellestirilmis Kesirli Tiirev (GFD) Tammmmn Ustiinliigii: Calismanimn
iclincli boliimiinde, literatiire yeni bir "Genellestirilmis Kesirli Tiirev" (GFD)
tanim1 kazandirilmistir. Onerilen bu tanimin, Taylor serisi ile genisletilmis
tiirevlenebilir fonksiyonlar icin D*DEf(t) = D**Ff(t) ozelligini sagladig:
ispatlanmistir. Bu 6zellik, literatiirde sik¢a kullanilan Uyumlu Tiirev taniminda
saglanamamaktadir. Riccati kesirli diferensiyel denklemi iizerinde yapilan
sayisal analizlerde GFD yontemiyle elde edilen sonuglarin, klasik Caputo ve
Riemann-Liouville tiirev sonuglariyla tam bir uyum i¢inde oldugu goriilmiistiir.
Ayrica hata analizleri incelendiginde, dnerilen GFD yonteminin, Uyumlu Tiirev
yontemine kiyasla mutlak bagil hatayr belirgin sekilde disiirdiigii ve daha
yiiksek dogruluk sagladig: tespit edilmistir.

Belirsiz Kesirli Diferensiyel Denklemlerde Varhk ve Teklik: Dinamik
sistemlerin modellenmesinde karsilasilan belirsizliklerin ¢6ziimii i¢in belirsiz
kesirli diferensiyel denklemler (UFDE) ele alinmigtir. Riemann-Liouville ve
Caputo tipi UFDE'ler i¢in ¢6ziim kavrami tanimlanmistir. Lipschitz ve lineer
bliylime kosullar1 altinda, Banach sabit nokta teoremi kullanilarak ¢oziimiin
varligt ve tekligi ispatlanmistir. Fonksiyonlarin sadece siirekli oldugu
durumlarda ise Schauder sabit nokta teoremi ile ¢oziimiin varlig1 garanti altina
alimmustir. Bu bulgular, belirsiz siireclerin matematiksel modellenmesi i¢in gii¢lii

bir teorik zemin olusturmaktadir.

Belirsiz Kesirli Fark Denklemlerinin (Ayrik Sistemler) Analizi: Calismanin

son boliimiinde, siirekli sistemlerden ayrik zamanl sistemlere gecis yapilmis ve
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Liouville-Caputo tipi belirsiz kesirli fark denklemleri incelenmistir. Belirsiz
Liouville-Caputo kesirli fark denklemleri (UFLCDE) ig¢in ardisik Picard
iterasyon yontemiyle analitik ¢coziimler elde edilmistir. Lipschitz kosulu altinda
Banach biiziilme ilkesi kullanilarak ¢6ziimiin varligr ve tekligi kanitlanmis,

teorik sonuclar sayisal 6rneklerle desteklenmistir.

Genel Degerlendirme: Sonug olarak, bu tez ¢alismasiyla kesirli analizin hem
sirekli hem de ayrik (fark) operatorleri, belirsizlik teorisi c¢atis1 altinda
birlestirilmistir. Onerilen GFD taniminin, klasik tanimlarla tutarli ancak
hesaplama acisindan daha avantajli oldugu gosterilmistir. Ayrica, belirsizlik
iceren fark denklemleri icin gelistirilen varlik-teklik teoremleri ve Picard
iterasyonuna dayali ¢6ziim yontemleri, finansal modellemelerden fiziksel
sistemlere kadar giiriiltii ve belirsizlik igeren birgok alanda (6rnegin; belirsiz
finans teorisi, popiilasyon dinamigi) gelecekteki calismalara 151k tutacak
niteliktedir. Gelecek c¢alismalarda, bu denklemlerin kararlilik analizlerinin

yapilmasi ve kaotik sistemlere uygulanmasi dnerilmektedir.
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