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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler

R Gergel sayilar kiimesi

R"™ n boyutlu gergel vektorler kiimesi

B, R™’nin agik birim yuvari

N Dogal sayilar kiimesi

B, R™’nin kapali birim yuvari

B,(x,¢) x merkezli € yarigapli agik yuvar

Bn(x,¢) x merkezli € yarigapli kapali yuvar

P(R™) R™’nin bostan farkl: alt kiimelerinin ailesi

C(R™) R™’nin bostan farkli kompakt ve konveks alt kiimelerinin
ailesi

int(P) P kiimesinin topolojik i¢i

conv(P) P kiimesinin konveks zarfi

cl(P) P kiimesinin kapanisi

(P) Optimizasyon problemi

(p — KDOP) p siralamasina gore verilen kiime degerli optimizasyon
problemi

i R™ uzaymin tiim bilesenleri pozitif veya 0 olan alt kiimesi

Opn R™ uzayinimniim bilesenleri 0 olan elemani

< K konisine gore siralama bagintisi

< s —siralama bagintisi

M m, —siralama bagintisi

M2 m, —siralama bagintisi

<!t [ —siralama bagintist

<h l; —siralama bagmtist

<7 Kiimeler tizerinde herhangi bir siralama bagintist

<P p —siralama bagintist

- [ fark

—m Minkowski (Pontryagin) fark

domf f fonksiyonunun tanim kiimesi

epif f fonksiyonunun grafikiistii kiimesi
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1. GIRIS

Optimizasyon problemlerinde amaglanan, segenekler arasindan en iyiyi bulmaktir. Bu
tiir problemler basta matematik olmak iizere miihendislik, ekonomi, bilgisayar bilimleri

ve igletme gibi bir¢ok alanda c¢aligan aragtirmacilarin ortak problemidir.

Problemin yapisina gore optimizasyon problemleri alt simniflara ayrilmaktadir.
Secenekler reel sayilar ile birebir eslendiginde, karsilasilan problem matematiksel
olarak reel degerli bir fonksiyon yardimiyla karakterize edilebilir. Bu tiir problemler
skaler veya reel degerli optimizasyon olarak adlandirilir. Bu fonksiyon ve kisitlar
konveks oldugunda optimizasyon problemi konveks optimizasyon problemi olarak
adlandirilir. Karsilasilan problemi matematiksel olarak karakterize etmek igin vektor
degerli fonksiyonlardan yararlanilir ise bu fonksiyonun en iyi noktalarini bulmak i¢in

kullanilan optimizasyon problemleri vektor degerli optimizasyon olarak adlandirilir.

Seceneklerin her biri, i¢inde birden fazla ve bagimsiz veri bulunduruyorsa bu tiir
problemleri karakterize etmek i¢in kiime degerli optimizasyon problemlerinden
yararlanilir. Ornegin, bir ligde yer alan takimlardan en iyi takimi belirlemek i¢in kiime

degerli optimizasyondan yararlanilabilir.

Kiime degerli optimizasyon son zamanlarda ¢ok ilgi gérmektedir. Bunun sebeplerinden
bir tanesi uygulama alanlarinin genis olmasindan kaynaklanir. Bir diger sebebi ise kiime
degerli dontigiimlerin vektdr ve skaler degerli fonksiyonlarin bir genislemesi
oldugundan kiime degerli optimizasyon i¢in elde edilen sonuglarin vektor ve skaler
optimizasyon problemlerine uygulanabilmesidir. Kiime degerli optimizasyonu ¢6zmek
icin en ¢ok kullanilan iki tip yaklasim vardir. Bunlar vektér yaklasimi ve kiime
yaklasimidir. Uygulama alanlarina bakildiginda kiime yaklagimi vektor yaklagimindan
daha anlamli sonuglar vermektedir. Dolayisiyla kiime degerli optimizasyonun kiime
yaklasimina gore c¢oziimlerinin bulunmasi ¢ok ilgi gérmektedir. Problemi vektor
yaklasimina gore ¢ozmek i¢in goriintli kiimeleri tizerinde vektor siralamasi kullanilir.
Kiime yaklasimina goére problemi ¢ozmek icin ise kiimeler {izerinde tanimlanan
siralama bagintisina ihtiya¢ duyulmaktadir. Kiime degerli doniisiimiin goriintiilerinin

arasindan istenilen en iyi kiimeyi siralama bagintis1 ile bulduktan sonra bulunan



goriintliniin ters goriintlisii kiime yaklasimina gore problemin ¢oziimiinii vermektedir.
Bu calismada kiime degerli optimizasyonun kiime yaklasimina gore ¢oziimlerinin
bulunmasi i¢in yeni siralama bagintisinin bulunmasi hedeflenmektedir. Bu sayede kiime
degerli optimizasyonun ¢ozlimiine ihtiya¢ duyan alanlarda ¢alisan aragtirmacilara katki
saglanacaktir.

Ik olarak Kuroiwa, kiime degerli optimizasyonun siralama konisine dayali kiimeler
arasindaki siralamalar1 kullanarak ¢6ziilebilecegini ileri siirdii (Kuroiwa, Tanaka ve Ha
1997, Kuroiwa 1998). Kuroiwa kiime yaklasimina gore kiime degerli optimizasyon
(KDOP)’nun ¢oziimlerini elde etti. Daha sonra bazi arastirmacilar kiime degerli
optimizasyon igin yeni siralama bagintilar1 elde ettiler (Jahn ve Ha 2011, Karaman vd.
2018, Karaman 2021).

Bu ¢alismanin geri kalaninda kiime yaklagimina gore kiime degerli optimizasyonlar ele
aliacaktir. Kiime degerli optimizasyonlarin ¢éziim kiimesini kisit kiimesinin elemanlari
tek tek deneyerek bulmak zor zordur. KDOP’da optimallik kosullar1 elde etmek veya
problemi daha kolay ¢odzebilmek i¢in kullanilan yontemler vardir. Bu yontemlerden
bazilar1 vektorizasyon (Jahn 2013, Karaman 2018), skalarizasyon (Karaman vd. 2018,
Hernandez ve Rodriguez-Marin 2007, Gutiérrez vd. 2015, Ansari ve Yao 2012), yonlii
tirev (Jahn 2015, Karaman vd. 2020, Pilecka 2014), subdiferansiyel (Zhai vd. 2025,
Karaman vd. 2021), gdmme doniisiimii (Karaman 2019, Kuroiwa 2008)’diir. Iyi bilinen
skalarizasyon fonksiyonlar1 Gerstewitz ve Hiriart-Urruty’nin yonlii fonksiyonu ve
bunlarin genellemeleridir (Karaman 2018, Herndndez ve Rodriguez-Marin 2007,
Gutiérrez vd. 2015, Ansari vd. 2020, Khusboo Lalitha 2019). Bu yontemler ve daha
fazlasi referanslarda ve (Ansari ve Yao 2012, Khan vd. 2015)’de bulunabilir.

Bu calismada, siralama konisine dayali kiimeler arasinda bir siralama bagintisi
tanimlanmistir. Bu siralama bagintist ile literatiirde kullanilan siralama bagintilar:
arasindaki iligkiler elde edilmistir. Ayrica, kiime degerli optimizasyonlarin bu siralama
bagintisina gore ¢ozlimleri elde edilmistir. Tanimlanan siralama bagintist vektorler
tizerinde tanimlanan siralama bagintis1 oldugu gosterilmistir. Bu siralama bagintisi
kiime degerli optimizasyon problemleri lizerinde ¢alisan ve bu tiir problemleri ¢6ziimek

i¢in kullanilabilir.



2. LITERATUR BIiLGILERI
2.1 Temel Tanim ve Teoremler
Bu boliimde bazi temel gosterimler ve tanimlar sunulmaktadir.

P,R € R" ve A € R i¢in P ve R kiimelerinin toplami1

P+R={a+b: aEP,bER}=U(P+b)
beR

ve skalerle carpma islemi
AP :={Aa:a € P}
seklinde tanimlanir.
Tamm 2.1.1 x;, x, € R" noktalar1 arasindaki dogru pargasi
{kxy + kyxy t ky,ky =0,ky + k, = 1}
kiimesi ile ifade edilir.
Tamm 2.1.2 Herhangi iki nokta arasindaki dogru pargasini kapsayan, yani

xl,,xz S P, kl' kz = O, kl + kz =1 lgln klxl + kzxz EP

gercekleyen P € R™ kiimesine konveks kiime denir.

Tamm 2.1.3 R" uzaymdaki x;,...,x,, vektorlerinin afin kombinasyonu kg, ...,k

skalerler ve k; + «-- + k,,, = 1 olmak iizere k;x; + = + Kk, x,, seklindedir. Ozel olarak

herhangi iki elemanin afin kombinasyonunu bulunduran kiimeye afin kiime denir. Yani
Vx,x; €EP, ki,k, €ER, ky +k, =1igin kyx; + kyx, €P

gercekleniyorsa P kiimesi bir afin kiimedir. Bos kiime bir afin kiimedir. Tek elemanli



kiimeler, dogrular, diizlemler afin kiimelerdir.

Tim afin kiimeler konvekslik kosulunu sagladigindan tiim alt uzaylar konveks

kiimelerdir. @ de bir konveks kiime olarak kabul edilir.

Tanmim 2.1.4 f: R™ — R™ fonksiyonu her x,y € R" ve her « € R" i¢in
flax+ (1 -a)y) =af(x) + (1 - a)f (¥)

esitligi saglaniyorsa f ye bir afin doniisiim denir.

Lemma 2.1.5 (Webster 1994)
(i) Py, ..., B, S R" konveks kiimeler ky, ..., k,, skalerler olmak tizere k,P; + -+
k., P, kiimesi de konvekstir.

(ii) Herhangi sayida konveks kiimenin kesisimi yine konveks kiimedir.

(iii) Konveks P kiimesinin igi Ve kapanist da konveks kiimelerdir.

(iv) f:R™ - R™ afin doniisim olmak tizere P € R™ konveks kiime ise f(P)
goriintiisii de bir konveks kiimedir. Ayrica R € R™ konveks kiime ise f~1(R) de
konveks bir kiimedir.
ki, ...k =0, ky+--+ k, =1 olmak tlizere x = kyx; + -+ kX, toplamina
X1, -, Xm € R™ noktalarmin konveks kombinasyonu denir. Bu tanim yardimiyla

konveks kiimelerin 6nemli bir 6zelligi asagidaki lemma ile verilebilir.

Lemma 2.1.6 P € R" konveks kiime ve xj, ..., x,, € P ise bu noktalarin her konveks

kombinasyonu P kiimesine aittir.

Ispat. Tiimevarimla x, ..., x,, € P noktalarinin konveks kombinasyonunun kiimeye ait
oldugunu gostermek icin P konveks kiime tanimindan m = 2 i¢in dogru olup m =k
i¢in iddianin dogrulugunu kabul edelim. x = kyx; + -+ + kpyq1xe41 OlSUN. kg + -+

kiy1 = 1licin ky, ..., ki 41 = 0 degerlerinden en azindan biri birden kii¢lik olacagi icin
Agsr <lolsun.A=ky+-+ k;=1— kiyq; > 0 olmak lizere y = %xl + ---+%xt

ise iddia m = k i¢in dogru oldugundan y € P bulunur. x = ky + k;,1x:41 olacagindan

x € P olur. Dolayisiyla iddia m = t + 1 i¢inde dogru oldugundan istenen elde edilir.



Tanmmm 2.1.6 Bir P € R™ kiimesini kapsayan tiim konveks kiimelerin kesisimine P

kiimesinin konveks zarfi denir ve conv(P) ile gosterilir.

Lemma 2.1.5 nedeniyle conv(P) kiimesi de konvekstir. Iki farkli noktanin konveks

zarfi bu iki noktay1 birlestiren dogru pargasidir.

Lemma 2.1.7 P € R" kiimesinin konveks zarfi olan conv(P) kiimesi P kiimesine ait

olan noktalarin tiim konveks kombinasyonlarini igerir.

Ispat. R kiimesi ile P kiimesinin noktalarinin tiim konveks kombinasyonlarmin
kiimesini gosterelim. conv(P) = R oldugunu gostermek lemmanin ispati igin yeterli
olacaktir. Ay +--+ A4, =1 ve A4, ..,4, =0 olmak iizere ay,.., @, €P icin
xX=Aa+-+Alay, ERolsun. ay, ..., ay, € conv(P) ve conv(P) kiimesi konveks
oldugundan Lemma 2.1.6 nedeniyle x € conv(P) olup R S conv(P) elde edilir. R
kiimesinin tanimindan dolay1 konveksligi kolayca goriiliir. Ayrica P € R oldugundan

conv(P) € R olup conv(P) = R bulunur.

2.2 Konveks Fonksiyonlar

f:R" - [—o00, +00] fonksiyonunun tanim kiimesi
domf = {x: f(x) < +o0}

ile gosterilir. @ € R ve x € R™ olmak tizere f(x) < a gergekleyen tim (x,a) €
R™1! nokta ciftlerinden olusan kiimeye f fonksiyonunun grafikiistii (epigrafi)

kiimesi denir ve

epif ={(x,a): f(x) < a}

ile verilir. Burada x € domf oldugundan (x,a) € R™*! noktas1 epif kiimesine ait
olur. Fakat f(x) =+o ise f(x) <a gergekleyen a noktasi yoktur. f

fonksiyonunun grafikiistii kiimesi ile f fonksiyonu belirlenebilir, yani



flx) = igf{a : (x,a) € epif} (1.2)

dir. (1.1) formiilinden anlasilacag: iizere R"™! uzayindaki kiimeler ile R™

uzayindaki fonksiyonlar arasinda yakin bir iligki vardir.

Tammm 2.2.1 f fonksiyonunun epif kiimesi konveks ise f fonksiyonuna konveks
fonksiyon denir.

Tamm 2.2.2 —oo degerini almayan ve 6zdes olarak da +oo degerine esit olmayan

bir f fonksiyonuna proper ya da has fonksiyon denir.

Bir f has fonksiyonu i¢in domf # @ dir. Boylece x € domf igin f(x) sonlu bir

deger alir.

Lemma 2.2.3 f fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her x;, x, igin

kl = 0ve k2 > O, k1 + kz = 1 olmak lizere
flhixy + kaxp) < kyf (xq) + kof (x2)
olmasidir.

Ispat. f has konveks fonksiyon olsun. ki, k, > 0,k; + k, = 1 olmak iizere (x;, ;) €
epif, (x5, a;,) € epif ise f(x;) < a; veise f(x,) < a, yazilir ve Tanim 2.2.1 geregi

epif kiimesi konveks oldugundan k; (x;, @) + k, (x5, @,) € epif tir. Yani

flkixq + kyxy) < ko + kya,

esitsizligi gerceklenir. Ozel olarak a; = f(x;) ve ay = f(x;) aliirsa ky, k, > 0 ve

ki +k, =1i¢in

fkyxy + kaxy) < kyf (1) + ko f (x2)
olup istenen esitsizlik elde edilir. Tersine k{,k, = 0, k; + k, = 1 olmak {izere
fkyxy + koxy) < kif(x1) + ko f (x) saglansin. (x4, aq), (x5, @y) € epif olsun.

flhixy + koxp) < kqf(x1) + kof (x3) < kyaq + kpay



oldugundan (kyx; + kyx,, kia; + ko) € epif olur bu ise epif kiimesinin

dolayisiyla da f fonksiyonunun konveks oldugunu gosterir.

Tammm 2.2.4 f has bir fonksiyon ve ki, k, >0 ve k; + k, =1 olmak tiizere her

X1, Xy € Rn 1(;1n

flkixy + kyxy) < kaf (x1) + ko f (x3)

esitsizligi gergekleniyorsa f fonksiyonuna kesin konveks fonksiyon denir.

Tamm 2.2.5 a € R ve x € R" olmak iizere R"™ uzayinda tanimli f fonksiyonu igin @ <
f(x) gercekleyen tim (x,a) € R™! noktalarmdan olusan kiime f fonksiyonunun

grafikalt1 kiimesidir ve

hyp f ={(x,a):a < f(x)}

ile gosterilir.

Tamm 2.2.6 f fonksiyonunun hyp f kiimesi konveks ise f fonksiyonuna konkav
fonksiyon denir. Esdeger olarak her x;, x, igcin k; = 0ve k, > 0, k; + k, = 1 olmak

uzere

fllixy + kaxp) = kaf (x1) + ko f (x3)

ise f fonksiyonuna konkav fonksiyon denir.

2.3 Vektor ve Kiime Siralama Bagintilari

Bu kisimda vektorler lizerinde tanimli olan koni yardimiyla tanimlanan siralama



bagintis1 ve kiimeler lizerindeki siralama bagintilar1 verilecektir.

Tamm 2.3.1 K € R" kiimesi ve k > 0 verilsin. Her x € K i¢in kx € K oluyorsa K’ya

R™’de bir koni denir.

K konisi, K+ K =K ise konveks, KN (—K) = {0} ise sivri (pointed) olarak
adlandirilir. Bu ¢aligmada K’nin kapali, konveks, sivri ve i¢i bostan farkli koni oldugu

varsayilacaktir.

P(R™), R™"’nin bostan farkli alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Benzer sekilde C(R™),
R™’nin bos olmayan kompakt ve konveks alt kiimelerinin ailesi olsun. Herhangi bir
P € P(R™) kiimesinin topolojik i¢ kism1 ve konveks zarfi sirasiyla int(P) ve convP ile
gosterilir. P € P(R™), x € R"™ ve t > 0 olsun. B(x,t), merkezi x noktasinda olan t
yarigapl agik komsuluk ve B(x,t) merkezi x noktasinda olan t yarigapli kapali
komsuluk olarak alinacak ve P € B(Ogn,t) + K olacak sekilde pozitif bir t sayisi
varsa P’ye K-smirlhidir denir. Bir kiimenin sinirli olmast durumunda K-smirli oldugu

aciktir ve R} = {(xy, x5, ..., xp) * x; = 0,i = 1,2, ..., n} dir.

R™’de K konisi ile siralama bagintisinin tanimi1 asagida verilmistir.

Tamm 2.3.2 x,y € R" ve R™’de bir K konisi verilsin. K konisi yardimiyla

(1) <k bagintisi

X<gkyey—xe€ek,

(i) <k bagintisi ise

x<xgyey—x€int(K)

seklinde tanimlanir.



Tanmm 2.3.3 R", K konveks konisi ile siral1, A, R™’nin bostan farkl: alt kiimelerinin bir
ailesi, < bagntis1 kiimeler tizerinde herhangi bir siralama bagintis1 ve A, B,D € A ve
k > 0 bir skaler olsun.

(i) Her A € A igin A < A ise < bagntis1 A lizerinde yansima 6zelligine sahiptir,

(i) A BveB < Diken A< Dise < bagintist A lizerinde gecisme dzelligine
sahiptir,
(iii) A< Bve B < Aiken A = B ise < bagntis1 A lizerinde ters simetrik dzelligine
sahiptir,
(iv) A< Biken A+ D < B + D ise < bagmtisi A lizerinde toplama ile uyumludur,
(v) A < B iken kA < kB ise < bagmtisi A lizerinde negatif olmayan skalerle carpmaya
gore uyumludur veya 6zelligine sahiptir,
(vi) < bagintis1 A ailesi tizerinde yansima ve gegisme 6zelliklerine sahip oluyorsa bu
bagintiya dnsiralama bagintisi,

(vii) < bagintis1 A ailesi lizerinde yansima, gecisme ve ters simetrik 6zelliklerine

sahip oluyorsa bu bagintiya kismi siralama bagintisi denir.

R™’de Ogn’yi bulunduran sivri ve konveks K konisinin iirettigi siralama bagintisi bir
kismi siralama bagintisidir. Tersine, bir kismi siralama bagintis1 verildiginde siralama

bagintisinin belirttigi kiime konveks ve sivri bir konidir.

Ekstremum kiimeleri belirlemek i¢in kullanilan siralama bagintis1 6nsiralama bagintisi

oldugunda asagidaki tanim kullanilir.

Tamm 2.3.4 R", K konveks konisi ile siral1, A, R™ *nin bostan farkli alt kiimelerinin
bir ailesi, A € A ve <, P(R") iizerinde bir dnsiralama bagintisi (yanstyan, gegisken)
olsun.

(i) A< A olanher A € A igin A < A oluyorsa A ’ye < bagmtisia gore A nin bir
minimal elemant,

(iil) A< A olanher A € A igin A < Aoluyorsa A ’ye < bagmtisina gore A4 nin bir

maksimal elemani,



(iii) A < A olan her A € A igin A < A oluyorsa A ’ye A’nin bir zay1f minimal
elemant,
(iv) A< A olanher A € A igin A < A oluyorsa A ’ye A’nin bir zayi1f maksimal

elemani denir.

Ekstremum kiimeleri belirlemek i¢in kullanilan siralama bagimntis1 kismi siralama

bagintist oldugunda ise asagidaki tanim kullanilir.

Tanmm 2.3.5 R", K konveks konisi ile sirali, A, R™’nin bostan farkl alt kiimelerinin bir
ailesi, A € A ve <, R™nin alt kiimeleri iizerinde bir kismi siralama bagimtisi (yanstyan,
gecisken, anti-simetrik) olsun.

(i) A < A olacak seklide A *den farkli bir A € A yoksa A’ye A nin bir minimal
elemant,

(ii) A < A olacak sekilde A’den farkli bir A € A yoksa A’ye A’nin bir maksimal
elemant,

(iii) A < A olacak seklide A *den farkli bir A € A yoksa A’ye A nin bir zayif minimal
elemani,

(iv) A < A olacak sekilde A’den farkli bir A € A yoksa A’ye A’nin bir zay1f maksimal

elemani denir.

Vektor degerli bir fonksiyonun ekstremum degerinin nasil bulunacagi asagidaki ornekte

gosterilmistir.

Ornek 2.3.6 f:[—1,1] » R? vektér degerli fonksiyonu her x € [—1,1] i¢in f(x) =
(x, x3) seklinde tanimlansin. O halde

min f(x)
{x € [—11]

Vektdr optimizasyon problemini ele alalim. Siralama konisi K = R% olsun. Siralama
konisi konveks ve sivri bir koni oldugu i¢in siralama bagintis1 bir kismi siralama
bagintisidir. Dolayisiyla problemi ¢ozerken kismi siralama bagmtist igin verilen
minimal eleman tanimi kullanilacaktir. f fonksiyonunun goriintii kiimeleri ve siralama

konisi Sekil 2.1.’de gdsterilmistir.
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Sekil 2.1. Ornek 2.3.6’daki vektdr degerli fonksiyonun gériintii kiimeleri ve siralama konisi

(=1,—1) noktas1 goriinti Kiimesinin minimal elemanidir. Ciinkii K konisine gore
f(x) <k (—1,-1) olacak sekilde bir x € (—1,1] yoktur. Olsaydi (—1,—1) — f(x) € K
olmaliydi. Bu durumda (=1 — x, —1 — x3) € K olmasi gerekirdi. Bu kosulu saglayan
sadece x = —1 vardir. Sonug olarak, x = —1 problemin ¢6ziimiidiir. x = —1’den bagka
¢Oziimiiniin olmadigini gosterelim. Kabul edelim ki bir x, € (—1,1] problemin ¢6ziimii
olsun. O halde f(x) <k f(xo) olacak sekilde bir x € [-1,1]\ {x,} elemaninin
olmamas1 gerekir. Fakat, f(—1) <g f(xo)’dir. O halde x, problemin bir ¢6ziimii

degildir. Problemin tek ¢6zlimii vardir.
Tanmm 2.3.7 P,R < R" olsun.
P—,R:={x € R“:x+R C P}

seklinde tanimlanan kiimeye P ve R kiimelerinin Minkowski (Pontryagin) farki denir ve

P— R:= ﬂ(P B,

TER

11



dir.

R smurli, S kapali ve konveks kiimeler olmak tizere P, R, S € P(R™) olsun. Bu kiimeler

tizerinde sadelestirme islemi (cancellation law)

P+RE€SS+R>PCS

seklindedir. Ayni zamanda

P+R=S+R=>P=S

dir.

P,R,S € P(R™) ve A, u = 0 igin asagidaki 6zellikler verilebilir (Pallaschke ve Urbanski
2002, Schneider 1993).

(i) PSR=P—,SCR—,S

(i) PSR =S—,RCS—,,P

(i) (PUR)+S=P+S)U(R+S)
(iv) PNR)+SCS(P+S)N(R+S)

(v) AP+ AR =A(P+R)

(wi) A+ u)P < AP + uP

(vii) (A + p)P = AP + uP (P konveks kiime)
(viii)) P < (P + R)—,R

(ix) (P-,R)+RCP

(x) (P—mR)+S S (P+S)—pR

(xi) (P—pR)—pS=P—p(R+YS)

(xii) P-pnRES S P<cS—,R

(xiii) P < (P+ R)—pR
(xiv)P+RS S PCS—,R

(xv) (P + K)—puR = P—pR.

12



Eger P,R € C(R") ise 0 zaman,

(i) (P+R)—,R=P

(ii) cl(P+R)Scl(S+R)=>PCS

(iii) PUR konveksise (PNR)+S={P+S)N(R+YS)
(iv) PUR konveksise (PUR)+ (PNR)=P+R

Kiimeler tlizerinde kullanilan siralama bagintilar1 asagida verilmistir.

Tanmm 2.3.8 K, R™’de sivri, konveks koni ve @ # P, R € R" olmak tizere kiimeler
tizerinde agagidaki siralama bagintilar1 vardir: (Kuroiwa 2001, Jahn ve Ha 2011,
Karaman vd. 2018, Karaman vd. 2021, Karaman 2018, Karaman vd. 2020, Khan vd.
2015, Young 1931, Nishnianidze 1984, Kuroiwa vd. 1997, Karaman 2021)

1. P<ReVpePVreRicinp <gr,
<?Ro3dpePoylekiVr ERigcinp <k,
<3RoeVreRicinidp€ePoylekiP <y,
<*Ro3reRoylekiVp€EPiginp <k,
<X°Ro© Vp€EPicinar ERdylekip <k,
<6Re©3Ip€ePvedr eRicinp <k T,
<S5ReP=<3RveP<°R,
<m R © minP <5 minR ve maksP <° maksR
<M R (R-,P)NK #0,
<™ R & (P—,R) N (—K) # @.

© © N o o B~ WD
=2e - A - R - B - B = TR

[EEN
©

Tamim 2.3.9 (Karaman 2021, Pilecka 2014) P,R € P(R™) olsun.

P—R:={xeR™:x+RCSP+K}

veya

P—R={xeR“x+RCSP+K}
= (P + K)—pR

13



seklinde tanimlanan kiimeye P ve R kiimelerinin [-farki denir.

Onerme 2.3.10 P,R € P(R"™), ve x € R™ olsun. Bu durumda [-farki asagidaki cebirsel
ozelliklere sahiptir.

() x + (P—R) = (x + P)—R,

(i) (P + K)— ;R = P—R,

(i) (P—,R) + K = P—R,

(iv) P—{Ogn} = P + K,

(v) R—P = R—(P + K).

Ispat.

(i) y € x + (P—;R) olsun. O halde, y — x € P—;R dir. Dolayisiylay —x + RS P +

K olur. y+R<Sx+P+K ifadesi y € (x+P)—;R dir. Diger yon i¢in y €

(x+P)— R olsun. Buda y+ RS x+ P+ K dir. Buradan, y —x+ R S P + K dur.

y —x € P—R ifadesi y € x + P—;R dir. Bu nedenle, x + P—;R = (x + P)—;R elde

edilir.

(ii) ye (P+ K)—;R olsun. O halde y + RS P+ K+ K = P + K dir. Buradan y +
R € P + K dir. Yani y € P—R dir. Ote yandan, x € P—;R olsun. O halde x + R € P +
Kve x+RCS P+ K+ K dir. Yani x € (P + K)—;R dir.

(iii) (P R)+K={x+k: x+RSP+Kk€EK}
={u:u—k+RCSP+K,k€eK}
={u:u+RSP+K+k=P+K}
= P—R

(iv) P—{Ogn} ={x: x + Ogn € P + K}

={x:x €P+K}
=P +K.

W)R—P={x: x+P<SR+K}
={x:x+P+K<SR+K+K=R+K}
={x:x+P+K<SR+K}
=R—;(P +K).
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Kiime degerli optimizasyonda ve kiimeler {izerinde yaygin olarak kullanilan siralama

bagintisi, alt kiime siralamasi

P<s!R:=RCP+K.

seklinde tanimlanir.

Tamim 2.3.11 (Karaman 2021) P,R € P(R™) olsun.
(i) 14 bagintis,

P<tiR: = (R-P)NK#0

seklinde,

(ii) kesin l; bagintisi

P<tR:= (R—P)NintKk 0

seklinde tanimlanir.

Tamim 2.3.12 (Karaman vd. 2018) P, R € P(R™) olsun.

(i) m, bagmtisi,

P <™ R:= (R—pP) NK # 0,

(ii) kesin m; bagmtisi

P<™ R:= (R—p,P)NintK # @

seklinde tanimlanir.
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Onerme 2.3.13 (Karaman 2021) <% bagintis1 asagidaki 6zelliklere sahiptir.
(i) <" bagintis1 toplama ile uyumlu,
(i) <% bagintis1 pozitif skaler ¢arpimla uyumlu,
(iii) <" yansiyan,
(iv) <Y gegisken,
(v) <4 antisimetrik degil,

(vi) <4 siralama bagintis1 P (R") iizerinde bir 6n siralama bagintisidir.

3. MATERYAL ve METOT

3.1 Kiime Ailesi Uzerinde Bir On Siralama Bagmntis1

Bu bolimde [ — fark kullanilarak kiimeler iizerinde bir 6n siralama bagintisi

tamimlanacak ve bazi 6zellikleri incelenecektir.

Tamm 3.1.1 P,R € R" olsun.
(1) p bagintisi

P<PRoR-PCK

seklinde,
(i) kesin p bagmtisi

P <P R © R—P C intK
seklinde tanimlanir.
Bu bagint1 [; siralama bagmtisindan farklidir. p bagintisinin avantajlarindan biri [4
bagintisi ile siralanamayan elemanlar1 p bagntisi ile siralayabilmektir. p bagintis1 daha

kisitlayict ve esas olarak kompakt, konveks kiimeler i¢in uygun olsa da, kiime

optimizasyonunda istenen saglam ve kiiresel bir baskinlik yapisini saglar.
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P,R € P(R™) olmak iizere p — bagmtisi i¢in denklik bagintisi

P~PR & P <P RveR <P P.

seklinde tanimlanir. P’nin p — bagintisina gore denklik siniflar1 [P]? ile gosterilir.

Onerme 3.1.2 C(R™) iizerinde <P bagntis1 verilsin ve P,R,S € C(R™) olsun. Bu
bagint1 asagidaki 6zelliklere sahiptir.
(i) <P toplamaile uyumluyaniP <P R=>P+S<PR+ S,
(ii) <P negatif olmayan skalerle garpmaya gore uyumlu yani A > 0 i¢in
P <P R = AP <P AR,
(ilii) PSPRP+S<PR+S.

Ispat. (i) P,R,S € C(R™) ve P <P R olsun. R—,P € K dir. Her x € R—,P iken x € K
dir. Her ye (R+S)—(P+S) icin y+ P+ S S R+ S+ K elde edilir. Kiimelerdeki
sadelestirme Ozelliginden y+P S R+ K olur. Yani y € R—P’dir. R—P<SK
oldugundan y € K dir. O halde (R + S)—;(P + S) S K elde edilir.

Buise P + S <P R + S olmasi demektir. Yani <P toplama ile uyumludur.

(it) P <P R olsun. R—;P € K dir. Her x € R—;P igin x € K olur. Her 1 > 0 ve her
X € AR— AP i¢in x + AP € AR + K = AR + AK’dir. Buradan her 1 >0 ve x = Ax
olacak sekilde ¥ € R™ var ise Ax + AP € AR + AK’dir. A = 0 oldugu i¢in X + P S R +
K olur. O halde x € R—;P elde edilir. R—;P € K oldugundan x € K ve x = Ax oldugu
icin x € K dir. Dolayisiyla AR—; AP € K ve AP <P AR elde edilir. <P negatif olmayan

skalerle ¢arpmaya gore uyumludur.
(iii) Sadelestirme islemi kullanilarak elde edilir.
Onerme 3.1.3 C(R™)’ de <P bagintis1 asagidaki dzelliklere sahiptir;

(i) <P bagintist yansiyandir,

(ii) <P bagmts1 gegiskendir,

17



(iii) <P bagintist geciskendir.

ispat.

(i) PeC(R™) olsun. PP P & P— P C K oldugunu gosterelim. x € R™ olacak
sekilde bir x € P—;P secelim, 0 zaman x + P € P + K olur. Kiimelerde sadelestirme
ozelliginden x + P € P + K, yani x € K dir. O halde her x € P—;P i¢in x € K olur.
Bu nedenle P <P P olur.

(ii) P,R,S€ C(R™) ve P<PR ve R<P S olsun. R—,P € K ve S—;R € Kdir. Her
X; € R—;P igin x; € K ve her x, € S—R igin x, € K dir. Buradan x; ve x; i¢in,

{x;:x,+PS R+K} (3.1)

ve

{x,:x, + RS S+ K} (3.2)

yazilir. P <P S nin saglanmadigini varsayalim. Yani {x : x + P € S + K} € K olsun.

Ohalde x + P € S + K ve x € K olacak sekilde bir x vardir. x;,x, € K igin (3.1) ve
(3.2) den

x+PSx—x;+R+KSx—x;—x+S+K<Sx+S+K (3.3)

elde edilir. (3.3)denx + P S x+S+ Kvex + P € S + K oldugundan, x’in K
konisine ait olmasi gerekir. Yani x € K dir. Bu varsayimla ¢elismektedir. Bu nedende

P <P S dir.

(iii) Ispat1 (ii) ye benzer sekilde elde edilebilir.
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Uyan 3.1.4 C(R™) de <P bagntis1 antisimetrik degildir. Ornegin, K = R%, P =
conv{(1,1),(1,2),(2,2),(2,1)} ve R = conv{(1,1),(1.5,1.5),(2,1)} olsun. O zaman
PXPReR—PSK ve {x:x+PSR+K}=KCSK elde ederiz. Ayrica
RPPeP-RcKve{x:x+RSP+K}=KC<SKdir. P<PR veR<PP olur.
Fakat P # R dir. Yani <P antisimetrik degildir.

Uyan 3.1.5 C(R") de <P bagintis1 simetrik degildir. Ornegin, K = R2, P = {(1,1)}
ve R = {(2,2)} olsun. P <P R iken R P P dir. <P simetrik degildir.

Sonug¢ 3.1.6 <P siralama bagintis1 C(R™) iizerinde bir 6n siralama bagmtisidir.

Lemma 3.1.7 P,R,S € C(R™) olsun. Asagidaki 6zellikler saglanir:

(i) P <P R & {Ogn} <P R—,P,
(i) PKPRP+K<PR+K.

Ispat.
(A)>)P<PR® R—PSK=>(R—-P)+KSK+K=K

> (R—P)+KCK
= (R_ZP)_Z{OIR”} g K
= {Ogn} <P R—,P

() {Ogn} <P R—P = (R—P)—{Ogn} S K
=>(R-P)+KCSK
= (R—,P) €K

=>P<PR

(ii) Kolay sekilde elde edilebilir.
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Onerme 3.1.8 a ve b vektorleri i¢in a <x b < {a} <P {b} dir.

Ispat.a <y bise b —a € K dur.

{b}—{a} ={x:x+a€eb+K}
={x: x€Eb—a+K}
={x: x€EK+K=K}CK.

olur. O halde {a} <P {b} dir.
Tersine,
{a} <P {b} = {b}—{a} K
>{x: x+a€b+K}SK
>{x: x€b—a+K}CSK.
b—a€ef{x: x€b—a+K} < K oldugundan b — a € K dir. O halde a <y b.

O halde <P bagintisi, vektorler lizerinde vektor siralamasinin bir genislemesidir.
Lemma3.1.9 P,R € P(R") ve R—;P # @ olsun. O halde
P<PR=>P<™R+K
ve
P<PR=P<™R

dir.
Ispat. P <P R=>R—PCSK

= (R+K)—-,P S K

> [(R+K)—nP]NK # 0

>P<™MR+K

ve
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PXPR=>R—PCK
= (R+K)-mP SK
> R-p,P)NK+0

=>P<™R

Diger yon dogru olmayabilir. Ornegin, R?’de P = {(0,0)}, R = B((0,0),1) ve K = R2

olsun. P <™t R ve P %P R oldugu kolayca goriilebilir.

Uyar 3.1.10 P, R € P(R™) olsun. P <! R iken P <P R olmak zorunda degildir.
Omegin, P = {(x,y) : x <0,y <0}veR ={(x,y): x =y,y < 0} alirsak,

P <! R R S P +K saglanir. P <P R © R—,P C K ifadesi saglanmaz. O halde
P P R dir.

Uyan 3.1.11 P,R € P(R") olsun. P <P R iken P <! R olmak zorunda degildir.
Omegin, P = {(x, y):y= %,x > 0} ve R={(x,y): x =0,y =0} alirsak, Sekil
3.1°den goriildiigii gibi P <P R & R— ;P € K ifadesi saglanir ancak R € P + K dur.
Yani P %' R. Aymica, P,R € C(R™) olsun. P <P R iken P <' R olmak zorunda
degildir. Ornegin, R? de, P = B((1,1),1), R = conv{(0,0),(0,2), (2,2),(2,0)} olsun.
Sekil 3.2°den P <P R ve P %' R oldugu kolayca gériilebilir.

Sekil 3.1 P = {(x,y) Ty = %,x > 0} veR ={(x,y): x =0,y = 0} kiimeleri
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Sekil 3.2 P = B((1,1),1) ve R = conv{(0,0), (0,2), (2,2), (2,0)} kiimeleri

Onerme 3.1.12 P, R € C(R™) olsun. P <! R iken P <P R dir.
Ispat. p ve [ siralama bagintilarin tanimindan kolayca elde edilebilir.
Onerme 3.1.13 P, R € P(R™), B smirli ve R—P # @ olsun. P <P R ise P <"1 R dir.

Ispat. P <P R & R—,P € K dir. Her x € R—,P i¢in x € K dir. Buradan (R—,P) N
K # @ dir. O halde P <l R dir.

Uyan 3.1.14 P,R € P(R™) olsun. P <* R iken P <P R olmak zorunda degildir.
Ornegin, P = conv{(3,1), (3,2)}, R = conv{(1,1),(3,1)} ve K = R alahm. R—,P =
{x: x+P S R+K}=[(—2,0) X% (0,00)] oldugundan (R—;P) N K # @ dir. O halde
Sekil 3.3°den P <"t R saglamir ancak R—P = [(—2,) X (0,0)] € K dir. P <P R
elde edilir.
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Sekil 3.3 P = conv{(3,1), (3,2)} ve R = conv{(1,1), (3,1)} kiimeleri

Tamm 3.1.15 R", K konveks konisi ile sirali gercel vektor uzayi, A € P(R™) ’nin
bostan farkli bir ailesi, P € A ve P(R") iizerinde <P bagintisin1 gézoniine alalim.

(i) P <P Polanher P € A igin P <P P oluyorsa P’ye <P bagmtisina gore A nin bir
minimal elemanti,

(i) P <P P olan her P € A i¢in P <P P oluyorsa P’ye <P bagmtisina gére maksimal

elemani denir.

S bos olmayan bir kiime ve F: S 3 R™ kiime degerli doniisiim olsun. Bu durumda
kiime degerli optimizasyon problemlerini p — siralamasi kullanarak kiime

optimizasyonuna gore ele aldigimizda optimizasyon problemi,

min(maks) F(x)

(p — KDOP) { o

seklinde gosterilir. Ayrica F’nin kiime ailesini F(S) olarak tanimlayalim, yani F(S) :=
{F(x) : x € §} olsun. Kiimeler ve kiime degerli optimizasyon i¢in verilen tanimlari
birlestirerek asagidaki iliskiyi elde edebiliriz:

Eger F(x) <P F(x,) olan her x € S igin F(x,) <P F(x) oluyorsa x,’a <P bagmtisina
gore (p — KDOP)’nm bir minimal ¢dzliimii, benzer sekilde F(x,) <P F(x) olan her
x €S icin F(x) <P F(x,) oluyorsax,’a <P bagmtisina gore (p — KDOP) nin bir
maksimal ¢oziimii denir. Asagidaki ornekler <P bagmtisina gore kiime degerli bir

optimizasyon probleminin nasil ¢oziilecegi ile ilgilidir.
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Ornek 3.1.16 K = R2, F : R, = R? kiime degerli doniisiimii

Fm) ={(xy): (x=@n+ D) + (- @n+1)* < 1}

seklinde tanimlansin.

min F (x)
x € R,

(p — KDOP) {
kiime degerli optimizasyon problemini goz Oniine alalim. Siralama konisi K = R%
olsun. <P siralama bagntist bir 6n siralama bagintist oldugu i¢in problemi ¢ézerken
Onsiralama bagintisi i¢in verilen minimal eleman tanimi1 kullanilacaktir. F kiime degerli

dontisiimiiniin baz1 goriintii kiimeleri Sekil 3.4.’de gosterilmistir.

Sekil 3.4 Ornek 3.1.16°daki F kiime degerli doniisiimiiniin baz1 goriintii kiimeleri

x = 0 problemin bir minimal ¢6ziimiidiir. Ciinkii K konisine gére F(x) <P F(0)
olacak sekilde bir x € R, \ {0} yoktur. Olsaydi F(0)—;F(x) € K olmaliydi. Bu
durumda F(0)— F(x) ={x:x+ F(x) € F(0) + K} € K olmas1 gerekirdi. {x : x +
F(x) € F(0) + K} kiimesine ait olan her x € R? K’nin elemam degildir. O halde x =
0 problemin bir ¢dziimiidiir. Sonug olarak, x = 0 problemin bir minimal ¢6ziimiidiir.

x = 0’dan bagka problemin bir minimal ¢éziimii olmadigin1 gosterelim. Kabul edelim
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ki bir x, € R, \ {0} problemin ¢éziimii olsun. O halde F(x) <P F(x,) olan her x €
R, \ {x0} icin F(x,) <P F(x) olmalidir. Fakat, her x, € R, \ {0} i¢in F(0) <P F(x,)

olmasina ragmen F (x,) %P F(0)’dir. O halde x = 0 problemin tek ¢oziimiidiir.

Ornek 3.1.17 N={0,1,2,..}, K = R ve F:N 3 R? kiime degerli doniisiimii P =
([0,1] x {0PHU{0} x [0,1]) olmak iizere, F(x) = P + {(x, x)} seklinde tanimlansin.

min F(x)

(p — KDOP){ N

kiime degerli optimizasyon problemini gz oniine alalim. F kiime degerli doniisiimiiniin

bazi goriintii kiimeleri Sekil 3.5.”de gosterilmistir.

|F(1)
1 -

F(0)

> ¥
0 1 2 3 4 5

Sekil 3.5 Ornek 3.1.17°deki F kiime degerli déniisiimiiniin bazi goriintii kiimeleri

x = 0 problemin bir minimal ¢dziimiidiir. Ciinkii F (x) < F(0) olacak sekilde bir x €
N \ {0} yoktur. Olsaydi F(0)—;F(x) € K olmaliydi. Bu durumda {x : x + F(x) S
F(0) + K} € K olmas1 gerekirdi. Sonug olarak, x = 0 problemin bir minimal
¢cOzlimiidiir.

4. TARTISMA ve SONUC
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Bu c¢alismada kiime degerli doniisiimlerin optimal elemanlarini bulmak i¢in yeni bir
siralama bagmntis1 tanimlanmistir. Bu siralama bagintisina goére verilen kiime degerli
optimizasyonlar problemlerinin ¢oziimleri elde edilmistir. Bu tiir problemleri ¢6zmek
icin kullanilan yontemler vardir. Ornegin, skalerizasyon, vektorizasyon, tiirev bunlara
ornek verilebilir. Yeni siralama bagintisina gore verilen kiime degerli optimizasyonun

¢Ozlimlerinin bu yontemler ile elde edilmesi agik bir problemdir.
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