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1. GİRİŞ 

 

Optimizasyon problemlerinde amaçlanan, seçenekler arasından en iyiyi bulmaktır. Bu 

tür problemler başta matematik olmak üzere mühendislik, ekonomi, bilgisayar bilimleri 

ve işletme gibi birçok alanda çalışan araştırmacıların ortak problemidir.  

 

Problemin yapısına göre optimizasyon problemleri alt sınıflara ayrılmaktadır. 

Seçenekler reel sayılar ile birebir eşlendiğinde, karşılaşılan problem matematiksel 

olarak reel değerli bir fonksiyon yardımıyla karakterize edilebilir. Bu tür problemler 

skaler veya reel değerli optimizasyon olarak adlandırılır. Bu fonksiyon ve kısıtlar 

konveks olduğunda optimizasyon problemi konveks optimizasyon problemi olarak 

adlandırılır. Karşılaşılan problemi matematiksel olarak karakterize etmek için vektör 

değerli fonksiyonlardan yararlanılır ise bu fonksiyonun en iyi noktalarını bulmak için 

kullanılan optimizasyon problemleri vektör değerli optimizasyon olarak adlandırılır.  

 

Seçeneklerin her biri, içinde birden fazla ve bağımsız veri bulunduruyorsa bu tür 

problemleri karakterize etmek için küme değerli optimizasyon problemlerinden 

yararlanılır. Örneğin, bir ligde yer alan takımlardan en iyi takımı belirlemek için küme 

değerli optimizasyondan yararlanılabilir. 

 

Küme değerli optimizasyon son zamanlarda çok ilgi görmektedir. Bunun sebeplerinden 

bir tanesi uygulama alanlarının geniş olmasından kaynaklanır. Bir diğer sebebi ise küme 

değerli dönüşümlerin vektör ve skaler değerli fonksiyonların bir genişlemesi 

olduğundan küme değerli optimizasyon için elde edilen sonuçların vektör ve skaler 

optimizasyon problemlerine uygulanabilmesidir. Küme değerli optimizasyonu çözmek 

için en çok kullanılan iki tip yaklaşım vardır. Bunlar vektör yaklaşımı ve küme 

yaklaşımıdır. Uygulama alanlarına bakıldığında küme yaklaşımı vektör yaklaşımından 

daha anlamlı sonuçlar vermektedir. Dolayısıyla küme değerli optimizasyonun küme 

yaklaşımına göre çözümlerinin bulunması çok ilgi görmektedir. Problemi vektör 

yaklaşımına göre çözmek için görüntü kümeleri üzerinde vektör sıralaması kullanılır. 

Küme yaklaşımına göre problemi çözmek için ise kümeler üzerinde tanımlanan 

sıralama bağıntısına ihtiyaç duyulmaktadır. Küme değerli dönüşümün görüntülerinin 

arasından istenilen en iyi kümeyi sıralama bağıntısı ile bulduktan sonra bulunan 
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görüntünün ters görüntüsü küme yaklaşımına göre problemin çözümünü vermektedir. 

Bu çalışmada küme değerli optimizasyonun küme yaklaşımına göre çözümlerinin 

bulunması için yeni sıralama bağıntısının bulunması hedeflenmektedir. Bu sayede küme 

değerli optimizasyonun çözümüne ihtiyaç duyan alanlarda çalışan araştırmacılara katkı 

sağlanacaktır. 

İlk olarak Kuroiwa, küme değerli optimizasyonun sıralama konisine dayalı kümeler 

arasındaki sıralamaları kullanarak çözülebileceğini ileri sürdü (Kuroiwa, Tanaka ve Ha 

1997, Kuroiwa 1998). Kuroiwa küme yaklaşımına göre küme değerli optimizasyon 

(𝐾𝐷𝑂𝑃)’nun çözümlerini elde etti. Daha sonra bazı araştırmacılar küme değerli 

optimizasyon için yeni sıralama bağıntıları elde ettiler (Jahn ve Ha 2011, Karaman vd. 

2018, Karaman 2021). 

 

Bu çalışmanın geri kalanında küme yaklaşımına göre küme değerli optimizasyonlar ele 

alınacaktır. Küme değerli optimizasyonların çözüm kümesini kısıt kümesinin elemanları 

tek tek deneyerek bulmak zor zordur. 𝐾𝐷𝑂𝑃’da optimallik koşulları elde etmek veya 

problemi daha kolay çözebilmek için kullanılan yöntemler vardır. Bu yöntemlerden 

bazıları vektörizasyon (Jahn 2013, Karaman 2018), skalarizasyon (Karaman vd. 2018, 

Hernández ve Rodríguez-Marín 2007, Gutiérrez vd. 2015, Ansari ve Yao 2012), yönlü 

türev (Jahn 2015, Karaman vd. 2020, Pilecka 2014), subdiferansiyel (Zhai vd. 2025, 

Karaman vd. 2021), gömme dönüşümü (Karaman 2019, Kuroiwa 2008)’dür. İyi bilinen 

skalarizasyon fonksiyonları Gerstewitz ve Hiriart-Urruty’nin yönlü fonksiyonu ve 

bunların genellemeleridir (Karaman 2018, Hernández ve Rodríguez-Marín 2007, 

Gutiérrez vd. 2015, Ansari vd. 2020, Khusboo Lalitha 2019). Bu yöntemler ve daha 

fazlası referanslarda ve (Ansari ve Yao 2012, Khan vd. 2015)’de bulunabilir. 

Bu çalışmada, sıralama konisine dayalı kümeler arasında bir sıralama bağıntısı 

tanımlanmıştır. Bu sıralama bağıntısı ile literatürde kullanılan sıralama bağıntıları 

arasındaki ilişkiler elde edilmiştir. Ayrıca, küme değerli optimizasyonların bu sıralama 

bağıntısına göre çözümleri elde edilmiştir. Tanımlanan sıralama bağıntısı vektörler 

üzerinde tanımlanan sıralama bağıntısı olduğu gösterilmiştir. Bu sıralama bağıntısı 

küme değerli optimizasyon problemleri üzerinde çalışan ve bu tür problemleri çözümek 

için kullanılabilir. 
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2. LİTERATÜR BİLGİLERİ 

 

2.1 Temel Tanım ve Teoremler 

 

Bu bölümde bazı temel gösterimler ve tanımlar sunulmaktadır. 

 

𝑃, 𝑅 ⊆ ℝ𝑛 ve 𝜆 ∈ ℝ için 𝑃 ve 𝑅 kümelerinin toplamı 

 

𝑃 + 𝑅 ≔ {𝑎 + 𝑏 ∶  𝑎 ∈ 𝑃, 𝑏 ∈ 𝑅} = ⋃(𝑃 + 𝑏)

𝑏∈𝑅

 

 

ve skalerle çarpma işlemi 

 

𝜆𝑃 ≔ {𝜆𝑎 ∶ 𝑎 ∈ 𝑃} 

 

şeklinde tanımlanır. 

 

Tanım 2.1.1 𝑥1,, 𝑥2 ∈ ℝ𝑛 noktaları arasındaki doğru parçası 

 

{𝑘𝑥1 + 𝑘2𝑥2 ∶ 𝑘1, 𝑘2 ≥ 0, 𝑘1 + 𝑘2 = 1} 

 

kümesi ile ifade edilir. 

 

Tanım 2.1.2 Herhangi iki nokta arasındaki doğru parçasını kapsayan, yani 

𝑥1,, 𝑥2 ∈ 𝑃,  𝑘1, 𝑘2 ≥ 0, 𝑘1 + 𝑘2 = 1 için 𝑘1𝑥1 + 𝑘2𝑥2 ∈ 𝑃 

gerçekleyen 𝑃 ⊆ ℝ𝑛 kümesine konveks küme denir.  

 

Tanım 2.1.3 ℝ𝑛 uzayındaki 𝑥1,, … , 𝑥𝑚, vektörlerinin afin kombinasyonu  𝑘1, … , 𝑘𝑚 

skalerler ve 𝑘1 + ⋯ + 𝑘𝑚 = 1 olmak üzere 𝑘1𝑥1 + ⋯ + 𝑘𝑚𝑥𝑚 şeklindedir. Özel olarak 

herhangi iki elemanın afin kombinasyonunu bulunduran kümeye afin küme denir. Yani 

∀ 𝑥1,, 𝑥2 ∈ 𝑃,  𝑘1, 𝑘2 ∈ ℝ, 𝑘1 + 𝑘2 = 1 için 𝑘1𝑥1 + 𝑘2𝑥2 ∈ 𝑃 

gerçekleniyorsa 𝑃 kümesi bir afin kümedir. Boş küme bir afin kümedir. Tek elemanlı 
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kümeler, doğrular, düzlemler afin kümelerdir. 

 

Tüm afin kümeler konvekslik koşulunu sağladığından tüm alt uzaylar konveks 

kümelerdir. ∅ de bir konveks küme olarak kabul edilir. 

 

Tanım 2.1.4 𝑓: ℝ𝑛 → ℝ𝑚 fonksiyonu her 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛 ve her 𝛼 ∈ ℝ𝑛 için  

𝑓(𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦) = 𝛼𝑓(𝑥) + (1 − 𝛼)𝑓(𝑦) 

eşitliği sağlanıyorsa 𝑓 ye bir afin dönüşüm denir. 

 

Lemma 2.1.5 (Webster 1994)  

(𝑖) 𝑃1, … , 𝑃𝑚 ⊆ ℝ𝑛 konveks kümeler  𝑘1, … , 𝑘𝑚 skalerler olmak üzere  𝑘1𝑃1 + ⋯ +

 𝑘𝑚𝑃𝑚 kümesi de konvekstir. 

   (𝑖𝑖) Herhangi sayıda konveks kümenin kesişimi yine konveks kümedir. 

   (𝑖𝑖𝑖) Konveks 𝑃 kümesinin içi ve kapanışı da konveks kümelerdir. 

   (𝑖𝑣) 𝑓: ℝ𝑛 → ℝ𝑚 afin dönüşüm olmak üzere 𝑃 ⊆ ℝ𝑛 konveks küme ise 𝑓(𝑃) 

görüntüsü de bir konveks kümedir. Ayrıca 𝑅 ⊆ ℝ𝑚 konveks küme ise 𝑓−1(𝑅) de 

konveks bir kümedir. 

 𝑘1, … , 𝑘𝑚 ≥ 0,   𝑘1 + ⋯ +  𝑘𝑚 = 1 olmak üzere  𝑥 = 𝑘1𝑥1 + ⋯ +  𝑘𝑚𝑥𝑚 toplamına 

 𝑥1, … , 𝑥𝑚 ∈ ℝ𝑛 noktalarının konveks kombinasyonu denir. Bu tanım yardımıyla 

konveks kümelerin önemli bir özelliği aşağıdaki lemma ile verilebilir. 

 

Lemma 2.1.6 𝑃 ⊆ ℝ𝑛 konveks küme ve  𝑥1, … , 𝑥𝑚 ∈ 𝑃 ise bu noktaların her konveks 

kombinasyonu 𝑃 kümesine aittir. 

 

İspat. Tümevarımla  𝑥1, … , 𝑥𝑚 ∈ 𝑃 noktalarının konveks kombinasyonunun kümeye ait 

olduğunu göstermek için 𝑃 konveks küme tanımından 𝑚 = 2 için doğru olup 𝑚 = 𝑘 

için iddianın doğruluğunu kabul edelim.  𝑥 = 𝑘1𝑥1 + ⋯ +  𝑘𝑡+1𝑥𝑡+1 olsun.  𝑘1 + ⋯ +

 𝑘𝑡+1 = 1 için  𝑘1, … , 𝑘𝑡+1 ≥ 0 değerlerinden en azından biri birden küçük olacağı için  

𝜆𝑘+1 < 1 olsun. 𝜆 = 𝑘1 + ⋯ +  𝑘𝑡 = 1 −  𝑘𝑡+1 > 0 olmak üzere 𝑦 =
𝑘1

𝑘
𝑥1 + ⋯ +

𝑘𝑡

𝑘
𝑥𝑡 

ise iddia 𝑚 = 𝑘 için doğru olduğundan 𝑦 ∈ 𝑃 bulunur. 𝑥 = 𝑘𝑦 +  𝑘𝑡+1𝑥𝑡+1 olacağından 

𝑥 ∈ 𝑃 olur. Dolayısıyla iddia 𝑚 = 𝑡 + 1 içinde doğru olduğundan istenen elde edilir. 
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Tanım 2.1.6 Bir 𝑃 ⊆ ℝ𝑛 kümesini kapsayan tüm konveks kümelerin kesişimine 𝑃 

kümesinin konveks zarfı denir ve 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑃) ile gösterilir.  

 

Lemma 2.1.5 nedeniyle 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑃) kümesi de konvekstir. İki farklı noktanın konveks 

zarfı bu iki noktayı birleştiren doğru parçasıdır. 

 

Lemma 2.1.7 𝑃 ⊆ ℝ𝑛 kümesinin konveks zarfı olan 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑃) kümesi 𝑃 kümesine ait 

olan noktaların tüm konveks kombinasyonlarını içerir. 

 

İspat. 𝑅 kümesi ile 𝑃 kümesinin noktalarının tüm konveks kombinasyonlarının 

kümesini gösterelim. 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑃) = 𝑅 olduğunu göstermek lemmanın ispatı için yeterli 

olacaktır.  𝜆1 + ⋯ +  𝜆𝑚 = 1 ve  𝜆1, … , 𝜆𝑚 ≥ 0 olmak üzere  𝛼1, … ,  𝛼𝑚 ∈ 𝑃 için 

 𝑥 = 𝜆1 𝛼1 + ⋯ + 𝜆 𝛼𝑚 ∈ 𝑅 olsun.  𝛼1, … ,  𝛼𝑚 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑃) ve 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑃) kümesi konveks 

olduğundan Lemma 2.1.6  nedeniyle 𝑥 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑃) olup 𝑅 ⊆ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑃) elde edilir. 𝑅 

kümesinin tanımından dolayı konveksliği kolayca görülür. Ayrıca 𝑃 ⊆ 𝑅 olduğundan 

𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑃) ⊆ 𝑅 olup 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑃) = 𝑅 bulunur. 

 

2.2 Konveks Fonksiyonlar 

 

𝑓: ℝ𝑛 → [−∞, +∞] fonksiyonunun tanım kümesi  

𝑑𝑜𝑚𝑓 = {𝑥 ∶ 𝑓(𝑥) < +∞} 

ile gösterilir. 𝛼 ∈ ℝ ve 𝑥 ∈ ℝ𝑛 olmak üzere 𝑓(𝑥) ≤ 𝛼 gerçekleyen tüm (𝑥, 𝑎) ∈

ℝ𝑛+1 nokta çiftlerinden oluşan kümeye 𝑓 fonksiyonunun grafiküstü (epigrafı) 

kümesi denir ve 

 

𝑒𝑝𝑖𝑓 = {(𝑥, 𝑎) ∶ 𝑓(𝑥) ≤ 𝛼} 

 

ile verilir. Burada 𝑥 ∈ 𝑑𝑜𝑚𝑓 olduğundan (𝑥, 𝑎) ∈ ℝ𝑛+1 noktası 𝑒𝑝𝑖𝑓 kümesine ait 

olur.  Fakat 𝑓(𝑥) = +∞ ise 𝑓(𝑥) ≤ 𝛼 gerçekleyen 𝛼 noktası yoktur. 𝑓 

fonksiyonunun grafiküstü kümesi ile 𝑓 fonksiyonu belirlenebilir, yani 
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                                       𝑓(𝑥) = inf
𝛼 

{𝛼 ∶  (𝑥, 𝑎) ∈ 𝑒𝑝𝑖𝑓}                                    (1.1) 

 

dir. (1.1) formülünden anlaşılacağı üzere ℝ𝑛+1 uzayındaki kümeler ile ℝ𝑛 

uzayındaki fonksiyonlar arasında yakın bir ilişki vardır. 

Tanım 2.2.1 𝑓 fonksiyonunun 𝑒𝑝𝑖𝑓 kümesi konveks ise 𝑓 fonksiyonuna konveks 

fonksiyon denir. 

Tanım 2.2.2 −∞ değerini almayan ve özdeş olarak da +∞ değerine eşit olmayan 

bir 𝑓 fonksiyonuna proper ya da has fonksiyon denir. 

Bir 𝑓 has fonksiyonu için 𝑑𝑜𝑚𝑓 ≠ ∅ dır. Böylece 𝑥 ∈  𝑑𝑜𝑚𝑓 için 𝑓(𝑥) sonlu bir 

değer alır. 

Lemma 2.2.3 𝑓 fonksiyonunun konveks olması için gerek ve yeter koşul her 𝑥1,  𝑥2 için 

𝑘1 ≥ 0 ve 𝑘2 ≥ 0, 𝑘1 + 𝑘2 = 1 olmak üzere   

 𝑓(𝑘1𝑥1 +  𝑘2𝑥2) ≤  𝑘1𝑓(𝑥1) +  𝑘2𝑓(𝑥2) 

olmasıdır. 

İspat. 𝑓 has konveks fonksiyon olsun. 𝑘1, 𝑘2 ≥ 0, 𝑘1 + 𝑘2 = 1 olmak üzere (𝑥1, 𝛼1) ∈

 𝑒𝑝𝑖𝑓, (𝑥2, 𝛼2) ∈ 𝑒𝑝𝑖𝑓 ise 𝑓(𝑥1) ≤  𝛼1 ve ise 𝑓(𝑥2) ≤  𝛼2 yazılır ve Tanım 2.2.1 gereği 

𝑒𝑝𝑖𝑓 kümesi konveks olduğundan 𝑘1(𝑥1, 𝛼1) + 𝑘2(𝑥2, 𝛼2) ∈ 𝑒𝑝𝑖𝑓 tir. Yani 

 

 𝑓(𝑘1𝑥1 +  𝑘2𝑥2) ≤  𝑘1𝛼1 + 𝑘2𝛼2 

 

eşitsizliği gerçeklenir. Özel olarak 𝛼1 =  𝑓(𝑥1) ve 𝛼2 =  𝑓(𝑥2) alınırsa 𝑘1, 𝑘2 ≥ 0 ve 

𝑘1 + 𝑘2 = 1 için  

 𝑓(𝑘1𝑥1 +  𝑘2𝑥2) ≤  𝑘1𝑓(𝑥1) + 𝑘2𝑓(𝑥2) 

olup istenen eşitsizlik elde edilir. Tersine 𝑘1, 𝑘2 ≥ 0, 𝑘1 + 𝑘2 = 1 olmak üzere  

 𝑓(𝑘1𝑥1 +  𝑘2𝑥2) ≤  𝑘1𝑓(𝑥1) + 𝑘2𝑓(𝑥2) sağlansın. (𝑥1, 𝛼1), (𝑥2, 𝛼2) ∈ 𝑒𝑝𝑖𝑓 olsun. 

 𝑓(𝑘1𝑥1 +  𝑘2𝑥2) ≤ 𝑘1𝑓(𝑥1) + 𝑘2𝑓(𝑥2) ≤  𝑘1𝛼1 + 𝑘2𝛼2 
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olduğundan  (𝑘1𝑥1 +  𝑘2𝑥2,  𝑘1𝛼1 + 𝑘2𝛼2) ∈  𝑒𝑝𝑖𝑓 olur bu ise 𝑒𝑝𝑖𝑓 kümesinin 

dolayısıyla da 𝑓 fonksiyonunun konveks olduğunu gösterir. 

Tanım 2.2.4 𝑓 has bir fonksiyon ve 𝑘1, 𝑘2 ≥ 0 ve 𝑘1 + 𝑘2 = 1 olmak üzere her 

𝑥1,  𝑥2 ∈ ℝ𝑛 için 

 

 𝑓(𝑘1𝑥1 +  𝑘2𝑥2) <  𝑘1𝑓(𝑥1) + 𝑘2𝑓(𝑥2) 

 

 eşitsizliği gerçekleniyorsa 𝑓 fonksiyonuna kesin konveks fonksiyon denir. 

Tanım 2.2.5 𝛼 ∈ ℝ ve 𝑥 ∈ ℝ𝑛 olmak üzere ℝ𝑛 uzayında tanımlı 𝑓 fonksiyonu için 𝛼 ≤

𝑓(𝑥) gerçekleyen tüm (𝑥, 𝛼) ∈ ℝ𝑛+1 noktalarından oluşan küme 𝑓 fonksiyonunun 

grafikaltı kümesidir ve 

 

ℎ𝑦𝑝 𝑓 = {(𝑥, 𝛼): 𝛼 ≤ 𝑓(𝑥)} 

 

ile gösterilir.   

 

Tanım 2.2.6 𝑓 fonksiyonunun ℎ𝑦𝑝 𝑓 kümesi konveks ise 𝑓 fonksiyonuna konkav 

fonksiyon denir. Eşdeğer olarak her 𝑥1,  𝑥2 için 𝑘1 ≥ 0 ve 𝑘2 ≥ 0, 𝑘1 + 𝑘2 = 1 olmak 

üzere  

 

 𝑓(𝑘1𝑥1 +  𝑘2𝑥2) ≥  𝑘1𝑓(𝑥1) + 𝑘2𝑓(𝑥2) 

 

ise 𝑓 fonksiyonuna konkav fonksiyon denir. 

 

 

2.3 Vektör ve Küme Sıralama Bağıntıları 

 

Bu kısımda vektörler üzerinde tanımlı olan koni yardımıyla tanımlanan sıralama 
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bağıntısı ve kümeler üzerindeki sıralama bağıntıları verilecektir. 

 

Tanım 2.3.1 𝐾 ⊆ ℝ𝑛 kümesi ve 𝑘 > 0 verilsin. Her 𝑥 ∈ 𝐾 için 𝑘𝑥 ∈ 𝐾 oluyorsa 𝐾’ya 

ℝ𝑛’de bir koni denir. 

 

 

𝐾 konisi, 𝐾 + 𝐾 = 𝐾 ise konveks, 𝐾 ∩ (−𝐾) = {0} ise sivri (pointed) olarak 

adlandırılır. Bu çalışmada 𝐾’nın kapalı, konveks, sivri ve içi boştan farklı koni olduğu 

varsayılacaktır. 

 

 𝒫(ℝ𝑛), ℝ𝑛’nin boştan farklı alt kümelerinin bir ailesi olsun. Benzer şekilde 𝐶(ℝ𝑛), 

 ℝ𝑛’nin boş olmayan kompakt ve konveks alt kümelerinin ailesi olsun. Herhangi bir 

𝑃 ∈ 𝒫(ℝ𝑛) kümesinin topolojik iç kısmı ve konveks zarfı sırasıyla 𝑖𝑛𝑡(𝑃) ve 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑃 ile 

gösterilir. 𝑃 ∈ 𝒫(ℝ𝑛), 𝑥 ∈ ℝ𝑛 ve 𝑡 ≥ 0 olsun. 𝔹(𝑥, 𝑡), merkezi 𝑥 noktasında olan 𝑡 

yarıçaplı açık komşuluk ve 𝔹̅(𝑥, 𝑡) merkezi 𝑥 noktasında olan 𝑡 yarıçaplı kapalı 

komşuluk olarak alınacak ve 𝑃 ⊆ 𝔹(0ℝ𝑛  , 𝑡) + 𝐾 olacak şekilde pozitif bir 𝑡 sayısı 

varsa 𝑃’ye 𝐾-sınırlıdır denir. Bir kümenin sınırlı olması durumunda 𝐾-sınırlı olduğu 

açıktır ve ℝ+
𝑛 = {(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∶  𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛}’dir. 

 

ℝ𝑛’de 𝐾 konisi ile sıralama bağıntısının tanımı aşağıda verilmiştir. 

 

Tanım 2.3.2  𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛 ve ℝ𝑛’de bir 𝐾 konisi verilsin. 𝐾 konisi yardımıyla  

 

(i) ≤𝐾 bağıntısı  

 

𝑥 ≤𝐾 𝑦 ⇔ 𝑦 − 𝑥 ∈ 𝐾, 

 

(ii) <𝐾 bağıntısı ise 

 

𝑥 <𝐾 𝑦 ⇔ 𝑦 − 𝑥 ∈ 𝑖𝑛𝑡(𝐾) 

 

şeklinde tanımlanır. 
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Tanım 2.3.3 ℝ𝑛, 𝐾 konveks konisi ile sıralı, 𝒜, ℝ𝑛’nin boştan farklı alt kümelerinin bir 

ailesi, ≼ bağıntısı kümeler üzerinde herhangi bir sıralama bağıntısı ve  𝐴, 𝐵, 𝐷 ∈ 𝒜 ve 

𝑘 ≥ 0 bir skaler olsun. 

   (𝑖) Her 𝐴 ∈ 𝒜 için 𝐴 ≼ 𝐴 ise ≼ bağıntısı 𝒜 üzerinde yansıma özelliğine sahiptir, 

  (𝑖𝑖) 𝐴 ≼ 𝐵 ve 𝐵 ≼ 𝐷 iken 𝐴 ≼ 𝐷 ise  ≼ bağıntısı 𝒜 üzerinde geçişme özelliğine 

sahiptir, 

(𝑖𝑖𝑖) 𝐴 ≼ 𝐵 ve 𝐵 ≼ 𝐴 iken 𝐴 = 𝐵 ise ≼ bağıntısı 𝒜 üzerinde ters simetrik özelliğine 

sahiptir, 

(𝑖𝑣) 𝐴 ≼ 𝐵 iken 𝐴 + 𝐷 ≼ 𝐵 + 𝐷 ise ≼ bağıntısı 𝒜 üzerinde toplama ile uyumludur, 

(𝑣) 𝐴 ≼ 𝐵 iken 𝑘𝐴 ≼ 𝑘𝐵 ise ≼ bağıntısı 𝒜 üzerinde negatif olmayan skalerle çarpmaya 

göre uyumludur veya özelliğine sahiptir, 

(𝑣𝑖) ≼ bağıntısı 𝒜 ailesi üzerinde yansıma ve geçişme özelliklerine sahip oluyorsa bu 

bağıntıya önsıralama bağıntısı, 

 (𝑣𝑖𝑖) ≼ bağıntısı 𝒜 ailesi üzerinde yansıma, geçişme ve ters simetrik özelliklerine 

sahip oluyorsa bu bağıntıya kısmi sıralama bağıntısı denir. 

 

ℝ𝑛’de 0ℝ𝑛’yi bulunduran sivri ve konveks 𝐾 konisinin ürettiği sıralama bağıntısı bir 

kısmi sıralama bağıntısıdır. Tersine, bir kısmi sıralama bağıntısı verildiğinde sıralama 

bağıntısının belirttiği küme konveks ve sivri bir konidir. 

 

Ekstremum kümeleri belirlemek için kullanılan sıralama bağıntısı önsıralama bağıntısı 

olduğunda aşağıdaki tanım kullanılır. 

 

Tanım 2.3.4 ℝ𝑛, 𝐾 konveks konisi ile sıralı, 𝒜, ℝ𝑛 ’nin boştan farklı alt kümelerinin 

bir ailesi, 𝐴̅ ∈ 𝒜 ve  ≼, 𝒫(ℝ𝑛) üzerinde bir önsıralama bağıntısı (yansıyan, geçişken) 

olsun. 

(𝑖) 𝐴 ≼ 𝐴̅  olan her 𝐴 ∈ 𝒜 için 𝐴̅ ≼ 𝐴 oluyorsa 𝐴̅  ’ye ≼  bağıntısına göre 𝒜’nın bir 

minimal elemanı,  

(𝑖𝑖) 𝐴̅ ≼ 𝐴  olan her 𝐴 ∈ 𝒜  için 𝐴 ≼ 𝐴̅ oluyorsa 𝐴̅  ’ye ≼  bağıntısına göre 𝒜’nın bir 

maksimal elemanı, 
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(𝑖𝑖𝑖) 𝐴 ≺ 𝐴̅  olan her 𝐴 ∈ 𝒜 için 𝐴̅ ≺ 𝐴 oluyorsa 𝐴̅ ’ye 𝒜’nın bir zayıf minimal 

elemanı, 

(𝑖𝑣) 𝐴̅ ≺ 𝐴  olan her 𝐴 ∈ 𝒜  için 𝐴 ≺ 𝐴̅ oluyorsa 𝐴̅  ’ye 𝒜’nın bir zayıf maksimal 

elemanı denir. 

 

Ekstremum kümeleri belirlemek için kullanılan sıralama bağıntısı kısmi sıralama 

bağıntısı olduğunda ise aşağıdaki tanım kullanılır. 

 

Tanım 2.3.5 ℝ𝑛, 𝐾 konveks konisi ile sıralı, 𝒜, ℝ𝑛’nin boştan farklı alt kümelerinin bir 

ailesi, 𝐴̅ ∈ 𝒜 ve  ≼, ℝ𝑛’nin alt kümeleri üzerinde bir kısmi sıralama bağıntısı (yansıyan, 

geçişken, anti-simetrik) olsun. 

(𝑖) 𝐴 ≼ 𝐴̅ olacak şeklide 𝐴̅ ’den farklı bir 𝐴 ∈ 𝒜 yoksa 𝐴̅’ye 𝒜’nın bir minimal 

elemanı, 

 (𝑖𝑖) 𝐴̅ ≼ 𝐴 olacak şekilde 𝐴̅’den farklı bir 𝐴 ∈ 𝒜 yoksa 𝐴̅’ye 𝒜’nın bir maksimal 

elemanı, 

(𝑖𝑖𝑖) 𝐴 ≺ 𝐴̅ olacak şeklide 𝐴̅ ’den farklı bir 𝐴 ∈ 𝒜 yoksa 𝐴̅’ye 𝒜’nın bir zayıf minimal 

elemanı, 

(𝑖𝑣) 𝐴̅ ≺ 𝐴 olacak şekilde 𝐴̅’den farklı bir 𝐴 ∈ 𝒜 yoksa 𝐴̅’ye 𝒜’nın bir zayıf maksimal 

elemanı denir. 

 

Vektör değerli bir fonksiyonun ekstremum değerinin nasıl bulunacağı aşağıdaki örnekte 

gösterilmiştir. 

 

Örnek 2.3.6 𝑓: [−1,1] → ℝ2 vektör değerli fonksiyonu her 𝑥 ∈ [−1,1] için 𝑓(𝑥) =

(𝑥, 𝑥3) şeklinde tanımlansın. O halde 

{
min 𝑓(𝑥)

𝑥 ∈ [−1,1]   
 

Vektör optimizasyon problemini ele alalım. Sıralama konisi 𝐾 = ℝ+
2  olsun. Sıralama 

konisi konveks ve sivri bir koni olduğu için sıralama bağıntısı bir kısmi sıralama 

bağıntısıdır. Dolayısıyla problemi çözerken kısmi sıralama bağıntısı için verilen 

minimal eleman tanımı kullanılacaktır. 𝑓 fonksiyonunun görüntü kümeleri ve sıralama 

konisi Şekil 2.1.’de gösterilmiştir. 
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Şekil 2.1. Örnek 2.3.6’daki vektör değerli fonksiyonun görüntü kümeleri ve sıralama konisi 

 

(−1, −1) noktası görüntü kümesinin minimal elemanıdır. Çünkü 𝐾 konisine göre 

𝑓(𝑥) ≤𝐾 (−1, −1) olacak şekilde bir 𝑥 ∈ (−1,1] yoktur. Olsaydı (−1, −1) − 𝑓(𝑥) ∈ 𝐾 

olmalıydı. Bu durumda (−1 − 𝑥, −1 − 𝑥3) ∈ 𝐾 olması gerekirdi. Bu koşulu sağlayan 

sadece 𝑥 = −1 vardır. Sonuç olarak, 𝑥 = −1 problemin çözümüdür. 𝑥 = −1’den başka 

çözümünün olmadığını gösterelim. Kabul edelim ki bir 𝑥0 ∈ (−1,1] problemin çözümü 

olsun. O halde 𝑓(𝑥) ≤𝐾 𝑓(𝑥0) olacak şekilde bir 𝑥 ∈ [−1,1] ∖ {𝑥0} elemanının 

olmaması gerekir. Fakat,  𝑓(−1) ≤𝐾 𝑓(𝑥0)’dir. O halde 𝑥0 problemin bir çözümü 

değildir. Problemin tek çözümü vardır.  

 

Tanım 2.3.7 𝑃, 𝑅 ⊆ ℝ𝑛 olsun.   

 

𝑃−𝑚𝑅 ∶= {𝑥 ∈ ℝ𝑛: 𝑥 + 𝑅 ⊆ 𝑃} 

 

şeklinde tanımlanan kümeye 𝑃 ve 𝑅 kümelerinin Minkowski (Pontryagin) farkı denir ve  

 

𝑃−𝑚𝑅 ∶= ⋂(𝑃 − 𝑟)

𝑟∈𝑅

 

𝑂 

𝑦 

1 

−1 

1 

𝐾 𝑦 

𝑥 

𝑂 

−1 

𝑥 

𝑓 
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dir. 

 

𝑅 sınırlı,  𝑆 kapalı ve konveks kümeler olmak üzere 𝑃, 𝑅, 𝑆 ∈ 𝒫(ℝ𝑛) olsun. Bu kümeler 

üzerinde sadeleştirme işlemi (cancellation law) 

 

𝑃 + 𝑅 ⊆ 𝑆 + 𝑅 ⇒ 𝑃 ⊆ 𝑆 

 

şeklindedir. Aynı zamanda  

 

𝑃 + 𝑅 = 𝑆 + 𝑅 ⇒ 𝑃 = 𝑆 

 

dır.  

 

𝑃, 𝑅, 𝑆 ∈ 𝒫(ℝ𝑛) ve 𝜆, 𝜇 ≥ 0 için aşağıdaki özellikler verilebilir (Pallaschke ve Urbanski 

2002, Schneider 1993). 

(𝑖)    𝑃 ⊆ 𝑅 ⇒ 𝑃−𝑚𝑆 ⊆ 𝑅−𝑚𝑆 

(𝑖𝑖)  𝑃 ⊆ 𝑅 ⇒ 𝑆−𝑚𝑅 ⊆ 𝑆−𝑚𝑃 

(𝑖𝑖𝑖)   (𝑃 ∪ 𝑅) + 𝑆 = (𝑃 + 𝑆) ∪ (𝑅 + 𝑆) 

(𝑖𝑣)   (𝑃 ∩ 𝑅) + 𝑆 ⊆ (𝑃 + 𝑆) ∩ (𝑅 + 𝑆) 

(𝑣)    𝜆𝑃 + 𝜆𝑅 = 𝜆(𝑃 + 𝑅) 

(𝑣𝑖)  (𝜆 + 𝜇)𝑃 ⊆ 𝜆𝑃 + 𝜇𝑃 

(𝑣𝑖𝑖) (𝜆 + 𝜇)𝑃 = 𝜆𝑃 + 𝜇𝑃 (𝑃 konveks küme) 

(𝑣𝑖𝑖𝑖) 𝑃 ⊆ (𝑃 + 𝑅)−𝑚𝑅 

(𝑖𝑥)   (𝑃−𝑚𝑅) + 𝑅 ⊆ 𝑃 

(𝑥)    (𝑃−𝑚𝑅) + 𝑆 ⊆ (𝑃 + 𝑆)−𝑚𝑅 

(𝑥𝑖)   (𝑃−𝑚𝑅)−𝑚𝑆 = 𝑃−𝑚(𝑅 + 𝑆) 

(𝑥𝑖𝑖)  𝑃−𝑚𝑅 ⊆ 𝑆 ⇔ 𝑃 ⊆ 𝑆−𝑚𝑅 

(𝑥𝑖𝑖𝑖) 𝑃 ⊆ (𝑃 + 𝑅)−𝑚𝑅 

(𝑥𝑖𝑣) 𝑃 + 𝑅 ⊆ 𝑆 ⟺ 𝑃 ⊆ 𝑆−𝑚𝑅 

(𝑥𝑣) (𝑃 + 𝐾)−𝑚𝑅 = 𝑃−𝑚𝑅. 
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Eğer 𝑃, 𝑅 ∈ 𝐶(ℝ𝑛) ise o zaman, 

(𝑖)   (𝑃 + 𝑅)−𝑚𝑅 = 𝑃 

(𝑖𝑖)  𝑐𝑙(𝑃 + 𝑅) ⊆ 𝑐𝑙(𝑆 + 𝑅) ⇒ 𝑃 ⊆ 𝑆 

(𝑖𝑖𝑖) 𝑃 ∪ 𝑅 konveks ise (𝑃 ∩ 𝑅) + 𝑆 = (𝑃 + 𝑆) ∩ (𝑅 + 𝑆) 

(𝑖𝑣) 𝑃 ∪ 𝑅 konveks ise (𝑃 ∪ 𝑅) + (𝑃 ∩ 𝑅) = 𝑃 + 𝑅 

 

Kümeler üzerinde kullanılan sıralama bağıntıları aşağıda verilmiştir.  

 

Tanım 2.3.8  𝐾, ℝ𝑛’de sivri, konveks koni ve ∅ ≠ 𝑃, 𝑅 ⊆ ℝ𝑛 olmak üzere kümeler 

üzerinde aşağıdaki sıralama bağıntıları vardır: (Kuroiwa 2001, Jahn ve  Ha 2011, 

Karaman vd. 2018, Karaman vd. 2021, Karaman 2018, Karaman vd. 2020, Khan vd. 

2015, Young 1931, Nishnianidze 1984, Kuroiwa vd. 1997, Karaman 2021) 

1.  𝑃 ≼1 𝑅 ⇔ ∀𝑝 ∈ 𝑃, ∀𝑟 ∈ 𝑅 𝑖ç𝑖𝑛 𝑝 ≤𝐾 𝑟, 

2.  𝑃 ≼2 𝑅 ⇔ ∃𝑝 ∈ 𝑃 ö𝑦𝑙𝑒 𝑘𝑖 ∀𝑟 ∈ 𝑅 𝑖ç𝑖𝑛 𝑝 ≤𝐾 𝑟, 

3.  𝑃 ≼3 𝑅 ⇔ ∀𝑟 ∈ 𝑅 𝑖ç𝑖𝑛 ∃𝑝 ∈ 𝑃 ö𝑦𝑙𝑒 𝑘𝑖 𝑃 ≤𝐾 𝑟, 

4.  𝑃 ≼4 𝑅 ⇔ ∃𝑟 ∈ 𝑅 ö𝑦𝑙𝑒 𝑘𝑖 ∀𝑝 ∈ 𝑃 𝑖ç𝑖𝑛 𝑝 ≤𝐾 𝑟, 

5. 𝑃 ≼5 𝑅 ⇔ ∀𝑝 ∈ 𝑃 𝑖ç𝑖𝑛 ∃𝑟 ∈ 𝑅 ö𝑦𝑙𝑒 𝑘𝑖 𝑝 ≤𝐾 𝑟, 

6. 𝑃 ≼6 𝑅 ⇔ ∃𝑝 ∈ 𝑃 𝑣𝑒 ∃𝑟 ∈ 𝑅 𝑖ç𝑖𝑛 𝑝 ≤𝐾 𝑟, 

7. 𝑃 ≼𝑠 𝑅 ⇔ 𝑃 ≼3 𝑅 𝑣𝑒 𝑃 ≼5 𝑅, 

8. 𝑃 ≼𝑚 𝑅 ⇔ 𝑚𝑖𝑛𝑃 ≼𝑠 𝑚𝑖𝑛𝑅 𝑣𝑒 𝑚𝑎𝑘𝑠𝑃 ≼𝑠 𝑚𝑎𝑘𝑠𝑅 

9. 𝑃  ≼𝑚1 𝑅 ⇔ (𝑅−𝑚𝑃) ∩ 𝐾 ≠ ∅, 

10. 𝑃 ≼𝑚2 𝑅 ⇔ (𝑃−𝑚𝑅) ∩ (−𝐾) ≠ ∅. 

 

Tanım 2.3.9 (Karaman 2021, Pilecka  2014) 𝑃, 𝑅 ∈ 𝒫(ℝ𝑛) olsun. 

 

𝑃−𝑙𝑅 ∶= {𝑥 ∈ ℝ𝑛: 𝑥 + 𝑅 ⊆ 𝑃 + 𝛫} 

 

veya  

 

𝑃−𝑙𝑅 ≔ {𝑥 ∈ ℝ𝑛: 𝑥 + 𝑅 ⊆ 𝑃 + 𝐾} 

                                                     = (𝑃 + 𝐾)−𝑚𝑅 
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şeklinde tanımlanan kümeye 𝑃 ve 𝑅 kümelerinin 𝑙-farkı denir. 

 

Önerme 2.3.10 𝑃, 𝑅 ∈ 𝒫(ℝ𝑛), ve 𝑥 ∈ ℝ𝑛 olsun. Bu durumda  𝑙-farkı aşağıdaki cebirsel 

özelliklere sahiptir. 

   (𝑖) 𝑥 + (𝑃−𝑙𝑅) = (𝑥 + 𝑃)−𝑙𝑅, 

   (𝑖𝑖) (𝑃 + 𝐾)−𝑙𝑅 = 𝑃−𝑙𝑅, 

   (𝑖𝑖𝑖) (𝑃−𝑙𝑅) + 𝐾 = 𝑃−𝑙𝑅, 

   (𝑖𝑣) 𝑃−𝑙{0ℝ𝑛} = 𝑃 + 𝐾,  

   (𝑣) 𝑅−𝑙𝑃 = 𝑅−𝑙(𝑃 + 𝐾). 

 

İspat.  

  (𝑖) 𝑦 ∈ 𝑥 + (𝑃−𝑙𝑅) olsun. O halde, 𝑦 − 𝑥 ∈ 𝑃−𝑙𝑅 dir. Dolayısıyla 𝑦 − 𝑥 + 𝑅 ⊆ 𝑃 +

𝐾 olur. 𝑦 + 𝑅 ⊆ 𝑥 + 𝑃 + 𝐾 ifadesi 𝑦 ∈ (𝑥 + 𝑃)−𝑙𝑅 dır. Diğer yön için 𝑦 ∈

(𝑥 + 𝑃)−𝑙𝑅 olsun. Bu da 𝑦 + 𝑅 ⊆ 𝑥 + 𝑃 + 𝐾 dir. Buradan, 𝑦 − 𝑥 + 𝑅 ⊆ 𝑃 + 𝐾 dır. 

𝑦 − 𝑥 ∈ 𝑃−𝑙𝑅 ifadesi 𝑦 ∈ 𝑥 + 𝑃−𝑙𝑅 dır. Bu nedenle, 𝑥 + 𝑃−𝑙𝑅 = (𝑥 + 𝑃)−𝑙𝑅 elde 

edilir. 

  (𝑖𝑖) 𝑦 ∈ (𝑃 + 𝐾)−𝑙𝑅 olsun. O halde 𝑦 + 𝑅 ⊆ 𝑃 + 𝐾 + 𝐾 = 𝑃 + 𝐾 dır. Buradan 𝑦 +

𝑅 ⊆ 𝑃 + 𝐾 dır. Yani 𝑦 ∈ 𝑃−𝑙𝑅 dir. Öte yandan, 𝑥 ∈ 𝑃−𝑙𝑅 olsun. O halde 𝑥 + 𝑅 ⊆ 𝑃 +

𝐾 ve  𝑥 + 𝑅 ⊆ 𝑃 + 𝐾 + 𝐾 dır. Yani 𝑥 ∈ (𝑃 + 𝐾)−𝑙𝑅 dir. 

  (𝑖𝑖𝑖) (𝑃−𝑙𝑅) + 𝐾 = {𝑥 + 𝑘 ∶  𝑥 + 𝑅 ⊆ 𝑃 + 𝐾, 𝑘 ∈ 𝐾} 

              = {𝑢 ∶  𝑢 − 𝑘 + 𝑅 ⊆ 𝑃 + 𝐾, 𝑘 ∈ 𝐾} 

               = {𝑢 ∶  𝑢 + 𝑅 ⊆ 𝑃 + 𝐾 + 𝑘 = 𝑃 + 𝐾} 

                          = 𝑃−𝑙𝑅 

  (𝑖𝑣) 𝑃−𝑙{0ℝ𝑛} = {𝑥 ∶  𝑥 + 0ℝ𝑛 ⊆ 𝑃 + 𝐾} 

         = {𝑥 ∶ 𝑥 ∈ 𝑃 + 𝐾} 

          = 𝑃 + 𝐾. 

  (𝑣) 𝑅−𝑙𝑃 = {𝑥 ∶  𝑥 + 𝑃 ⊆ 𝑅 + 𝐾} 

             = {𝑥 ∶ 𝑥 + 𝑃 + 𝐾 ⊆ 𝑅 + 𝐾 + 𝐾 = 𝑅 + 𝐾} 

             = {𝑥 ∶ 𝑥 + 𝑃 + 𝐾 ⊆ 𝑅 + 𝐾} 

                     = 𝑅−𝑙(𝑃 + 𝐾). 

 

 



15 

 

Küme değerli optimizasyonda ve kümeler üzerinde yaygın olarak kullanılan sıralama 

bağıntısı, alt küme sıralaması 

 

𝑃 ≼𝑙 𝑅 ∶⟺ 𝑅 ⊆ 𝑃 + 𝐾. 

şeklinde tanımlanır. 

 

Tanım 2.3.11 (Karaman 2021) 𝑃, 𝑅 ∈ 𝒫(ℝ𝑛) olsun. 

       (𝑖) 𝑙1 bağıntısı, 

 

𝑃 ≼𝑙1 𝑅 ∶⟺ (𝑅−𝑙𝑃) ∩ 𝐾 ≠ ∅ 

 

şeklinde, 

 

      (𝑖𝑖) kesin 𝑙1 bağıntısı 

 

𝑃 ≺𝑙1 𝑅 ∶⟺ (𝑅−𝑙𝑃) ∩ 𝑖𝑛𝑡𝐾 ≠ ∅ 

 

şeklinde tanımlanır.  

 

Tanım 2.3.12 (Karaman vd. 2018) 𝑃, 𝑅 ∈ 𝒫(ℝ𝑛) olsun. 

  (𝑖) 𝑚1 bağıntısı, 

 

𝑃 ≼𝑚1 𝑅 ∶⟺ (𝑅−𝑚𝑃) ∩ 𝐾 ≠ ∅, 

 

      (𝑖𝑖) kesin 𝑚1 bağıntısı 

 

𝑃 ≺𝑚1 𝑅 ∶⟺ (𝑅−𝑚𝑃) ∩ 𝑖𝑛𝑡𝐾 ≠ ∅ 

 

şeklinde tanımlanır.  
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Önerme 2.3.13 (Karaman 2021) ≼𝑙1 bağıntısı aşağıdaki özelliklere sahiptir. 

  (𝑖)   ≼𝑙1 bağıntısı toplama ile uyumlu, 

  (𝑖𝑖)  ≼𝑙1 bağıntısı pozitif skaler çarpımla uyumlu, 

  (𝑖𝑖𝑖) ≼𝑙1 yansıyan, 

  (𝑖𝑣)  ≼𝑙1 geçişken, 

  (𝑣)  ≼𝑙1  antisimetrik değil, 

  (𝑣𝑖)  ≼𝑙1 sıralama bağıntısı 𝒫(ℝ𝑛) üzerinde bir ön sıralama bağıntısıdır. 

 

 

3. MATERYAL ve METOT 

 

3.1 Küme Ailesi Üzerinde Bir Ön Sıralama Bağıntısı 

 

Bu bölümde 𝑙 − fark kullanılarak kümeler üzerinde bir ön sıralama bağıntısı 

tamımlanacak ve bazı özellikleri incelenecektir. 

 

Tanım 3.1.1 𝑃, 𝑅 ⊆ ℝ𝑛 olsun. 

(i) 𝑝 bağıntısı 

 

𝑃 ≼𝑝 𝑅 ⇔ 𝑅−𝑙𝑃 ⊆ 𝐾 

 

şeklinde, 

(ii) kesin 𝑝 bağıntısı 

 

𝑃 ≺𝑝 𝑅 ⇔ 𝑅−𝑙𝑃 ⊆ 𝑖𝑛𝑡𝐾 

 

şeklinde tanımlanır. 

 

Bu bağıntı 𝑙1 sıralama bağıntısından farklıdır. 𝑝 bağıntısının avantajlarından biri 𝑙1 

bağıntısı ile sıralanamayan elemanları 𝑝 bağıntısı ile sıralayabilmektir. 𝑝 bağıntısı daha 

kısıtlayıcı ve esas olarak kompakt, konveks kümeler için uygun olsa da, küme 

optimizasyonunda istenen sağlam ve küresel bir baskınlık yapısını sağlar. 
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𝑃, 𝑅 ∈ 𝑃(ℝ𝑛) olmak üzere 𝑝 – bağıntısı için denklik bağıntısı 

              

𝑃~𝑝𝑅 ⇔ 𝑃 ≼𝑝 𝑅 ve 𝑅 ≼𝑝 𝑃. 

 

şeklinde tanımlanır. 𝑃’nin 𝑝 – bağıntısına göre denklik sınıfları [𝑃]𝑝 ile gösterilir. 

 

Önerme 3.1.2  𝐶(ℝ𝑛) üzerinde  ≼𝑝  bağıntısı verilsin ve 𝑃, 𝑅, 𝑆 ∈ 𝐶(ℝ𝑛) olsun. Bu 

bağıntı aşağıdaki özelliklere sahiptir. 

  (𝑖)  ≼𝑝 toplama ile uyumlu yani 𝑃 ≼𝑝 𝑅 ⇒ 𝑃 + 𝑆 ≼𝑝 𝑅 + 𝑆, 

  (𝑖𝑖)  ≼𝑝 negatif olmayan skalerle çarpmaya göre uyumlu yani 𝜆 ≥ 0 için 

          𝑃 ≼𝑝 𝑅 ⇒ 𝜆𝑃 ≼𝑝 𝜆𝑅, 

  (𝑖𝑖𝑖) 𝑃 ≼𝑝 𝑅 ⇔ 𝑃 + 𝑆 ≼𝑝 𝑅 + 𝑆. 

 

İspat. (𝑖) 𝑃, 𝑅, 𝑆 ∈ 𝐶(ℝ𝑛) ve  𝑃 ≼𝑝 𝑅 olsun. 𝑅−𝑙𝑃 ⊆ 𝐾 dir. Her 𝑥 ∈ 𝑅−𝑙𝑃 iken 𝑥 ∈ 𝐾 

dır. Her 𝑦 ∈ (𝑅 + 𝑆)−𝑙(𝑃 + 𝑆) için 𝑦 + 𝑃 + 𝑆 ⊆ 𝑅 + 𝑆 + 𝐾 elde edilir. Kümelerdeki 

sadeleştirme özelliğinden 𝑦 + 𝑃 ⊆ 𝑅 + 𝐾 olur. Yani 𝑦 ∈ 𝑅−𝑙𝑃’dir. 𝑅−𝑙𝑃 ⊆ 𝐾 

olduğundan 𝑦 ∈ 𝐾 dır. O halde (𝑅 + 𝑆)−𝑙(𝑃 + 𝑆) ⊆ 𝐾 elde edilir. 

 Bu ise 𝑃 + 𝑆 ≼𝑝 𝑅 + 𝑆 olması demektir. Yani ≼𝑝 toplama ile uyumludur. 

 

  (𝑖𝑖) 𝑃 ≼𝑝 𝑅 olsun. 𝑅−𝑙𝑃 ⊆ 𝐾 dır. Her 𝑥 ∈ 𝑅−𝑙𝑃 için 𝑥 ∈ 𝐾 olur. Her 𝜆 ≥ 0 ve her 

𝑥 ∈  𝜆𝑅−𝑙𝜆𝑃 için 𝑥 + 𝜆𝑃 ⊆ 𝜆𝑅 + 𝐾 = 𝜆𝑅 + 𝜆𝐾’dır. Buradan her 𝜆 ≥ 0 ve  𝑥 = 𝜆𝑥̅ 

olacak şekilde 𝑥̅ ∈ ℝ𝑛 var ise 𝜆𝑥̅ + 𝜆𝑃 ⊆ 𝜆𝑅 + 𝜆𝐾’dır. 𝜆 ≥ 0 olduğu için 𝑥̅ + 𝑃 ⊆ 𝑅 +

𝐾 olur. O halde  𝑥̅ ∈ 𝑅−𝑙𝑃 elde edilir. 𝑅−𝑙𝑃 ⊆ 𝐾 olduğundan 𝑥̅ ∈ 𝐾 ve 𝑥 = 𝜆𝑥̅ olduğu 

için 𝑥 ∈ 𝐾 dır. Dolayısıyla 𝜆𝑅−𝑙𝜆𝑃 ⊆ 𝐾 ve  𝜆𝑃 ≼𝑝 𝜆𝑅 elde edilir. ≼𝑝 negatif olmayan 

skalerle çarpmaya göre uyumludur. 

 

  (𝑖𝑖𝑖) Sadeleştirme işlemi kullanılarak elde edilir. 

 

Önerme 3.1.3 𝐶(ℝ𝑛)’ de ≼𝑝 bağıntısı aşağıdaki özelliklere sahiptir;  

  (𝑖)   ≼𝑝 bağıntısı yansıyandır, 

  (𝑖𝑖)  ≼𝑝 bağıntısı geçişkendir, 
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  (𝑖𝑖𝑖) ≺𝑝 bağıntısı geçişkendir. 

 

İspat. 

(𝑖) 𝑃 ∈ 𝐶(ℝ𝑛) olsun. 𝑃 ≼𝑝 𝑃 ⇔ 𝑃−𝑙𝑃 ⊆ 𝐾 olduğunu gösterelim. 𝑥 ∈ ℝ𝑛 olacak 

şekilde bir 𝑥 ∈ 𝑃−𝑙𝑃 seçelim, o zaman  𝑥 + 𝑃 ⊆ 𝑃 + 𝐾 olur. Kümelerde sadeleştirme 

özelliğinden 𝑥 + 𝑃 ⊆ 𝑃 + 𝐾, yani 𝑥 ∈ 𝐾 dır. O halde her 𝑥 ∈  𝑃−𝑙𝑃 için 𝑥 ∈ 𝐾 olur. 

Bu nedenle 𝑃 ≼𝑝 𝑃 olur. 

(𝑖𝑖) 𝑃, 𝑅, 𝑆 ∈ 𝐶(ℝ𝑛) ve  𝑃 ≼𝑝 𝑅 ve 𝑅 ≼𝑝 𝑆 olsun. 𝑅−𝑙𝑃 ⊆ 𝐾 ve 𝑆−𝑙𝑅 ⊆ 𝐾dir. Her 

𝑥1 ∈ 𝑅−𝑙𝑃 için  𝑥1 ∈ 𝐾 ve her 𝑥2 ∈ 𝑆−𝑙𝑅 için 𝑥2 ∈ 𝐾 dır. Buradan 𝑥1 ve  𝑥2 için,  

 

                                               {𝑥1 ∶ 𝑥1 + 𝑃 ⊆ 𝑅 + 𝐾}                                                 (3.1) 

ve  

 

{𝑥2 ∶ 𝑥2 + 𝑅 ⊆ 𝑆 + 𝐾}                                                    (3.2) 

 

yazılır. 𝑃 ≼𝑝 𝑆 nin sağlanmadığını varsayalım. Yani {𝑥 ∶  𝑥 + 𝑃 ⊆ 𝑆 + 𝐾} ⊈ 𝐾 olsun. 

O halde 𝑥 + 𝑃 ⊆ 𝑆 + 𝐾 ve 𝑥 ∉ 𝐾 olacak şekilde bir 𝑥 vardır. 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐾 için (3.1) ve 

(3.2) den  

 

           𝑥 + 𝑃 ⊆ 𝑥 − 𝑥1 + 𝑅 + 𝐾 ⊆ 𝑥 − 𝑥1 − 𝑥2 + 𝑆 + 𝐾 ⊆ 𝑥 + 𝑆 + 𝐾                    (3.3) 

 

elde edilir. (3.3) den 𝑥 + 𝑃 ⊆ 𝑥 + 𝑆 + 𝐾 ve 𝑥 + 𝑃 ⊆ 𝑆 + 𝐾 olduğundan, 𝑥’in 𝐾 

konisine ait olması gerekir. Yani 𝑥 ∈ 𝐾 dır. Bu varsayımla çelişmektedir. Bu nedende 

𝑃 ≼𝑝 𝑆 dir.  

(𝑖𝑖𝑖) İspatı (𝑖𝑖) ye benzer şekilde elde edilebilir. 

 

 



19 

Uyarı 3.1.4  𝐶(ℝ𝑛) de ≼𝑝 bağıntısı antisimetrik değildir. Örneğin, 𝐾 = ℝ+
2 , 𝑃 =

𝑐𝑜𝑛𝑣{(1,1), (1,2), (2,2), (2,1)} ve 𝑅 = 𝑐𝑜𝑛𝑣{(1,1), (1.5,1.5), (2,1)} olsun. O zaman  

𝑃 ≼𝑝 𝑅 ⇔ 𝑅−𝑙𝑃 ⊆ 𝐾 ve {𝑥 ∶ 𝑥 + 𝑃 ⊆ 𝑅 + 𝐾} = 𝐾 ⊆ 𝐾 elde ederiz. Ayrıca 

𝑅 ≼𝑝 𝑃 ⇔ 𝑃−𝑙𝑅 ⊆ 𝐾 ve {𝑥 ∶ 𝑥 + 𝑅 ⊆ 𝑃 + 𝐾} = 𝐾 ⊆ 𝐾 dır. 𝑃 ≼𝑝 𝑅 ve 𝑅 ≼𝑝 𝑃 olur. 

Fakat 𝑃 ≠ 𝑅 dir. Yani ≼𝑝 antisimetrik değildir. 

 

Uyarı 3.1.5 𝐶(ℝ𝑛) de ≼𝑝  bağıntısı simetrik değildir. Örneğin, 𝐾 = ℝ+
2 , 𝑃 = {(1,1)} 

ve 𝑅 = {(2,2)} olsun. 𝑃 ≼𝑝 𝑅 iken 𝑅 ⋠𝑝 𝑃 dir. ≼𝑝 simetrik değildir. 

 

Sonuç 3.1.6 ≼𝑝 sıralama bağıntısı 𝐶(ℝ𝑛) üzerinde bir ön sıralama bağıntısıdır. 

 

Lemma 3.1.7 𝑃, 𝑅, 𝑆 ∈ 𝐶(ℝ𝑛) olsun. Aşağıdaki özellikler sağlanır: 
 

(𝑖)  𝑃 ≼𝑝 𝑅 ⇔ {0ℝ𝑛} ≼𝑝 𝑅−𝑙𝑃, 

(𝑖𝑖) 𝑃 ≼𝑝 𝑅 ⇔ 𝑃 + 𝐾 ≼𝑝 𝑅 + 𝐾. 

 

İspat.  

(𝑖) (⇒) 𝑃 ≼𝑝 𝑅 ⇔  𝑅−𝑙𝑃 ⊆ 𝐾 ⇒ (𝑅−𝑙𝑃) + 𝐾 ⊆ 𝐾 + 𝐾 = 𝐾 

                                                  ⇒ (𝑅−𝑙𝑃) + 𝐾 ⊆ 𝐾 

                                                  ⇒ (𝑅−𝑙𝑃)−𝑙{0ℝ𝑛} ⊆ 𝐾 

                                                  ⇒ {0ℝ𝑛} ≼𝑝 𝑅−𝑙𝑃 

 

        (⇐) {0ℝ𝑛} ≼𝑝 𝑅−𝑙𝑃 ⇒ (𝑅−𝑙𝑃)−𝑙{0ℝ𝑛} ⊆ 𝐾 

                                        ⇒ (𝑅−𝑙𝑃) + 𝐾 ⊆ 𝐾 

                                          ⇒ (𝑅−𝑙𝑃) ⊆ 𝐾 

                                          ⇒ 𝑃 ≼𝑝 𝑅 

 

(𝑖𝑖) Kolay şekilde elde edilebilir. 
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Önerme 3.1.8 𝑎 ve 𝑏 vektörleri için 𝑎 ≤𝐾 𝑏 ⇔ {𝑎} ≼𝑝 {𝑏} dir. 

 

İspat. 𝑎 ≤𝐾 𝑏 ise  𝑏 − 𝑎 ∈ 𝐾 dır.  

{𝑏}−𝑙{𝑎} = {𝑥 ∶  𝑥 + 𝑎 ∈ 𝑏 + 𝐾}          

 = {𝑥 ∶  𝑥 ∈ 𝑏 − 𝑎 + 𝐾}           
  = {𝑥 ∶  𝑥 ∈ 𝐾 + 𝐾 = 𝐾} ⊆ 𝐾.

 

olur. O halde {𝑎} ≼𝑝 {𝑏} dir. 

Tersine, 

                                       {𝑎} ≼𝑝 {𝑏} ⇒ {𝑏}−𝑙{𝑎} ⊆ 𝐾 

                        ⇒ {𝑥 ∶  𝑥 + 𝑎 ∈ 𝑏 + 𝐾} ⊆ 𝐾 

                         ⇒ {𝑥 ∶  𝑥 ∈ 𝑏 − 𝑎 + 𝐾} ⊆ 𝐾. 

   𝑏 − 𝑎 ∈ {𝑥 ∶  𝑥 ∈ 𝑏 − 𝑎 + 𝐾} ⊆ 𝐾 olduğundan 𝑏 − 𝑎 ∈ 𝐾 dır. O halde 𝑎 ≤𝐾 𝑏. 

 

O halde ≼𝑝 bağıntısı, vektörler üzerinde vektör sıralamasının bir genişlemesidir. 

 

Lemma 3.1.9 𝑃, 𝑅 ∈ 𝒫(ℝ𝑛) ve 𝑅−𝑙𝑃 ≠ ∅ olsun. O halde 

 

𝑃 ≼𝑝 𝑅 ⇒ 𝑃 ≼𝑚1 𝑅 + 𝐾 

 

ve  

 

𝑃 ≼𝑝 𝑅 ⇒ 𝑃 ≼𝑚1 𝑅 

 

dir. 

 

İspat. 𝑃 ≼𝑝 𝑅 ⇒ 𝑅−𝑙𝑃 ⊆ 𝐾 

     ⇒ (𝑅 + 𝐾)−𝑚𝑃 ⊆ 𝐾 

                       ⇒ [(𝑅 + 𝐾)−𝑚𝑃] ∩ 𝐾 ≠ ∅  

                       ⇒ 𝑃 ≼𝑚1 𝑅 + 𝐾 

ve  
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𝑃 ≼𝑝 𝑅 ⇒ 𝑅−𝑙𝑃 ⊆ 𝐾 

               ⇒ (𝑅 + 𝐾)−𝑚𝑃 ⊆ 𝐾 

               ⇒ (𝑅−𝑚𝑃) ∩ 𝐾 ≠ ∅ 

              ⇒ 𝑃 ≼𝑚1 𝑅 

 

Diğer yön doğru olmayabilir. Örneğin, ℝ2’de 𝑃 = {(0,0)}, 𝑅 = 𝔹̅((0,0),1) ve 𝐾 = ℝ+
2  

olsun. 𝑃 ≼𝑚1 𝑅 ve 𝑃 ⋠𝑝 𝑅 olduğu kolayca görülebilir. 

 

Uyarı 3.1.10 𝑃, 𝑅 ∈ 𝒫(ℝ𝑛) olsun. 𝑃 ≼𝑙 𝑅 iken 𝑃 ≼𝑃 𝑅 olmak zorunda değildir. 

Örneğin, 𝑃 = {(𝑥, 𝑦) ∶  𝑥 ≤ 0, 𝑦 ≤ 0} ve 𝑅 = {(𝑥, 𝑦) ∶  𝑥 = 𝑦, 𝑦 ≤ 0} alırsak, 

𝑃 ≼𝑙 𝑅 ⇔ 𝑅 ⊆ 𝑃 + 𝐾 sağlanır. 𝑃 ≼𝑃 𝑅 ⇔ 𝑅−𝑙𝑃 ⊆ 𝐾 ifadesi sağlanmaz. O halde 

𝑃 ⋠𝑝 𝑅 dir. 

 

Uyarı 3.1.11 𝑃, 𝑅 ∈ 𝒫(ℝ𝑛) olsun. 𝑃 ≼𝑝 𝑅 iken 𝑃 ≼𝑙 𝑅 olmak zorunda değildir. 

Örneğin, 𝑃 = {(𝑥, 𝑦) ∶  𝑦 =
1

𝑥
, 𝑥 > 0} ve 𝑅 = {(𝑥, 𝑦) ∶  𝑥 ≥ 0, 𝑦 = 0} alırsak, Şekil 

3.1’den görüldüğü gibi 𝑃 ≼𝑃 𝑅 ⇔ 𝑅−𝑙𝑃 ⊆ 𝐾 ifadesi sağlanır ancak 𝑅 ⊈ 𝑃 + 𝐾 dır. 

Yani 𝑃 ⋠𝑙 𝑅. Ayırıca, 𝑃, 𝑅 ∈ 𝐶(ℝ𝑛) olsun. 𝑃 ≼𝑝 𝑅 iken 𝑃 ≼𝑙 𝑅 olmak zorunda 

değildir. Örneğin, ℝ2 de, 𝑃 = 𝔹̅((1,1),1), 𝑅 = 𝑐𝑜𝑛𝑣{(0,0), (0,2), (2,2), (2,0)} olsun. 

Şekil 3.2’den 𝑃 ≼𝑝 𝑅 ve 𝑃 ⋠𝑙 𝑅 olduğu kolayca görülebilir. 

 

 

 

 

  

 

     

 

 

 

Şekil 3.1 𝑃 = {(𝑥, 𝑦) ∶  𝑦 =
1

𝑥
, 𝑥 > 0} ve 𝑅 = {(𝑥, 𝑦) ∶  𝑥 ≥ 0, 𝑦 = 0} kümeleri 

 

𝑥 

𝑦 

𝑃 

𝑅 
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Şekil 3.2 𝑃 = 𝔹̅((1,1),1) ve 𝑅 = 𝑐𝑜𝑛𝑣{(0,0), (0,2), (2,2), (2,0)} kümeleri                         

 

 

Önerme 3.1.12 𝑃, 𝑅 ∈ 𝐶(ℝ𝑛) olsun. 𝑃 ≼𝑙 𝑅 iken 𝑃 ≼𝑝 𝑅 dir. 

 

İspat. 𝑝 ve 𝑙 sıralama bağıntılarının tanımından kolayca elde edilebilir. 

 

Önerme 3.1.13 𝑃, 𝑅 ∈ 𝒫(ℝ𝑛), 𝐵 sınırlı ve 𝑅−𝑙𝑃 ≠ ∅ olsun. 𝑃 ≼𝑝 𝑅 ise 𝑃 ≼𝑙1 𝑅 dir. 

 

İspat. 𝑃 ≼𝑝 𝑅 ⇔ 𝑅−𝑙𝑃 ⊆ 𝐾 dir. Her 𝑥 ∈ 𝑅−𝑙𝑃 için 𝑥 ∈ 𝐾 dır. Buradan (𝑅−𝑙𝑃) ∩

𝐾 ≠ ∅ dır. O halde 𝑃 ≼𝑙1 𝑅 dir. 

 

Uyarı 3.1.14 𝑃, 𝑅 ∈ 𝒫(ℝ𝑛) olsun. 𝑃 ≼𝑙1 𝑅 iken 𝑃 ≼𝑝 𝑅 olmak zorunda değildir. 

Örneğin, 𝑃 = 𝑐𝑜𝑛𝑣{(3,1), (3,2)}, 𝑅 = 𝑐𝑜𝑛𝑣{(1,1), (3,1)} ve 𝐾 = ℝ+
2  alalım. 𝑅−𝑙𝑃 =

{𝑥 ∶  𝑥 + 𝑃 ⊆ 𝑅 + 𝐾} = [(−2, ∞) × (0, ∞)] olduğundan (𝑅−𝑙𝑃) ∩ 𝐾 ≠ ∅ dır. O halde 

Şekil 3.3’den 𝑃 ≼𝑙1 𝑅 sağlanır ancak 𝑅−𝑙𝑃 = [(−2, ∞) × (0, ∞)] ⊈ 𝐾 dır. 𝑃 ⋠𝑝 𝑅 

elde edilir. 

 

 

 

 

 

 

 

1  

1 

 

𝑷 

𝑅 

2 

𝑥 

𝑦 

2 
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Şekil 3.3 𝑃 = 𝑐𝑜𝑛𝑣{(3,1), (3,2)} ve 𝑅 = 𝑐𝑜𝑛𝑣{(1,1), (3,1)} kümeleri 

 

Tanım 3.1.15  ℝ𝑛, 𝐾 konveks konisi ile sıralı gerçel vektör uzayı, 𝒜 ⊆ 𝒫(ℝ𝑛) ’nin 

boştan farklı bir ailesi, 𝑃̅ ∈ 𝒜 ve 𝒫(ℝ𝑛) üzerinde ≼𝑝 bağıntısını gözönüne alalım. 

  (𝑖) 𝑃 ≼𝑝 𝑃̅ olan her 𝑃 ∈ 𝒜 için 𝑃̅ ≼𝑝 𝑃 oluyorsa 𝑃̅’ye ≼𝑝 bağıntısına göre 𝒜’nın bir 

minimal elemanı, 

  (𝑖𝑖) 𝑃̅ ≼𝑝 𝑃 olan her 𝑃 ∈ 𝒜 için 𝑃 ≼𝑝 𝑃̅ oluyorsa 𝑃̅’ye ≼𝑝 bağıntısına göre maksimal 

elemanı denir. 

 

     𝑆 boş olmayan bir küme ve 𝐹: 𝑆 ⇉ ℝ𝑛 küme değerli dönüşüm olsun. Bu durumda 

küme değerli optimizasyon problemlerini 𝑝 − sıralaması kullanarak küme 

optimizasyonuna göre ele aldığımızda optimizasyon problemi, 

 

(𝑝 − 𝐾𝐷𝑂𝑃) {
min(𝑚𝑎𝑘𝑠) 𝐹(𝑥)

𝑥 ∈ 𝑆
 

 

şeklinde gösterilir. Ayrıca 𝑭’nin küme ailesini 𝑭(𝑺) olarak tanımlayalım, yani 𝑭(𝑺) ≔

{𝑭(𝒙) ∶ 𝒙 ∈ 𝑺} olsun. Kümeler ve küme değerli optimizasyon için verilen tanımları 

birleştirerek aşağıdaki ilişkiyi elde edebiliriz: 

Eğer 𝐹(𝑥) ≼𝑝 𝐹(𝑥0)  olan her 𝑥 ∈ 𝑆 için 𝐹(𝑥0) ≼𝑝 𝐹(𝑥) oluyorsa 𝑥0’a ≼𝑝 bağıntısına 

göre (𝑝 − 𝐾𝐷𝑂𝑃)’nın bir minimal çözümü, benzer şekilde 𝐹(𝑥0) ≼𝑝 𝐹(𝑥)  olan her 

𝑥 ∈ 𝑆 için 𝐹(𝑥) ≼𝑝 𝐹(𝑥0) oluyorsa 𝑥0’a ≼𝑝 bağıntısına göre (𝑝 − 𝐾𝐷𝑂𝑃)’nin bir 

maksimal çözümü denir. Aşağıdaki örnekler ≼𝑝 bağıntısına göre küme değerli bir 

optimizasyon probleminin nasıl çözüleceği ile ilgilidir. 

 

𝑥   

𝑦 

1  2  3  

1  

2  

3  𝑷 

𝑅 
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Örnek 3.1.16  𝐾 = ℝ+
2 , 𝐹 ∶ ℝ+ ⇉ ℝ2 küme değerli dönüşümü 

 

𝐹(𝑛) = {(𝑥, 𝑦) ∶  (𝑥 − (2𝑛 + 1))
2

+ (𝑦 − (2𝑛 + 1))2 ≤ 1} 

 

şeklinde tanımlansın.  

(𝑝 − 𝐾𝐷𝑂𝑃) {
min 𝐹(𝑥)
𝑥 ∈ ℝ+   

 

 

küme değerli optimizasyon problemini göz önüne alalım. Sıralama konisi 𝐾 = ℝ+
2  

olsun. ≼𝑝 sıralama bağıntısı bir ön sıralama bağıntısı olduğu için problemi çözerken 

önsıralama bağıntısı için verilen minimal eleman tanımı kullanılacaktır. 𝐹 küme değerli 

dönüşümünün bazı görüntü kümeleri Şekil 3.4.’de gösterilmiştir. 

 

 

 

      𝐹(2)          

 

     𝐹(1)          

𝐹(0)      

 

 

         

 

 

 

Şekil 3.4 Örnek 3.1.16’daki 𝐹 küme değerli dönüşümünün bazı görüntü kümeleri 

  

 𝑥 = 0 problemin bir minimal çözümüdür. Çünkü 𝐾 konisine göre  𝐹(𝑥) ≼𝑝 𝐹(0) 

olacak şekilde bir 𝑥 ∈ ℝ+ ∖ {0} yoktur. Olsaydı 𝐹(0)−𝑙𝐹(𝑥) ⊆ 𝐾 olmalıydı. Bu 

durumda  𝐹(0)−𝑙𝐹(𝑥) = {𝑥 ∶ 𝑥 + 𝐹(𝑥) ⊆ 𝐹(0) + 𝐾} ⊆ 𝐾 olması gerekirdi. {𝑥 ∶ 𝑥 +

𝐹(𝑥) ⊆ 𝐹(0) + 𝐾} kümesine ait olan her 𝑥 ∈ ℝ2 𝐾’nın elemanı değildir. O halde  𝑥 =

0 problemin bir çözümüdür. Sonuç olarak, 𝑥 = 0 problemin bir minimal çözümüdür. 

𝑥 = 0’dan başka problemin bir minimal çözümü olmadığını gösterelim. Kabul edelim 

 

1 

1 

 3 5 

 3 

  5 

𝑥 

𝑦 
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ki bir 𝑥0 ∈ ℝ+ ∖ {0} problemin çözümü olsun. O halde 𝐹(𝑥) ≼𝑝 𝐹(𝑥0) olan her 𝑥 ∈

ℝ+ ∖ {𝑥0} için 𝐹(𝑥0) ≼𝑝 𝐹(𝑥) olmalıdır. Fakat, her 𝑥0 ∈ ℝ+ ∖ {0} için 𝐹(0) ≼𝑝 𝐹(𝑥0) 

olmasına rağmen 𝐹(𝑥0) ⋠𝑝 𝐹(0)’dır. O halde 𝑥 = 0 problemin tek çözümüdür. 

 

 

Örnek 3.1.17 ℕ = {0,1,2, … }, 𝐾 = ℝ+
2  ve 𝐹: ℕ ⇉ ℝ2 küme değerli dönüşümü 𝑃 =

([0,1] × {0})⋃({0} × [0,1]) olmak üzere, 𝐹(𝑥) = 𝑃 + {(𝑥, 𝑥)} şeklinde tanımlansın.  

 

(𝑝 − 𝐾𝐷𝑂𝑃) {
min 𝐹(𝑥)

𝑥 ∈ ℕ 
 

 

küme değerli optimizasyon problemini göz önüne alalım. 𝐹 küme değerli dönüşümünün 

bazı görüntü kümeleri Şekil 3.5.’de gösterilmiştir. 

 

 

  

 

 

 

                                                                  

                                                                   

 

 

 

 

Şekil 3.5 Örnek 3.1.17’deki 𝐹 küme değerli dönüşümünün bazı görüntü kümeleri 

 

𝑥 = 0 problemin bir minimal çözümüdür. Çünkü 𝐹(𝑥) ≼𝑃 𝐹(0) olacak şekilde bir 𝑥 ∈

 ℕ ∖ {0} yoktur. Olsaydı 𝐹(0)−𝑙𝐹(𝑥) ⊆ 𝐾 olmalıydı. Bu durumda {𝑥 ∶ 𝑥 + 𝐹(𝑥) ⊆

𝐹(0) + 𝐾} ⊆ 𝐾 olması gerekirdi. Sonuç olarak, 𝑥 = 0 problemin bir minimal 

çözümüdür. 

4. TARTIŞMA ve SONUÇ 

𝑥 

𝑦 

1   2 3 4 5 

    1 

  2 

  3 

 4 

    5 

    0 

𝐹(0) 

𝐹(1) 

𝐹(2) 

 
𝐹(3) 
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Bu çalışmada küme değerli dönüşümlerin optimal elemanlarını bulmak için yeni bir 

sıralama bağıntısı tanımlanmıştır. Bu sıralama bağıntısına göre verilen küme değerli 

optimizasyonlar problemlerinin çözümleri elde edilmiştir. Bu tür problemleri çözmek 

için kullanılan yöntemler vardır. Örneğin, skalerizasyon, vektörizasyon, türev bunlara 

örnek verilebilir. Yeni sıralama bağıntısına göre verilen küme değerli optimizasyonun 

çözümlerinin bu yöntemler ile elde edilmesi açık bir problemdir. 
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