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OZET
Yilksek Lisans Tezi

BIRINCI MERTEBEDEN LINEER
OLMAYAN GECiKMELI FARK DENKLEMLERININ
COZUMLERININ SALINIMLILIGI
Aysenur OCALAN
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusu
Matematik Anabilim Dal
Damisman: Prof. Dr. Umut Mutlu OZKAN

Bu tez calismasi dort bolimden olusmaktadir. Birinci bolim, giris kismina ayrilarak
genel bir literatir bilgisi verilmistir. Ikinci boliimde, gerekli temel kavramlardan ve
simdiye dek yapilan bazi cahsmalardan soz edilmistir. Uclincii bolim ise orijinal
sonuglara adanmustir. Uglincti bolumde, 1 < i < m igin {p;(n)} pozitif reel say1 dizileri
ve {t;(n)} monoton olmas1 gerekmeyen,
n=0icint;(n) <n-1Ilim,,1,(n) =00, 1<i<m
kosullarini saglayan tamsayi dizileri ve
LECRR)vex #0icinxf; >0,1<i<m
ve ileri fark operatori
Ax(n) = x(n + 1) — x(n)

esitligi ile tanimlanmak Uzere

Ax(n) + Z pi(n)f; (x(Ti(n))) =0

birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli fark denkleminin ¢ézimlerinin
salmimlilig1 igin yeni salimmlilik sartlar1 elde edilmistir.

Son olarak tartisma ve sonu¢ kismina yer verilmistir.
2022, v+ 33 sayfa

Anahtar Kelimeler: Fark denklemi, Gecikmeli fark denklemi, Monoton argumanlar,

Monoton olmayan argumanlar, Salinimli ¢6ziim, Salinimli olmayan ¢ozim.



ABSTRACT
M.Sc. Thesis

OSCILLATION OF SOLUTIONS OF
FIRST ORDER NONLINEAR DELAY
DIFFERENCE EQUATIONS
Aysenur OCALAN
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Umut Mutlu OZKAN

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction
section and provide a generel knowledge of literature. In the second chapter, we
mention some basic notions and studies so far. Third chapter is devoted to our original
results. In the third chapter, new oscillatory conditions are obtained for first order

nonlinear delay difference equation given by

Ax(n) + z pi(n)f; (x(ri(n))) =0

where {p;(n)} are sequences of positive real numbers and {z;(n)} are sequences of
integers and are not necessarily monotone for 1 < i < m such that
n=0icint;(n) <n-1Ilim,,1,(n) =00, 1<i<m
and
LECRR)vex #0icinxf; >0,1<i<m
and forward difference operator is given by
Ax(n) = x(n + 1) — x(n)

Finally, the discussion and conclusion part is given.
2022, v + 33 pages

Keywords: Difference equation, Delay difference equation, Monotone arguments,

Nonmonoton arguments, Oscillatory solution, Nonoscillatory solution.
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SIMGELER DIiZINI

Simgeler

R Reel sayilar

R+ Pozitif Reel sayilar

R~ Negatif Reel sayilar

N Dogal sayilar

Z Tam sayilar

Ry R—-0

R4 [0, 00)

Ti Monoton olmayan argiimanlar
h; Monoton argiimanlar

I1 Carpim sembolil

by Toplam sembolii

A Ileri fark operatorii

E Oteleme (kaydirma) operatorii
C Stirekli fonksiyonlarin kiimesi




1 GIRIS

Diferensiyel denklemler gercek hayatta karsilagtigimiz bircok heyecan verici problem igin
matematiksel model olarak rol oynamasinin yani sira, sadece bilim ve teknoloji alaninda
degil, ekonomi, fizyoloji, savunma ve niifus bilimi gibi bir ¢ok alanda da karsimiza
gkmaktadir. Miihendislik ve matematik biliminin ortak konusu olmasi diferensiyel
denklem gelisimini hizlandirmigtir. Yeni problemler ve yeni denklemlerin iiretilmesine

neden olmusgtur.

Bilindigi iizere uygulamali bilim dallarinin bir¢ogunda ele alinan problemlerin matema-
tiksel modellemesine bir diferensiyel denklem kargilik gelmektedir. Matematiksel model-
lemeler yapilirken gecikmeler ortaya c¢ikabilir. Ortaya c¢ikan bu gecikmeler goz oniinde
bulundurulursa, bu modellemeler adi diferensiyel denklemlerden farkl bir yap1 sergiler-

ler. Bu durumda gecikmeli diferensiyel denklemler kargimiza cikar.

Bir gecikmeli diferensiyel denklem, z(t) : R — R reel degerli bir fonksiyon, tlim T(t) = 00
—00

ve 7(t) <t kogullar saglanmak {izere

2(t) = f(t, x(t), =(7(1))) (1.1)

seklindedir. Yani bu tiir denklemler, bilinmeyen bir fonksiyon ve onun en yiiksek mer-
tebeden tiirevi hari¢ diger tiirevlerinin ya da daha cok gecikme degiskenlerine bagh
kalinarak ifade edilen diferensiyel denklemlerdir. Gortildiigii iizere 2/(t) nin degigim

orani sadece x(t) degerine degil, ayn1 zamanda x(7(t)) degerine de baghdir.

2 (t)+ 2t — 3) + 2t + %) o,

() +a(t +2) —5=0,
2(8) + 32 (8) + 3(t — g) 1,
(1) — 42 (t — sint) — x(%) bi=1

seklindeki denklemler gecikmeli diferensiyel denklemlerdir.

Gecikmeli diferensiyel denklemler ile ilgili caligmalar literatiire ilk olarak 1770 yilindan

sonra girmistir. Ancak gecikmeli diferensiyel denklemler ile ilgili yapilan sistematik ve



kayda deger calismalar son 70 yilda ortaya ¢ikmistir. Gecikmeli diferensiyel denklemler,
fizik, biyoloji, ekonomi ve fizyoloji (iglev bilim) gibi bilim dallarinda kullamm alanina
sahiptirler. Ancak literatiir tarandiginda bu kullanim alanlarimin ¢ok daha genis alana

yayildigini gormek miuimkiindiir.

Salimmmlilik teorisi ise genis anlamda teknoloji, doga ve sosyal bilimlerdeki uygula-
mal1 problemlerden kaynaklanan salinimsal olaylar1 inceleyen modern diferensiyel den-
klemler teorisinin onemli ve koklii bir dahdir. Ayrica salinim teorisinin kuramsal
yonleri, belirli bir denkleme veya sisteme saliman (periyodik, hemen hemen periyodik
vb.) ¢oztimlerinin varhigini, yoklugunu ve bu tiir ¢dziimlerin asimptotik davraniglarim
tamimlamaktadir. Diger taraftan salinim teorisi, matematiksel biyolojide yer alan bazi
denklemlerin ¢oztimii i¢in de biiyiik 6lgiide 6nem arz etmektedir. Bu denklemlerin
¢oziimlerinin salinimlilik karakterizasyonlari ile ilgili de bir¢ok sonuca yer vermektedir.
Simdi

(1) + p(t)x(7(t)) =0 (1.2)

gecikmeli diferensiyel denklemini g6z 6niine alalim. (1.2) denkleminin tiim ¢6ztimlerinin
salmimh olmas: ile ilgili ilk sistematik galigma Myshkis (1950) tarafindan yapilmigtir.
Eger

limsup [t — 7(¢)] < oo ve liminf [t — 7(¢)] lim infp(¢) > %

t—00 t—00 t—o00

ise (1.2) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhdir.

Koplatazde ve Chanturija (1982), (1.2) denkleminin tiim ¢oziimlerinin salinimli olmasi

i¢in agagida verilen sonucu elde etmiglerdir.

7(t) monoton olmasi gerekmeyen bir gecikme olmak {izere,
t
liminf | p(s)ds > !
iminf [ p(s)ds >
(1)

ise (1.2) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhdir.

Diger taraftan eger



ise (1.2) denklemi salimimh olmayan bir ¢éziime sahiptir.

Gydéri ve Ladas (1991)
() +px(t—7)=0 (1.3)

denkleminin salinimhi olmasi i¢in p, 7 € R olmak iizere agsagida verilen ifadelerin bir-
birine denk oldugunu elde etmiglerdir.

(1) (1.3) denkleminin tiim ¢oziimleri salimml,

(i) pr > 1.
Uygulamali bilim dallarinda ele alinan problemlerde bagimsiz degiskenin siirekli ol-
madigl durumlar da s6z konusu olabilir. Bu gibi durumlarda ise karsgimiza fark den-
klemleri ¢ikmaktadir. Clinkii fark denklemleri; bir veya daha ¢ok degigkenli bir fonksiy-
onun sonlu farklar ile bagimsiz degiskenleri arasindaki cebirsel bagintilardir. Diferen-
siyel denklemlere benzerlik gosteren ve inceleme stireci yoniinden daha yeni olan fark

denklemlerine fonksiyonel denklemler de denir (Elaydi 2000).

Diger taraftan fark denklemleri zamana bagh cesitli doga olaylarinin incelenmesinin
dogal bir ifadesidir. Zamana bagl degigkenlerin kullamldig1 olaylarin birgogu ayrik (ke-
sikli) oldugu i¢in bu tiir denklemlere 6nemli matematiksel modellemelerde yer verilir.
Daha da onemli olan nokta ise fark denklemleri diferensiyel denklemler i¢in ayriklagtirma
yontemlerinin incelenmesinde karsimiza ¢ikar. Fark denklemleri teorisinde elde edilen
pek cok sonu¢ hemen hemen bu tiir denklemlere karsilik gelen diferensiyel denklem-
lerin ayrik bir benzeri olarak ele alinir. Ayrica fark denklemleri, diferensiyel denklem-
lere gore daha genis kapsaml bir yapiya sahiptir. Ornegin, birinci mertebeden bir
diferensiyel denklemin ayrik bir benzeri olan bir fark denklemi ”ghost” ¢oziimlere ya
da kaotik yortingelere sahip olabilmesine ragmen bu durum ancak yiiksek mertebeden
diferensiyel denklemler icin gecerlidir. Boylece, fark denklemleri teorisinin diferensiyel
denklemler teorisine gore daha zengin oldugu ve yakin gelecekte onemininin artacagini
soyleyebiliriz.

Bagimsiz degiskenin siirekli oldugu durumda, y(x) bagimh degiskenin degisimi, y(z),
y'(z), y"'(z),... tirevleri yardimiyla agiklanabilmektedir. Ancak z in ayrik (discrete)

degerler almasi durumunda degigim tiirevler yardimiyla aciklanamaz. Burada devr-

eye i¢inde sonlu farklarin bulundugu fark denklemleri girer. Diferensiyel denklemlerde

3



fiziksel olaylarin matematiksel modeli, siirekli degisim oranlari arasindaki denklemler
ile ifade ediliyordu. Fakat 20. yiizyilin baglarinda radyasyondaki quanta ile biyolo-
jide goriilen genetik olaylardaki gelismeler, tiim doga olaylarinin siireklilik terimleri
ile ifade edilmeyecegini gostermistir. Boylece fark denklemleri kullanilarak diferensiyel
denklemlerde goriilen siireksizlik halleri kaldirilmak istenmistir. Giiniimiizde birgok
alanda uygulanan fark denklemleri, daha ¢ok hareket analizinde devreleri matematik-
sel olarak ifade etmede, ekonomide arz ve talep denklemlerini olusturmada, ekonomik

dalgalanmalar veya devresel hareketleri agiklamada yaygin olarak kullanilmaktadir.

Ayrica fark denklemleri uygulamali bilim dallarimin bir¢cogunda da uygulama alani bul-
maktadir. Bu alanlardan bazilari ise kontrol teoride kararlilik durumlarinin incelen-
mesi, tip biliminde hiicre hareketlerinin incelenmesi, ekonomide borsa hareketlerinin

izlenmesi, biyolojide canli populasyon sayisinin arastirilmasi oldugunu séyleyebiliriz.

Fark denklemlerinin ¢oztimii, pek ¢cok matematik¢inin yakin ilgisini ¢ekmis ve ozellikle
son 40 yil igerisinde yapilan caligmalar sonucunda da bu konuda zengin bir literatiir
ortaya cikmigtir. Son yillarda fark denklemlerinin ¢oziimlerinin davranisi ve 6zellikle

salinimli olmasi ile ilgili cok sayida caligma yapilmigtir.
Ladas (1990),

Tptl — T + DT =0, n=0,1,2, ... (1.1)
p € (0,00), k € Z™ lineer otonom gecikmeli fark denklemlerinin ¢oziimlerinin salimmhlig

i¢in gerek ve yeter sart vermistir.

Erbe ve Zhang (1989)
Tpy1l — Tp + PuZn_p =0, n=0,1,2, ... (1.2)

pn negatif olmayan reel terimli dizi ve k € Z* lineer otonom gecikmeli fark denklem-
lerinin ¢oziimlerinin salinimlihigr icin yeter sart vermiglerdir. Ladas, Philos ve Sficas
(1989) yukaridaki otonom olmayan fark denkleminin ¢oztimlerinin salimimlihig igin yeter
sart elde etmislerdir. Ayrica diferensiyel denklemler ile fark denklemlerinin ¢éziimlerinin
salimmmhihigr arasinda ilging benzerlikler s6z konusudur. Ancak bu durum her zaman

gecerli olmayabilir. Ornegin,
() +pt)x(t —k) =0 (1.3)

4



diferensiyel denklemini goz oniine alalim. (1.2) fark denklemi (1.3) diferensiyel den-

kleminin ayrik benzeridir. k& = 0 igin (1.3) diferensiyel denklemi

of0) = altayex (~ [ pls)as)

seklinde bir ¢oziime sahiptir ve bu ¢oziim hig bir zaman salimimli degildir. Ancak (1.2)
fark denklemi ise k£ = 0 i¢in
n—1
Tn = [H (1 _pj>] Lng
=no
seklinde bir ¢ozlime sahiptir. Dolayisiyla bu ¢oziim her j > ng icin 1 —p; < 0 oldugunda

saliniml bir ¢oziime sahiptir.

Fark denklemleri ile diferensiyel denklemler arasinda biiyiik benzerlikler bulunmaktadir.
Fark denklemleri sayesinde diferensiyel denklemlerdeki siireksizlik durumlari ortadan
kaldirilabilmektedir. Hatta bircok diferensiyel denklem, fark denklemleri kullanilarak
kolaylikla ¢oziilebilmektedir. Bu nedenle yukarida verilen bilgiler 1s1¢1inda bu yiiksek
lisans tez caligmasinda birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli fark denklemleri
¢aligilmig ve bu denklemlerin ¢oziimlerinin salinimlilig: igin yeni sartlar elde edilmis ve

orneklere yer verilmistir.

Bu tez calismasinda ilk olarak lineer ve lineer olmayan birinci mertebeden fark den-
klemleri ile ilgili genel bir literatiir bilgisine yer verilmigtir.
Ayrica 1 < i < m icin {p;(n)} pozitif reel say1 dizileri ve {7;(n)} monoton olmasi

gerekmeyen,

n>0ign 7;(n) <n—1ve lim7;(n) =00, 1 <i<m
n—oo

kosullarimi saglayan tamsay: dizileri ve
fie C(R,R)ve x #0 igin zf;(x) >0, 1 <i<m
ve ileri fark operatorii
Az(n) =z(n+1) — z(n)

esitligi ile tanimlanmak tizere

m

Az(n) + > pi(n)fiz (ri(n))) =0, n=0,1,..

i=1



seklinde ifade edilen birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli fark denkleminin tiim

¢oziimlerinin salinimli olmasi i¢in yeni yeter sartlar elde edilmistir.



2 TEMEL TANIMLAR ve KAVRAMLAR

Bu boliimde, tezimizde ihtiya¢ duyulacak literatiirde yer alan bilgilere yer verilecektir.
Ik olarak fark analizi tamtilacak ardindan fark denklemlerinin salimimlilig ile ilgili baz

tamm ve teoremler hatirlatilacaktir.

2.1 Fark Analizi

Tanim 2.1.1 F 6teleme (kaydirma) operatorii, x siirekli bir degigken olmak {izere
Ey(z) =y(z+h) (2.1.1)
seklinde tammlamr. Ikinci mertebeden E operatorii
E*y(x) = E[Ey(w)] = Ely(z + h)] = y(x + 2h)
seklinde bulunur. Benzer iglem adimlari devam ettirildiginde
Efy(x) = y(a + kh)
esitligi elde edilir. Boylece, E* operatorii k. dereceden bir 6teleme operatériinii tanimlar.

E operatoriiniin 6zellikleri asagidaki gibidir.

[f(x) + g(2)] = Ef(x) + Eg(x),
¢ bir sabit olmak tizere, E[cf(x)] = cE[f(z)],
ET[E f(2)] = B f (),
E°[f(x)] = f(=).
Tanim 2.1.2 y reel veya kompleks degerli bir fonksiyon olmak iizere ileri fark operatorii

A,

1
2
3

(
(
(
(4

) E
)
)
)

Ay(x) =y(x +h) —y(x), Az, = 2,11 — Ty (2.1.2)
seklinde tanimhdir. Burada A herhangi bir sabit z ise bagimsiz degiskendir.

Ozel olarak y(x) = z olarak alnirsa Az = (# + h) — 2 = h ya da h = Az bulunur. Bu

nedenle h fonksiyon araligi olarakta adlandirilir.

Yiiksek mertebeden ileri farklar her birinin bir 6ncekine A operatoriiniin uygulanmasi

ile elde edilir.
A’f(z) = A[Af(2)] = Alf(z +h) = f(x)] = f(x +2h) = 2f(z + D) + f()

7



burada A? ikinci dereceden fark operatorii olarak adlandirihir. Bu fark iglemlerine devam

edildiginde genel bir ifade olarak

A'f(x)=A [A"_lf(:c)}
ifadesi elde edilir.

Sonug olarak, f(x) fonksiyonunun m. dereceden farki (a — b)™ ifadesinin Binom agilimina
benzer bicimde
- m
A" f(z) =) (=1)f . f(x+ (m—k)h) (2.1.3)
k=0

formuli ile elde edilir.

A operatoriiniin zellikleri f(z) ve g(x) farklh iki fonksiyon olmak tizere agagidaki

sekildedir.

[f(z) + 9(z)] = Af(x) + Ag(x),
2) ¢ sabit olmak tizere A [cf(x)] = cAf(x),

(1) A
(2)
(3) Alf(x)g(x)] = Alf(x)] g(x + h) + f(x)Ag(x),
(4)
(5)

A [f(w] Al (@)]g(r)—f(x)Ag(z)
9(7) g(ethyg(e)
5

"A@)= AT f ().

Ayrica c¢ bir sabit olmak tizere h = 1 i¢in baz temel fonksiyonlar asagidaki gibi ifade

edilir.

Alf
A
A

(1) Ac” = (e = 1)et,

(2) Asince = 2sin £ cosc(z + 3),
(3) Acoscx = —2sin sine(z + 1),
(4) Alogcx =1log (1+1).

Boylece A ve E operatorii arasindaki iligkiyi agsagidaki sekilde ifade edebiliriz.

Af(z) = flx+h) = flx) = Ef(z) = f(z) = (E-1)f(x) > A=FE -1

bu sekilde A ve E arasinda birinci dereceden bir baginti bulunur. Bu iglemden faydala-

narak

A" f(z) = (B =1)"f(x) =Y (-1)F " ) E™F f(x)

=0 k

8



m. dereceden A ve E operatorleri arasindaki iligkiyi gérmiig oluruz. Benzer sekilde

E = A+ 1 olur, buradan

E™=(A+1)" =) Amk
k
0

m
k=

yazilir.

Toplam operatorii ile ilgili baz1 kurallar ise agagidaki sekildedir.

(@) 3 = me.
(b) écf(x) = i f(x),
(c) é[f(:c) + g(2)] = éf(w) + égm,

m m n
(d) (A+ B)r = Y lldnshtl) pkpn=k veya (A+ B)" = 3 Akprk,
k=0 o k=0 k

Tanim 2.1.4 n € N olmak tizere, x,,, N tizerinde taniml reel veya kompleks degerli bir
fonksiyon olsun.
Tny Tptly ooy Tntk (214)

ifadelerini igeren bir bagintiya k. mertebeden bir fark denklemi denir (Agarwal 2000).

Tanim 2.1.5 Bir fark denkleminin mertebesi, denklemdeki en biiytik indis ile en kiiciik
indis arasindaki fark olarak tanimlanir. Ornegin; Tpia — Tpe1 + 42, = 0 denklemi
dordiincii mertebeden bir fark denklemidir (Agarwal 2000).

Tanim 2.1.6 Eger (2.1.4) fark denklemi,
k

i=0
formunda verilirse k. mertebeden olan (2.1.4) fark denklemine lineerdir denir. Eger en

az bir n € N igin b, sifirdan farkli ise bu durumda (2.1.5) fark denklemine homojen

olmayan lineer fark denklemi denir.

Eger (2.1.5) fark denklemi
k
> ity =0 (2.1.6)
i=0

seklinde verilirse (2.1.6) fark denklemine homojen lineer fark denklemi denir (Agarwal

2000).



2.2 Gecikmeli Fark Denklemlerinin Coziimlerinin Salinimlilig

Bu boliimde gecikmeli fark denklemleri ile ilgili bilinen bazi tanim ve teoremlere yer

verilecektir.

1 <i<migin {p;(n)} pozitif reel say1 dizileri ve {7;(n)} monoton olmasi gerekmeyen,
n>0ign 7;(n) <n—1ve lim7;(n) =00, 1 <i<m (2.2.1)
n—oo
kosullarini saglayan tamsay1 dizileri ve

fi€e CR,R) ve z £ 0 igin zf;(z) >0, 1 <i<m (2.2.2)

ve ileri fark operatorii

Az(n) =z(n+1) —x(n) (2.2.3)
esitligi ile tamimlanmak tizere
Az(n) + Zpi(n)fi(x (r:(n))) =0, n=0,1,... (2.2.4)

seklinde ifade edilen birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli fark denklemini goz
ontine alalim.
Ayrica

r= —m>igl{7'i(n)}, 1<i<m (2.2.5)
ifadesini tanimlayalim. Acik olarak, r pozitif bir tamsayidir.

m =1 i¢in (2.2.4) denklemi
Ax(n) +pn)f(x(r(n))) =0, n=0,1,.. (2.2.6)

denklemine doniigtir.

Diger taraftanl < i < m igin f;(z) = x olarak alindiginda ise (2.2.4) denklemi asagida

verilen birinci mertebeden lineer gecikmeli fark denkleme doniisiir.

Ax(n) + sz(n)x (1:(n)) =0, n=0,1,.. (2.2.7)
m =1 i¢in (2.2.7) denklemi
Az(n) +pn)xz(r(n)) =0, n=0,1,.. (2.2.8)



denklemine doniigtir.

[ > 0 olmak iizere 7(n) = n — [ olarak almirsa (2.2.8) denklemi ise
Ax(n) +pn)x(n—1)=0

denklemine doniisiir.

(2.2.9)

Tanim 2.2.3 Eger pozitif bir N tamsayist ve n > N i¢in z,2,41 < 0 ise x, asgikar

olmayan c¢oziimiine sifir etrafinda salimmlhdir denir. Aksi halde x,, ¢bziimiine saliniml

olmayan ¢oziim denir.

Baska bir gekilde ifade edecek olursak, eger bir x,, ¢dziimii belli bir yerden (n degerinden

itibaren) sonra erge¢ pozitif ya da ergeg negatif degilse sifir etrafinda salimmhdir denir

(Agarwal vd. 2000, Gyori ve Ladas 1991, Elaydi 2000).
Asgagida verilen teorem Erbe ve Zhang (1989) tarafindan elde edilmistir.

Teorem 2.2.1

. !

ve

lim sup Z p(j) > 1

n—oo .
j=n—l

ise (2.2.9) denkleminin tiim ¢oztimleri salimimhdir (Erbe ve Zhang 1989).

Ladas, Philos ve Sficas (1989) agagidaki sonucu elde etmislerdir.

Teorem 2.2.2 Eger
. ‘ Il
lim inf [ p(])] > W

n—oo

1 n—1
72
j=n—l1

ise (2.2.9) denkleminin tiim ¢oziimleri salmimhdir (Erbe ve Zhang 1989).

Philos (1991) (2.2.12) sartim (2.2.8) denklemine genisletmistir.
Teorem 2.2.3 n > 0 i¢in (7(n)) artan bir dizi olmak {izere, eger

(n— 7(n))" "™

n—1
1
liminf | ——— p(j)| > limsup
n—00 n — T(n) Z n—00 (n _ T(n) + l)n—T(n)+1

ise (2.2.8) denkleminin tiim ¢oziimleri salmimhdir (Philos 1991).
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(2.2.11)

(2.2.12)

(2.2.13)



Zhang ve Tian (1998) tarafindan asagidaki sonug elde edilmistir.

Teorem 2.2.4 (7(n)) azalmayan olmak fiizere, eger

lim (n —7(n)) = oo (2.2.14)
n—o0
ve
limn inf Z( (2.2.15)
j=7(n)

ise (2.2.8) denkleminin tiim ¢oziimleri sahmmhdir (Zhang ve Tian 1998).

Ayrica Zhang ve Tian (1998) (2.2.8) denkleminin salimmlhilig: i¢in agagidaki sonucu elde

etmiglerdir.

Teorem 2.2.5 (7(n)) monoton olmas: gerekmeyen bir dizi olmak iizere (2.2.14) sartinin

saglanmasi durumunda, eger

limsupp(n) >0 (2.2.16)

n—oo
ise (2.2.8) denkleminin tiim ¢oziimleri salmimhdir (Zhang ve Tian 1998).

Chatzarakis, Koplatadze ve Stavroulakis (2008) agagida verilen sonucu elde etmiglerdir.

Teorem 2.2.6 (7(n)) monoton olmasi gerekmeyen bir dizi olmak iizere, eger

lim sup Z (2.2.17)

ise (2.2.8) denkleminin tiim ¢oziimleri sainimhdir, burada h(n) = Jnax {7(s)} seklinde

tanimlanmigtir (Chatzarakis vd. 2008).

Ayrica Chatzarakis, Koplatadze ve Stavroulakis (2008) (2.2.8) denkleminin salinimlilig

i¢in agagidaki sonucu elde etmislerdir.

Teorem 2.2.7 (7(n)) monoton olmasi gerekmeyen bir dizi olmak iizere (2.2.14) sartinin

saglanmasi durumunda, eger

lim sup Z (2.2.18)

n—oo

ise (2.2.8) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhdir, burada h(n) = Jnax {7(s)} seklinde

tanimlanmigtir (Chatzarakis vd. 2008).
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Yan, Meng ve Yan (2006) (7(n)) dizisinin azalmayan olmasi durumunda agagida verilen

sonucu elde etmiglerdir.

Teorem 2.2.8 Eger

lﬁgfij (2.2.19)
j=7(n)
ve ()11
J—7() + 1)
lim inf SR >1 2.2.20
7HWJZ% ( J—=70) ( )

ise (2.2.8) denkleminin tiim ¢oziimleri salmimhdir (Yan vd. 2006).
Ocalan (2016) ise asagida verilen sonucu elde etmigtir.

Teorem 2.2.9 (7(n)) monoton olmasi gerekmeyen bir dizi olmak tizere h(n) = nax {7(s)}
seklinde tanimlansin. Eger (2.2.20) saglanirsa (2.2.8) denkleminin tiim (;éziimlerg salmimlidic

(Ocalan 2016).

Diger taraftan

. n—7(n)+1
k(n) = (%)  n>1 (2.2.21)

n—7(n)
ifadesini tanimlayalim.
Boylece

e <k(n)<4
elde edilir. Bu durumda
S p(HkG) = e > plj)
j=7(n) j=7(n)

ifadesi kolayca elde edilebilir ve boylece (2.2.21) sart1 (2.2.15) sartindan daha iyi sart

olur.
Simdi (2.2.7) ile ifade edilen lineer birka¢ gecikmeli fark denklemini ele alalim.

Berezansky ve Braverman (2006) (2.2.7) denkleminin salinimhligr igin agagidaki sonucu

elde etmigtir.

Teorem 2.2.10 1 < ¢ < m ig¢in (7;(n)) monoton olmasi gerekmeyen diziler olmak

iizere, eger

hmsuprZ ) >0 ve héf_l)grolf Z Zpl (2.2.22)

n—o00
=7(n) i=1

13



ise (2.2.7) denkleminin tiim ¢bztimleri salinimhdir, burada 7(n) = [max {7i(n)} seklinde

tanimlanmigtir (Berezansky ve Braverman 2006).
Chatzarakis, Pinelas ve Stavroulakis (2013) agagida verilen kogulu elde etmislerdir.

Teorem 2.2.11 1 < i < m i¢in (7;(n)) azalmayan diziler olmak {izere, eger

lim sup Z sz (2.2.23)

n—oo J ’T(TL i=1
ise (2.2.7) denkleminin tiim ¢oztimleri salimmhdir, burada 7(n) = max {7;(n)} seklinde

1<i<
tammlanmigtir (Chatzarakis vd. 2013).

Ayrica agagida verilen ifadeleri tanimlayalim.

hi(n) == max {7;(s)}, n >0 ve h(n) = max {h;(n)}. (2.2.24)

s<n 1<i<m

Boylece, agik olarak 1 < i < mic¢in (h;(n)) dizileri azalmayan ve hern > 0ve 1l <i <m
icin 7;(n) < hy(n) < h(n) olur.

Diger taraftan, Braverman, Chatzarakis ve Stavroulakis (2015) agsagida verilen salimmhlik

kosulunu elde etmiglerdir.

Teorem 2.2.12 1 < i < m igin (74(n)) monoton olmasi gerekmeyen diziler olmak

iizere, eger

lim sup Z sz (2.2.25)

n—o0 —h(n i=1
ise (2.2.7) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhdir, burada h(n), (2.2.24) ifadesindeki

gibi tanimlanmigtir (Braverman vd. 2015).

Ayrica Kihe ve Ocalan (2020) (2.2.7) denkleminin salmmhhg icin asagidaki kosulu

elde etmislerdir.

Teorem 2.2.13 1 < i < m igin (74(n)) monoton olmasi gerekmeyen diziler olmak

iizere, eger

limn inf Z Z pi(j (2.2.26)

j=7(n) i=1
ise (2.2.7) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhdir, burada h(n), (2.2.24) ifadesindeki
gibi tanimlanmistir (Kilic ve Ocalan 2020).
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Son olarak, tek gecikmeli birinci mertebeden lineer olmayan fark denklemi ile ilgili

literatiide yer alan sonugclar1 inceleyelim.

Ax(n) +pn)f(x(r(n))) =0, n=0,1,.. (2.2.27)
n>0ign 7(n) <n—1ve nh_)n;OT(n) = 00 (2.2.28)

kosullarimi saglayan tamsay: dizileri ve
feCR,R)vex+#0ignzf(z)>0 (2.2.29)

olsun.

Ayrica (2.2.29) ifadesinde verilen f fonksiyonu agagida verilen kogulu saglasin.

T
lim sup—— = M. 2.2.30
o () (2:2.30)

Bu kogullar altinda Ocalan, Ozkan ve Yildiz (2018) tarafindan asagida verilen salmmlhk
kosullar1 elde edilmistir.

Teorem 2.2.14 (2.2.28), (2.2.29) ve (2.2.30) saglansin. (7(n)) monoton olmasi gerek-

meyen bir dizi olmak iizere, eger

111£r_1>10r01f Z ,0< M <o (2.2.31)

ise (2.2.27) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmbldir (Ocalan vd. 2018).

Teorem 2.2.15 (2.2.28), (2.2.29), (2.2.30) ve Zp — oo saglansm. (7(n)) monoton

olmasi gerekmeyen bir dizi ve 6 > 1 olmak uzere eger

lim sup Z )>0M, 0< M < oo (2.2.32)

n—oo
(n)

ise (2.2.27) denkleminin tiim ¢6ztimleri salimmhldir, burada h(n) = Jmax {T(n)} seklinde

tanimlanmigtir (Ocalan vd. 2018).
Teorem 2.2.16 (2.2.28), (2.2.29), (2.2.30) ve Zp = oo saglansm. (7(n)) monoton

olmasi gerekmeyen bir dizi ve f azalmayan blI‘ fonklsyon olmak tizere, eger

lim sup Z )>M, 0< M < o (2.2.33)

n—oo
(n)
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ise (2.2.27) denkleminin tiim ¢oziimleri salinimhildir, burada h(n) = [nax {7(n)} seklinde

tammlanmstir (Ocalan vd. 2018).

Sonug olarak (7(n)) azalmayan bir dizi olursa 7(n) = h(n) olur. Boylece her n € N igin

(2.2.32) ve (2.2.33) kosullar sirasiyla agagidaki kogullara déntsiir.

lim sup Z )>0M, 0 < M < o0 (2.2.34)
n—o0
ve
lim sup Z )>M, 0 < M < oc. (2.2.35)
n—o0
j=7(n)

Ornek 2.2.1 Agagida verilen birinci mertebeden lineer olmayan tek gecikmeye sahip

fark denklemini ele alalim.

Az(n) + %I(T(n)) In(10 + |z(7(n))|) =0, n > 0. (2.2.36)
Burada
n—1, n € [3k,3k + 1]
T(n) =% —3n+12k+3, ne€3k+1,3k+2] , keN,

bn — 12k — 13, n € [3k+ 2,3k + 3]
seklinde tanimlanmigtir.

Ayrca h(n) = max {7(n)} oldugundan, asagidaki ifade elde edilir.

n—1, n € 3k, 3k + 1]
h(n) := rglgzw(s) =< 3k, n€[3k+1,3k+26] , k€N
5n — 12k — 13, n € [3k + 2.6, 3k + 3]

Diger taraftan (2.2.30) yardimiyla

M = limsu i—limsu v _ !
T @) T Y (101 [2]) W10

ifadesi elde edilir.
Boylece

1 M 1
i inf N1 oM
i .z(:)p(j) e ~ e eln 10
j=7(n

olup, Teorem 2.2.14’{in tiim kogullar1 saglanir. Béylece (2.2.36) denkleminin tiim ¢oztimleri

salmmlidir (Ocalan vd. 2018).
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3  BIRINCI MERTEBEDEN LINEER OLMAYAN GECIKMELI FARK
DENKLEMLERININ COZUMLERININ SALINIMI

Salimlilik teorisi ile ilgili calismalarda genellikle asagida belirtilen durumlar iizerinde

durulmustur:

(i) Salimimh olmayan ¢oziimiin varligi igin yeter sartlar.

(ii) Her ¢dziimiin salinimh olmasi i¢in yeter sartlar.

Verilen bu durumlar icin yapilan caligmalar birbirinden farkhdir. Ilk durum icin sabit
isaretli olan bir ¢oziimiin var oldugunu gostermek yeterlidir. Bu durumda cgesitli sabit
nokta teoremleri uygulanabilir ya da salinimli olmayan bir ¢oziime yakinsak, monoton
bir dizi tanimlanabilir. Ikinci durumda ise denklemin baz ¢ozuimleri i¢in bu yontemlerin
kullanilmasi uygun degildir. Bu yiizden celigki yontemi kullanilarak ispat yapilir. Yani,
verilen denkleme ait salinimli olmayan bir ¢oziimiin varligi kabul edilir ve bu denklemin

parametreleri i¢in kabul edilen sartlarin saglandigi gosterilerek celigki elde edilir.

Birinci mertebeden lineer fark denklemlerinin salinimlilik davranisi ile ilgili bir¢ok caligma
mevcuttur. Ancak birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli fark denklemlerinin
salmimi iizerine ¢ok sayida calisma bulunmamaktadir. Ozellikle daha genel bir du-
rum olan monoton olmasi gerekmeyen argumanlari iceren denklemlerle ilgili yapilan

caligmalar neredeyse yok denecek kadar azdir.

Bu nedenle bu tez ¢alismasinda
Az(n) + > pi(n)fiz (ri(n))) =0, n=0,1,.. (3.1)
i=1

seklinde verilen birinci mertebeden lineer olmayan birka¢ gecikmeli fark denkleminin
salimmlilik davranigi ele alinmigtir. Bu denklemin ¢oziimlerinin salinimliligr i¢in yeni
salimimlilik kriterleri elde edilmistir.
Burada 1 < i < m i¢in {p;(n)} pozitif reel say1 dizileri ve {7;(n)} monoton olmasi
gerekmeyen ve

n > 0icin 7;(n) <n—1ve lim7;(n) =00, 1 <i<m (3.2)

n—oo

kosullarimi saglayan tamsay1 dizileri ve

fi€e C(R,R) ve x #0 igin zfi(z) >0, 1 <i<m (3.3)
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ve ileri fark operatorii

Azx(n) =z(n+1) —z(n) (3.4)
esitligi ile tanimlansin.
Ayrica
r= —m>1{)1{7',( n)}, 1<i<m (3.5)

ifadesini tanimlayalim. Agik olarak, r pozitif bir tamsayidir.

1 <i < migin {r;(n)} monoton olmas1 gerekmeyen diziler olmak tizere

hi(n) := max {ri(s)}, n>0ve h(n) = max {h;(n)} (3.6)

1<i<m

esitliklerini tanimlayalim. Agik olarak, 1 <i < m igin (h;(n)) dizileri azalmayan ve her

n>0vel<i<migin 7;(n) < h;(n) < h(n) olur.

Diger taraftan (3.1) denkleminde yer alan 1 < i < m igin f; fonksiyonlar1 agagida verilen
sart1 saglasin.

M; =limsup ——, 0 < M; < oc. (3.7)
z—0 fz( )

Chatzarakis ve Jadlovska (2018) tarafindan asagidaki lemma verilmistir.

Lemma 3.1 (3.2) saglansin ve a > 0 olsun. Bu durumda

n—1 m
a = lim inf Z sz = lim inf Z sz (3.8)

esitligi vardir, burada h(n), (3.5) esitligi ile tanmmlanmig ve 7(n) = Lax {ri(n)}
seklindedir (Chatzarakis ve Jadlovska 2018).

Lemma 3.2 (z(n)), (3.1) denkleminin ergeg pozitif bir ¢dziimii olsun. Eger

lim sup Z sz (3.9)

n—00 j=h(n) i=1

ise lim z(n) = 0 olur. Burada h(n), (3.5) esitligi ile tanimlanmigtir.

n—oo
Ayrica, (z(n)), (3.1) denkleminin ergeg negatif bir ¢dziimii olsun. Bu durumda, eger

(3.9) ifadesi saglanirsa, lim x(n) = 0 olur.
n—o0
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Ispat (z(n)), (3.1) denkleminin ergeg pozitif bir ¢6ztimii olsun. Ayrica, her n > n; icin

z(n), x (t(n)) > 0 olacak sekilde ny > ny mevcuttur. Béylece (3.1) denkleminden

sz f; (n))) <0, ¥n >n

esitsizligi elde edilir. Yani, (z(n)) azalmayan olur ve [ > 0 seklinde bir limiti mevcuttur.
Simdi biz bu limitin [ = 0 oldugunu iddia ediyoruz. Bu nedenle, aksine [ > 0 oldugunu
kabul edelim. (3.1) denklemini h(n) den n ye toplam uygularsak
z(n+1) —z( Z sz fi(z(r:(n)) =0, n>ny (3.10)
j=h(n) i=1
ifadesini elde ederiz.
1 <i < mig¢in f; fonksiyonlar siirekli oldugu igin nh_)rrolo fi(x(1i(n))) = fi(l) > 0 olur.
Boylece 1 <i < mven > nyicin f; (x (1;(n))) > d; > 0 olacak sekilde bir ny mevcuttur.
Bu ifadeyi ve (3.10) esitsizligini kullanarak
w(n+1) — +dz Zpl ) <0, n>ny (3.11)
j=h(n) i=1
esitsizligini elde ederiz, burada d = min {d;} > 0 seklinde tanimlanmigtir.

1<i<m
Diger taraftan (3.9) ifadesinden, k — oo iken nj — oo ve

i 3 S0 12
j=h(ng) =1
olacak sekilde en az bir {n;} dizisi mevcuttur.
Boylece (3.11) ifadesinde k — oo iken n — ny, yazilirsa
dljl_glo Z Zpl < (3.13)
j=h(ny) i=1
esitsizligi elde edilir. Ancak, elde edilen (3.13) ifadesi (3.12) ifadesi ile celigir ve ispat

tamamlanir.
Benzer islem adimlar: takip edilerek (x(n)), (3.1) denkleminin ergeg negatif bir ¢6ztimii
oldugunda ve (3.9) ifadesi saglandiginda lim z(n) = 0 oldugu kolayca goriilebilir.

n—oo

Teorem 3.1 (3.2), (3.3) ve (3.7) saglansin. Eger 1 < i < m i¢in (74(n)) monoton

olmasi gerekmeyen diziler ve

hrrglcgf Z Zpl

=7(n) =1

L 0< M < oo (3.14)

19



ise (3.1) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhdir, burada M* = = max {M;} seklinde

tanimlanmigtir.

Ispat (z(n)), (3.1) denkleminin erge¢ pozitif bir ¢oziimii olsun. Eger (z(n)) (3.1)
denkleminin erge¢ negatif bir ¢oziimii olursa, bu durumda ispat asagida verilen iglem
adimlar: takip edilerek benzer sekilde yapilabilir. Ayrica her n > ny ve 1 < i < m
icin z(n), x(r;(n)), x(h(n)) > 0 olacak sekilde n; > ny mevcuttur. Boylece (3.1)
denkleminden

Ax(n) = - Zpi(n)fi (z (Ti(n))) <0, Yn = m

esitsizligi elde edilir. Yani, (z(n)) artmayan olur. Bdylece (3.14) sartindan ve Lemma
3.2 yardimiyla lim z(n) = 0 olur.

n—o0
Simdi 1 < ¢ < m igin M; > 0 olsun. (3.7) yardimiyla

filz (n)) > xz(n), n>ny (3.15)

olacak sekilde ny > n; segebiliriz.

1 <i<migcin h(n) > 7;(n) ve (x(n)) artmayan oldugundan, (3.1) ve (3.15) yardimuiyla

2M* Zp, ) <0, n>ny (3.16)

esitsizligini elde ederiz.

Ayrica (3.14) ve Lemma 3.1 yardimiyla

—_

*

, 2 ns 2 %) (317)
€

DN EDIDS R

j=h(n) i=1 j=h(n) =1

I
>

olacak gekilde bir ¢ > 0 sabiti mevcuttur.

Boylece (3.17) ifadesinden

n

> 3 ont > DWW
j=h(n) i= jmn* i

olacak sekilde her n > ns igin n* € [h(n), n| tamsayisi mevcuttur.

(3.18)

Simdi, (z(n)) in artmayan oldugunu kullanarak (3.16) esitsizligine h(n) den n* a kadar

toplam uygulanirsa

x(n*—l—l)— ( QM* Z Zpl _0

j=h(n) =1
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ya da

ot + 1) = ) + S () 3 So0)

j=h(n) i=1

esitsizlikleri elde edilir. (3.18) yardimiyla son esitsizlikten

() + g (h(n)) e < 0

ya da

v (h(n) > - (h(n°)) (319)

ifadesi elde edilir.
Ayrica, (z(n)) in artmayan oldugunu kullanarak (3.16) esitsizligine n* dan n ye kadar

toplam uygulanirsa

x(n+1)—xz(n") QM*ZZp, ))ds <0

j=n* i=1

ya da

z(n+1)—z(n")+

i () 3 3 G)

j=n* i=1

esitsizlikleri elde edilir. (3.18) yardimiyla son esitsizlikten

1 M*
oar-* (M) 5

—z (n*) + <0

ya da

T (n') > 4_1@”3 (h(n)) (3.20)

ifadesi elde edilir.
Boylece (3.19) ve (3.20) ifadeleri birlikte diigiiniildiigiinde

o) () 5> o ) ()

esitsizligi elde edilir. Buradan

bulunur.

Diger taraftan agagidaki esitligi tanimlayalim.

w = hgiolgf% > 1. (3.21)
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Boylece, 1 < w < (4¢)? oldugundan w smirh olur.

Simdi (3.1) denklemini z(n) ile béliip h(n) den n — 1 e toplam uygularsak

n—1 n—1 m
7)))) =0 (3.22)
j=h(n) j=h(n) i=1
egitligini elde ederiz. Ayrica
n—1 .
x(n) < Ax(7) (3.23)
M) = 2 )

esitsizligi meveuttur. Boylece (3.22) ve (3.23) yardimiyla

) S S FG)
Sy 2 2P0

esitsizligi elde edilir.

Boylece 1 <i < m igin h(n) > 7;(n) ve (x(n)) artmayan oldugundan

2(h(n)) _ = o=, fla(m()) 2(h(5))
W 2 2 2SR ) (3:24)

elde edilir.
Ayrica h(n) < p < n olacak gekilde bir p tamsayisi meveuttur. Boylece (3.24) ifadesin-

den

>

SGlr) b)) §~ (3.25)

< z(mi(p)  x(p)

Ms

<.
Il

j=h(n)

esitsizligi elde edilir. Elde edilen (3.25) esitsizliginin (3.2), (3.14) ve (3.21) ifadelerini
kullanarak, her iki tarafinin alt limitini alirsak Inw > % elde ederiz. Ancak her z > 0
i¢in Inz < £ oldugundan c¢eligki elde edilir.

Simdi 1 < ¢ < m igin M; = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda (3.7) ifadesinden

1 <7< migin

, x
ilir(l] o) 0 (3.26)
egitligl elde edilir. 1 < i < m igin & > 0 oldugundan, (3.26) yardimiyla yeterince

biiytik tamsayilar igin asagidaki ifadeleri elde ederiz.

<<€, 1<i<m

fi(x)
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ya da
o) L e (3.27)
x €*

burada €* = max {€;} > 0 seklinde tamimlanan keyfi bir reel sayidir. Boylece 1 <7 <'m

i¢in 7;(n) < h(n) ve (z(n)) artmayan oldugundan, (3.27) yardimiyla (3.1) denklemi

1 m
Az(n) + = pi(n)x(h(n)) <0, n>mny. (3.28)
€
i=1
esitsizligine dontigtir.
Elde edilen (3.28) esitsizligine (h(n)) nin azalmayan oldugu goz éniinde bulundurarak
h(n) den n ye toplam uygulanirsa,
z(n+1) —x( —i——ZZpZ <0
j=h(n) =1
esitsizligi elde edilir ve
—a(h(n)) + Z sz (3.29)
j=h(n) =1

bulunur. (3.17) ve (3.29) ifadeleri yardimuyla

C
— <1
€*

ya da
€ >c (3.30)

elde edilir. €* keyfi bir reel say1 oldugundan, bu durum hm L5y = = (0 olmasi ile celigir ve

ispat tamamlanir.
Teorem 3.2 (3.2), (3.3) ve (3.7) saglansm. Eger 1 < ¢ < m igin (7;(n)) monoton

olmasi gerekmeyen diziler ve

lim sup Z Zpl > M 0< M < oo (3.31)

n—oo

ise (3.1) denkleminin tiim ¢oziimleri salmimhdir, burada h(n) (3.6) ifadesindeki gibi

tanimlanmigtir ve M* = max {M;} seklindedir.

Ispat (xz(n)), (3.1) denkleminin erge¢ pozitif bir ¢éziimii olsun. Eger (z(n)) (3.1)

denkleminin erge¢ negatif bir ¢oziimii olursa, bu durumda ispat asagida verilen iglem
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adimlar takip edilerek benzer sekilde yapilabilir. Ayrica her n > ny ve 1 <i < m i¢in

z(n), z(7;(n)), = (h(n)) > 0 olacak sekilde ny > ny mevcuttur. Teorem 3.1 den (z(n))

artmayan olur. Ayrica (3.31) ifadesinden ve Lemma 3.2 yardimiyla lim z(n) = 0 olur.
n—oo

Diger taraftan (3.7) ifadesi yardimiyla 6 > 1 olmak agagidaki ifadeyi elde ederiz.

; > < <m. .
filz(n)) > QM,I(H) > 6)]W*x(n), 1<i<m (3.32)
(3.31) ifadesinden,
lim sup Z Zp,-(j) =K>M" (3.33)
OO ih(n) i=1

olacak sekilde bir K > 0 sabiti mevcuttur.

K > M* oldugundan M* < £ < K elde edilir. Aynca (3.32) yardimiyla, (3.1)

denklemi

1 m
(1 . < .
)+ o ;pzo)x(n(n» <0 (3.34)
esitsizligine doniigtr.

1 <i<migin h(n) > 7;(n) ve (z(n)) artmayan oldugundan

)+ s o) <0 (3.35)

elde edilir.

(h(n)) nin azalmayan oldugu g6z 6niine alinarak (3.35) esitsizligne h(n) den n ye toplam

uygulanirsa
z(n+1) —x(h(n)) + HM* Z Zpl <0
j=h(n) i=1
ya da
1 n m
(b)) + () 3 Y pid) <0
j=h(n) i=1
ifadeleri elde edilir.
Buradan
1 n m
—z(h(n)) |1 = 535 _Z > pili)| <0, n=mny
j=h(n) i=1
olup
Z Zpi(j) < oM
j=h(n) =1



bulunur.

Boylece

lim sup Z Zpl ) < OM*

n—oo

elde edilir. 8 > 1 ve [;&M > 1 oldugundan bu ifade 6 olarak segilebilir. Eger 6 =

IZEM " > 1 ifadesi son esitsizlikte yerine yazilirsa
K + M*
lim su i < 3.36

ifadesi elde edilir. Ancak bu durum K > % olmasi ile geligir, boylece ispat tamam-

lanir.

Ornek 3.1 Asagida verilen birinci mertebeden lineer olmayan birkag gecikmeye sahip

fark denklemini ele alalim.

Ax(n)—i—%x (71(n)) In (10 + |z <Tl(n))\)+%x (12(n)) I (5 + |z (ra(m))]) = 0, n > 0.
(3.37)
Burada
n—1, n € [3k, 3k + 1]
Ti(n) =9 -3n+12k+3, ne€Bk+1,3k+2] , k€N,
5n — 12k — 13, n € [3k + 2,3k + 3]
ve

To(n) =711(n) — 1

seklinde tanimlanmigtir.

Ayrica (3.6) yardimiyla

n—1, n € 3k, 3k + 1]
hi(n) := r£1<a73<7'1(s) =< 3k, ne3k+1,3k+26] , keNy,
) 5n— 12k — 13, n € [3k + 26,3k + 3]
ve
ho(n) = hy(n) —
oldugu goritliir. Boylece

h(n) = max{hi(n)} = hi(n)

1<i<2
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olur.

Diger taraftan

M lims * lims x !
=11 u = 11 u =
! ot fi(z) 20 P xIn(10 + |z|)  In10

ve

Mo — i x i x
= limsup —— = limsup ————= = —
? 20 P fo(@) 20 P xIn(5+ |z[) Inb

elde edilir. Buradan

M* = maX{Mi} = M2

1<i<2
oldugu goriliir.

Son olarak

n—1 m
0.7 M~ 1
lggl j:z(n);p (]) € - € elnd

olup Teorem 3.1 in tiim kogullar saglanir ve (3.37) denkleminin tiim ¢oziimleri salinimh

olur.
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4  TARTISMA ve SONUC

Bu tez galigmasinda 1 < i < m igin {p;(n)} pozitif reel say1 dizileri ve {7;(n)} monoton

olmasi gerekmeyen,

n>0i¢in 7;(n) <n—1ve lim7;(n) =00, 1 <i<m
n—oo

kogullarini saglayan tamsay1 dizileri ve
fie CR,R)ve x #0igin zfi(x) >0, 1 <i<m
ve ileri fark operatorii
Az(n) =xz(n+1) —x(n)

esitligi ile tamimlanmak tizere
Az(n) + sz(”)fz(f (1s(n))) =0, n=0,1,...
i=1

seklinde verilen birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli fark denklemleri ¢alisilmistar.
Bu denklemin tiim ¢oziimlerinin salinimli olmasi i¢in yeni yeter sartlar elde edilmigtir.
Elde edilen sonuglarda literatiirde yer alan diger sonuclardan farkli olarak gecikme
terimlerinin monoton olmasi gerekmemektedir. Ayrica tezimizde yer alan sonuglarin
ilerleyen zamanlarda bu konular iizerinde caligacak olan aragtirmacilara yol gosterici

nitelikte olacagi diigtiniilmektedir.
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