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Kesirli mertebeden diferansiyel denklemler mihendislik, fizik ve biyoloji gibi alanlarda matematiksel
problemlerin modellenmesinde 6nemli yer almaktadir. Bu makalede kesirli mertebeden pseudo

Anahtar kelimeler
Kesirli Mertebeden ) o ; o ; o )
Pseudo Hiperbolik hiperbolik diferansiyel denklemler icin bir baslangi¢ sinir deger probleminin sonlu fark metodu ile

Denklem: Sonlu Fark yaklasik ¢dziimleri arastirilmistir. ilk olarak baslangic sinir deger problemi igin birinci mertebeden sonlu

fark semasi olusturulmustur. Daha sonra bu sonlu fark semasi igin kararhlk analizi yapilmistir. Elde

Metodu; Nimerik
edilen teorik sonuglari desteklemek igin 6rnek bir problemin farkli kesirli mertebeden tiirevlerinde

GCozlim; Kararhlik.
gercek ve yaklasik ¢oziimler igin hata degerleri hesaplanmistir. Uygulanan ¢6zim metodunun etkinligini

gostermek igin bazi nimerik simiilasyonlar verilmistir.

Numerical Solutions of Fractional Order Pseudo Hyperbolic Differential
Equations by Finite Difference Method

Abstract
Keywords Fractional differential equations are useful for modelling mathematical issues in fields including
Fractional Order engineering, physics, and biology. In this article, approximate solutions of an initial boundary value
Pseudo Hyperbolic problem for fractional pseudo hyperbolic differential equations are investigated using the finite
Equation; Finite difference method. First, a first-order finite difference scheme is created for the initial boundary value
Difference Method; problem. Then, stability analysis was performed for this finite difference scheme. In order to support
Numerical Solutions; the theoretical results obtained, error values were calculated for precise and approximate solutions in
Stability. different fractional order derivatives of a sample problem. Some numerical simulations are also given

to show the effectiveness of the applied solution method.
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1. Girig Caputo,  Atangana—Baleanu ve  Griinwald-

Kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemler Letnikov'dur.

klasik kismi diferansiyel denklemlerin  pseudo hiperbolik denklemler, zaman ve uzay

genellemeleridir. Tamsayili olmayan integral ve degiskenlerine gére karisik kismi tirev iceren

diferansiyel operatérlerin bilimi ve uygulamalari  pinerholik kismi diferansiyel denklemlerdir. Bu tiir

kesirli hesap olarak bilinir. Kesirli mertebeden denklemlerin tam ve yaklasik sayisal céziimlerini

diferansiyel denklemler miihendislik, fizik ve biyoloji elde etmek icin cesitli yontemler vardir. Zhang et al.
gibi alanlarda matematiksel problemlerin (2012) ve Liu et al. (2011) calismalarinda H1-
modellenmesinde 6nemli yer almaktadir (Hilfer Galerkin karisik sonlu eleman yéntemine dayali
2000, Ghanbari 2021, Kilbas et al. 2006, Poldlubny  5y\c5| semalar pseudo hiperbolik denklemler icin
1998, Ozbag and Modanli 2021). Literatlirde kesir olusturulmustur. Yeni bir yaklasim cesidi olarak

mertebeli tiirevler igin bircok tanim vardir. En yaygin rezidii giic serisi metodu (RPSM) pseudo hiperbolik
olarak kullanilan kesirli tirevler, Riemann-Liouville,
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kismi diferansiyel denklemlere uygulanmistir
(Modanli et al. 2021). (2012)'de
reglilasyon metodu ve parametrelerin sirekliligi

Potapova

metodu kullanilarak pseudo hiperbolik denklemler
icin sinir deger probleminin dizenli ¢ozilebilirligi
ispatlanmistir. Literatlirde bu denklemleri hem
analitik hem de sayisal olarak ¢ézmek icin calisilan
cesitli yontemler bulunmaktadir (Fedotov et al.
2016, Chen and Yang 1993, Zhao and Li 2019,
Krutitskii 1997).

Modanli et al. (2022) ¢alismasinda zamana gore
birinci mertebeden tlrevde Caputo kesirli tirevi
alinarak (0< a < 1) pseudo parabolik diferansiyel
denklemlerin ¢oziimleri icin modifiye ¢ift Laplace ve
actk sonlu fark metotlari uygulanmistir. Abdulazeez
(2022)
mertebeden tlirevde Caputo kesirli tiirevi alinarak
(0<a<1)
diferansiyel

ve Modanl calismasinda yine birinci
pseudo hiperbolik telegraf kismi
denklemi icin sonlu fark metodu
uygulanmistir. Cicek ve Modanli (2022) ¢calismasinda
hiperbolik

pertirbasyon

pseudo diferansiyel  denkleminin

homotopi yontemi ile yaklasik
¢Ozlmleri bulunmustur. Bu makalede ise zamana
gore ikinci mertebeden tiirevde Caputo kesirli tirevi
alinarak (1< a < 2) pseudo hiperbolik diferansiyel

denklemler igin ¢6zUm arastiriimistir.
Bu calismada 1 < a < 2 i¢in asagida verilen

a%(tx) _ a3v(tx) , a%v(tx)

ate 9t ox2 dx2 + ),
0<x<L 0<t<T, 1< a<?2

av(t,x) (1)
v(0,x) = uy(x), Frante uq(x),

v(t,0) =v(t,L) =0,

kesirli mertebeden hiperbolik kismi diferansiyel
denklem icin bir baslangi¢ sinir deger probleminin
yaklagik ¢Oziimleri arastirniimistir. Burada
Uy (x), uq (x), ¥(t, x) bilinen fonksiyonlar ve v(t, x)
bilinmeyen fonksiyondur. Ayrica ele alinan kesirli
tlirev Caputo kesirli tirevidir ve tanimi asagidaki
gibidirrn — 1 < o < nigin a Inci dereceden zamana

gore Caputo kesirli tlirevi

1 9" .t 1

a — —_ —_—
Dt U(t, X) - ['(n—-aq) at™ 70 (t—s)a—n+1

v(s,x)ds, (2)

olarak tanimlanir.

Diger taraftan, Caputo kesirli tirevin en onemli
avantajlarindan biri, problemin formilasyonunda
geleneksel baslangic ve sinir kosullarinin dahil
edilmesine izin vermesidir. Dolayislyla gercek diinya
problemlerini modellerken,  Caputo tilrevi
kullanilacak en iyi kesirli operatérlerden biridir
(Qureshi and Yusuf 2019, Almeida et al. 2019,

Baleanu et al. 2020).

Bu tir denklemlerin analitik ¢6zimiini bulmak

genellikle zordur, bu nedenle nimerik
hesaplamalara dayali yaklasik ¢6zim gereklidir.
Literatlrde bu denklemin sayisal ¢6ziim i¢in sonlu
farklar teknigi uygulanmamistir. Bu makalede sonlu
fark metodu ile yaklasik ¢ozlimler arastiriimistir. Bu
kismi denklemlerin

yontem, diferansiyel

ayriklastirilmasinda  kullanilan en  dogrudan
yaklagimdir. Sonlu fark yontemi tipik olarak normal
bir 1zgara araliklari Gzerinde tanimlanir ve bu da hata
pay! ¢ok daha kii¢lik ve etkili ¢oziim yéntemleri igin
kullanilabilir. Ayrica, bu yontem, boyut basina boyut
olarak tanimlanir; Bu, daha yiksek mertebeden
dogruluk elde etmek icin element mertebesini

arttirmayi kolaylastirir.

ilk olarak baslangi¢ sinir deger problemi igin birinci
mertebeden sonlu fark semasi olusturulmustur.
Daha sonra bu sonlu fark semasi icin kararlilik analizi
yapilmistir. Elde edilen teorik sonuclari desteklemek
icin 6rnek bir problemin farkh kesirli mertebeden
tirevlerinde gercgek ve yaklasik ¢ozlimler icin hata
degerleri  hesaplanmistir.  Uygulanan  ¢6zim
metodunun etkinligini gostermek icin bazi nlimerik
similasyonlar verilmistir. Hata analizi sonucunda
grid noktalari arttikga maksimum norm hatalarinin
azalma egiliminde oldugu gézlemlenmistir. Buradan
kurulan semanin dogru ve etkili oldugu sonucuna

varilmistir.

2. Materyal ve Metot
2.1 Sonlu Fark Metodunun Kararlihgi

ilk olarak x ve t eksenleri icin diizgiin arahklar
L T .
sirasiyla h = Lver=- olacak sekilde tanimlansin.

Bu durumda x,, =nh, n=0,1,2,...,M ve t, = k7,
k=012,..,N elde edilr. 1< a<2 igin (2)
denkleminin sonlu fark semasi
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D&y, = 2 G+ 1779 — jr ey (uh T -

r(3

2’”+v’”1) (3)

§eklindedir Denklemleri daha sade yazabilmek i¢in

ve b7 = ((j + 1)*7% — j*7%) seklinde

Por= r(3 @
alinacaktir. (1) problemi icin birinci mertebeden fark
sonlu fark metodu

semas! (3) denklemi ve

k—j+1

Po,c XK20 bf

1 (v,’f_l—ZUﬁ“

_2kj+k]1)

k-1 k—

k
tVny1  Vn-a 2vn""’n+1)

T h2 h?
vk, —ovkivk_
< _Vns1 hzn n-1 _ yjr(u (4)
00 = up(x,), B = 1y (x,),0 S n < M,

UO=UM=0,0S]<SN

seklinde elde edilir. Daha sonra (4) denklemi

dizenlenerek

k—j-1

pOZ,TZ’?'lb-O‘(vk_j+1 —2v k 4 v, ) +

1 k- 14
hzvn+1 (_ h2 -
(-7 —7) vk
J th? Vn-

Do, VK™ 1+(——+

) vl + sk +
(h2+p‘“) i
S =2, ) VK = ¥,
~n =u;(x,),0<n <M,

\ vE=vE=00<k<N

(5)

Vp

biciminde yazilabilir.
Baslangi¢c kosularini kullanarak (5) fark semasi
matris formunda yazilirsa

vi=v+kg
Avk+l = Byk 4 cpk-1 —

k—j+1 k -J k—j-1
b*(vy -2v, T+, )+ YJVCL(G)

k-1
pa,ij:l
1_,,0
UT(I) = uO(xn)l = ul(xn)lo =n< M:

vE=vE=00<k<N

elde edilir. Burada ¥ = (¥, ¥, .., ¥)T, ¥ =

uo(x), P = H(tyx,),1<n<M,1<k<Nve

_ .k ok
= (vg, V1, -\

matris, B ve C simetrik matrislerdir. Baslangi¢ ve

v,ﬁ)ler. Ayrica, A bir kdsegensel

sinir kosullari dahil edilmediginden dolayr A4,B,C
matrislerinin boyutu (N —1) X (N —1) dir ve
asagidaki sekilde verilmistir.

a 0 O 0 0 O
0 a 0 0 0 O
0 0 a oo ,
a=lii - tla= gt
oo a
L0 0 O 0 0 o
b d 0 0 0 O
d b d 0 0 O
0 d b P
B=]: ++ S
: b d 0
: d b d
L0 0 O 0 d b
1 1
b=t Z—2p,, b= —
c e O 0 0 0
e c e 0 0 O
0 e c : : .
C=: + & ~ & ErC:pa,rle:m.
Pob c e 0
: e c e
0 0 O 0 e cA
A matrisinin normu Al = 1Al =
1epa% 12 0l ve A= [aplv-nxw-1)

seklindedir. (6) fark semasi formill icin asagidaki
kararhhk teoremini verelim.

Teorem 1. Fark semasi formulid (6) denklemi
kararlidir.

ispat. (4) denkleminde v¥ = rkei™® von-Neumann
analiz metodu kullanilirsa

k-1
p‘”z bja(rk—j+1 _2rk=i 4 pki=1ygind —
=0

(Tkel(n 1)0_2rk+1 inf +T‘kel(n+1)9
th?

rk=1gi(n=1)8 4 ok oind _ pk=15i(n+1)6) 4

ﬁ(ei(rwl)e _ Zeine + ei(n—l)e) + y}TCL

elde edilir.n = 0,k = 1 alinirsa

W(re“’e —2r2 +retf —e70 4 2r — i) +

%(eie -2+ e‘ie) =0

-6

L ..
olur. Burada — = cosO olmak tzere

2cos6

-2 ) (20059 2 2 _
th?

2cosf
e )T_

Tz T mt T
1000



Kesirli Mertebeden Pseudo Hiperbolik Diferansiyel Denklemlerin Sonlu Fark Metodu ile Niimerik Céziimleri, Ozbag ve Modanli

kuadratik denklemi elde edilir. Gerekli diizenleme
yapildiktan sonra

-2 4C0$2 Q 4Sin2 Q 2cos@
—rf+ 2_ 2 r— =
th?2 7h? h?2 th?

seklinde yazilabilir. Bu denklemin kokleri arasinda

0 . 0
20 20
4C0$2 2_451712 >
rntnr= th > h
h?
= 2c0s? —— 215in®* = < 21cos? — — 2rsin2§
2 2 2 2
=2 0<2 —2<1
= 27c0s0 < T—N_
ve
20059
h2
nr, = ——s— =cosf <1
T h?

oldugundanr; < 1ver, < 1 elde edilir. Dolayisiyla
(6) fark semasi kararhdir.

3. Bulgular

Bu bolimde Teorem 1.'in uygulamalari icin sayisal

sonuclar  sunulmustur ve  olusturulan fark

semalarinin  ¢6zimi  sayisal  bir  6rnekle

desteklenmistir. Bu nedenle, kesirli mertebeden
pseudo hiperbolik denkleminin asagidaki baslangic-

sinir deger problemini sayisal bir 6rnek olarak ele

ahyoruz:
( 9%(tx) _ 03v(tx) , 82 v(t x)
ate 9t 9x? + (L %),
2 a
Yf(tx)—(t2+2t+1+ oo )Smx
! 0<x<10<t<ll<a<? (7)
v(0,x) = Sinx, avg;x) =0,0<x<1

\ v(t,0)=v(t1)=00<t<1.

(7) denkleminin tam ¢oéziimi v(t,x) = (t? +
1)Sinx olarak veriliyor.
(7) probleminin yaklasik ¢ozimiinii hesaplamak igin

(5) formila kullanilarak fark semasi olusturulur.

k k—j-1
]+U]

Zba( k- ]+1
1 1 1 1
W”ﬁ“(‘w hz)”r’f+l+ P

1 1 2
)t Gt ®

2 2
pa,rvr,l(_l + (__ +—= h2 Zpa,r) UT’L( = yjrcu

)+

h2
n=nhty=kz1<k<N-11<n<M-1
Vn = Up
v, = Sinx, =0,0<n<M,
T
\ vE=vl =00<k<N

Daha sonra bu sistem matris formunda yazilirsa

Wvper + Yo, +2v, 1 =1¥, (9)

elde edilir. Baslangic ve sinir kosullari da
W,y ve Z (N+1)x(N+1)

boyutunda kare matrislerdir ve I ise birim matristir.

eklendiginde

(9) denklem sistemini ¢ézmek icin modifiye Gauss
eliminasyon metodu kullanildi. v(t,x) tam ve
v(tg, xn) yaklasik ¢oziimler olmak izere maksimum

norm hata analizi

&= max lv(ty, x,) — v(t, x)| (10)

1<ksN-1,1<nsM-1

formli ile hesaplanmistir. Fark semasi (8) de a nin
farkh degerleri 1.1, 1.5, 1.9 icin hata analiz tablosu
Cizelge 1’'de verilmistir.

Cizelge 1. Problem (7) igin hata analizi.
Fark semasi (8)

N, M N=25, N=150, N=400, N=1000,  N=2500,
M=5 M=10 M=15 M=20 M=25
a=11 0.1484 0.1004 0.0850 0.0611 0.0382
a=15 0.1415 0.0959 0.0810 0.0585 0.0368
a=19 0.1188 0.0859 0.0735 0.0535 0.0339

Hata analizi tablosundan olusturulan fark semasi icin
yapilan sayisal hesaplamalarda hata payinin 1'den
kiicik oldugu gortlmektedir. Cizelge 1 olusturulan
fark semasinin dogrulugunu onaylamaktadir. Ayrica
her farkh o degeri igin tam ve yaklasik ¢oziimlerin
birbirlerine ne kadar benzer olduklarini géstermek
icin nimerik similasyonlari verildi.
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Ornek problem (7)'nin tam ve yaklasik ¢éziimleri
a = 1.1 igin Sekil 1 ve 2’de verilmistir.

Tam Coziim

t ekseni 0 o x ekseni

Sekil 1. M=15, N=400 ve « = 1.1 icin problem (7)’nin tam
¢6zUmu.

Yaklasik Coziim

tekseni 0 o x ekseni

Sekil 2. M=15, N=400 ve a = 1.1 igin problem (7)’nin
yaklasik ¢6zimu.

a = 1.5 ve ayni N, M degerleri igin problem (7)'nin
tam ve yaklasik ¢oziimleri Sekil 3 ve 4’de verilmistir.

Tam Coziim

t ekseni 0 o

x ekseni

Sekil 3. M=15, N=400 ve & = 1.5 igin problem (7)'nin
tam ¢6zuimd.

Yaklagik Coziim

t ekseni 0 o x ekseni

Sekil 4. M=15, N=400 ve « = 1.5 igin problem (7)'nin
yaklasik ¢ozlim{.

Son olarak a = 1.9 igin problem (7)’nin tam ve
yaklagik ¢oziimleri Sekil 5 ve 6’de verilmistir.

Tam Cozim

0.5

t ekseni 0 o

x ekseni

Sekil 5. M=15, N=400 ve & = 1.9 i¢in problem (7)'nin
tam ¢6zumu.

Yaklagik Coziim

t ekseni 0 o

x ekseni

Sekil 6. M=15, N=400 ve « = 1.9 igin problem (7)'nin
yaklasik ¢dzlim{.

Sekil 1, 2, 3, 4, 5 ve 6’dan gorildigi Gizere nimerik
sonuclar ile teorik sonugclarin tutarli oldugu ve
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olusturulan fark semasinin ele alinan problem igin
dogru ve etkili oldugu sonucuna variyoruz.

4. Tartisma ve Sonug

Bu calismanin amaci, kesirli mertebeden pseudo
hiperbolik diferansiyel denklemi igin bir baslangic-
sinir deger probleminin tam ¢6zUminin analitik
olarak bulunamadigi durumlarda, bu problemi
yuksek dogruluk oraninda sayisal olarak ¢ozebilecek
bir metot ortaya koymaktir. Sonlu fark metodu ile
olusturulan fark semasinin kararhlik kestirimleri
verildi. Bu kestirimlerle tutarli farkli kesir degerleri
icin sayisal ¢ozimler hesaplandi ve hata analiz
tablosu ile bunlara karsilik gelen grafikler verildi.
Matlab programi ile hesaplanan ciktilar, grid
noktalari artarken maksimum norm hatasinin
azaldigini gostermektedir. Hata tablosu ve verilen
sekillerden, c¢alisilan bu yontemin ele alinan kesirli
mertebeden  pseudo hiperbolik  diferansiyel
denklem igin iyi ve etkili bir yontem oldugu acik¢a

gorilmektedir.
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