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Öz 

Lorentz - Minkowski düzlemi (𝐿2 düzlemi) bir Pseudo-Öklidyen düzlemdir. Bu düzlemdeki iç çarpım 

Öklid düzlemindeki iç çarpımdan farklı olduğundan iç çapımla ilgili konuları çalışmak oldukça ilginçtir. 

Ortogonallik bu konulardan birisidir. Ortogonalliklerle ilgili birçok çalışma yapılmıştır. Normlu uzaylarda 

tanımlanan birden fazla ortogonallik vardır. Bunlardan bazıları Roberts ortogonalliği, Birkhoff 

ortogonalliği ve Isosceles ortogonalliğidir. Bu ortogonalliklerin temel özellikleri arasında sadeleştirme, 

homojenlik, simetri ve toplamsallık özellikleri bulunmaktadır. Bu çalışmada Lorentz-Minkowski 

düzleminde Roberts ortogonalliğine ait (R-Ortogonallik) bu temel özellikler incelenmiştir. 

 

 On R- Orthogonality in Lorentz-Minkowski Plane 

Keywords 

Lorentz- Minkowski 

plane;Lorentz norm; 

Orthogonal vector;R-

Orthogonality. 

Abstract 

Lorent-Minkowski plane is a Pseudo-Euclidean plane. Studying on the inner product topics is interesting 

because inner product in this plane is differentt than inner product of Euclidean plane. Orthogonality is 

one of these topics. There are variety of studies on orthogonality and also there are many orthogonality 

defined in normed space such as Roberts orthogonality, Birkhoff orthogonality and Isosceles 

orthogonality. Simplification, homogeneity, symmetry and additivity are basic properties of these 

orthogonalities. In this paper, these properties belong to Roberts orthogonality in Lorentz-Minkowski 

plane are investigated. 

 

1. Giriş 

Normlu uzaylarda ortogonalliklerle ilgili birçok 
çalışma yapılmıştır. Bunlardan bazıları; James 
(1945), Diminnie (1983), Alonso ve Benitez (1988), 
Alonso et al. (2012) tarafından yapılan çalışmalardır.  
 
Normlu uzaylarda bilinen bazı ortogonallikler; 
Roberts ortogonalliği, Birkhoff ortogonalliği ve 
Isosceles ortogonalliğidir. 
 
Alonso et al. (2012) çalışmalarında, normlu 
uzaylardaki  Birkhoff ve Isosceles  ortogonalliklerinin 
ortak özelliklerini incelemişlerdir. 
 
Lorentz-Minkowski geometrisinde iç çarpım Öklid 
geometrisinden farklıdır. İç çarpıma bağlı olarak 
Lorentz-Minkowski düzlemi üç bölgeye ayrılır: 

Space-like (uzaysı), time-like (zamansı) ve light-like 
(ışıksı,null). 
 
Lorentz-Minkowski düzlemindeki iç çarpım Öklid 
düzlemindeki iç çarpımdan farklı olduğundan iç 
çarpımla ilgili konuların çalışılması oldukça ilginçtir. 
 
Bu çalışmada Lorentz-Minkowski düzleminde 
Roberts ortogonalliğine ait (R-Ortogonallik) temel 
özellikler incelenmiştir. 
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2. Lorentz-Minkowski Düzleminde Temel 

Kavramlar 

Tanım 2.1 Lorentz-Minkowski düzleminde (𝐿2), 𝑥 =

(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐿2 , 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2) ∈ 𝐿2 iki vektör olmak 

üzere iç çarpım, 

(𝑥, 𝑦) ↦ 〈𝑥, 𝑦〉 = −𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 

biçiminde tanımlanır. Bu iç çarpım bi-lineer, simetrik 

ve non-dejeneredir.  

Tanım  2.2 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐿2 olsun . Eğer, 

(i) 〈𝑥, 𝑥〉 < 0 ise 𝑥 time-like vektör, 

(ii) 〈𝑥, 𝑥〉 > 0 veya 𝑥 = 0 ise 𝑥 space-like 

vektör, 

(iii) 〈𝑥, 𝑥〉 = 0 ve 𝑥 ≠ 0 ise 𝑥 light-like (null) 

vektör, 

olarak ifade edilir. 

 

Şekil 1 :  𝐿2  düzlemi. 

 

Tanım  2.3   ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿2 için, 〈𝑥, 𝑦〉 = 0 ise 𝑥 ve 𝑦 

vektörleri Lorentz anlamında diktir (ortogonaldir) 

denir. 

Lorentz anlamda diklik (ortogonallik) ⊥𝐿 ile 

gösterilecektir. 

 

Tanım 2.4 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐿2 için 𝑥 vektörünün 

Lorentz normu, 

‖𝑥‖𝐿 = √|〈𝑥, 𝑥〉| 

ile tanımlanır. 

Teorem 2.1 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ≠ 0 ∈ 𝐿2 olsun. Bu 

durumda, 

(i) ‖𝑥‖𝐿 > 0 

(ii) ‖𝑥‖𝐿 = 0 ⇔ 𝑥 bir null vektördür. 

(iii) 𝑥 bir time-like vektör                               ⇒

 ‖𝑥‖𝐿
2

= −〈𝑥, 𝑥〉 dir. 

(iv) 𝑥 bir space-like vektör                            ⇒

‖𝑥‖𝐿
2

= 〈𝑥, 𝑥〉 dir  (Tozak 2010). 

 

3. Lorentz-Minkowski Düzleminde Roberts 

Ortogonalliğinin (R-Ortogonallik) Temel Özellikleri 

Önerme 3.1 𝐿2 düzleminde R-ortogonalliği 𝜛 ∈ 𝑅, 

𝑥𝐿𝑀 ve 𝑦𝐿𝑀 vektörler  olmak üzere, 

‖𝑥𝐿𝑀 + 𝜛𝑦𝐿𝑀‖𝐿 = ‖𝑥𝐿𝑀 − 𝜛𝑦𝐿𝑀‖𝐿 

dir.  

 

İspat:  𝑥𝐿𝑀 ⊥𝐿 𝑦𝐿𝑀 olduğundan 〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉 = 0 .   

‖𝑥𝐿𝑀 + 𝜛𝑦𝐿𝑀‖𝐿
2

= |〈𝑥𝐿𝑀 + 𝜛𝑦𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀 + 𝜛𝑦𝐿𝑀〉| 

   = |〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀〉 + 2𝜛〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉 + 𝜛2〈𝑦𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉| 

= |〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀〉 + 𝜛2〈𝑦𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉|                        (1) 

 ve 

‖𝑥𝐿𝑀 − 𝜛𝑦𝐿𝑀‖𝐿
2

= |〈𝑥𝐿𝑀 − 𝜛𝑦𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀 − 𝜛𝑦𝐿𝑀〉| 

   = |〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀〉 − 2𝜛〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉 + 𝜛2〈𝑦𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉| 

    = |〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀〉 + 𝜛2〈𝑦𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉|                      (2) 

 

olur. (1) ve (2) den, 

 

‖𝑥𝐿𝑀 + 𝜛𝑦𝐿𝑀‖𝐿 = ‖𝑥𝐿𝑀 − 𝜛𝑦𝐿𝑀‖𝐿 

bulunur. 
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Örnek 3.1 𝐿2 düzleminde 𝑥𝐿𝑀 = (1,2),            𝑦𝐿𝑀 =

(2,1) vektörlerinin Lorentz anlamda dik olduğunu ve 

R-ortogonalliğinin sağlandığını gösteriniz.  

〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉 = −2 + 2 = 0 olduğundan bu iki vektör 

Lorentz anlamda diktir. 

‖𝑥𝐿𝑀 + 𝜛𝑦𝐿𝑀‖𝐿
2

= |〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀〉 + 𝜛2〈𝑦𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉| 

                          = |−1 + 4 + 𝜛2(−4 + 1)| 

= |3 − 3𝜛2| 

             = ‖𝑥𝐿𝑀 − 𝜛𝑦𝐿𝑀‖𝐿
2

 

 

olup R-ortogonalliği sağlanır. 

Aşağıda 𝐿2 düzleminde Lorentz normu kullanılarak, 

R-ortogonalliğinin özellikleri incelenmiştir.  

(i) Sadeleştirme: 𝑥𝐿𝑀 ⊥𝐿 𝑦𝐿𝑀 ⇒

𝛽𝑥𝐿𝑀 ⊥𝐿 𝛽𝑦𝐿𝑀 , (𝛽 ∈ 𝑅). 

 

‖𝛽𝑥𝐿𝑀 + 𝜛𝛽𝑦𝐿𝑀‖𝐿
2

 

= |〈𝛽𝑥𝐿𝑀 + 𝜛𝛽𝑦𝐿𝑀 , 𝛽𝑥𝐿𝑀 + 𝜛𝛽𝑦𝐿𝑀〉| 

= |𝛽2||〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀〉 + 2𝜛〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉

+ 𝜛2〈𝑦𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉| 

= |𝛽2||〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀〉 + 𝜛2〈𝑦𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉| 

= |𝛽2||〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀〉 − 2𝜛〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉

+ 𝜛2〈𝑦𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉| 

= |𝛽2〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀〉 − 2𝛽2𝜛〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉

+ 𝛽2𝜛2〈𝑦𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉| 

= |〈𝛽𝑥𝐿𝑀 − 𝜛𝛽𝑦𝐿𝑀 , 𝛽𝑥𝐿𝑀 − 𝜛𝛽𝑦𝐿𝑀〉| 

=  ‖𝛽𝑥𝐿𝑀 − 𝜛𝛽𝑦𝐿𝑀‖𝐿
2

 

dir. Buradan, 𝛽𝑥𝐿𝑀 ⊥𝐿 𝛽𝑦𝐿𝑀 olup, sadeleştirme 

özelliği vardır. 

(ii) Homojenlik: 𝑥𝐿𝑀 ⊥𝐿 𝑦𝐿𝑀 ⇒

𝛽𝑥𝐿𝑀 ⊥𝐿 𝜇𝑦𝐿𝑀 (𝛽, 𝜇 ∈ 𝑅). 

 

‖𝛽𝑥𝐿𝑀 + 𝜛𝜇𝑦𝐿𝑀‖𝐿
2
 

= |〈𝛽𝑥𝐿𝑀 + 𝜛𝜇𝑦𝐿𝑀 , 𝛽𝑥𝐿𝑀 + 𝜛𝜇𝑦𝐿𝑀〉| 

= |𝛽2〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀〉 + 2𝜛𝛽𝜇〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉

+ 𝜛2𝜇2〈𝑦𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉| 

= |𝛽2〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀〉 + 𝜛2𝜇2〈𝑦𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉| 

= |𝛽2〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀〉 − 2𝜛𝛽𝜇〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉

+ 𝜛2𝜇2〈𝑦𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉| 

= |〈𝛽𝑥𝐿𝑀 − 𝜛𝜇𝑦𝐿𝑀 , 𝛽𝑥𝐿𝑀 − 𝜛𝜇𝑦𝐿𝑀〉| 

=  ‖𝛽𝑥𝐿𝑀 − 𝜛𝜇𝑦𝐿𝑀‖𝐿
2
 

 

ve 𝛽𝑥𝐿𝑀 ⊥𝐿 𝜇𝑦𝐿𝑀 dir. Bu nedenle homojenlik 

özelliği sağlanır. 

 

(iii) Simetri :  

𝑥𝐿𝑀 ⊥𝐿 𝑦𝐿𝑀 ⇒ 𝑦𝐿𝑀 ⊥𝐿 𝑥𝐿𝑀 . 

 

‖𝑥𝐿𝑀 + 𝜛𝑦𝐿𝑀‖𝐿
2

 

= |〈𝑥𝐿𝑀 + 𝜛𝑦𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀 + 𝜛𝑦𝐿𝑀〉| 

= |〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀〉 + 2𝜛〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉

+ 𝜛2〈𝑦𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉| 

= |〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀〉 + 𝜛2〈𝑦𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉| 

= |𝜛2| |
1

𝜛2
〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀〉 + 〈𝑦𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉| 

 

1

𝜛
= ϗ ∈ 𝑅 olsun.     

 

‖𝑥𝐿𝑀 + 𝜛𝑦𝐿𝑀‖𝐿
2

 

= |
1

ϗ2
| |〈𝑦𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉 + ϗ2〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀〉| 

= |
1

ϗ2| ‖𝑦𝐿𝑀 + ϗ𝑥𝐿𝑀‖𝐿
2

                              (3) 

‖𝑥𝐿𝑀 − 𝜛𝑦𝐿‖𝐿
2
 

= |〈𝑥𝐿𝑀 − 𝜛𝑦𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀 − 𝜛𝑦𝐿𝑀〉| 

= |〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀〉 − 2𝜛〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉

+ 𝜛2〈𝑦𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉| 

= |〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀〉 + 𝜛2〈𝑦𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉| 

= |𝜛2| |
1

𝜛2
〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀〉 + 〈𝑦𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉| 
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= |
1

ϗ2
| |〈𝑦𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀〉 + ϗ2〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀〉| 

= |
1

ϗ2| ‖𝑦𝐿𝑀 − ϗ𝑥𝐿𝑀‖𝐿
2

                     (4)  

 

𝑥𝐿𝑀 ⊥𝐿 𝑦𝐿𝑀 den dolayı, 

 

‖𝑥𝐿𝑀 + 𝜛𝑦𝐿𝑀‖𝐿 = ‖𝑥𝐿𝑀 − 𝜛𝑦𝐿𝑀‖𝐿  

dır.  

Ayrıca  (3) ve (4) den, 

 

|
1

ϗ2| ‖𝑦𝐿𝑀 + ϗ𝑥𝐿𝑀‖𝐿 = |
1

ϗ2| ‖𝑦𝐿𝑀 − ϗ𝑥𝐿𝑀‖𝐿 , 

‖𝑦𝐿𝑀 + ϗ𝑥𝐿𝑀‖𝐿 = ‖𝑦𝐿𝑀 − ϗ𝑥𝐿𝑀‖𝐿 

 

olur. O halde 𝑦𝐿𝑀 ⊥𝐿 𝑥𝐿𝑀  dir. Böylece simetri 

özelliği vardır. 

 

(iv) Toplamsallık: 

a) Sağ Toplamsallık : 𝑥𝐿𝑀 ⊥𝐿 𝑦𝐿𝑀 ve 

𝑥𝐿𝑀 ⊥𝐿 𝑧𝐿𝑀 ⇒ 𝑥𝐿𝑀 ⊥𝐿 (𝑦𝐿𝑀 + 𝑧𝐿𝑀)  dir. 

       𝑥𝐿𝑀 ⊥𝐿 𝑦𝐿𝑀 ⇒ 

‖𝑥𝐿𝑀 + 𝜛𝑦𝐿𝑀‖𝐿 = ‖𝑥𝐿𝑀 − 𝜛𝑦𝐿𝑀‖𝐿  

ve 

𝑥𝐿𝑀 ⊥𝐿 𝑧𝐿𝑀 ⇒ 

‖𝑥𝐿𝑀 + 𝜛𝑧𝐿𝑀‖𝐿 = ‖𝑥𝐿𝑀 − 𝜛𝑧𝐿𝑀‖𝐿  

 

dir.  

 

 

Buradan, 

‖𝑥𝐿𝑀 + 𝜛(𝑦𝐿𝑀 + 𝑧𝐿𝑀)‖𝐿
2

 

= |〈𝑥𝐿𝑀 + 𝜛(𝑦𝐿𝑀 + 𝑧𝐿𝑀), 𝑥𝐿𝑀 + 𝜛(𝑦𝐿𝑀 + 𝑧𝐿𝑀)〉| 

= |〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀〉 + 2𝜛〈𝑥𝐿𝑀 , (𝑦𝐿𝑀 + 𝑧𝐿𝑀)〉

+ 𝜛2〈𝑦𝐿𝑀 + 𝑧𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀 + 𝑧𝐿𝑀〉| 

= |〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀〉 + 𝜛2〈𝑦𝐿𝑀 + 𝑧𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀 + 𝑧𝐿𝑀〉| 

= |〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀〉 − 2𝜛〈𝑥𝐿𝑀 , (𝑦𝐿𝑀 + 𝑧𝐿𝑀)〉

+ 𝜛2〈𝑦𝐿𝑀 + 𝑧𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀 + 𝑧𝐿𝑀〉| 

=  ‖𝑥𝐿𝑀 − 𝜛(𝑦𝐿𝑀 + 𝑧𝐿𝑀)‖𝐿
2

 

dir. O halde  𝑥𝐿𝑀 ⊥𝐿 𝑦𝐿𝑀 ve  𝑥𝐿𝑀 ⊥𝐿 𝑧𝐿𝑀 ⇒

𝑥𝐿𝑀 ⊥𝐿 (𝑦𝐿𝑀 + 𝑧𝐿𝑀) olup, sağ toplamsallık 

sağlanmış olur.  

 

b) Sol Toplamsallık : 𝑦𝐿𝑀 ⊥𝐿 𝑥𝐿𝑀  ve 

𝑧𝐿𝑀 ⊥𝐿 𝑥𝐿𝑀 ⇒ (𝑦𝐿𝑀 + 𝑧𝐿𝑀) ⊥𝐿 𝑥𝐿𝑀 

dir. 

𝑦𝐿𝑀 ⊥𝐿 𝑥𝐿𝑀 ⇒ 

‖𝑦𝐿𝑀 + 𝜛𝑥𝐿𝑀‖𝐿 = ‖𝑦𝐿𝑀 − 𝜛𝑥𝐿𝑀‖𝐿  

ve 

𝑧𝐿𝑀 ⊥𝐿 𝑥𝐿𝑀 ⇒ 

‖𝑧𝐿𝑀 + 𝜛𝑥𝐿𝑀‖𝐿 = ‖𝑧𝐿𝑀 − 𝜛𝑥𝐿𝑀‖𝐿 

        dir. 

 

Buradan, 

‖(𝑦𝐿𝑀 + 𝑧𝐿𝑀) + 𝜛𝑥𝐿𝑀‖𝐿
2

 

= |〈(𝑦𝐿𝑀 + 𝑧𝐿𝑀) + 𝜛𝑥𝐿𝑀 , (𝑦𝐿𝑀 + 𝑧𝐿𝑀) + 𝜛𝑥𝐿𝑀〉| 

= |〈𝑦𝐿𝑀 + 𝑧𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀 + 𝑧𝐿𝑀〉 + 2𝜛〈𝑦𝐿𝑀 + 𝑧𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀〉

+ 𝜛2〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀〉| 

= |〈𝑦𝐿𝑀 + 𝑧𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀 + 𝑧𝐿𝑀〉 + 𝜛2〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀〉| 

= |〈𝑦𝐿𝑀 + 𝑧𝐿𝑀 , 𝑦𝐿𝑀 + 𝑧𝐿𝑀〉 − 2𝜛〈𝑦𝐿𝑀 + 𝑧𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀〉

+ 𝜛2〈𝑥𝐿𝑀 , 𝑥𝐿𝑀〉| 

= ‖(𝑦𝐿𝑀 + 𝑧𝐿𝑀) − 𝜛𝑥𝐿𝑀‖𝐿
2

. 

 

𝑦𝐿𝑀 ⊥𝐿 𝑥𝐿𝑀ve 𝑧𝐿𝑀 ⊥𝐿 𝑥𝐿𝑀 ⇒ 

(𝑦𝐿𝑀 + 𝑧𝐿𝑀) ⊥𝐿 𝑥𝐿𝑀   olup, sol toplamsallık 

sağlanmış olur.  

4. Sonuç 

Bu çalışmada Lorentz-Minkowski düzleminde 
Roberts ortogonalliğinin (R-Ortogonallik) 
sadeleştirme, homojenlik, simetri ve toplamsallık 
özelliklerinin sağlandığı gösterilmiştir.  



Lorentz-Minkowski Düzleminde R-Ortogonalliği Üzerine, Sönmez ve Açıkgöz. 
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