Afyon Kocatepe Universitesi Fen ve Miihendislik Bilimleri Derg

Afyon Kocatepe University Journal of Science and Engineering

AKU FEMUBID 19 (2019) 031302 (601-604)
DOI: 10.35414/akufemubid.576944
Arastirma Makalesi / Research Article

Homojen Fonksiyonlari Lineer Olan Halkalara Tam Dik idempotent
Kiimeler Uzerine

AKU J. Sci. Eng. 19 (2019) 031302 (601-604)

Necat G6RENTA$
Van Yiiziincii Yil Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Bélimii

e-posta: ngortas@yahoo.com ORCID ID: http://orcid.org/000-0002-9861-5753

Gelis Tarihi: 12.06.2019; Kabul Tarihi: 19.09.2019

0z

R birimli bir halka olsun. Eger R 'de bir E tam dik idempotentler kiimesi ve bu kiimedeki en kiigtik

Anahtar kelimeler denklik sinifinin eleman sayisi olan m(E) > 2 ise R e R dir. [1]'deki B sorusu olan bu sartin gerek olup
Yakin halka; Homojen
fonksiyonlar; Tam dik

idempotent; Tamlik

bolgesi.

olmadigi sorulmaktadir. Yani; R e R ise R ‘deki her tam dik idempotent E kiimesi m(E) > 2 midir?

Bu ¢alismanin amaci kismen bu soru ile ilgili olmaklar birlikte ayni zamanda yukarida tanimlanan R
halka siniflarinin halka olmalari altinda kapali olmadigini géstermek ve komutatif halkalarla tamlik
bolgeleri disinda ve sonsuz ¢oklukta idempotente sahip halka érnekleri ile asikar olmayan
idempotentleri bulunamayan halka 6rnegi vermektedir.

On Complete Sets of Orthogonal Idempotent of Rings for Which
Homogeneous Maps are Linear
Abstract

Let R be aring with identily. If R has a complete set E of ortgonal idempotent with minimal size of
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Near rings;
Homogeneous maps;
Complete orthogonal
idempotent; integral

equivalence class m(E)>2, then ReR. Question B in [1] asks if the conserve hold:
If ReRis m(E)>2 for any complete set G of orthogonal idempotent. The purpose of this work is

partly related to this question, but also to Show that the R ring classed deseribed above are not closed

under ring contrictions, and to give examples of rings with idempootents with infinite multiplicity of

domain.
idempotents outside the integral domain with comutative rings.
In the next example, we present examples of the rings excluding non-trival idempotent.
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1. Girig homojen fonksiyonlarin bir halkasi olan M (V') "nin

R birimli bir halka ve V Uniter bir modiil
olsun.

Mo (V) = {f :V > V[f(rv) =rf(v), WweV, reR}
kiimesi bitin R —homojen dénustimlerin yakin
halkasini gostersin. [1] de yazarlar bitin R —
modiil V igin M;(V)=End;(V) olacak sekilde
birimli bitiin R halkalarin sinifini arastirmislar. [3]

de [1] de yapilan ¢alismalarailaveler yapilmis. Ayrica
actk probleme c¢oziimler aranmistir. [4] de de

ne zaman yakin halka oldugu arastiriimistir.
R birimli bir halka G Uniter bir sol R — modiil
olsun.

M (G) = {f :G > G|f () =rf (x), r R, x G|

kiimesi fonksiyon toplama ve fonksiyon bileske
islemleri altinda birimli ve sifir simetrik bir yakin

halkadir. [1] de her R—modil G igin M (G)’nin
bir halka oldugu tim R halkalarinin toplulugu ‘R
ile gdsterilmis olup Teorem II. 7 de bir R halkasinin
R de olmasi igin yeter bir sart verilmistir. Ayrica [1]
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de R € R ise R’'deki her tam dik idempotent E
kimesiigcin M (E) > 2 midir? Soursu sorulmustur.

Simdi , R de ortogonal idempotentlerin her bir tam
dik E kimesiigin m(E) =1oldugunu gosterelim.

2. Bulgular

Onerme 2.1. F bir cisim m,n>2 tamsay ve
X # 0, bir kime olsun. Tam dik idempotent E
kimesi icin m(E) =1"dir.

ispat: [1, Teorem 11,8] de M (F) e R
K=M_(F)*={f : X >M_(F)le®R

dir. X’i
X =X, UX,uU...uX, bigiminde yazalim ve
1, Xe X,

0, xeX;

ayrik bir birlesim olarak
c,: X =>M_ (F)e(x) :{

X, (i=12,..
olsun. Ive 0 M _ (F) halkasindaki mxm birim ve

.,N)’nin karakteristik fonksiyonu

sifir matrisleridir.
Her bir e, K ’da birim merkezli idempotent olup
E={e.e,,....e,.}, K da bir tam dik
idempotentler kiimesi; yani

n
i # ]icine.e; =0ve Zei =1 dir.

i=1
Herhangi i, ] icin €ve €;’nin denk olmadigini
gorelim. Bunun igin €K ve ejK ideallerinin k —

izomorfik  olmadiklarini  gérmek  yeterlidir.

Gergekten K —homomorfik bile degildir. Ciinki

asikar olmayan bir k —homomorfizmasi

uie,K —e;K bir g e K icin olsayd
u(e;) =€;9
€;9= p(e) = p(e &) = u(e)e = €;0¢; = g€ =0
olurdu ve buradan u =0 elde edilir. O halde
m(E) =1 dir.

Ornek 2.1. F bir cisim, X bir kiime olsun. F
Uzerinde 2x2 matrislerin M, (F) halkasi [1,

Teorem Il, 8]’den Rdeve X’ den M, (F)ye tim
fonksiyonlann R =M, (F)* halkasi [1, Corollary
11.3.iii] R dedir. Gergekten bu R,M,(F) matris

halkasini kendisi ile X ’in niceligi kadar direk
¢arpim olup matris halkalarinin bir kopyasidir.

e € R agikar olmayan bir idempotent fonksiyon ise
X e X igin e(x) € M, (F) bir idempotent matris
olacagindan e(x) ya b # 0 olmak iizere

a b

2
a—-a
1-a

b (1)

biciminde ya da

10 0 0 o
veya
¢c ol "4 1

bigimindedir.

E={e,e,,...,e,} birtam dikidempotent kiimesi
ise xe X igin e/(X) idempotent matrisinin (1)
deki tiirden

al bl
el(X): al_alz 1— (bl:'to)
1
b,
oldugunu varsayalim. E tam dik oldugundan
a b,

Zn:eizlgzn:ei(x)zzn: a —a/ 1 =1
i=1 i=1 i=1 b— - g

dir

n n n n

eYa=1 ) (@-a)h'=0 ) (l-a)=n-)a-=1
i=1 =1 i1 i=1

yukaridaki son denklemde n = 2 oldugu, dolayisiyla
herhangi bir tam dik idempotentler kimesinin
€,,€, gibiyalnizca iki tane idempotentten olustugu

gorulur. O halde her X € X igin

a b
&) = {(a—az)b‘1 l—a}
l1-a -b .
e (x)= La_ 2" a } = adj(e,(x))

[2, S 51] deki kriteri kullanarak €,ve ‘nin dik
olmadiklarini gérelim. Burada €;ve €,’nin denkligi
icin fg =e,ve gf =e, olacak sekilde f,geR
fonksiyonlari bulunmaktadir. Buise her X € X igin
f(x).9(x) =e,(x) ve g(x).f(x)=e,(X) olmasi
demektir. Sonug olarak €; ve €, nin denk olmadigini
gostermek icin AB =¢,(X) ve BA=¢,(X) olacak
sekilde A,B e M, (F) matrislerinin bulunmadigini
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gostermeliyiz. Bu ise aciktir; c¢lnkli aksi halde
BA = adj(AB)
B = k(adjA) olmasina denktir. Fakat bu durumda
da AB = BA:k|A|| olup &(x) ve e,(X) den
hicbirine esit olmaz. O halde (1). tir idempotent

olurdu. Bu ise bir ke F icin

matrislerle belirlenen tam dik idempotent E
kiimeleri icin m(E) = 1'dir. Ancak halkanin timunu

disundigiimizde idempotent fonksiyonlar (2) tar
idempotent matris degerlerini de alabilecektir.
Mesela

10
el:X_)IUZ(F)’el(X):|:O O}

0 1
idempotent fonksiyonlari icin E ={e,,e,}, R de bir

%X%m®AMFFO}

tam dik idempotent kiimesi olup bu kez m(E) = 2
dir. ClinkG her X € X igin

H@=B ﬂ,mwzﬁ ﬂ,

ile tanimli

f,0:X > u,(F)

fonksiyonlari icin fg =e,ve gf =e, olup € #e,
dir.

[1, Teorem Il, 2]’den R halka sinifi homomorfik
gorintdleri altinda kapali olup bunun sonucu olarak
R sinifi halka genislemeleri altinda kapalidir. Simdi
halka
olmadigini gosteren ornek verelim.

Ornek 2.2. R,M,(F)’ nin Ornekl deki (1)

tirtindeki idempotentlerinde Uretilen alt halkasi

R sinifinin daralmalari  altinda  kapali

olsun. Buna gére R, (1) turtinde ki idempotentlerin

sonlu ¢arpimi ve toplamindan olusur.
M, (F)” nin birimi | L0 -
nin birimi | = + veya
? 0o/ lo 1]

ENEH

R, (2) ile gosterilen idempotentleri kapsamaz,

J gibiyazilislarda R’ ye aittir.

¢linkd

10 1 0] o &, €
{b O}ER‘DL o}zz 22 1-a

Zn:azl, Zn:(l—a)zo dan n=1ve
i=1 i=1

oo
=la-a
b 0

c

00
celiskisi bulunur. Ayni sekilde {b ]], Rdeki E

c=0

l1-a

idempotentlerin  ¢arpimi  bigiminde yazilamaz.
Buradan R de her tam dik idempotentler kiimesi

icinyine m(E) =1, fakat R ¢ R dir, guinki

a b {a —b}
a—a -
1-a b 0

eslesmesi R nin timne bir halka homomorfizmasi
olacak sekilde genisletilebilir. Gorlinti matrislerinin

a -b
olusturdugu  tamlik  bélesi (R), {b 0 }

matrislerinin tamhk bolgesi olup R bir tamhk
bolgesini goriintl kabul ettigi icin [1, Lemma II. 10]
dan R ¢ R dir.

3.Tartisma ve Sonug
[1]’de her R—modiil G i¢in M (G) 'nin
bir halka oldugu tiim R halkalarinin toplulugu
R ile gosterilmis ve acgik bazi sorular
sorulmustur. [1]’deki soruya cevap olusturmak
icin bu ¢alismada R e Rise R deki her tam
idempotent E kiimesi i¢in m(E)=1 oldugu
gosterilmis ayn1 zamanda R halka smiflarinin
halka daralmalar kapali olmadig1
gosterilmis ve komutatif halkalarla tamlik
bolgeleri disinda ve sonsuz  coklukta
idempotente sahip halka oOrnekleri ile asikar
olmayan ve idempotentleri bulunmayan halka
Ornegi verilmistir.
[1]’'de R € R ise R’de asikar olmayan
idempotentleri bulunmayan halkalar var midir?

altinda

Sorusuna cevap ayri bir c¢alisma konusunu

olusturmaktadir.
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