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Frenet Egrileri ornekler ile desteklenmistir.

Bu calismada, Minkowski uzayinda sabit egrilikli involiit — Evoliit egri giftlerine ait pozisyon vektdrlerinin
karakterizasyonlari diferansiyellenebilir fonksiyonlara bagli olarak elde edilmistir. Egri ciftleri Frenet
vektor alanlarinin Minkowski uzayinda sahip oldugu karakterlere gore ayr ayri ele alinmistir. Ayni
zamanda bu egri ciftleri ile ilgili bazi sonuglar ortaya ¢ikarilmistir. Elde edilen bulgular gérsellestiriimis

Some Characterizations for Involute-Evolute Curve Couples with
Constant Curvatures in Minkowski Space

Abstract
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were supported with visualized samples.

In this study, the characterization of position vectors belonging to Involute - Evolute curve pairs with
constant curvature in Minkowski space are obtained depending on differentiable functions. The curve
couples are investigated according to the characteristics of Frenet vector fields in Minkowski space,
separately. At the same time, some conclusions about these pairs of curves were obtained. The findings

1. Giris

Egriler kavrami diferansiyel geometriye ait
uygulamasi ¢ok olan 6nemli konulardan birisidir.
Literatiirde Oklid ve Oklid disi geometrilerde egriler
konusunu ele alan bir¢ok calismaya rastlanmaktadir.
Bu kapsamda egriler 6zel egriler olarak da ele
alinmis ve egrinin Frenet vektorlerine gore
incelenerek egri ciftleri tanimlar elde edilmistir. Bu
egri ciftlerinden birisi de involit-Evoliit egrileridir.
involiit egri kavrami optik tizerine yapilan ¢alismalar

sonucunda ortaya atilmistir. involit-Evolit egri
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ciftleri her noktasinda teget vektorleri dik olan

egriler olarak tanimlanmaktadir Hacisalihoglu
(1983). Ayni zamanda egrinin egrilik ve torsiyonu
egrinin bicimi, hangi tiir bir egri oldugunu belirlemek
icin 6nemli bir yer tutmaktadir. Bunlar arasinda
burulmus egri ve W-egrisi de bulunmaktadir.
Burulmus egri egrilik ve burulma fonksiyonlari
sifirdan farkh olan egriler, W-egrisi ise egrilik ve
burulma fonksiyonlari sabit olan egrilerdir.

Chen (2001),

diferansiyellenebilir fonksiyonlariile her a burulmus

calismasinda, m,, m;, m,
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egrisinin asagidaki sekilde ifade edilebilecegini
soylemistir.

a(s) = my(s)T(s) + my(s)N(s) + m,(s)B(s)(1)

Bununla birlikte Chen ve ark. (2006), ¢calismalarinda
Oklidiyen
karakterizasyonlarini ele almistir.

uzayinda W-egrilerinin

Involiit evoliit egri cifti ile ilgili litaretiirde 6nemli
calismalar mevcuttur. Bilici ve Caliskan (2009, 2018),
Minkowski
spacelike olan spacelike egrilerin involitleri lizerine

3-uzayinda binormali timelike ve
galismiglardir. Ayni zamanda Bilici ve Caliskan
(2011), Minkowski 3-uzayinda timelike egrilerin
involitlerini inceleyen ¢alismalarinda timelike ve
spacelike egriler arasindaki uzakhgin sabit oldugunu
da ortaya koymuslardir. Bilici, Caliskan ve Aydemir
(2002), Bilici (2011) calismalarinda invollt evolit
egri cifti ile ilgili ilging sonuglar elde etmislerdir. Bir
diger 6nemli ¢alisma olan Bilici ve Caliskan (2019),
spacelike binormal ile verilen bir spacelike egrinin
involitlerinin kiresel gostergelerini ele almislardir.
involit egrilerinin
2015)
calismasinda detayh olarak yer verilmistir. Tim bu

Ote vyandan, dual uzayda

karakterizasyonuna ise (Senyurt vd.,
calismalardan farkh olarak, ortak asimtotik involite

sahip ylzey ailelerini inceleyen c¢alisma da

mevcuttur (Bayram, Bilici; 2016).

(Erdogdu, Yavuz; 2019) ve (Yavuz, Erdogdu; 2019)
calismalarinda Minkowski uzayinda W-egrisinin
pozisyon vektoriinlin karakterizasyonunu farkh
durumlar altinda ele alarak incelemis ve mg(s),
m4(s),m,(s) diferansiyellenebilir fonksiyonlarini
elde etmislerdir. Ayni zamanda Oztiirk ve Erdogdu,
calismalarinda Oklid uzayinda sabit oranli involiit —
Evolut egri ciftlerini incelemis ve bu egrilerin T —
sabit egriler ve N — sabit egriler olmasi icin sonuglar

elde etmislerdir (Oztiirk, Erdogdu; 2018).

Biyikkitik, Oztirk (2015-1) calismalarinda g
boyutlu Oklid uzayinda sabit oran egrilerini Bishop
catisi ile incelemistir. Ardindan dért boyutlu Oklid
uzayinda sabit oran egrilerini paralel ¢cati yardimi ile
ele almislardir (Buyukkitiik, Oztirk; 2015-2).

Bikcl, Karacan (2007-1,2), calismalarinda timelike
ve spacelike egrilerin involiit — Evoliit egri ciftlerini

incelemis ve Frenet elemanlari arasindaki iliskiyi
Oztiirk ve digerleri, (2013)
calismasinda pseudo null egrilerinin involiit egrisinin

ortaya koymuslardir.
olmadiginiispatlamiglardir.

Bu calismanin amaci, Minkowski uzayinda sabit
egrilikli involiit — Evolit egri ciftlerine ait pozisyon
vektorlerinin  karakterizasyonlarini  diferansiyel-
lenebilir fonksiyonlara bagli olarak elde etmektir. Bu
kapsamda, a: I = R3 egrisine ait egrilik ve burulma
fonksiyonlari sifirdan farkl olan burulmus egri,
egrilik ve burulma fonksiyonlari sabit olan W egrisi
ele alinmistir.  a egrisinin bir involitl olan &

egrisinin m,, ™mMyve m, diferansiyellenebilir
fonksiyonlarina bagh olarak egrilik ve burulma
degerlerinin farkli durumlarina gore elde edilmistir.
Elde edilen bulgular tartisma ve sonug¢ kisminda

ornekler ile de desteklenmektedir.
2. Materyal ve Metod

Tanim 2.1. Her U = (uy,uy,u3), U = (v1,0,,v3) €
R3 igin
(U, V), = —uyv1 + Upvp +uzvs (2)

seklinde tanimlanan carpim ile birlikte R3 uzayina
Minkowski uzayi denir ve R? ile gésterilir (Walrave,
1995).

Tanim 2.2. a:] - R3, vVt €1 icin a'(t) vektori
timelike (spacelike) vektor ise a egrisine timelike
(spacelike) egri denir. Yt € I icin (a'(t),a’(t)), =
—1 ((a'(t),a’(t)), = 1)ise &’ ya birim hizli timelike
(spacelike) egri denir (Walrave, 1995).

Tanm23 a:] —» RS, vt € Iicin{(a'(t),a'(t)), =0
ise a egrisine null egri ad1 verilir.

Teorem 2.1 Birim hizli null olmayan a:I - R}
egrisinin Frenet vektor alanlan T, N, B ise

T'(s) 0 g,k(s) 0 T(s)
N'(s)| =|—&1k(s) 0 —&37(s)| |[N(s)
B'(s) 0 &,7(s) 0 B(s)

g =(T(s),T(s)), , & =(N(s),N(s)),, &=
(B(s),B(s)), olmak uzere k(s) egrilik ve (s)
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burulma fonksiyonudur. (Walrave, 1995; Inoguchi,
1998).

Tanim 24. a: ] - Rf egrisi icin Kk ve T birer sabit
fonksiyon ise a egrisine W- egrisi adi verilir
(Gurpinar vd 2014).

Tanim 2.5. Birim hizli null olmayan a: I — ]R{f egrisi
ile a:1 - ]R{f egrisi verilsin. Vs € [ igin a egrisinin
tegeti  @(s)

a(s) noktasindaki noktasindan

geciyorsa ve

(T(s),T(s)) =0 (3)

ise & egrisi a egrisinin bir involiitd denir (Do Cormo
1976; Bikci, Karacan, 2007).

Teorem 2.2. & egrisi; birim hizli null olmayan a: I =
R3 egrisinin bir involiitii ise A sabit bir reel sayi
olmak lizere

als) =als) + (—=s + DT(s) (4)

dir (Bukcu, Karacan, 2007)

Teorem 2.3. @ egrisi; birim hizli timelike a: 1 - R3
egrisinin bir invol(itl olsun. & egrisinin Frenet vektor
alanlan T, N, B olduguna gore

T(s) = N(s), (5)
~ _ —K(S) _ 7(s)

N(S) - VE(s)2-1(5)? T(S) VE(s)2-1(5)2 B(S), (6)
> _ —7(s) _ K(s)

PO = T O Tt O )

dir @ egrisinin egrilik ve burulmasi £ ve T olmak
Uzere, asagidakiler saglanir:

/ 2_ 2
R(S): K(s)*—1(s)

I(=s+Dlx(s)’

(8)

~ _ K(s)Tr(s)—kr(s)T(s)
) = b w@i D) ©)

(Karacan ve Biikg, 2007).

Teorem 2.4. @ egrisi; birim hizli spacelike asli normal
vektor alanina sahip spacelike a:1 - R3 egrisinin
bir involiitl olsun. & egrisinin Frenet vektor alanlari
T, N, B olduguna gore

T(s) = N(s), (10)
N(s) = —L—T(s) — ——2—B(s), (11)
T Je(s)2x(s)? OO

23 _ 7(s) _ K(s)
B(s) = m=—s S T(s) NGO B(s) (12)

dir @& egrisinin egrilik ve burulmasi K ve T olmak
Uzere, asagidakiler saglanir

7(s) = VI($)?-k(s)? (13)

[(=s+Dlx(s)’

K(s)tr(s)—kr(s)z(s)
(=s+D)K(s)(x(s)2—Kk(5)?)

(s) =1(s) = (14)

(Bilici ve Caliskan, 2009).

Teorem 2.5. @:/ - R} birim hizli timelike asli
normal vektor alanina sahip spacelike a:/ » R3
egrisinin bir involUtl olsun. & egrisinin Frenet vektor
alanlan T, N, B ise

T(s) = N(s), (15)

N(s) = == T(5) — == B(s), (16)
VT(8)2+K(s)? T(5)2%+kK(s)? ’

5 _ 7(s) _ K(s)

B(s) = VT(8)2+K(s)? T(s) T(5)2+K(5)? B(s) (17)

dir @ egrisinin egrilik ve burulmasi K ve T olmak
Uzere, asagidakiler saglanir

- _ JT(8)%4K(s)?

R(S) = oDl (18)
~ _ k(s)tr(s)—kr(s)z(s)
7) = e a@ D
(Karacan ve Biikgl, 2007).

(19)

3. Bulgular

Chen, 2001'deki galismasinda, m,, m,, m, birer
diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak Gzere her
a burulmus (gergin) egrisinin

a(s) = mo(s)T(s) + my(s)N(s) + m,(s)B(s)
(20)

seklinde yazilabilecegini ifade etmistir. & egrisi birim
hizli a egrisinin involUti olsun asagidaki esitlik
saglanir.

als) = al(s) + (s +A)T(s) (21)

Ayni zamanda 7y (s), m;(s), my(s) diferansiyel-
lenebilir fonksiyonlari yardimiyla

a(s) = my(s)T(s) + My (s)N(s) + My (s)B(s)
(22)

olarak yazilabilir.
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Bu bolimde birim hizli null olmayan sabit egrilkli

egrilerin Invollt-Evolit egrileri Frenet vektor

alanlarinin karakterine gore incelenmistir.

3.1. Timelike Egriler icin Sabit Oranli involiit-Evoliit
Egri Ciftlerinin Bazi Karakterizasyonlari

Bu bolimde sabit egrilikli timelike egriler igin
involiit- Evoliit egri ciftlerinin karakterizasyonlari
icerdigi
denklemlerin ¢oziimde ortaya ¢ikan 6z deger ve

incelenmistir. Onermelerin diferansiyel

dzvektdr probleminin bir sonucu olarak k2 — 72 > 0
ve k2 — 12 < 0 seklinde iki ayri durum mevcuttur.
Bu durumlar dikkate alinarak elde edilen teoremler
ifade edilmistir.

Onerme 3.1.1. a:/ > R} birim hizli timelike
burulmus egrisi verilsin.

i) b2 = k2 — 12 > 0 olmak lizere a bir W- egrisi ise
pozisyon vektor,

2
. T
my(s) = ¢oT + ¢ykcoshbs + c,ksinhbs — poit

(23)

m,(s) = —c,bcoshbs — ¢, bsinhbs + :—2,
(24)

my(s) = ¢k + ¢y Tcoshbs + c,Tsinhbs — z—;s,
(25)

i) —a? = k? — 72 < 0 olmak Uzere a bir W- egrisi

ise pozisyon vektord,

2
mo(s) = ¢oT + ke cosas + kcysinas + %s, (26)
m4(s) = c;asinas — c,acosas — %, (27)
m,(s) = ¢k + cyTCcosas + c,Tsinas + %s. (28)

diferansiyellenebilir fonksiyonlar ile ifade edilir.
Burada ¢; (0 <i<?2) reel sabitlerdir(Erdogdu,
Yavuz; 2019).

Teorem 3.1.1. a:I - R3birim hizli timelike

burulmus egrisi verilsin, dyle ki

a(s) = mo(s)T(s) + my(s)N(s) + m,(s)B(s)
(29)

seklinde ifade edilsin ve k(s)? — 7(s)? # 0 olsun.
a egrisinin involltil olan & egrisi

a(s) = my(s)T(s) + m; (sIN(s) + 7 (s)B(s)
(30)

olarak yazilabilir. Burada

Mo (s) = my(s), (31)

1(5) = = [K(s) (=mo(s) + s = 1) + 1()my(s)],
(32)

i (s) = ~[1()(mo(s) — s + D) — k(Imy ()],
(33)

seklinde olup @(s) = a(s) + (s + )T(s) ve a =
k(s)? — 7(s)2 dir.

ispat. & egrisi a egrisinin bir involiti ise (22) esitligi
saglanir. Teorem 2.3. de verilen esitlikleri denklem
(30)’de yerine yazilirsa

a(s) = T(s) (2RI . (s (5)

—1(8)My (s)—k(s)m (s)
+5(s) ( JK(s)2-1(s)? ) (34)

oldugu gorilir. Ote yandan (29) esitligi denklem

(21)’da yerine yazilirsa
a(s) = (mo(s) —s + DT (s) + my(s)N(s)
+m,(s)B(s) (35)

ifadesi elde edilir. Daha sonra (34) ile (35) ifadeleri
birbirine esitlenip, diizenlenirse

—k(s)m1(s)—t(s)m;(s)

0 = mO(S) —s+ A, (36)
my(s) = my(s), 37
—2($)m (s)—k(s)mp(s) _ m,(s) (38)

JE($)2—1(s)2

bulunur. Sonug olarak asagidaki esitlikler elde edilir;

Mo (s) = my(s), (39)

3(5) = = [1(s)(=m(s) + 5 — 1) + 7()my(s)],
(40)

3(s) = = [1()(mo(s) — s + A) — K()my ()]
(41)

ve ispat biter. Burada a = +/k(s)% — 7(s)?2 dir.
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birim hizli timelike
K2 —12>0

Teorem 3.1.2. a:] > R}
burulmus W-egrisi verilsin, oyle ki
olsun. a egrisinin involltl olan & egrisi

a(s) = my(s)T(s) + My (SIN(s) + mz(s)B(s)
(42)

olarak yazilabilir. Burada
My (s) = —cybcosh(bs) — ¢, bsinh(bs) + ;—2, (43)

m;(s) = %(SK — kA — b%c,cosh(bs)
— b?%c,sinh(bs))
(44)
i3 (s) = (cob® = A7) (45)

seklinde olup @(s) = a(s) + (—s + )T (s) dir.

ispat. Onerme 3.1.1’ i) de verilen my, m; ve m,
fonksiyonlari Teorem 3.1.1 de ifade edilen (31),(32)
ve (33)’ de yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler
yapilirsa ispat elde edilir.

birim hizlhh timelike
K> —12<0

Teorem 3.1.3. a:] - R}
burulmus W-egrisi verilsin, oyle ki
olsun. a egrisinin involltl olan & egrisi

a(s) = my(s)T(s) + My (sIN(s) + M5 (s)B(s)
olarak yazilabilir. Burada

My (s) = cyasin(as) — cyacos(as) — %, (46)

my(s) = %(sx — kA — a’?cycos(as) —
a?c,sin(as)), (47)
My (s) = %(—azco + A1) (48)

seklinde olup @(s) = a(s) + (—s + )T (s) dir.

ispat. Onerme 3.1.1’ ii) de verilen my, m; ve m,
fonksiyonlari Teorem 3.1.1 de ifade edilen (31),(32)
ve (33) de yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler
yapilirsa ispat elde edilir.

3.2. Spacelike Egriler igcin Sabit Oranli involiit-
Evoliit Egri Ciftlerinin Bazi Karakterizasyonlari

Bu béliimde sabit egrilikli spacelike involiit- Evoliit
egri ciftlerinin karakterizasyonlari elde edilmis ve bu

kapsamda iki ayri alt bolim olugturulmusgtur. Birinci
alt bolimde spacelike normale sahip spacelike
egriler icin sabit egrilikli involiit- Evoliit egri ciftleri
ve ikinci alt bolimde ise timelike normale sahip
spacelike egriler icin sabit egrilikli involit- Evoliit
egri ciftleri farkli durumlara gore incelenmistir.

3.2.1. Spacelike Normale Sahip Spacelike Egriler
icin Sabit Oranli involiit- Evoliit Egri Ciftlerinin Bazi
Karakterizasyonlari

Onceki bolimde oldugu gibi dnermelerin icerdigi
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimde ortaya ¢ikan 6z
deger ve Ozvektor probleminden dolayr egrilik ve
burulma sabit degerlerine gore sekillenen alt
durumlar mevcuttur. Bu durumlar dikkate alinarak
elde edilen teoremler ifade edilmistir.

Bu alt bélimde spacelike a(s) egrisine ait teget
vektori olan T(s) spacelike, N(s) spacelike ve
egrinin binormali olan B(s) timelike vektér olarak
ele alinmistir. Bu durumda @(s) egrisinin Frenet
vektorleri olan T(s), N(s),B(s) icin asagidaki tic
durum mevcuttur.

i) T(s)spacelike, N(s) timelike ve B(s)spacelike

ii) T (s) spacelike ise N(s) spacelike B(s)timelike
iii) T(s) spacelike ise N(s)null ve B(s) null
vektorlerdir.

Onerme 3.2.1.1. a: I - R? birim hizli spacelike asli
normal vektoér alanina sahip spacelike burulmus
egrisi verilsin. a bir W- egrisi ise pozisyon vektori
asagidaki diferansiyellenebilir fonksiyonlari ile ifade
edilir.

i) k2 — 12 = f2 > 0 olmak Uizere,

my(s) = —tcy + cyksinh(fs) + cyksinh(fs) +
: (49)

T
72>

K

my(s) = —cqfsinh(fs) + c,fcosh(fs) + e (50)

KT

m,(S) = kcy + cyTcosh(fs) — cpTsinh(fs) — 7S

(51)

ii) 72 — k2 = —g? < 0 olmak lizere
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2
my(s) = —coT — ¢y kcos(gs) + cyksin(gs) — ;s’

(52)
m,(s) = ¢ gsin(gs) + c,gcos(gs) — % (53)

my(s) = cok + c;Tcos(gs) — c,tsin(gs) + %s
(54)
i) 72 — k% = 0 igin iki ayri durum sdzkonusudur.

a) Kk =rTise

K2 2 K2 2
moy(s) = —cp (75 — 1) tC1kS — €87 —
K.'2 3
=S + s, (55)
mq(s) = —Coks + ¢, — C2kS — gsz, (56)

1 2.2 K 2 K% 3
mz(s)=5cok s —C1KS+C2(?S +1)+?s

(57)
b) k= —Tise
2 2
my(s) = —co (%SZ — 1) + c1ks + cz%sz -
K.'2 3
=i +s, (58)
mq(s) = —coks + ¢ + cyks — gsz, (59)
2
m,(s) = —co %SZ + c1ks + ¢ (%SZKZ + 1) -
kg3 (60)
6

Burada ¢; (0 <i < 2) reel sabitlerdir. (Erdogdu,
Yavuz; 2019)

Yukarida ki esitlikte bulunan n1y(s), m;(s) ve
m,(s) fonksiyonlar bir onceki 6nermede ifade
edildigi gibi k2 — t2 ifadesinin aldig1 degere gore
asagidaki teoremlerde ayri ayri ele alinmistir.

Teorem 3.2.1.1 a:I - R3 birim hizli spacelike
burulmus egrisi verilsin, dyle ki k2 — 72 = f2 >0
olmak lizere, a egrisinin involltl olan & egrisi

my(s) = —cqfsinh(fs) + c,fcosh(fs) + :—2 (61)

m;(s) = %(SK — kA + t2c cosh(fs) +
k2cysinh(fs) + c,sinh(fs)f?) (62)

ity (s) = fi (stf2 — frco + f21(s — ) +

(f%ktcy)(coshfs + sinhfs)) (63)
¢ (0<i<2) reel
diferansiyellenebilir fonksiyonlari ile ifade edilir.

sabitler olmak Uzere

ispat. Onerme 3.2.1.1. de elde edilen m(s), m; (s),
m,(s) degerleri
sonucunda diger
edilebilir.

kullanilarak, gerekli islemler

ispatlara benzer olarak ele

Teorem 3.2.1.2. a:I - R3 birim hizl spacelike
burulmus egri olsun. T2 — k2 =—g2 <0 ise a
egrisinin involUtl olan & egrisi

my(s) = ¢y gsin(gs) + c,gcos(gs) — ;—2 (64)
my(s) = ﬁ (SK — k) + (—clcos(gs) +
c,sin(gs))g?)

(65)
3 (s) = ——— (572 + g?tco +
12523
g2kcycos(gs) — gPkc,sin(gs)) (66)
¢; (0<i<?2) reel sabitler olmak uzere

diferansiyellenebilir fonksiyonlari ile ifade edilir.

3.2.2. Timelike Normale Sahip Spacelike Egriler igin
Sabit Oranli involiit- Evoliit Egri Ciftlerinin Bazi
Karakterizasyonlari

Bu alt bolimde timelike asli normal vektor alanina
sahip spacelike egriler icin sabit egrilikli involiit-
Evoliit egri ciftleri ele alinmistir. Spacelike a(s)
egrisine ait teget vektdri olan T(s) spacelike,
N(s) timelike
spacelike vektor olarak ele alinmistir. Bu durumda
@(s) egrisinin Frenet vektorleri “T'(s), N(s), B(s)
icin T(s) timelike, N(s) spacelike ve B(s) spacelike

ve egrinin binormali olan B(s)

vektorlerdir.

Onerme 3.2.2.1. a: I - R3 birim hizli timelike asli
normal vektdr alanina sahip spacelike burulmus
egrisi verilsin. a bir W- egrisi ise pozisyon vektori
VIZi e =a

diferansiyellenebilir fonksiyonlari ile elde edilir:

olmak Uzere asagidaki
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my(s) = —coT + c;kcosh(as) + c,ksinh(as) +
.L.Z
;S, (67)
m4(s) = —c,asinh(as) — c,acosh(as) + %,

(68)

my(s) = kcy + cyrcosh(as) + cptsinh(as) — %s
(69)
(Erdogdu, Yavuz; 2019).

Teorem 3.2.2.1. a:I - R3 birim hizli spacelike
burulmus egri olsun. a egrisinin involliti olan &
egrisi

My (s) = —cyasinh(as) — c,acosh(as) + % (70)

my(s) = %(Kﬂ — sk + a?c,cosh(as) +

a®c,sinh(as)) (71)
my(s) = % (sta®? — a*cy — a’st + a’At)  (72)
Burada VT2 + k2 = a dir.

4. Ornekler

Bu kisimda elde edilen sonuglar 6rneklerle
tartisiimis ve bazi sonuglar ortaya konulmustur.

Ornek 4.1.
normal vektor alanina sahip spacelike egrisi

a:1 > R} birim hizli spacelike asli

a(s) = (% sinhs,% coshs, ? s) (73)

olarak verilsin. Bu egrinin Frenet vektor alanlari

T(s) = (% coshs,%sinhs, ?), (74)
N(s) = (sinhs, coshs, 0), (75)
B(s) = (? coshs, ? sinhs, %) (76)

olarak bulunur. Ayrica a egrisinin egrilik ve

burulma fonksiyonlari sirasiyla
1
K(s) =3, (77)

o(s) =2 (78)

oldugundan a bir W egrisidir. Burada 72 — k2 =
1 >0 durumu s6z konusudur. a egrisinin
involiti olan & egrisini Teorem 3.2.1.1 yardimiile

My (s) = c,coshs — ¢;sinhs + ; (79)

my(s) = %s —%A +%clcoshs +i(cl —

c;)sinhs (80)

Mz (s) =V5s — ¢y — %\/g/l + i\/gcl(coshs +
sinhs) (81)

diferansiyellenebilir  fonksiyonlari ile ifade
edilebilir. Burada & egrisi; «a egrisi bir W- egrisi
oldugundan dizlemseldir. a egrisinin grafigi
asagida verilmistir.

=T

N
oo
_LAz_/_x_/—LJi’—“/—"‘

Sekil 4.1. a spacelike W- egrisi

Ayrica dizlemsel @ involltu egrilerin degisen A
degerleri ile meydana gelen involit egriler
ailesinin grafigi ise asagida verildigi gibidir.
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Sekil 4.2. & involiitu egriler ailesinin grafigi

Ornek 4.2. a:1 — R3 birim hizli timelike egrisi

a(s) = (\2sinhs,v2coshs, s) (82)

olarak verilsin. Bu egrinin Frenet vektor alanlar

T(s) = (v2coshs,v/2sinhs, 1), (83)
N(s) = (sinhs, coshs, 0), (84)
B(s) = (coshs, sinhs,v/2) (85)

olarak bulunur. Ayrica a egrisinin egrilik ve

burulma fonksiyonlari sirasiyla
K(s) =2, (86)
7(s) = -1 (87)

oldugundan a bir W egrisidir. Burada k2 — 12 =
1>0 durumu s6z konusudur. a egrisinin
involiti olan @& egrisini Teorem 3.1.2° i
kullanarak

Mg (s) = —c,coshs — ¢;sinhs + /2, (88)
My (s) = V2s — V21 — c;coshs — c,sinhs, (89)
my(s) = ¢y + 4 (90)

diferansiyellenebilir  fonksiyonlari ile ifade
edilebilir. Burada & egrisi; a egrisi bir W- egrisi
oldugundan dizlemseldir. a egrisinin grafigi
asagida verilmistir.

T | !
-100 =50 0 50 100

Sekil 4.3. a timelike W- egrisi

Ayrica dizlemsel @ involltt egrilerin degisen A
degerleri ile meydana gelen involit egriler
ailesinin grafigi ise asagida verildigi gibidir.

Sekil 4.4. & invollt egriler ailesinin grafigi
5. Tartisma ve Sonug

Bu ¢alismada, eglilik ve burulma fonksiyonu sabit
olan birim hizli spacelike ve timelike egrilerinin
involit egri cifti icin karakterizasyonlar elde
edilmistir. & involiit egrisinin karakterizasyonu igin,
pozisyon vektoriiniin, Frenet vektor alanlarinin
lineer birlesimi olarak ifade edilmesinden
faydalaniimistir. Bu ifade ediliste ortaya cikan 1,
m; ve m, diferansiyellenebilir fonksiyonlari yanlzca
K ve T degerlerine bagl olarak ortaya konulmustur.
a birim hizh burulmus W-egrisi i¢in, k2 — 72 > 0 ve
kK2—12<0 iki
degerlendirmelerde bulunulmustur. Ancak x? —

durumda calismamizda
72 = 0 olma durumunda ise involiit egrisi tanimli
olmadigindan incelemeye gerek duyulmamistir.
Ayni zamanda & egrisi a egrisinin evollt egrisi
oldugu icin elde edilen sonuglar evolit egri ciftleri
icin de benzer sekilde yorumlanabilir.
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