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Özet 

Bu makalede 2-normlu uzaylarda lacunary istatistiksel delta ward süreklilik kavramı incelenmiştir. 

Ayrıca, lacunary istatistiksel delta ward süreklilik ve normal anlamda süreklilik arasındaki ilişki ile ilgili 

teoremlerin ispatları verilmiştir. 
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Abstract 

In this study, the concept of lacunary statistically delta ward continuity in 2-normed spaces is 

investigated. Also, proofs of theorems related to lacunary statistically delta ward continuity and other 

kinds of continuities are given. 
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1. Giriş 

2-normlu uzay kavramı, ilk olarak 1963 yılında S. 
Gahler tarafından verilmiştir (Gahler 1963, 
1965).Son zamanlarda birçok yazar 2-normlu 
uzaylara ilişkin bazı çalışmalar yapmışlardır (Bakınız: 
Mashadi 2001, Freese et al. 2001, Gurdal et al. 
2004,Gurdal 2006, Sahiner et al. 2007, Gurdal et al. 
2008, Gurdal et al. 2009, Gurdal et al. 2012, Savas 
et al. 2016, Cakalli et al. 2016, Yegul et al. 2017, 
Arslan et al. 2018).S. Gahler, 2-normlu uzay 
kavramını şu şekilde vermiştir: X boyutu 1den 

büyük bir reel vektör uzayı ve  RXX||:.,.||  

üzerinde tanımlı reel değerli bir fonksiyon olsun. 

RXyx    ve, için aşağıda verilen koşulları 

sağlayan ||.,.||  fonksiyonuna 2-norm denir:  

i) x ve y lineer bağımlı ise ancak ve ancak 
0||,|| yx ,                              

ii) ||,,||||,|| xyyx   

iii) ||,,||||||,|| yxyx    

iv) ||,||||,||||,|| zxyxzyx  .             

||).,.||,(X ikilisine de 2-normlu uzay denir. Bu 

makalede X denildiğinde ||.,.||  2-normuna sahip 2-

normlu uzay anlaşılacaktır. ||.,.|| iki normu 

tarafından üretilen topoloji ile ||).,.||,(X , local 
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konveks Hausdorff  topolojik vektör  uzayıdır. 
Bunun için öncelikle her Xx  ve Xz için  

zxxpz ,)(  şeklinde ifade edilen )(xpz  

yarınormları tanımlanır. Böylece X uzayı üzerinde, 

 Xzpz :  formundaki yarınormların ailesi 

tarafından üretilen topoloji elde edilir. 

 J. A. Fridy ve C. Orhan,reel sayılar dizisi için 
lacunary istatistiksel yakınsaklıkkavramını  
tanımlamışlardır (Fridy et al. 1993). Pozitif 

tamsayıların artan bir dizisi   rk  olsun.Eğer 

00 k  olmak üzere )(1   rkkh rrr  

ise  rk  dizisine lacunary dizi denir (Freedman 

1978).  rk lacunary dizisi ile oluşturulan 

aralıklar  rrr kkI ,1  ile gösterilir ve 
1


r

r
r

k

k
q  

oranı olmak üzere 1inflim rr q  olarak alınacaktır. 

X uzayından alınan )( kx dizisi X’in bir L noktasına 

lacunary istatistiksel yakınsaktır veya S -

yakınsaktır demek her pozitif    reel sayısı için 

  0:
1

lim 


LxIk
h

kr

r
r

sağlanması 

demektir.Bu durum ayrıca LxS k
k




lim  ile de 

gösterilebilir. 

Yakın zamanda D. Burton ve J. Coleman, quasi 
Cauchy dizileri kavramını tanımlamışlardır (Burton 
et al. 2010).Bu tanımdan faydalanarak H. Cakallı, 
reel değerli fonksiyonlarda ve metrik 
uzaylardasürekliliğin farklı tiplerini tanımlamış ve 
bunlar hakkında ilginç çalışmalar yapmıştır (Cakalli 
2011a, 2011b, 2011c).Eğer 0lim  kS   

sağlanıyor ise )( k  dizisine lacunary istatistiksel 

quasi-Cauchy dizisi denir (Cakalli 2015).Burada her 

k pozitif tamsayısı için kkk   1  şeklinde 

ifade edilir.Lacunary istatistiksel quasi-Cauchy 
dizilerinin kümesi S  ile gösterilir. IR ’nin alt 

kümesi E  üzerinde tanımlanan bir f fonkiyonu 
eğer E  kümesinin  elemanlarından oluşan her )( k

S -quasi Cauchy dizisi  için )( kf   dizisi de S -

quasi Cauchy dizisi oluyorsa f fonksiyonuna 
lacunary istatistiksel ward sürekli veya  S ward 

süreklidir denir. Son günlerde bu kavramla ilgili 
çeşitli çalışmalar yapılmıştır (Yıldız 2017, Kaplan et 
al. 2018). 

Aynı zamanda ward süreklilik, lacunary ward 
süreklilik ve kuvvetli lacunary ward süreklilik  
kavramları 2-normlu uzaylarda da incelenmiştir 
(Cakalli et al. 2014, Cakalli et al. 2015, Ersan et al. 

2015). Eğer her Xz  için  0,lim 


zxS k
k

  

sağlanıyor ise iki normlu uzay X den alınan )( kx  

dizisi lacunary istatistiksel ward süreklidir denir.Bu 
makalede amaç, 2-normlu uzaylarda lacunary 
istatistiksel delta-ward süreklilik tanımını verip, ilgili 
teoremlerin ispatını göstermektir. 

 

2. Temel Sonuçlar 

Öncelikle X üzerinde lacunary istatistiksel delta 
quasi-Cauchy dizisi tanımını vererek başlayalım. 

Tanım 2.1.Eğer X den alınan bir )( kx  dizisi için 

 kx  dizisi lacunary istatistiksel quasi-Cauchy dizisi 

ise )( kx  dizisine lacunary istatistiksel delta quasi-

Cauchy dizisidir veya  S  quasi-Cauchy dizisidir 

denir. Bir diğer ifade ile her 0  ve her Xz için 

  0,:
1

lim 2 


zxIk
h

kr

r
r

 

şeklindedir. Burada kkkk xxxx   12
2 2  

ile ifade edilir. 

Böyle bir diziye örnek olarak  

 
 
 



 


..:0,0

:,0 2

dd

knn
xn  

verilebilir. )( nx dizisiX de lacunary istatistiksel delta 

quasi-Cauchy dizisidir. Bu dizi aynı zamanda (0,0) 
noktasına lacunary istatistiksel yakınsaktır ama 
normal anlamda yakınsak değildir. 

Şimdi X de lacunary istatistiksel delta ward 
sürekliliğin tanımından bahsedebiliriz. 

Tanım 2.2. X nin bir alt kümesi olan E  üzerinde 
tanımlanan reel değerli bir f fonksiyonu lacunary 
istatistiksel delta quasi-Cauchy dizisi olma özelliğini 
korursa fonksiyona lacunary istatistiksel delta ward 
süreklidir veya  S ward süreklidir denir. Başka bir 

deyişle, )( kx  dizisi E nin lacunary istatistiksel 

quasi-Cauchy dizisi olduğunda  )( kxf  dizisi de 

lacunary istatistiksel quasi-Cauchy dizisi oluyorsa f 
fonksiyonuna lacunary istatistiksel delta ward 

süreklidir veya  S ward süreklidir denir. 

E de lacunary istatistiksel delta ward sürekli 

fonksiyonların kümesi  ES
2  şeklinde ifade 

edilir. Bir sonraki önermede lacunary istatistiksel 
delta ward sürekli fonksiyonların kümesinin bir 
lineer uzay olduğu verilmiştir. 
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Önerme 2.1.Lacunary istatistiksel delta ward 
sürekli fonksiyonların kümesi bir lineer uzaydır. 

İspat.Öncelikle iki lacunary istatistiksel delta ward 
sürekli fonksiyonun toplamının yine lacunary 
istatistiksel delta ward sürekli fonksiyon olduğunu 

gösterelim:  ESgf 
2,   için  ESgf 

2  

olduğunu göstereceğiz.  

f ve g, X uzayının E alt kümesinde tanımlı lacunary 
istatistiksel delta ward sürekli iki fonksiyon olsun.  

0 verilsin. Terimleri E den alınan herhangi bir 
lacunary istatistiksel delta quasi Cauchy dizisi  kx  

olsun.  Bu takdirde f ve g lacunary istatistiksel delta 

ward sürekli olduğundan   kxf  ve   kxg  

lacunary istatistiksel delta quasi-Cauchy dizisi olur. 
Yani Xz için 

  0
2

,:
1

lim 2 












zxfIk

h
kr

r
r

 

ve 

  .0
2

,:
1

lim 2 












zxgIk

h
kr

r
r

 

Böylece 

   2: ,r kk I f g x z      

   2 2: , : ,
2 2

r k r kk I f x z k I g x z
    

          
   

 

kapsamasından 

    0,)(:
1

lim 2 


zxgxfIk
h

kkr

r
r

 

elde edilir. Ayrıca bir lacunary istatistiksel ward 
sürekli f fonksiyonu ile herhangi bir α reel sabitinin 
çarpımının yine lacunary istatistiksel ward sürekli 
olduğu yani   

 ESf 
2 ve her α için  ESf  2  

olduğu aşağıda şekilde gösterilir:  

  

  

  .0,:
1

lim

,:
1

lim

,:
1

lim

2

2

2


































zxfIk
h

zxfIk
h

zxfIk
h

kr

r
r

kr

r
r

kr

r
r

 

Böylece  ES
2  bir lineer uzaydır. 

Teorem 2.1.Bir 2-normlu X uzayının alt kümesi E 
üzerinde lacunary istatistiksel delta ward sürekli bir 
fonksiyon E de lacunary istatistiksel ward süreklidir. 

İspat.f fonksiyonu X uzayının bir E alt kümesi 
üzerinde lacunary istatistiksel delta ward sürekli bir 
fonksiyon olsun ve )( nx , E de lacunary istatistiksel 

quasi-Cauchy dizisi olsun. Yani Xz için 

  0,:
1

lim 


zxIk
h

nr

r
r

 

olsun. Şimdi  

   ,...,,...,,,, 2211 nnn xxxxxxt   

şeklinde tanımlanan  nt  dizisini gözönüne alalım. 

Bu   nt  dizisi de E de lacunary istatistiksel quasi-

Cauchy dizisidir dolayısıyla E de lacunary 
istatistiksel delta quasi-Cauchy dizisidir. Xz için 

  0),(:
1

lim 2 


ztfIk
h

nr

r
r

 

dır. Bu dizi  

             ,...,...,,,, 2211 nn xfxfxfxfxftf   

ile verilir. Buradan   nxf  dizisinin E de lacunary 

istatistiksel ward sürekliliği açıktır. Xz için 

  0),(:
1

lim 


zxfIk
h

nr

r
r

 

ile ifade edilir ve böylece ispat tamamlanır.  

Sonuç 2.1.E de bir fonksiyon lacunary istatistiksel 
delta ward sürekli ise süreklidir.  

İspat.İspat (Cakalli et al. 2015a) daki Teorem 3.9 
dan ve yukarıdaki teoremden elde edilir. 

Ayrıca herhangi lacunary istatistiksel delta ward 
sürekli fonksiyon istatistiksel süreklidir. 

Teorem 2.2.X uzayının bir E alt kümesi üzerinde 
düzgün sürekli bir fonksiyon f olsun. Bu takdirde E 

deki her  nx  quasi-Cauchy dizisi için   nxf  dizisi 

lacunary istatistiksel delta quasi-Cauchy dizisidir. 

İspat.X uzayının bir E alt kümesi üzerinde düzgün 
sürekli bir  fonksiyonf olsun ve  nx  de E de 

herhangi bir quasi-Cauchy dizisi olarak verilsin. 
0 için bir 0 sayısı vardır öyle ki 

 zyx ,  sağlayan her Xzyx ,,  için  

 zyfxf ),()( gerçeklenir. Ayrıca  nx , E nin 

bir quasi-Cauchy dizisi olduğundan bu   için bir 

INn 1 sayısı vardır öyle ki her 1nk   ve her 

Xz için   zxxzx kkk ,, 1  sağlanır. Her 



2-normlu uzaylarda lacunary istatistiksel delta ward süreklilik, Sibel Ersan 

 

 

839 

1nk   ve her Xz için düzgün süreklilik 

   
2

,1


 zxfxf kk  olmasını gerektirir. Ayrıca 

  nxf  dizisinin lacunary istatistiksel delta quasi-

Cauchy dizisi olduğunun ispatı için 

   0,:
1

lim 2 


zxfIk
h

kr

r
r

 

sağlandığını göstermek gerekir. 2-normun 

 ,,, zyzxzyx   

özelliğinden faydalanılarak 

  

      

   

   

000limlim

2
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h

n

h

n

zxfxfIk
h

zxfxfIk
h

zxfxfxfIk
h

zxfIk
h









elde edilir. Böylelikle   nxf  dizisinin lacunary 

istatistiksel delta quasi-Cauchy dizisi olduğu 
gösterilmiş olur ve ispat tamamlanır. 

Sürekli fonksiyon dizilerinin düzgün limitinin  sürekli 
olduğu bilinmektedir. Bir sonraki teoremde 
lacunary istatistiksel delta ward sürekli fonksiyon 
dizilerinin düzgün limitinin yine lacunary 
istatistiksel delta ward sürekli olduğu 
gösterilecektir. 

Teorem 2.3. XE  altkümesi  üzerinde tanımlanan

 nf  lacunary istatistiksel delta ward sürekli 

fonksiyonlar dizisi ve ayrıca  nf  bir f fonksiyonuna  

E üzerinde düzgün yakınsıyor ise f fonksiyonu da E 
de lacunary istatistiksel delta ward süreklidir. 

İspat.Kabul edelim ki  nf  dizisi bir f fonksiyonuna  

düzgün yakınsıyor olsun. O halde 0  için bir 
INN sayısı vardır öyle ki her Nn  ve her 

Ezx ,  için 
4

),()(


 zxfxfn  sağlanır. Ayrıca 

Nf , E de lacunary istatistiksel delta ward sürekli bir 

fonksiyon olduğundan her Ez için 

0
4

),(:
1

lim 2 












zxfIk

h
kNr

r
r

 

yazılabilir. Bu her Ez için 

  0
4

),()(2:
1

lim 12 








 



zxfxfxfIk

h
kNkNkNr

r
r

 

olması demektir. Amacımız f fonksiyonunun da 
lacunary istatistiksel delta ward sürekli olduğunu 
göstermektir. 
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kkkr
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zxfxfIk
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Böylece ispat tamamlanmış olur. Bu ispat ile 2-
normlu uzaylar da lacunary delta ward sürekli 
fonksiyonların düzgün limitinin de lacunary delta 
ward sürekli olduğu gösterilmiş olur. 

Teorem 2.4.X uzayının bir E alt kümesi  üzerinde 
lacunary istatistiksel delta ward sürekli fonksiyonlar 
dizisinin oluşturduğu küme E deki  sürekli 
fonksiyonlar kümesinin bir kapalı alt kümesidir. 

İspat.Eğer XE  kümesinde bir f fonksiyonu 
lacunary istatistiksel delta ward sürekli ise bu 

durumda ffn
n




lim  sağlayan bir  nf  dizisi vardır. 

Ayrıca kabul edelim ki E de  nx  lacunary 

istatistiksel delta quasi-Cauchy dizisi olsun.  nf

dizisif fonksiyonuna yakınsadığından, her  Ezx ,

için bir pozitif N sayısı vardır öyle ki her Nn  için 

4
),()(


 zxfxfn  sağlanır. Nf fonksiyonuE’de 
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lacunary istatistiksel delta ward sürekli olduğundan  
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yazılabilir. Bu her Ez için 
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olması demektir. Amacımız f fonksiyonunun da 
lacunary istatistiksel delta ward sürekli olduğunu 
göstermektir. O halde 

  0
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kNkNkNr
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her Ez için gerçeklenir. Buradan  

      

      

 

  |)],()(2[

)]()(2[

2:
1

lim

,2:
1

lim

12

12

12

12























zxfxfxf

xfxfxf

xfxfxfIk
h

zxfxfxfIk
h

kNkNkN

kNkNkN

kkkr

r
r

kkkr

r
r

 

   

 


















4
),(22:

1
lim

4
,:

1
lim

11

22





zxfxfIk
h

zxfxfIk
h

kNkr

r
r

kNkr

r
r

 

   

     





















4
,2:

1
lim

4
),:

1
lim

12





zxfxfxfIk
h

zxfxfIk
h

kNkNkNr

r
r

kNkr

r
r

 

Böylece f fonksiyonunun lacunary istatistiksel delta 
ward sürekli olduğu gösterilmiş olur ve ispat 
tamamlanır.  
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