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SIMGELER DiZiNi

Simgeler

R Riemann egrilik tensor alani

D Degme dagilim

S Ricci egrilik tensor alani

Q Ricci operatorii

N Nijenhuis tensor alani

Y Levi-Civita konneksiyonu

(M) M Uzerindeki C* vektor alanlari uzay1

U(n) Uniter grup

div Diverjans operatori

™ M Uzerindeki tanjant demeti

™" M Uzerindeki tanjant demetinin ortogonal timleyeni

O(s) Ortogonal grup

R, (M) M iizerindeki diferensiyellenebilir fonksiyonlarin bir alt
halkasi

F Hemen hemen kompleks yap1

c Konformal egrilik tensoriiniin diverjansi

P Projektif egrilik tensor alani

C Weyl konformal egrilik tensor alani

c Konsirkiiler egrilik tensor alani

r Manifoldun skalar egriligi




1 Giris

Bir uzayin geometrisi esas olarak o uzayin egriligine baghdir. Bir uzay icin en énemli
geometrik 6zelliklerden birisi simetridir. Bir manifoldun simetrisi ile ilgili ¢aligmalar
Cartan (1926) ile baglamigtir. Bundan sonra Cartan tarafindan ortaya konulan bu
notasyon birgok yazar tarafindan farkli yontemlerle belli baz1 egrilik kisitlamalarina
gidilerek biraz daha zayiflatilmig haliyle ele alinmigtir. Cartan ilk defa Riemann mani-
foldlar: icin tam acik baglantili lokal simetrik uzaylar1 sinifflandirmistir. Bu simiflandir-
manin bir benzeri Riemann olmayan manifoldlar igin Cahen ve Parker (1970) tarafindan
yapilmigtir. Ayrica, Walker (1950) rekiirent manifoldlar iizerinde Cartan’in tanimin
daha zayif simetriler i¢in ele almigtir. Benzer olarak, Dubey (1979) genellegtirilmis
rekiirent manifoldlar1 ve bundan bagka, Shaikh ve Roy (2010) kuasi-genellegtirilmig
rekiirent manifoldlar1 ¢alistilar. Literatiirdeki yari-simetri kavrami icin ilk tanimlama
R - R = 0 denklemiyle ilk kez Nomizu tarafindan verilmistir (Nomizu 1968). Cartan
notasyonuna goére Nomizu'nun tanimlamasindan sonra yari-simetrik manifoldlar Rie-
mann anlaminda Szab¢ tarafindan simflandirilmigtir (Szabd 1982). Bu tamimlardaki
yari-simetri kavraminin esasi yari-simetrik manifold kavramindan gelmektedir. Bir Rie-
mann M" manifoldu iizerinde R"*' Oklid uzaymmin tam baglantih bir yari-simetrik
hiperyiizeyi (n > 3) yani, R - R = 0 ise M™ manifoldu lokal simetriktir. Bagka bir
ifadeyle, VR = 0 denklemini saglar. Bu galigmalar manifold simflandirmalarinda lokal

simetriyi ve yari-simetriyi cok énemli hale getirmistir.

Yari-simetrinin bir genellestirmesi olarak psddo-simetrik kavramini ilk olarak Chaki ve
daha sonra Deszcz ortaya koymustur. Su an literatiirde bu iki farkli psédo-simetrik
kavrami mevcuttur (Chaki 1987, Deszcz 1992). Bilindigi tizere bir (M, g) Riemann
manifoldu R - R = 0 denklemini sagliyorsa yari-simetrik manifold olarak adlandirilir.
Burada R, Riemann egrilik tensorii ve R- R ise R ye gore R Riemann egrilik tensoriiniin
turevidir. Lokal simetrik uzaylar yari-simetrik uzaylardir. Yani lokal simetriklik yari-
simetrikligi kapsamaktadir. Fakat bu ifadenin tersi dogru degildir. Yani, yari-simetrik

uzay lokal simetrik bir uzay olmak zorunda degildir.

Bir (M, g) Riemann manifoldu M iizerinde keyfi vektor alanlar1 X ve Y olmak iizere,



eger R(X,Y)-R=L{(X ANY) - R} olacak sekilde bir L fonksiyonu mevcutsa bir pstdo-
simetrik manifold olarak adlandirilir. Burada (X AY')

(XAY)Z =g(Y,2)X — g(Z,X)Y

seklinde taniml bir endomorfizm tensor alanidir (Deszcz 1992). Eger M manifoldu yari-
simetrik degilse (M, g) psodo-simetrik uzay: tam psédo-simetrik uzay olarak adlandirilir.
Ozellikle, eger L fonksiyonu sabit bir fonksiyon ise uzaya sabit tipli bir psodo-simetrik
uzay denir. Yari-simetrik uzaylar L = 0 ile verilen sabit tipli psodo-simetrik uzaylardir.
Uc boyutlu sabit tipli psodo-simetrik uzaylar Kowalski ve Sekizawa (1997) tarafindan
ele alinmigtir. Ayrica, sabit tipli konformal flat psodo-simetrik manifoldlar Hashimoto
ve Sekizawa (2000) tarafindan siiflandinlmistir. Ug boyutlu bir Riemann manifoldu

icin Riemann egrilik formiilii Ricci egriliginden yararlanilarak

RIX,Y)Z = S(Y,2)X — S(Z,X)Y + g(Y, 2)QX
—9(Z, X)QY — 5(X AY)Z

seklinde belirlenir. Burada S Ricci tensorii, @) Ricci operatorii ve r skalar egriliktir. Bu
temel formiil ii¢ boyutlu Riemann geometrisinde kesit egriliginin degismezliginin Ein-
stein koguluna denk oldugunu gostermektedir. Yani, Ricci tensoriiniin {o;} dzdegerleri
icin 07 = 09 = o3 dir. Bundan bagka, pstdo-simetri de bu kogula denktir; ti¢ boyutlu
uzayda Ricci tensoriiniin o1, 09,03 Ozdegerleri 01 = o0 esitligini saglar. Boylece iig

boyut icin psddo-simetri sabit egrilik 6zelliginin bir dogal genellestirmesidir.

Simdi, Chaki (1987) tarafindan tammlanan psodo-simetrik manifold kavramin verelim.

(M"™, g) (n > 2) flat olmayan bir Riemann manifoldu her X vektor alani igin

(VxR)(Y,2)W = 2A(X)R(Y,Z)W + A(Y)R(X, Z)W
+AZ)R(YY, X)W + AW)R(Y, Z)X
+9(R(Y, Z)W, X)p
seklinde bir R egrilik tensoriine sahipse bu tiir manifoldlara psédo-simetrik manifoldlar

denir. Burada A, g(X, p) = A(X) ile verilen sifir olmayan bir 1-form ve V, g metrigine

gore kovaryant tiirev operatoriidiir. Bu tiir manifoldlar (PS), ile gosterilirler (Chaki
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1987). Benzer olarak, Chaki Ricci tensorii yardimiyla (M™, g) (n > 3) flat olmayan bir

Riemann manifoldu i¢in
(VxS)Y,Z) =2A(X)S(Y,Z)+ A(X)S(X, Z) + A(Z)S(Y, X)

egitliginden psddo-Ricci simetrik manifold tanimini vermistir. Bu tiir manifoldlar: ise

(PRS), ile sembolize etmistir.

Deszcz ve Chaki’nin ortaya koydugu tanimlamalar farkli olmasina kargin bu iki tanim-
lama arasindaki iligkileri inceleyen gok az sayida galigma yapilmigtir (Mantica and Moli-
nari 2011). Biz bu tez ¢aligmasinda Deszcz tanimin goz 6niine alarak tiim iglem ve

hesaplarimizi onun iizerinden yapacagiz.

Degme ve hemen hemen degme metrik manifoldlar {izerinde Deszcz anlaminda oldukca
fazla calisma ortaya cikmistir (De et al. 2015, Cho and Inoguchi 2005). Ozellikle
calismamizda kullanacagimiz temel kaynaklardan biri olan Ozgiir (2006) tarafindan
yapilan calisma oldukca onemlidir. Bu calismada Kenmotsu manifoldlar: iizerinde

psodo-simetrik kosullar incelenmistir.

Simetri kavrami sadece geometri de degil fizik alaninda da ¢ok degerlidir. Bazi simetri
anlamindaki hassasiyetlerin uzaya katilmasi genel rolativite kuraminda ¢ok onemli bir
role sahiptir. Bir simetri ¢zelligi olmaksizin kiiresel simetri, aksi simetri, Einstein alan
denklemlerinin ¢oziimii gibi kavramlarin ¢oziilmesi ¢cok zor hale gelirken, simetri ol-

madan olanaksiz problemlere doniisiirler (Deszcz et al. 2004).

Bu calismada, lokal simetri, yari-simetri ve psddo-simetri kavramlar: diginda belli bazi
paralellik kosullarim1 da iizerinde calisacagimiz manifold iizerinde verecegiz. Bir M
manifoldu tizerinde bir lineer konneksiyon olan V ile verilen bir 7" tensor alani, M
iizerinde egriler boyunca paralel yer degistirmeler altinda invaryanttir (Sharpe 1997).
Bagka bir deyisle, her a,b € M igin T, degeri (a noktasindaki T tensor alaninin degeri)
a ve b noktalariyla birlesen herhangi bir diizgiin egri boyunca b noktasina paralel yer
degistirmeler altinda 7} tensor degerine doniigiir. Bir 1" tensor alaninin paralel olmasi
icin gerek ve yeter sart herhangi bir keyfi Y vektor alan1 dogrultusunda onun kovaryant

tiirevinin 6zdes olarak sifira esit olmasidir. Yani, V konneksiyonuna gore, VyT = 0 veya

3



T tensor alaninin kovaryant diferensiyelinin sifir olmasidir. Levi-Civita konneksiyonu
ile verilen bir Riemann manifoldu iizerinde diferensiyel formlarin paralel alanlar1 6zel

bir ilgi alan1 olmustur (Blair 2002).

Bu tez ¢aligmasinda ele aldigimiz manifold yapisinin en temel kaynagi Kenmotsu (1972)
tarafindan ortaya koyulmustur. Kenmotsu hemen hemen degme metrik manifoldlar
iizerinde yeni bir karakterizasyon ortaya koyarak bir simiflandirmaya gitmistir. Bu
yapr yardimiyla kurulan manifold daha sonralar1 Kenmotsu olarak isimlendirilmistir
(Kenmotsu 1972). Bunlar takiben, hemen hemen Kenmotsu yapilar hemen hemen
alfa-Kenmotsu yapilara doniistiiriilerek bu tiir manifoldlar daha da genellestirilmigtir

(Vanhecke 1981).

Son zamanlarda hemen hemen alfa-Kenmotsu ve hemen hemen kosimplektik yapilar
birlikte diisiiniilerek, hemen hemen degme metrik manifoldlarin bir sinifi olan hemen
hemen alfa-kosimplektik manifold kavrami tanimlanmigtir (Kim and Pak 2005). Bir
(2n 4 1)-boyutlu hemen hemen alfa-kosimplektik yapisi dyp = 0 ve d® = 2a(n A D)
esitlikleriyle birlikte ele alinmistir. Burada «, herhangi bir reel say1 ve ®, temel 2-
formdur (Kim and Pak 2005). Burada a = 0 i¢in manifold hemen hemen kosimplektik,
a # 0 i¢in hemen hemen alfa-Kenmotsu yapisindadir. Ayrica, « = 0 ve o # 0 olmak
iizere, sirasiyla yapilar normal oldugunda o zaman bu yapilar alfa-kosimplektik ve alfa-
Kenmotsu olarak adlandirihirlar. Ozel olarak, alfa-kosimplektik yapi icin o = 1 durumu
Kenmotsu ve hemen hemen alfa-kosimplektik yapi i¢in &« = 1 durumu ise hemen hemen

Kenmotsu formundadir.

Riemann geometrisinde, R Riemann egrilik tensoriinden baska tnemli tensor alanlar:
vardir. Bunlardan bazilar1 Weyl konformal egrilik tensorii C, projektif egrilik tensorii
P ve konsirkiiler egrilik tensorii C' dir (Yano and Kon 1984). Bu nedenle, yazarlarin
¢ogu tensor carpimlart manasinda bu 6zel egrilikleri kullanmiglardir. Bunlara 6rnek

olarak, konformal yari-simetrik, projektif yari-simetrik, konsirkiiler yari-simetrik ten-

sorleri sirasiyla R(X,Y)-C =0, R(X,Y)-P=0ve R(X,Y)-C = 0 geklinde tanim-
lanmigtir (Bagewadi et al. 2007, Ozgiir 2006). Burada R(X,Y) manifoldun her bir

noktasindaki tensor cebirinin tiirevi olarak alinmigtir.



Ayrica, hemen hemen Kenmotsu manifoldlar iizerinde bazi tensor alanlarina gore paralel-
lik ve eta-paralellik aragtirilmistir (Dileo and Pastore 2009, Murathan vd. 2010). Ozel-
likle (h o ¢) bilegke tensor alanimin eta-paralelligi iizerinde galigilmigtir. Bundan bagka,
hemen hemen alfa-kosimplektik manifoldlar iizerinde h ve (¢ o h) tensor alanlarina gore

eta-paralellik sartlar1 incelenmistir (Oztiirk 2009, Murathan vd. 2014).

Bu yiiksek lisans tez caligmasinda, hemen hemen alfa-kosimplektik manifoldlar iizerinde
bazi ek sartlar altinda ii¢ boyutlu uzayda psddo-simetrik kogullar ve bu sartlarla birlikte
ortaya cikan geometri incelenmistir. Burada alfa fonksiyonu daAn = 0 seklinde diizgiin
bir fonksiyon olarak secilmistir. Ayrica, belli bazi paralel tensor alanlar: yardimiyla yari-
simetrik kogullar da hemen hemen alfa-kosimplektik ve hemen hemen alfa-Kenmotsu

manifoldlar: {izerinde caligilmistir.

Ikinci boliimde, calismamizin esasini tegkil eden temel manifold teori ile ilgili tanim
ve kavramlar sunulmustur. Bu boliimiin ilk alt kisminda belli baz1 manifoldlarin temel
kavramlar: tanitilirken, ikinci alt kisimda ise psodo-simetrik, yari-simetrik ve bazi paralel

tensor alanlar ile ilgili tanim ve kavramlar verilmistir.

Uciincii boliimde, hemen hemen alfa-kosimplektik manifoldlar ile ilgili temel kavramlar
ele alimmistir. Ozellikle, hemen hemen alfa-kosimplektik yapilar iizerinde temel egrilik
ozellikleri verilmigtir. Boliim agiklayict 3-boyutlu bir hemen hemen alfa-kosimplektik
ornegi ile sonlandirilmigtir. Buradaki hesaplamalarda alfa diizgiin bir fonksiyon olarak

alinmgtar.

Doérdiincii boliimde, hemen hemen alfa-kosimplektik manifoldlar iizerinde bazi yari-
simetrik kosullar belli baz1 paralellik sartlarina bagli olarak ayrintili bir gekilde in-
celenmistir. Ozellikle eta-paralellik kosuluna bagh olarak yari-simetrik, projektif yari-
simetrik, konformal yari-simetrik ve konsirkiiler flat gibi baz flat durumlar calisilmisgtir.

Baz1 ek sartlar ortaya konularak ortaya cikan geometri ele alinmigtir.

Son boliimde, baz1 psodo-simetrik sartlar: saglayan ii¢ boyutlu alfa-Kenmotsu manifold-
lar arastirilmigtir. Hesaplamalarda alfa hem sifirdan farkli sabit bir reel say1 hem de

da A n = 0 ile tamimlanan sifirdan farkh diizgiin bir pozitif fonksiyon olarak alinmigtir.



Ozellikle, psodo-simetrik, psodo-Ricci simetrik, genellestirilmis psédo-Ricci simetrik gibi
bazi 6zel psodo-simetrik kosullar alfa-Kenmotsu manifoldlar: iizerinde incelenmis ve bazi

sonuclar elde edilmistir.



2 TEMEL TANIMLAR ve KAVRAMLAR

Bu boliimde, calismamizda kullanacagimiz temel kavramlar verilmistir.

2.1 Manifoldlar

Tanim 2.1.1 Bir n-boyutlu C* manifold M", M" {izerinde vektor alanlarinin uzayi

X(M™) ve reel degerli C*° dif.bilir fonksiyonlarm halkas1 C*°(M™, R) olmak iizere,
g x(M") x x(M") — C=(M",R)

ile tanimlanan simetrik, 2-lineer ve pozitif tanimh bir g doniisiimiine M" tizerinde bir
Riemann metrik tensorii ve (M",g) ikilisiyle verilen manifolda da bir Riemann mani-
foldu denir. M™ manifoldunun herhangi iki a ve b noktasi i¢in M™ iizerinde bu noktalari

birlegtiren bir egri bulunabiliyorsa M" ye baglantili manifold adi verilir (O’neill 1983).

Tanim 2.1.2 M" bir C* manifold olsun. M™ iizerinde vektor alanlarimin uzayi x(M")

olmak {izere,

2-lineer

Vs (M) x () 2T ()
(X,Y) — V(X,Y) = VyY

déniigtimii, V f,g € C°(M™ R), VY XY, Z € x(M") igin,
(1)) Vx(Y+2)=VxY +VxZ,
(17) VixygvZ = f VxZ + g Vy Z,
(i)) Vx(f Y) = [ VxY + X(f)Y,
ozellikleri saglaniyorsa V ya M™ iizerinde bir afin konneksiyon denir (O’neill 1983).

Tanim 2.1.3 (M", g) bir Riemann manifoldu ve V da M™ iizerinde bir afin konneksiyon
olsun. O zaman, V déniigiimii; V X, Y, Z € x(M™) icin,

(1) VxY — Vy X = [X,Y] (Konneksiyonun sifir torsiyon zeligi),

(1) Xg(Y, Z) = g(VxY, Z)+g(Y,VxZ) (Konneksiyonun metrikle bagdasma 6zeligi),
sartlarini sagliyorsa V ya M™ iizerinde sifir torsiyonlu bir Riemann konneksiyonu veya

M™ nin Levi-Civita konneksiyonu denir (O’neill 1983).



Tanim 2.1.4 (M", g) bir Riemann manifoldu ve V, M" iizerinde bir Levi-Civita kon-
neksiyonu olsun. O zaman,
Rx (M?) X x (M™) x x(M™) — x(M")
R(X,)Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —Vixy|Z

(2.1)

ile tanimlanan (1, 3)-tipli tensor alan1 R ye M™ nin Riemann egrilik tensorii denir.
Ayrica, V XY, Z, VW € x(M") olmak iizere, R Riemann egrilik tensorii

(i) R(X,Y)Z = —R(Y, X)Z, (ii) g(R(X,Y)V,W) = —g(R(X,Y)W, V),

(1it) R(X,Y)Z4+R(Y, Z)X+R(Z, X)Y =0, (iv) g(R(X,Y)V, W) = g(R(V,IW)X,Y),
esitlikleri saglanir (O’neill 1983).

Onerme 2.1.1 (M™, g) bir Riemann manifold, V konneksiyonu M™ iizerinde bir Levi-
Civita konneksiyonu, K, (1.1)-tipli bir tensor alani, U simetrik bir tensor alam ve T'

ters simetrik bir tensor alani olmak iizere,
(VxK)Y =VxKY — K(VxY)
I(VxU)Y, Z) = g(Y,(VxU)Z), g(VxT)Y,Z) = —g(Y,(VxT)Z)
dir (O’neill 1983).

Tanim 2.1.5 (M", g) bir Riemann manifoldu olsun. 7,,M tanjant uzaymnn iki boyutlu

altuzay: I ve V, W € II vektorleri iizerine kurulan paralel kenarin alani
gV, V)gW, W) — g(V,W)? £ 0

olsun. O zaman,
g(R(V. W)W, V)
g(V.V)g(W, W) — g(V,W)?

esitligine IT nin kesit egriligi denir ve K (II) ile gosterilir (O’neill 1983).

KV, W) =

Tanim 2.1.6 (M™, g) bir Riemann manifoldu ve {ej, ey, ..., e, } , lokal ortonormal vektor

alanlar1 olmak tizere,

S x(M") x x(M") — R 02)
(X,Y) — S(X,Y) = g(R(e;, X)Y. &) '

i=1



seklinde tanmimh (0, 2)-tipindeki S tensor alanma M™ iizerinde Ricci egrilik tensorii

denir.
Bundan bagka, (0,2)-tipli @ Ricci operatorii

S(X,Y) = g(QX,Y)
denklemi ile verilir (Yano and Kon 1984).

Tanim 2.1.7 (M", g) bir Riemann manifoldu ve {ey, ey, ..., ¢, } lokal ortonormal vektor

alanlar1 olmak {izere,
n
r= g S(e;, e;)
i=1

reel sayisina M™ nin skalar egriligi denir (Yano and Kon 1984).

Tanim 2.1.8 (M", g) bir Riemann manifoldu olsun. Eger M™ nin egrilik tensorii paralel

yani, VR = 0 ise o zaman, M" ye lokal simetrik uzay denir (Yano and Kon 1984).

Tamim 2.1.9 (M™, g) bir Riemann manifoldu ve M™ iizerinde bir pozitif fonksiyon ¢
olsun. Bu durumda, g* = ¢?g esitligi M™ iizerinde metrik degisimini tamimlar. Burada
her bir noktadaki iki vektor arasindaki ag1 degismezdir. Bu nedenle, bu sekilde tanim-
lanan metrik degisimine metrigin bir konformal degisimi denir. Eger ¢ fonksiyonu sabit
ise konformal doéniigiim homotetik olarak adlandirilir. Eger ¢ fonksiyonu 6zdes olarak 1

e esit ise bu doniigiim bir izometri olarak adlandirilir.

Eger bir ¢ Riemann metrigi lokal diizlemsel olan bir ¢g* Riemann metrigi ile konformal

olarak iligkili ise o zaman, M™ Riemann manifolduna konformal flat denir (Yano and

Kon 1984).

Tanim 2.1.10 (M?"*1 g) bir Riemann manifoldu olsun. M?"™! nin (1, 3)-tipli Weyl
konformal egrilik tensor alam C, M?"*! iizerindeki herhangi X,Y,Z vektor alanlar

i¢in,

C(X,Y)Z = R(X,Y)Z-3%[S(Y,2)X - S(X,2)Y — g(X, Z)QY 23)
+9(Y, 2)QX] + gt [9(Y. 2)X — g(X, 2)Y] |

2n—1)



seklinde tanimlanir. Bundan bagka, C' nin divergensi ¢ olmak iizere (¢ = div C),
c(X,Y) = (VxQ)Y — (VyQ)X — m (Vxr)Y — (Vyr)X]
dir (Yano and Kon 1984).

Tamim 2.1.11 (M?*"*! g) bir Riemann manifoldu olsun. M?"* nin (1, 3)-tipli kon-

sirkiiler egrilik tensor alam C' ve projektif egrilik tensér alam P olmak iizere,

C(X,Y)Z = R(X,Y)Z — 5t [9(Y, 2)X — g(X, Z)Y] (2.4)

ve

P(X,Y)Z = R(X,Y)Z — £ [S(Y, 2)X — 5(X, Z)Y] (2.5)

seklinde tanimlanr. Burada S Ricci tensorii ve 7 = I2(S) skalar egriliktir (Yano and

Kon 1984).

Tanim 2.1.12 (M?*"*! g) bir Riemann manifoldu olsun. M?*"*!iizerinde tiim keyfi X, Y

vektor alanlar icin, bir (M, g) Riemann manifoldunun Riemann egrilik tensorii
R(X,)Y)R=0 (2.6)
sartim saghyorsa (M?" ! g) bir yari-simetrik uzaydir denir (Yano and Kon 1984).

Teorem 2.1.1 (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. M" nin konformal flat olmas:
i¢in gerek ve yeter kogul n > 3 i¢in C' = 0 ve n = 3 i¢in ¢ = 0 olmasidir (Yano and Kon

1984).

Tamm 2.1.13 (2n + 1)-boyutlu bir manifold M, ¢, &, n da M?™™! {izerinde, sirasiyla,
(1,1)-tipinde bir tensor alani, bir vektoér alam ve 1-form olsunlar. O halde, M?"!

iizerinde herhangi bir vektor alan1 X olmak {izere,
n(€) =1ve ¢°X = =X +n(X)¢ (2.7)

esitlikleri gegerli ise (¢, £,n) tigliisiine M?" ™! {izerinde bir hemen hemen degme yap1 ve

bu yap ile birlikte M?"*! ye bir hemen hemen degme manifold denir (Yano and Kon

1984).
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Tamm 2.1.14 M?" manifoldu (¢, £, n) iicliisiiyle birlikte hemen hemen bir degme yap1

olsun. O zaman M?"! {izerinde bir ¢ Riemann metrigi

n(X) = g(X,%),
9(¢X,9Y) = g(X,Y) = n(X)n(Y),

(2.8)

bigiminde veriliyorsa g metrigine M?" ! iizerinde hemen hemen degme metrik, (¢, &, 7, g)
yapisina da hemen hemen degme metrik yap1 ve (¢, €, 1, ) yapist ile M?"*1 ye de hemen

hemen degme metrik manifold denir (Yano and Kon 1984).

Onerme 2.1.2 M?*"*1, (4,£,7,9) hemen hemen degme metrik yapis: ile verilsin. Bu

durumda,

dir (Yano and Kon 1984).

Tanim 2.1.15 M?"*! {izerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi (¢, £, 7, g) olmak

lzere,

Q(X,Y) = g(X, ¢Y) (2.10)

seklinde tanimli & doniisiimiine hemen hemen degme metrik yapisinin temel 2-formu

denir (Yano and Kon 1984).

Tanim 2.1.16 M™" bir reel diferensiyellenebilir manifold olsun. Eger M™ nin her a
noktasi icin £ = —1I olacak sekilde T, M tanjant uzaymn bir ' endomorfizmas: var
ise, o zaman M™ {izerindeki F' tensor alanina bir hemen hemen kompleks yap1 ad1 verilir.
Bir F' hemen hemen kompleks yapisi ile verilen manifolda bir hemen hemen kompleks

manifold denir (Yano and Kon 1984).

Tanim 2.1.17 M™ bir diferensiyellenebilir manifold olmak iizere, M™ iizerinde (1,1)-

tipli bir tensor alami G olsun. V X, Y € x(M) igin,
No(X,Y) = G?*[X,Y] + [GX,GY] - G[GX,Y] — G[X,GY]

seklinde tanimli Ng tensor alanina G tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon tensorii

denir (Yano and Kon 1984).
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Tanim 2.1.18 (M?", F') hemen hemen kompleks manifold olsun. O zaman, Np = 0 ise
F doniisiimiine integrallenebilirdir denir Eger M?" x R iizerindeki bir F' hemen hemen
kompleks yapisi integrallenebilir ise, (¢, £, ) hemen hemen degme yapisina normaldir

denir (Yano ve Kon 1984).

Onerme 2.1.3 M?>**! iizerinde (¢,&,m) hemen hemen degme yapisinin normal olmasi
icin gerek ve yeter kosul

Ny +2dn® & =0
esitliginin gecerli olmasidir. Burada Ny, ¢ tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon ten-

soriidiir (Yano and Kon 1984).

Tanim 2.1.19 (M?*"* ¢ ¢ n,g), bir hemen hemen degme metrik manifold olsun. O
zaman, d® = 0 ve dn = 0 sartlan saglamyorsa M?"*! manifolduna hemen hemen

kosimplektik manifold denir. Eger bir hemen hemen kosimplektik manifoldu normal ise

bu manifolda kosimplektik manifold denir (Olszak 1981).

Tanim 2.1.20 (M?*"*1 ¢ £ 1, g) bir hemen hemen degme metrik manifold olsun. Eger
M?*+1 manifoldu iizerinde her X,Y, Z vektor alanlar1 ve @ € R, av # 0 icin dn = 0
ve dP = 2a (n A ®) sartlarmi saghyorsa, M***! manifolduna bir hemen hemen alfa-

Kenmotsu manifoldu denir (Vanhecke 1981).

Teorem 2.1.2 (M1 ¢, £, n, g) bir hemen hemen degme metrik manifold olsun. M2+

nin bir Kenmotsu manifold olmas i¢in gerek ve yeter kosul

(Vx@)Y = g(¢X,Y)E —n(Y)pX

esitliginin saglanmasidir (Kenmotsu 1972).

2.2 Psbdo-simetrik Kosullar ve Baz1 Paralel Tensor Alanlar:

Tanim 2.2.1 (M", g) bir n-boyutlu C*° Riemann manifoldu (n > 3) olsun. V, M™"
tizerinde bir Levi-Civita konneksiyonu ve R(X,Y) ile (X AY’) endomorfizmleri sirasiyla,

her vektor alani icin
R(X,)Y)Z =VxVyZ —NyVxZ —Vixy|Z
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ve

(XAY)Z =g(Y,2)X — g(Z, X)Y (2.11)

ile verilsin. Bu durumda, R- R, R- S, Q(g, R) ve Q(g,S) tensor alanlar1 her XY, U, W

ve Z vektor alanlar icin agsagidaki gibi tanimlanir:

(R(X,Y)-R)(U,W)Z = R(X,Y)R{U,W)Z - RR(X,Y)U,W)Z
—R(U,R(X,Y)W)Z — R(UW)R(X,Y)Z, (2.12)

(R(X,Y) - S)(UW) = —S(R(X,Y)U,W) = S(U, R(X, Y)W, (2.13)

Qg, R)(U,W,Z;X,Y) = (XAY)R(U,W)Z - R(XAY)U,W)Z
—R(U,(X AY)W)Z — RUW)(X AY)Z, (2.14)

Qg, S) (U W; X, Y)==S(XAY)UW)—=SU,(XANY)W), (2.15)

burada R - C' ve Q(g,C) tensor carpimlar1 da R - R ve (g, R) deki gibi aym sekilde

tammlanir.

Tanim 2.2.2 (M™, g) bir n-boyutlu C*° Riemann manifoldu (n > 3) olsun. Eger R- R
ve Q(g, R) lineer bagiml ise o zaman M™ manifoldu psédo-simetrik olarak adlandirilir.

Yani, bu énerme Ui = {z € M™ : Q(g, R) # 0, x noktasinda} kiimesi iizerinde tanimh
R-R = LrQ(g, R) (2.16)
onermesine denktir. Burada Ly, Uy iizerinde bir fonksiyondur (Deszcz 1992).

Hatirlatma 2.2.1 Eger R- R = 0 ise M" yari-simetrik olarak adlandirilir. Her yari-
simetrik manifold psodo-simetriktir fakat tersi dogru degildir. Eger M" lokal simetrik

ise yari-simetrik oldugu agikardir.

Tanim 2.2.3 (M",g) bir n-boyutlu C* Riemann manifoldu (n > 3) olsun. Eger
R- S ve Q(g,95) lineer bagiml ise o zaman M"™ manifoldu psédo-Ricci simetrik olarak
adlandirilir. Yani, bu énerme Ug = {x eEM":S#L x noktasmda} kiimesi iizerinde

tanimli

R-S=LsQ(g,5) (2.17)
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onermesine denktir. Burada Lg, Ug tizerinde bir fonksiyondur (Deszcz 1992).

Hatirlatma 2.2.2 Her psodo-simetrik manifold psodo-Ricci simetriktir fakat tersi dogru
degildir. Eger R -S = 0 ise o zaman M" Ricci yari-simetriktir. Her yari-simetrik
manifold Ricci yari-simetriktir. Fakat bu durumun tersi dogru degildir. Her Ricci

yari-simetrik manifold psddo-Ricci simetriktir ama bu durumun da tersi dogru degildir.

Tamim 2.2.4 (M", g) bir n-boyutlu C* Riemann manifoldu (n > 3) olsun. Eger R-R ve
Q(S, R) lineer bagiml ise o zaman M™ manifoldu genellestirilmis psodo-Ricci simetrik
olarak adlandirilir. Yani, buénerme U = {z € M" : Q(S, R) # 0, x noktasinda} kiimesi

lizerinde tanimh

R-R=LQ(S,R) (2.18)

onermesine denktir. Burada L, U iizerinde bir fonksiyondur (Deszcz 1992). Burada

Q(S, R) ve (X NgY) agsagidaki sekilde tanimhdir:

Q(S, R)(U, W, Z; X,Y) = (X As Y)R(U,W)Z — R((X As Y)U,W)Z 219
“R(U, (X As Y)W)Z — RU,W)(X As Y)Z '

ve

(X AsY)Z =S(Y,2)X — S(X, 2)Y.

Tanim 2.2.5 (M",g) bir n-boyutlu C* Riemann manifoldu (n > 4) olsun. Eger
R-C ve Q(g,C) lineer bagiml ise o zaman M™ manifoldu Weyl pstdo-simetrik olarak
adlandirilir. Yani, bu énerme Up = {z € M™ : C' # 0, z noktasinda} kiimesi iizerinde

tamml

onermesine denktir. Burada L¢, Ue tizerinde bir fonksiyondur (Deszcz 1992).

Hatirlatma 2.2.3 Eger R-C = 0 ise o zaman M" Weyl konformal yari-simetriktir. Eger
M™ Weyl yari-simetrik ise o zaman agikar olarak ayni zamanda Weyl psodo-simetriktir.

Fakat bu durumun tersi dogru degildir (Deszcz 1992).

Tamim 2.2.6 (M",¢,£,m,9), bir hemen hemen degme metrik manifold olsun. M"

tizerinde herhangi simetrik (1,1)-tipli tensor alam1 7' olmak iizere, her X,Y,Z € D
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(n = 0) olmak fiizere,

g(VxT)Y,Z)=0 (2.20)

sartini saglaniyorsa 7' ye eta-paraleldir denir (Boeckx 2005).

Tanim 2.2.7 (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. M™" iizerinde herhangi simetrik

(1,1)-tipli tensor alan1 T olmak iizere, herhangi X, Y, Z vektor alanlar igin,
(VxT)Y = (VyT)X (2.21)
ise T' ye Codazzi tensor alani denir (Blair 2002).

Tanim 2.2.8 (M", g) bir Riemann manifoldu olsun. M™ iizerinde herhangi simetrik

(1,1)-tipli tensor alam 7" olmak iizere, herhangi XY, Z vektor alanlar igin,
g(VxT)Y, Z) + g(VyT) Z, X) + g((VZT) X,Y) = 0 (2.22)
esitligi saglaniyorsa T' ye devirli paralel tensor alani denir (Boeckx and Cho 2006).

Tanim 2.2.9 (M" ¢,£,1n,9), bir hemen hemen degme metrik manifold olsun. Her
X,Y,Z € D olmak iizere, M" iizerinde herhangi simetrik (1, 1)-tipli 7" tensor alam

g(VxT)Y,Z) +g(VyT)Z,X) + g(V2T)X,Y) =0 (2.23)
esitligi saglaniyorsa T ye devirli eta-paralel tensor alan denir (Boeckx and Cho 2006).

Onerme 2.2.1 (M2 ¢, €. n,g) bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifold olsun.

Eger ¢h tensor alani eta-paralel ise o zaman, keyfi vektor alanlar: icin

(Vxoh)Y = n(X)[lY — (® +&(a)¢’Y — 2a¢hY + h*Y] (2.24)
—n(Y) [aphX — K*X]| — g(Y,aphX — h*X)¢

denklemi gegerlidir (Aktan vd. 2013). Burada alfa, M?" ™! {izerinde da An = 0 seklinde

diizgiin bir fonksiyondur.

Onerme 2.2.2 (M2 ¢ € n,g) bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifold olsun.

Eger ¢h tensor alani eta-paralel ise o zaman, keyfi vektor alanlar: icin
R(X,Y){ =n(Y)IX —n(X)IY (2.25)
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denklemi saglanir (Aktan vd. 2013). Burada alfa, M*"*! iizerinde da An = 0 ile verilen

diizgiin bir fonksiyondur.

Onerme 2.2.3 (M2 ¢, €. m,g) bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifold olsun.

Eger h tensor alani eta-paralel ise o zaman, keyfi vektor alanlar: igin

(Vxh)Y = —n(X)[olY + (&® +&(a))gY + 2ahY + ¢h*Y] (2.26)
—n(Y) [—a¢’hX + ¢h*X]| + g(Y, ahX + ¢h*X)¢

denklemi saglamir (Aktan vd. 2013). Burada | = R(.,&)¢ ve alfa, M?"*! iizerinde

da A = 0 ile verilen diizgiin bir fonksiyondur.
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3 HEMEN HEMEN ALFA-KOSiMPLEKTIiK MANiFOLDLAR

Bu boliimde, tizerinde calistigimiz hemen hemen alfa-kosimplektik manifoldlar ile ilgili

bazi dzellikler sunulmustur.

Tanim 3.1 (M1 ¢ £ n,g) bir hemen hemen degme metrik manifold olsun. Alfa

keyfi bir reel say1 olmak iizere, manifold {izerinde
dn =0 ve d® =2a (n A P) (3.1)

denklemleri ayn1 anda gercekleniyor ise M/ ?"*! manifolduna hemen hemen alfa-kosimplektik
manifold denir. Ozel olarak, o = 0 icin yap1 hemen hemen kosimplektik ve o # 0 icin

hemen hemen alfa-Kenmotsudur (Kim and Pak 2005).

Onerme 3.1 (M?>**!, ¢, £, 7, g) bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifold olsun. Bu

durumda, keyfi vektor alanlar: igin,

hX = 3(Led)X,  h(€) =0, (3.2)
Vxé=—ap’X — ¢ohX, (poh)X + (ho¢)X =0 (3.3)
Vel =0, Vep =0, on=—2an, I1z(h) =0, (3.4)
(Vxn)Y = ag(X,Y) = n(X)n(Y)] + g(¢Y, h.X), (3.5)
h=0<« V= —ag®, (Veh)od+do(Veh) =0, (3.6)

denklemleri saglanir (Oztiirk 2009).

Onerme 3.2 (M?**1 ¢, £, 1, g) bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifold olsun. O
halde,

RX.Y)E = a®*[(X)Y —n(Y)X] - a[n(X)ohY —n(Y)ohX]  (3.7)
+(Vyoh)X — (Vxoh)Y

denklemi gecerlidir (Oztiirk 2009).

Onerme 3.3 (M2 %, & 1, g) bir lokal simetrik hemen hemen alfa-kosimplektik ma-
nifold olsun. O zaman V¢h = 0 denklemi gegerlidir (Oztiirk 2009).
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Onerme 3.4 (M2 ¢, € n, g) bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifold olsun. O

halde, asagidaki egrilik 6zellikleri saglanir:

R(X,Y)E = (Vyoh)X — (Vxoh)Y — a[n(X)ohY —n(Y)phX]

+[a® + ¢(@)] (XY —n(Y)X], (3.8)

R(X, 8¢ = [0+ &(a)] ¢°X + 2ahX — h*X + ¢(Veh) X, (3.9)
R(X,€)€ — oR(6X, )¢ = 2 [(o® + £(a))9"X — 1*X], (3.10)
(Veh)X = —¢R(X, )¢ — [0 + &(a)] ¢X — 2ahX — ¢h*X, (3.11)
S(X,€) = —2n[a® + &(a)] n(X) — (div(¢h))X, (3.12)
S(6,€) = = [2n(a? + €(a)) + I2(%)] (3.13)

burada alfa M?"*! {izerinde daAn = 0 ile verilen diizgiin bir fonksiyon ve £(«) gosterimi

alfa diizgiin fonksiyonunun ¢ vektor alani yoniindeki V konneksiyonuna gore kovaryant

tiirevidir (Aktan vd. 2014).

Ornek 3.1 R3(z,7, 2) standart koordinat sistemi olmak iizere, 3-boyutlu M C R?
manifoldu

M = {(m,y,z) eR3: 2%0},
ile verilsin. M {izerindeki vektor alanlari,

3 0 3 0 0
2L By=e’ =, Ey=
ox’ 2= €

b = = —
1 € ay) 3 827

seklinde secilsin. {E7, Fs, F3} ciimlesinin M nin her noktasinda lineer bagimsiz oldugu

agikardir. Bundan bagka, g Riemann metrigi

1
g= €2Z3(dx®dx+dy®dy)+dz®dz
tensor carpimi yardimiyla verilir.

Ayrica, eta 1-formu keyfi X vektor alam igin 7(X) = g(X, E3) esitligi ile tanimlansin
ve ¢ (1,1) tensor alam ¢(E;) = Ea, ¢(Es) = —E), ¢(Es) = 0 denklemleriyle verilsin.
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Bu tensor alanlarina ilaveten, (1, 1)-tipli & tensor alani h(FE;) = —AE;, h(Ey) = AE; ve
h(E3) = 0 ile verilsin. Bu takdirde, g ve ¢ i¢in,

¢*X = —X +n(X)E;, n(E;) =1
9(0X,9Y) = g(X,Y) — n(X)n(Y)

dir. V, g metrigi ile verilen Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere,
[E1 Ey] =0, [EvEs] = —32°Ey, [Fy Fs] = —32°E;.

Boylece (¢, &, 1, g) dortliisii elde edilir. Bu nedenle, bu dortlii yapimin bir hemen hemen
alfa-kosimplektik yapisi olabilmesi i¢in temel 2-formunun sifirdan farkli bilesenlerini

kontrol etmek yeterli olacaktir. O halde,

o 0 1 1
(%7 a_y> = _62237 ¢ = _6223 (d&] A dy) (314)

dir. Burada ®(E,; E;) = —1 ve aksi halde ¢ < j icin ®(£; E;) = 0 olacaktir. Buradan

® nin dig tiirevi tanimindan
d® = 6222 (dx A dy A dz) (3.15)
bulunur. Ayrica, n = dz oldugundan (3.14) ve (3.15) denklemlerinden
dd = —62° (n A ) (3.16)

elde edilir. Burada alfa diizgiin fonksiyonu a(z) = —32? bigimindedir. Bunlara ilaveten,
N4 = 0 oldugundan hemen hemen alfa-kosimplektik manifold normal bir yapiya sahip-
tir. Bagka bir deyisle, 6rnekte verdigimiz 3-boyutlu manifold alfa-kosimplektik yapi-
dadir.
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4 BAZI YARI-SIMETRIK HEMEN HEMEN ALFA-KOSiMPLEKTIK
MANIFOLDLAR

Bu boliimde, baz flat sartlarini saglayan tensér alanlari ve belli baz1 yari-simetrik
kogullar hemen hemen alfa-kosimplektik manifold {izerinde incelenmistir. Baz1 du-
rumlarda boyut ti¢ alinirken bazi durumlarda ise en genel boyut tizerinden caligmalar
yiiriitiilmiigtiir. Burada alfa, manifold iizerinde da A 7 = 0 sartin1 saglayan diizgiin bir
fonksiyondur. Belli baz ilave gartlar ortaya konulmus ve bunun sonucunda kargimiza

¢ikan geometri ele alinmigtir.

Hatirlatma 4.1 (2.5) denklemiyle verilen projektif egrilik tensorii keyfi vektor alanlar:
icin 6zdes olarak sifir olursa projektif flat olarak isimlendirilir. Yani, P(X,Y)Z = 0
kogulu mevcutsa manifoldumuz projektif flat hemen hemen alfa-kosimplektik olarak

adlandirilir.

Teorem 4.1 M?"*! bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifold olsun. Eger M?7+!

bir projektif flat manifold ise o zaman,
r=—(2n+1) [2n(a2 +&(@) + T2(02)| + 2ni2(6(Veh)) (4.1)

skalar egriligine sahiptir. Burada alfa, £ vektor alani boyunca paralel olarak alinan

da A = 0 sartim1 saglayan diizgiin bir fonksiyondur.

Ispat: Kullanacagimz benzer bir ispat metodu Oztiirk (2016) tarafindan hemen hemen
alfa-Kenmotsu manifoldlar tizerinde alfanim sabit olmasi durumu icin verilmistir. Once-

likle P = 0 olsun. O zaman (2.5) denklemi ve R Riemann egrilik tensorii 6zelliklerinden

J(R(Z.6)6,Y) = o [S(Y. 2) = n(Y)S(Z,€)] (4.2

elde edilir. Burada (4.2) ve (3.12) denklemleri goz oniine alinarak

S(X,)Y) = =2n[(a®+&(a)g(Y,Z2) + 2ag9(oY,hZ) + g(hZ,hY)

(4.3)
+9((Veh) Z, ¢Y) + 5.n(Y ) (div(oh)) Z]

bulunur. Simdi, (4.3) denkleminin her iki tarafina kontraksiyon uygulayalim. Bunun

icin oncelikle tanjant uzaymm keyfi bir noktasindaki bir ortonormal baz olarak {e;},
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t=1,...,2n+ 1 ciimlesini diigiinelim. O zaman 1 <7 <2n+1icin Y = Z = ¢; olmak
iizere, (4.3) denkleminin her iki tarafinin Y ve Z ye gore kontraksiyon uygulanirsa
2n+1
ro= =2n| Y (& +&(a))gles e) + 2ag(pes, hey) + g(hes, he;)
i=1
1 .
+9((Vehes, ger) + o n(ei)(div(oh))e; (4.4)
2n+41 . .
elde edilir. Burada ) S(e;,e;) =1, [z(¢h) = 1z(h) =0 ve
i=1
241

(div(oh))E = 3 [—ag(he;, ;) + g(he;, ;)] = T2(h?).

i=1

Buradan (4.4) hesaba katilirsa

r= =2 (a®+ ()20 + 1) - 2a L2(gh) + I2(h?)

. (4.5)
—12(6(Veh)) + (div(oh))E]

bulunur. Burada alfanin ¢ vektor alani boyunca paralel oldugu hipotezini kullanirsak
(4.5) denklemi sadelegtirildiginde istenen sonug olan (4.1) denklemine ulagilir. Boylece

ispat tamamlanmig olur.

Teorem 4.2 M3 bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifold olsun. Eger M? bir

projektif flat manifold ise o zaman,
r=38(6,6) +2/2((Veh) (4.6)

skalar egriligine sahiptir. Burada alfa, £ vektor alani boyunca paralel olarak alinan

da A = 0 sartim1 saglayan diizgiin bir fonksiyondur.

Ispat: Yukarida verilen ispata benzer olarak n = 1 alinarak 3-boyutlu durum icin ispat

agiktir (Oztiirk vd. 2018).

Hatirlatma 4.2 (2.4) esitligiyle tanimlanan konsirkiiler egrilik tensor alani keyfi vektor
alanlar1 i¢in 6zdes olarak sifir olursa konsirkiiler flat olarak isimlendirilir. Bundan dolay1
manifold tizerinde C' = 0 kosulu saglandiginda manifolda konsirkiiler flat hemen hemen

alfa-kosimplektik adi verilir.
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Teorem 4.3 M?*'! bir konsirkiiler yari-simetrik hemen hemen alfa-kosimplektik ma-
nifold olsun. Eger manifold iizerinde ¢h tensor alanina gore eta-paralellik saglaniyorsa

D dagilim iizerindeki vektor alanlar: icin manifold konsirkiiler flattir.

Ispat: Hipotez geregince (2.4), (2.24) ve (2.25) denklemlerinden

g(CU, V)Y, &) = —n(V)g(U,Y) +n(U)g(IV,Y)

r

“onizn 5 1) M9V Y) = n(V)g(U.Y)) (4.7)

elde edilir. Burada Y yerine £ vektor alani alinirsa
n(C(U,V)§) =0 (4.8)

bulunur. Tekrardan (4.7) denkleminde U yerine £ secildiginde

r

n(C(E,V)Y) =g(V)Y) — m@n 1)

(g(V.Y) =n(V)n(Y)) (4.9)

yazilir. Simdi, R(X,Y) - C konsirkiiler yari-simetrik tensér carpimini asagidaki sekilde

tanimlayalim:

(RX,Y)O)U, VYW = R(X,Y)O(U,V)W — C(R(X,Y)U,V)W  (4.10)
—C(U,R(X,Y)V)W = C(UV)R(X,Y)W.

Ayrica, (4.7), (4.8) ve (4.9) birlikte diistiniildiigiinde

r

gIv,Y) = n(@n+1)

(g(V.Y) =n(V)n(Y)) (4.11)

bulunur. Hipotezden R(X,Y’) - C' = 0 segersek

0 = R(X,Y)C(UWVW —C(R(X, YU V)W (4.12)
~C(U,R(X, Y)V)W — C(U,V)R(X, Y)W

yazilir. Burada C(U,V,W,Y) = g(C(U,V)W,Y) olarak alinmistir. Boylece sonuca
ulagmak icin (4.12) denkleminin sag tarafindaki ifadeleri hesaplar ve sadelegtirirsek

(4.12) denklemi

CUVIX, W) = =K[npU)n(V)g(X, W) +n(W)n(V)g(IX,U) (4.13)

+n(U)n(W)g(IX,U)] = n(W)n(X)g(IX, V) +n(W)n(X)n(V)
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ifadesine doniigiir. Burada

r
K=-—UnV)|z—— 4.14
1OV | 3] (1.14)
seklindedir. Bundan bagka & vektor alanina dik olan D dagilimim

D =Ker(n) = {X : n(X) = 0}

ile tamimlayalim. Bu tammi (4.13) denkleminde kullanir ve gerekli sadelestirmeler

yapildiginda C' = 0 sonucuna X,Y € D icin ulagilir. Bu sonug ispat1 tamamlar.

Teorem 4.4 M3 bir konsirkiiler yari-simetrik hemen hemen alfa-kosimplektik manifold
olsun. Eger manifold iizerinde ¢h tensor alanina gore eta-paralellik saglaniyorsa D

dagilimi tizerindeki vektor alanlari igin manifold konsirkiiler flattir.

Ispat: Yukaridaki ispat metoduyla ii¢ boyutlu uzayda n = 1 icin,

alinarak benzer hesaplamalar yapildiginda sonug asikardir.

Teorem 4.5 M?" ™!, ¢h tensor alanina gore Codazzi sartim saglayan bir yari-simetrik
hemen hemen alfa-kosimplektik manifold olsun. O halde, alfa ¢ vektor alani boyunca

paralel olmak iizere, manifold kosimplektik yapidadir.
Ispat: Kabul edelim ki, ¢h tensor alam Codazzi sartini saglasin. Yani,
0 = g((Vyoh) X, Z) —g((Vxoh)Y, Z) (4.15)
dir. (3.8) ve (4.15) denklemleri birlikte ele alimrsa &(«) = 0 igin,
R(X,Y)§ = o [n(X)Y —n(Y)X] — a[n(X)phY —n(Y)phX] (4.16)
yazilir. Simdi, R(X,Y')-R yari-simetrik tensor carpimini agagidaki sekilde tanimlayalim:

(R(X,Y)-R)(U,V)Z = R(X,Y)R(U,V)Z - R(R(X,Y)U,V)Z
—R(U,R(X,Y)V)Z — R(U,V)R(X,Y)Z. (4.17)
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Yukaridaki egitlik R(X,Y") - R = 0 igin agagidaki 6nermeye

0 = R(X,ORU,V)E - R(R(X, U, V)E
~R(U, R(X,€)V)¢ — R(U,V)R(X, €)¢ (4.18)

denktir. Burada R(X,Y')-R = 0 énermesinin R(X, {)- R = 0 énermesine denk oldugunu
unutmayalim. O halde, istenilen sonuca ulagmak igin (4.18) denkleminin sag tarafindaki
dort ifadeyi ayr1 ayr1 hesaplamaliyiz. Boylece (4.16) ve (4.18) birlikte hesaba katilirsa
(4.18) denklemi keyfi vektor alanlar igin,

0 = o [nU)g(hV,¢X) —n(V)g(hU,¢X)] (4.19)
+a? [n(U)g(hX, hV) — n(V)g(hU, hX)]

denklemine indirgenir. Bu son elde edilen denklem diizenlenirse
a[n(U)g(hV, ¢X) = n(V)g(hU, ¢ X)] = —n(U)g(hX, hV) +n(V)g(hU, hX)
bulunur. Bu son denklem sadelestirilirse alfa sifir degeri icin,
n(U)g(h*X,V) —n(V)g(h*X,hU) = 0 (4.20)

elde edilir. Buradan h? = 0 oldugu agiktir. Boylece h tensor alani 6zdes olarak sifirdir.
Bundan dolay1 hem alfa sifir hem de A tensor alanm sifir oldugundan tizerinde ¢alistigimiz
hemen hemen alfa-kosimplektik manifold bir kosimplektik yapiya sahiptir ki bu da

istenen sonuca bizi ulagtirir.

Teorem 4.6 M3, ¢h tensor alanina gore Codazzi sartim saglayan bir yari-simetrik
hemen hemen alfa-Kenmotsu manifold olsun. O zaman alfa ¢ vektor alan1 boyunca

paralel olmak iizere, bu sarti saglayan alfa-Kenmotsu yap1 mevcut degildir.

Ispat: Kabul edelim ki, manifold iic boyutlu uzayda bir hemen hemen alfa-Kenmotsu
olsun. Bu durumda Teorem 4.5 de uyguladigimiz metodoloji geregince benzer islem
yapildiginda alfa sifir degeri igin (4.20) denklemine ulagilir. Fakat bu sonug kabulii-

miizle celisir. Bu nedenle, h tensor alani 6zdes olarak sifir olmak zorunda degildir.
Bundan dolay1 normallik sart1 saglanamayacagindan bu sartlari saglayan alfa-Kenmotsu

manifold yoktur.
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Teorem 4.7 M?*"*! (n > 0), bir ¢h tensor alanina gore eta-paralel olan projektif yari-
simetrik hemen hemen alfa-kosimplektik manifold olsun. Bu takdirde, alfa ¢ vektor

alan1 boyunca paralel olmak iizere, manifold projektif flattir.

Ispat: (2.5) denklemi yardimiyla R(X,Y)- P tensor carpim asagidaki gibi tammlamr:
(R(X,Y)-P)UV)Z = R(X,)Y)P(U,V)Z—-P(R(X,Y)UV)Z
—P(U,R(X,Y)V)Z - P(UV)R(X,Y)Z. (4.21)
Hipotezden dolay1r manifoldun projektif yari-simetrik oldugunu varsayalim. Bir bagka
deyigle, R - P = 0 olsun. (4.21) denklemini takiben her keyfi vektor alan igin,
0 = RX,Y)YPWU,V)Z—-PRX,Y)U,V)Z
—PWU,R(X,Y)V)Z - P(UV)R(X,Y)Z (4.22)
yazilir. (2.5) esitligi gz oniine alindiginda
n(P(X,Y)Z) = g(R(X,Y)Z,§) - % [S(Y, Z)n(X) = S(X, Z)n(Y)]
ve
WPEY)Z) = g(RY.€)6 2) - 5 (S, 2) = S(Z,on(Y)] (423)
bulunur. Simdi, ek sart olarak kullandigimiz ¢h tensor alanina gore eta-paralellik kosu-
lunu kullanalim. (2.25) esitligi yardimuyla
S(Y,€) = n(¥)i=() (4.24)
ve
S(&,€) = n(Y)I=(1) (4.25)
elde edilir. Burada kullandigimiz tiim sartlar altinda (4.22) denkleminin sag tarafindaki
dort ifadeyi ayr1 ayr1 hesaplayarak bir arada diisiindiigiimiizde
0 = —PWUV,Z,IX)—nU)R(IX,V,Z,&) + g(lU, X)R(E,V, Z,€)
5 n(YV)S(V, 2) = oon(V)S(Y, 2) = n(V)R(U, X, Z,€)
IV, X)W, 2,6) + 5 -n(U)S(Y. 2) = 5 n(¥V)S(U, 2)
~N(Z)R(UV,IX,€) + g(12, X)R(UV.6.6) + 5-n(U)S(V,Y)

—%n(V)S(U, Y) (4.26)

25



denklemine ulagilir. O halde, (4.26) denkleminin her iki tarafina uygun bir kontraksiyon
yapalim. Bunun i¢in 6ncelikle tanjant uzayin keyfi bir noktasindaki bir ortonormal baz
olarak {e;}, i = 1,...,2n 4+ 1 climlesini diigiinelim. Boylece uygun kontraksiyondan

sonra (4.26) denklemi
PUV.Z1X) = —g(U, X)g(IV. Z) — %g(zx, U)S(V. 2)
(U, 2)g(1V X) + 5 (X, V)S(U,2)  (4.27)
haline doniigiir. Burada simetri iglemleri ve 6zel olarak keyfi U vektor alani yerine V

vektor alani secilerek projektif egrilik tensor alaninin 6zdes olarak sifir oldugu goriiliir.

Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.8 M?*"*1 (n > (), bir ¢h tensor alanina gore eta-paralel olan konformal
yari-simetrik hemen hemen alfa-kosimplektik manifold olsun. O zaman manifold ya
konformal flat ya da konformal egrilik tensor alani ¢ vektor alanina dik olacak sekilde
bir tensor alamidir. Eger bu sartlar altinda £ vektor alanina dik olan konformal egrilik

tensor alanmi varsa konformal flat manifold mevcut degildir.
Ispat: Oncelikle (2.3) ve (3.8) denklemlerinden

n(CX,Y)Z) = —g(R(X,Y)§, Z) -

1
5 79(Y.2)5(X,¢) (4.28)

—9(X, 2)5(Y, ) + n(X)S(Y, Z) —n(Y)S(X, Z)]

,
— (X)g(Y,Z) —n(Y)g(X, Z
yazilir. (4.28) egitliginde Z yerine £ vektor alam alinirsa

n(C(X,Y)¢) =0 (4.29)

bulunur. Burada tekrar (4.28) egitliginde X yerine £ vektor alani alimrsa

NCEY)Z) = g(REY)Z,E) - 5——=19(Y. 2)S(.€) (4:30)
“n(2)9(QY.€) + S(¥.2) ~n(Y)S(Z.€)

L [g(Y, 2) — (Y )n(Z)]

e -1
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elde edilir. (2.3) denklemi yardimiyla R(X,Y") - C tensor ¢arpimi agagidaki gibi tanim-

lanir:

(R(X,Y)-C)U,V)Z = R(X,Y)C(U,V)Z —C(R(X,Y)U,V)Z
—C(U,R(X,Y)V)Z — C(U,V)R(X,Y)Z. (4.31)

Hipotez yardimiyla manifoldun konformal yari-simetrik oldugunu kabul edelim. Yani;

R(X,Y)-C =0 olsun. (4.31) denklemini takiben her keyfi vektor alan igin,

0 = —CUV.Z,Y)+nY)n(CU,V)Z) —nUnC(Y,V)Z)
+9(Y, Un(C(&,V)Z) —n(V)n(C(U,Y)Z)
+9(Y.V)n(C(U,§)Z) —n(Z)n(C(U,V)Y) (4.32)

yazilir. Burada C(U,V,Z)Y) = ¢(C(U,V)Z,Y) seklinde tanmmlanmigtir. (2.24) ve
(2.25) denklemleri birlikte hesaba katildiginda her X vektor alam icin S(X, €) = n(X)1z(1)
oldugunu biliyoruz. Burada | = R(.,&)¢ ile tammlanan Jakobi operatoriidiir. Bundan
bagka, (4.28) denkleminden

H(C(EY)Z) = 0 (4.33)

esitligi de yazilabilir. (4.32) denklemi diizenlenip sadelegtirilirse

0 = n(R(EY)CU,V)Z) = n(C(R(EY)U,V)Z) (4.34)
—n(C(R(E,Y)V, 2)U) —n(C(U,V)R(E,Y)Z)

denklemine ulagilir. Bu hesaplamalar takiben (2.3), (2.25), (4.24) ve Z = ¢ denklemleri
birlikte ele alindiginda (4.34) esitligi asagidaki denkleme indirgenir:

—g(lU, Y )In(V)(A+ B) +C(U,V,1Y, ) =0, (4.35)

burada A ve B ifadelerinin degerleri sirasiyla agsagida verilmistir:

B r Iz(1)
A= n(2n—1) 2n—1 (4.36)
p— 120 r (4.37)

T -1 2m(@2n—1)
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Basgka bir deyisle, (4.36) ve (4.37) denklemlerinden A+ B = 0 elde edilir. Boylece (4.35)

denklemi

n(C(U,V)IY) =0 (4.38)

seklinde yazilabilir. Burada yukaridaki esitligin saglamasi icin ya konformal tensor alani
ozdes olarak sifir olmali (konformal flat) ya da konformal egrilik tensor alani £ vektor
alanina ortogonal olacak sekilde secilmelidir. Bu nedenle eger tiim bu sartlar altinda
ikinci durum soz konusu olursa higbir konformal flat hemen hemen alfa-kosimplektik

manifold mevcut degildir. Boylece ispat tamamlanmig olur.
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5 3-BOYUTLU PSODO-SIMETRIK ALFA-KENMOTSU MANIFOLDLAR

Bu boliimde, bazi1 psodo-simetrik kosullar1 saglayan ii¢ boyutlu alfa-Kenmotsu mani-
foldlar incelenmigtir. Hesaplamalarda alfa hem sifirdan farkli sabit bir reel say1 hem de
da A n = 0 ile tamimlanan sifirdan farkli diizgiin bir pozitif fonksiyon olarak alinmigtir.
Ozellikle, psodo-simetrik, psodo-Ricci simetrik, genellestirilmis psodo-Ricci simetrik gibi

baz1 psodo-simetrik ozellikleri saglayan alfa-Kenmotsu manifoldlar ele alinmigtir.

Onerme 5.1 M™ bir alfa-Kenmotsu manifold olsun. Buna gore agagidaki énermeler

saglanir:
(Vx0)Y = —afg(X, Y )E + 1 (Y) 0 X], (5.1)
Vx€ = —a(=X +n(X)¢), (5.2)
(Vxn)Y = —a[=g(X,Y) +n(X)n(Y)], (5.3)

burada alfa C'*° smifindan kesinlikle pozitif ve da A n = 0 sartim saglayan diizgiin
bir fonksiyondur. Eger alfa sifir ise o zaman manifold kosimplektik yapidadir. Eger
&(a) = Vea olacak sekilde o + £(a) # 0 ise alfa-Kenmotsu manifoldu regiilerdir denir
(Janssens and Vanhecke 1981). Buradaki da A n = 0 kogulu boy(M™) > 5 igin saglar.
Fakat boy(M™) = 3 i¢in gegerli degildir (Olszak and Rosca 1991). Buna gore ii¢ boyutlu
uzayda konformal egrilik tensorii 6zdes olarak sifir olacagindan Riemann egrilik tensor

hesaplamalarini konformal egrilik tensorii iizerinden de yapabiliriz.
(2.11) ve (2.3) goz oniine alindiginda ii¢ boyutlu bir Riemann manifoldu igin

R(X.Y)Z = S(Y,2)X —S(Z, X)Y + g(Y, 2)QX
—9(Z, X)QY — L [(X AY)Z] (5.4)

2

gecerlidir.
Onerme 5.2 Bir 3-boyutlu alfa-Kenmotsu manifoldu icin asagidaki esitlikler gecerlidir:

RIX,Y)Z = 2(a®+€&(a) + 2)(()( AY)Z)
=3(a” +&(a) + %) MX)EAY)Z +n(Y) (X AE)Z] (5.5)
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2

)9(X.Y) = 3(e” + £(a) + Pn(Xm(¥),  (56)

burada alfa pozitif ve da A 7 = 0 sartim1 saglayan diizgiin bir fonksiyondur. Ayrica,

S(X,Y)Z = (& + &(a) +

R, S, Q,r sirasiyla, Riemann egrilik tensorii, Ricci tensorii, Ricci operatorii ve skalar

egriliktir.

Onerme 5.3 Bir 3-boyutlu alfa-Kenmotsu manifoldu (5.5) ve (5.6) denklemleri yardimiyla

asagidaki egrilik ozelliklerini saglar:

R(X,Y)§ = (o +&(a)) n(X)Y —n(Y)X], (5.7)
R(&X)Y = (o” +&(a)) [—9(X, V)€ +n(Y)X], (5.8)
9(R(X,Y)Z,€) = (” + &(a)) [9(X, Z)n(Y) — g(V, Z)n(X)], (5.9)
S(Y,§) = =2(a” + &(a))n(Y), (5.10)

Q¢ = —2(a” +£(a))é. (5.11)

Teorem 5.1 M3 bir alfa-Kenmotsu manifold olsun. Eger M? psodo-simetrik ise o
zaman manifold ya H3(—a?) hiperbolik uzayma lokal olarak izometrik ya da Ly = —a?

dir. Burada alfa, pozitif bir sabit olarak alinmistir.

Ispat: Eger M? yari-simetrik ise o zaman asikar olarak psodo-simetriktir. Ayrica,
bir yari-simetrik alfa-Kenmotsu manifoldu H3(—a?) hiperbolik uzayma lokal olarak
izometriktir (Kenmotsu 1972). O halde, M? manifoldunun yari-simetrik olmadigini
kabul edelim. Yani, bir pstdo-simetrik alfa-Kenmotsu manifoldu olsun. (2.11) ve (5.8)
denklemlerinden

REX)Y =d*(X NOZ (5.12)

yazilir. Psodo-simetrik manifold tanimindan
R(X,)Y) - R=Lr[(XAY)-R]
g6z oniine alinip her keyfi vektor alanlar igin,

(R(X,Y)-R)(U,V)Z = LrQ(g,R)(U,V, Z; X,Y) (5.13)
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seklindedir. Buradaki tensor ¢arpimi agagidaki gibi tanimhidir:

R(X,Y)R(U,V)Z — R(R(X,Y)U,V)Z — R(U,R(X,Y)V)Z
—R(UV)R(X,Y)Z = Ly [(X AY)R(U,V)Z — R(X AY)U,V)Z (5.14)
—R(U, (X AY)V)Z = R(U,V)(X AY)Z].

(5.14) denkleminde X yerine ¢ alinarak (5.8) yardimiyla
R(EX)-R=a?[(X A€)- K] (5.15)
elde edilir. Bu son esitlikten Lz = —a? oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 5.2 M? bir alfa-Kenmotsu manifold olsun. Eger M3 psodo-simetrik ise o
zaman manifold ya H3(—a?) hiperbolik uzaymna lokal olarak izometrik ya da

Lr = (—a? + &(«)) dir. Burada alfa pozitif diizgiin bir fonksiyon olarak alinmigtur.

Ispat: Oncelikle /3 manifoldunun yari-simetrik oldugunu kabul edersek manifold aymn
zamanda psodo-simetriktir ve Kenmotsu (1972) den dolay1 H?(—«?) hiperbolik uzayma
lokal olarak izometriktir. Dolayisiyla M? manifoldunun yari-simetrik olmadigini kabul

edelim. Teorem 5.1 de kullanilan metodoloji ile (2.11), (5.8) ve (5.14) yardimiyla

0 = [La+(@®+&a)] [RUV,Z.Y) = (o® + (@) [=g(V, Z)n(U)n(Y)

+9(U, Z)n(V)n(Y) — g(U,Y)g(V, Z) + g(U, Y )n(V)n(Z) (5.16)
(V: Zn(Y)m(U) = g(Y, Z)n(V)n(U) — g(V, Y )n(U)n(Z)

+9(V.Y)g(Z,U) + g(Y, Z)n(U)n(V) — g(Z, U)n(V)n(Y)

+9(Y, V)n(U)n(Z) — g(¥, U)n(Z)n(V)]]

bulunur. Yukaridaki denkleme uygun kontraksiyon yapilirsa yani, tanjant uzayin keyfi
bir noktasindaki bir ortonormal baz olarak {e;}, ¢ = 1,2,3 ciimlesini diigiinelim. O
zaman 1 < ¢ < 3i¢in U =Y = ¢; olmak iizere, (5.16) denkleminin her iki tarafina Y

ve U ya gore kontraksiyon uygulanirsa
0= [Lg+ (a® +&(a))] (S(V, 2) +2(a® + &(a))g(V, Z)) (5.17)
elde edilir. Bu son egitlikte Z yerine £ vektor alani alinirsa
0= [Lr+ (&®+¢(a))] (5.18)
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denklemine ulagilir. Boylece ispat tamamlanir.
Sonug 5.1 Her M? alfa-Kenmotsu manifoldu
R-R=—(a+¢(a)Q(g, R) (5.19)

formuna sahip bir psddo-simetrik manifolddur. Ozel olarak, alfa pozitif bir sabit ise

R-R=—2a’Q(g,R) (5.20)
formundadir.
Teorem 5.3 Bir M? psodo-simetrik alfa-Kenmotsu manifoldu

~Lp = (0 +&(a))

olacak sekilde asla 6zdes olarak sifir olmayan bir fonksiyona sahipse o zaman

A = —2(a? + &(a)) ile belirli bir Einstein manifoldudur.

Ispat: Farz edelim ki, M3 bir psodo-simetrik alfa-Kenmotsu manifold olsun. O zaman

her keyfi vektor alanlari icin
denklemi saglanir. Bu son esitlik, (2.11), (5.14) ve X = ¢ birlikte hesaba katilirsa

0 = [Lr+(a®+&(a)] [9(R(UV)Z,Y)E - g(R(U,V)Z),6Y
—9(U,Y)R(E,V)Z +n(U)R(Y,V)Z — g(V,Y)R(U,§)Z (5.21)
+n(V)R(U,Y)Z = g(2,Y)R(U, V)¢ +n(Z)R(U, VY]

bulunur. (5.21) denkleminin her iki tarafinin § vektor alanina gore i¢ ¢arpimi alinirsa

0 = [Le+ (@ + )] [RUV)ZY —n(Y)g(R(U,V)Z,¢E)
—9(U,Y)g(R(E,V)Z, &) +n(U)g(R(Y,V)Z,¢) (5.22)
—9(V,Y)g(R(U,§)Z,€) +n(V)g(R(U,Y)Z,§)

—9(Z,Y)g(R(U, V)&, &) +n(Z)g(R(U, V)Y, )]
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elde edilir. (5.9) denklemi (5.22) esitliginde kullanilhirsa

0 = [La+(a®+&()][RU,V,Z,Y) = (a® +&(@)) [=9(Z,V)n(U)n(Y)
(Z, U)n(V)n(Y) — g(Y,U)g(Z. V) + g(U, Y )n(V)n(Z)

+9(V. Zn(Y)n(U) — g(Y, Z)n(V)n(U) — g(V, Y )n(U)n(Z)
(V.Y)g(Z,U) + g(Y, Z)n(U)n(V) — g(Z, U)n(V)n(Y)
Y VnU)n(Z) = g(¥, Un(Z)n(V)]]

+g

+g(V,

+g(Y,
denklemine ulagilir. Bu yukaridaki denklem uygun bir kontraksiyonla
0= [Lg+ (o +&()] [S(V, Z) +2(a” + &(a))g(V, Z)]

haline doniigiir. Bu son denklem yardimiyla iki durum ortaya ¢ikar. Yukaridaki denklem

sadece ya
—Lp = (o +&(a))

ya da
S(V.2) = Xg(V.Z), A= —2(a” + {(a))

durumlarinda saglanir. Boylece bu iki durum bizi teoremin ispatina ulagtirir.

Teorem 5.4 Bir M?3 psodo-simetrik alfa-Kenmotsu manifoldu A = —2a? ile belirli bir

Einstein manifoldudur. Burada alfa, pozitif bir sabit ve Ly # —a? dir.
Ispat: Hipotez geregince Teorem 5.3 goz 6niine alindiginda bir alfa pozitif sabit icin
0= [Lg+?][S(V,2)+2a%g(V, 2))] (5.23)
elde edilir. Burada Ly # —a? ise
S(\V,Z) = —2a2¢(V, Z) (5.24)
dir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 5.5 Eger M?3 bir alfa-Kenmotsu manifoldu genellestirilmis psodo-Ricci simetrik

ise 0 zaman (3a — 1)(a? + £(a)) # 0 olmak iizere, M? bir Einstein manifoldudur.
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Ispat: Kabul edelim ki, M?® bir genellestirilmis psodo-Ricci simetrik alfa-Kenmotsu
manifoldu olsun. Bu takdirde, (2.18) ve (2.19) yardimiyla her keyfi vektor alan igin,

(R(X,Y)-R)(U,V)Z=a((XNsY)-R)U,V)Z
olmak iizere,

R(X,Y)R(U,V)Z — R(R(X,Y)U,V)Z — R(U,R(X,Y)V)Z
—R(U,V)R(X,Y)Z = a[S(Y, R(U,V)Z)X — S(X,R(U,V)Z)Y
—S(Y,U)R(X,V)Z + S(X,U)R(Y,V)Z — S(Y,V)R(U, X)Z
+S(X,V)R(U,Y)Z — S(Y, Z)R(U, V)X + S(X, Z)R(U,V)Y]

(5.25)

yazilir. (5.8) ve (5.10) kullanilarak U ve Y yerine £ vektor alani alimirsa

—(a® +&(a))[(a® +£(@)g(V, Z2)Y + R(Y,V)Z — (o + &(a))g(Y, Z)V]
= af(e® +&(a))n(2)S(Y. V)€ = 2(a” + () *g(V. 2)Y (5.26)
—2(a” + () R(Y. V) Z + 2(a” + &(a))*n(V)g (Y, Z)§
+Ho? +£(a)n(V)S(Y, Z)¢ — (o + &(a))S(Y, Z)V
+2(a” +¢(@)*n(Z)g(Y, V)],

dir. Bu son esitligin her iki tarafinin K vektor alanina gore i¢ ¢arpimi yapilirsa

—(a® +&(a))[(0” +&(@)g(V. 2)g(Y. K) + g(R(Y, V) Z, K)

—(a® +&(@))g(Y, Z)g(V, K)) (5.27)
= of(a® +&(a)n(2)n(K)S(Y, V) = 2(a” +&(a))*g(V, Z)g(Y, K)

—2(a” + &(a))g(R(Y. V) Z, K) + 2(a” + £())*n(V)n(K)g(Y. Z)

+o® +£(@)n(V)n(K)S(Y, Z) = (o + £(e))S(Y, Z)g(V, K)

+2(a” + () *n(Z2)n(K)g (Y. V)E]

bulunur. Burada V' ve Z vektor alanlarina gore kontraksiyon yapilirsa
0= (3a —1)(a® + &()) [S(Y, K) + 2(c® + &(a))g(Y, K)] (5.28)

vazilir. (5.28) denklemi ya (3 — 1)(a? + £(a)) = 0 ya da A = —2(a? + £(«)) olmak
iizere, S(Y, K) = A\g(Y, K) dir. Bundan dolay1 (3a — 1)(a? + () # 0 secilirse istenen

sonuca ulagilir. Bu da ispat1 tamamlar.
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Teorem 5.6 Eger M?3 bir alfa-Kenmotsu manifoldu genellestirilmis psodo-Ricci simetrik
ise 0 zaman (3a — 1)a? # 0 olmak iizere, M? bir Einstein manifoldudur. Burada alfa,

pozitif bir sabittir.

Ispat: Hipoteze gore Teorem 5.5 geregince alfa pozitif sabiti icin,
—a’[’g(V, Z)g(Y, K) + g(R(Y,V)Z, K) = o*g(Y, Z)g(V, K)
= ala®n(Z)n(K)S(Y,V) —2a%g(V, Z)g(Y, K) — 20°g(R(Y, V) Z, K)
+2a'n(V)n(K)g(Y, Z) + o*n(V)n(K)S(Y. Z) — o*S(Y, Z)g(V, K)
+2a'n(Z)n(K)g(Y, V)¢ (5.29)
yazilir. Buradan kontraksiyondan sonra
0=0a?(Ba—1)[S(Y,K) +2°g(Y, K)] (5.30)
bulunur. O halde, a?(3a — 1) # 0 olmak iizere,
S(Y,K) = —2a%g(Y, K) (5.31)

dir. Burada A\ = —2a2 dir. Boylece ispata ulagilir.

Teorem 5.7 M? bir alfa-Kenmotsu manifoldu olsun. O zaman (2.18) kogulunun M3
iizerinde saglanmasi igin gerek ve yeter sart manifoldun H3(—ca?) hiperbolik uzayma

lokal olarak izometrik olmasidir. Burada (3 — 1)(a? + &(av)) # 0 dr.

fspat: Farz edelim ki, M3 manifoldu H3(—a?) hiperbolik uzayma lokal olarak izometrik
olsun. Bu durumda,
R-R=LQ(S,R)=0 (5.32)

denklemi agikar olark saglanir (Kenmotsu 1972, Vanhecke 1981). Oyleyse, simdi (2.18)
ve (2.19) denklemleri yardimiyla Teorem 5.5 geregince

—(@® + &(Q)[R(Y, V. Z, K) + (o® + &())g(V, Z)g(Y, K) (5.33)

—(a® +&())g(Y, Z)g(V, K)]

= af(e® +&@)n(Z)n(K)S(Y,V) = 2(a® + &(a))*g(V, Z)g(Y, K)

—2(a” + &()g(R(Y, V) Z, K) + 2(a” + £(a))*n(V)n(K)g(Y, Z)

+(a? + &) n(V)n(K)S(Y, Z) — (o® + &(a))S(Y, Z)g(V, K)

+2(a® + &())*n(Z)n(K)g(Y. V)]
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yazilir. Buradan (3a — 1)(a? + &(a)) # 0 igin,
S(Y, K) = —2(a? + £())g(V, K) (5.34)

ve

r=S(e;,e) = —6(a® + &(a)) (5.35)
bulunur. (5.34) denklemi (2.18) esitliginde yerine koyulursa
R-R=-2(a” +&(a))Q(g, R) (5.36)

elde edilir. Fakat Sonug 5.1 geregince

R-R=—(a*+¢&()Q(g, R)

oldugundan bu bir celigkidir. Boylece R - R = 0 olmalidir. Dolayisiyla, manifold yari-
simetrik oldugundan M3 manifoldu H3(—a?) hiperbolik uzaymna lokal olarak izometrik-

tir (Kenmotsu 1972, Vanhecke 1981). Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 5.8 M? bir alfa-Kenmotsu manifoldu olsun. O zaman (2.18) kosulunun M?
tizerinde saglanmas igin gerek ve yeter sart manifoldun H3(—a?) hiperbolik uzayma

lokal olarak izometrik olmasidir. Burada alfa, pozitif bir sabit ve a?(3a — 1) # 0 dur.

Ispat: Pozitif bir alfa sabiti icin Teorem 5.7 goz oniine alinirsa benzer islemlerden sonra

a?(3a — 1) # 0 olmak iizere,
S(Y,K) = —2a%g(Y, K)

ve

r=S(e;,e;) = —6a° (5.37)
bulunur. Burada (5.31) denklemi (2.18) esitliginde yerine yazilirsa
R-R=—-22°Q(g,R)

ve Sonug 5.1 yardimiyla
R-R= _a2Q<gu R)

elde edilir ki bu bir celigkidir. Benzer mantikla ispata ulagilir.
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Teorem 5.9 M3 bir genellestirilmis psodo-Ricci simetrik alfa-Kenmotsu manifold olsun.
M? yari-simetrik degilse o zaman (3a — 1)(a?® 4+ £(a)) # 0 olmak iizere, M?® manifoldu

r=—6(a’+ &()) ve L = 5 ile verilen bir Einstein manifoldudur.

Ispat: Kabul edelim ki, M? bir genellestirilmis psoédo-Ricci simetrik alfa-Kenmotsu

manifold olsun. Teorem 5.5 de kullanilan ispat yontemiyle

—(0® +&(@)R(Y,V, Z, K) — (o® + &(@))*g(V, Z)g(Y, K)

+(a® +&(a)*g(Y, Z)g(V, K) (5.38)
= L{al(a® +&(@)n(Z)n(K)S(Y,V) = 2(a” + &(a))*g(V, Z)g(Y, K)

—2(a” + () g(R(Y, V) Z, K) + 2(a” + ()" n(V)n(K)g (Y, Z)

+(o® +&(a))n(V)n(E)S(Y, Z) — (a® + () S(Y, Z)g(V, K)

+2(a” +&(a)*n(Z)n(K)g(Y, V)¢l }
yazilir. Buradan
0= (3a—1)(a® +&(a)) L [S(Y, K) + 2(e® + £())g(Y, K)] (5.39)

denklemine ulagilir. M? yari-simetrik olmadigindan L # 0 dir. Boylece (5.39) denklemi
(3a — 1)(a? + &£(a)) # 0 olmak iizere,

S(Y,K) = =2(a” + (a))g(Y, K)

formundadir. O halde, M? manifoldu r = —6(a? + £(«)) skalar egrilikle verilen bir

Einstein manifoldudur. Burada (2.18) ve yukaridaki denklem birlikte diisiiniiliirse
R-R=—2(a*+¢(a))LQ(g, R) (5.40)
elde edilir. Fakat Sonug 5.1 geregince
—2(a” +¢(@) L = —(a” + &(a))
oldugunu biliyoruz. Buradan L = % sonucuna ulagilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 5.10 M3 bir genellestirilmis psodo-Ricci simetrik alfa-Kenmotsu manifold ol-

sun. M? yari-simetrik degilse o zaman (3a — 1)a? # 0 olmak tizere, M* manifoldu
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r = —6a® ve L = % ile verilen bir Einstein manifoldudur. Burada alfa, pozitif bir

sabittir.

Ispat: Kabul edelim ki, M?® bir genellegtirilmis psodo-Ricci simetrik alfa-Kenmotsu
manifold olsun. O halde, alfa pozitif bir sabit olmak iizere, Teorem 5.5 geregince

~o’R(Y,V,Z,K) — a’g(V, Z)g(Y, K) + a*g(Y, Z)g(V, K)

= L{ala®n(Z)n(K)S(Y,V) - 2a%g(V, Z)g(Y, K)

—20°g(R(Y,V)Z,K) 4+ 2a*n(V)n(K)g(Y, Z) (5.41)

+a’n(V)n(K)S(Y, Z) — o*S(Y, Z)g(V, K)

+2a'n(Z)n(K)g(Y, V)€l }
bulunur. Buradan

0= (3a— 1)L [S(Y,K) 4+ 2a%g(Y, K)] (5.42)

yazilir. M? yari-simetrik olmadigindan L # 0 dir. Boylece (5.42) den a?(3ac — 1) # 0
olmak tizere,

S(Y,K) = —2a%g(Y, K)

dir. Bu son denklemden r = —6a? elde edilir. Benzer sekilde, Teorem 5.5 ve (2.18)
yardimiyla
—20°L = —a? (5.43)

denklemine ulagilir. Boylece istenen sonug elde edilir.

Teorem 5.11 Eger M3 bir psodo-Ricci simetrik alfa-Kenmotsu manifoldu ise o zaman
segilen keyfi vektor alanlarindan birincisi ve tigiinciisii & vektor alanina kisitlandiginda
Ls # —(a?+&()) olmak tizere, M?® manifoldu r = —6(a?+£(«)) ile verilen bir Einstein

manifoldudur.

Ispat: Varsayalim ki, A3 bir psodo-Ricci simetrik alfa-Kenmotsu manifold olsun. Bu

durumda keyfi vektor alanlar: icin,

(R(X,Y)-S)(U,W) = LsQ(g,S)(U,W;X,Y) (5.44)
ile tanimhidir. Yukaridaki denklem

(R(X,Y)-S)UW)=Ls((X N Y)-S)(UW) (5.45)
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veya
LS[_g(U7 Y)S(X7 W) + g(X7 U)S(Y7 W) - g(Y, W)S(U7X)
+g(X,W)S(U,Y)] = =S(R(X,Y)U, W) - S(U,R(X,Y)WV)

bi¢imlerinde de yazilabilir. Burada 6zel olarak, secilen X, Y, U, W vektor alanlarindan

(5.46)

birinci ve {iciincii olanlarimi £ vektor alani olarak sectigimizde yani, X = U = £ ise o

zaman (5.46) denklemi (5.8) ve (5.10) yardimiyla

Ls[=n(Y)S(§, W) + S(Y, W) — g(Y,W)S(&, X)

+n(W)S(U.Y)] = =S(R(E, Y& W) = S(&, RE YIW) o
haline doniigiir. Burada K = —(a? + £(«)) alinirsa
KS(Y,W) = 2K°g(Y,W) = Ls[S(Y,W) — 2Kg(Y, W)
bulunur. Bu son esitlik diizenlenirse
0=[K— Lg|[S(Y, V) = 2K g(Y,W)] (5.48)
seklinde yazilabilir. Burada K yerine yazilirsa
0= [Ls + (a2 + £()] [S(Y.W) + 2(a® + €(a))g(¥, W)] (5.49)

elde edilir. Boylece bu kisitlama altinda Lg # —(a? + £(a)) igin A = —2(a? 4+ £(a)) ile

verilen

SY, W) =xg(Y, W)
denklemine ulagilir ki bu da ispati tamamlar. Burada r = —6(a?+£(a)) oldugu kolayca
goriiliir.

Sonug 5.2 M?3 bir alfa-Kenmotsu manifold olsun. Eger M? psodo-Ricci simetrik ise o
zaman secilen keyfi vektor alanlarindan birincisi ve iiciinciisii £ vektor alanina kisitlan-
mak fizere, manifold ya Lg = —(a? + £(a)) sartim saglar ya da r = —6(a? + £(«)) ile

verilen bir Einstein manifoldudur.

Sonug 5.3 M?3 bir alfa-Kenmotsu manifold olsun. Eger M? psodo-Ricci simetrik ise o
zaman segilen keyfi vektor alanlarindan birincisi ve ticiinciisii £ vektor alanina kisitlan-
mak iizere, manifold ya Lg = —a? sartim saglar ya da r = —6a? ile verilen bir Einstein

manifoldudur. Burada alfa pozitif bir sabittir.
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6 TARTISMA ve SONUC

Bu yiiksek lisans tez calismasinda hemen hemen alfa-kosimplektik manifoldlar iizerinde
baz1 tensor sartlarini saglayan yari-simetrik ve psodo-simetrik kosullar ele alinmistir.
Bu calismada amacimiz bazi 6zel sartlar: kullanarak belli baz yari-simetrik ve psodo-
simetrik uzaylar tizerinde siniflandirma yapmaktir. Buldugumuz sonuglar bazi 6zel kisit-
lamalar veya 6zel sartlar altinda gecerlidir. Burada alfa sifirdan farklh pozitif diizgiin bir
fonksiyon segilmistir. Ayrica, ii¢ boyutlu alfa-Kenmotsu manifoldlar 6zellikle pstdo-

simetrik kosgullar tizerinde incelenmigtir.

Gelecek caligmalarimizda ozellikle bu ¢alismada kullandigimiz tensér kosullart hemen
hemen alfa-kosimplektik veya hemen hemen alfa-Kenmotsu manifoldlar: {izerinde daha
genel manada irdelenecek ve psodo-simetrik ve psodo yari-simetrik gibi 6zel tensor sart-

lar1 altinda hemen hemen alfa-kosimplektik yapilar (k, i, v)-uzaylarinda incelenecektir.
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