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1 GİRİŞ

Bir uzayın geometrisi esas olarak o uzayın eğriliğine bağlıdır. Bir uzay için en önemli

geometrik özelliklerden birisi simetridir. Bir manifoldun simetrisi ile ilgili çalı̧smalar

Cartan (1926) ile başlamı̧stır. Bundan sonra Cartan tarafından ortaya konulan bu

notasyon birçok yazar tarafından farklı yöntemlerle belli bazı eğrilik kısıtlamalarına

gidilerek biraz daha zayıflatılmı̧s haliyle ele alınmı̧stır. Cartan ilk defa Riemann mani-

foldlarıiçin tam açık bağlantılılokal simetrik uzaylarısınıflandırmı̧stır. Bu sınıflandır-

manın bir benzeri Riemann olmayan manifoldlar için Cahen ve Parker (1970) tarafından

yapılmı̧stır. Ayrıca, Walker (1950) rekürent manifoldlar üzerinde Cartan’ın tanımını

daha zayıf simetriler için ele almı̧stır. Benzer olarak, Dubey (1979) genelleştirilmi̧s

rekürent manifoldları ve bundan başka, Shaikh ve Roy (2010) kuasi-genelleştirilmi̧s

rekürent manifoldlarıçalı̧stılar. Literatürdeki yarı-simetri kavramıiçin ilk tanımlama

R · R = 0 denklemiyle ilk kez Nomizu tarafından verilmi̧stir (Nomizu 1968). Cartan

notasyonuna göre Nomizu’nun tanımlamasından sonra yarı-simetrik manifoldlar Rie-

mann anlamında Szabó tarafından sınıflandırılmı̧stır (Szabó 1982). Bu tanımlardaki

yarı-simetri kavramının esasıyarı-simetrik manifold kavramından gelmektedir. Bir Rie-

mann Mn manifoldu üzerinde Rn+1 Öklid uzayının tam bağlantılı bir yarı-simetrik

hiperyüzeyi (n > 3) yani, R · R = 0 ise Mn manifoldu lokal simetriktir. Başka bir

ifadeyle, ∇R = 0 denklemini sağlar. Bu çalı̧smalar manifold sınıflandırmalarında lokal

simetriyi ve yarı-simetriyi çok önemli hale getirmi̧stir.

Yarı-simetrinin bir genelleştirmesi olarak psödo-simetrik kavramınıilk olarak Chaki ve

daha sonra Deszcz ortaya koymuştur. Şu an literatürde bu iki farklıpsödo-simetrik

kavramımevcuttur (Chaki 1987, Deszcz 1992). Bilindiği üzere bir (M, g) Riemann

manifoldu R · R = 0 denklemini sağlıyorsa yarı-simetrik manifold olarak adlandırılır.

Burada R, Riemann eğrilik tensörü ve R ·R ise R ye göre R Riemann eğrilik tensörünün

türevidir. Lokal simetrik uzaylar yarı-simetrik uzaylardır. Yani lokal simetriklik yarı-

simetrikliği kapsamaktadır. Fakat bu ifadenin tersi doğru değildir. Yani, yarı-simetrik

uzay lokal simetrik bir uzay olmak zorunda değildir.

Bir (M, g) Riemann manifoldu M üzerinde keyfi vektör alanlarıX ve Y olmak üzere,
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eğer R(X, Y ) ·R = L {(X ∧ Y ) ·R} olacak şekilde bir L fonksiyonu mevcutsa bir psödo-

simetrik manifold olarak adlandırılır. Burada (X ∧ Y )

(X ∧ Y )Z = g(Y, Z)X − g(Z,X)Y

şeklinde tanımlıbir endomorfizm tensör alanıdır (Deszcz 1992). EğerM manifoldu yarı-

simetrik değilse (M, g) psödo-simetrik uzayıtam psödo-simetrik uzay olarak adlandırılır.

Özellikle, eğer L fonksiyonu sabit bir fonksiyon ise uzaya sabit tipli bir psödo-simetrik

uzay denir. Yarı-simetrik uzaylar L = 0 ile verilen sabit tipli psödo-simetrik uzaylardır.

Üç boyutlu sabit tipli psödo-simetrik uzaylar Kowalski ve Sekizawa (1997) tarafından

ele alınmı̧stır. Ayrıca, sabit tipli konformal flat psödo-simetrik manifoldlar Hashimoto

ve Sekizawa (2000) tarafından sınıflandırılmı̧stır. Üç boyutlu bir Riemann manifoldu

için Riemann eğrilik formülü Ricci eğriliğinden yararlanılarak

R(X, Y )Z = S(Y, Z)X − S(Z,X)Y + g(Y, Z)QX

−g(Z,X)QY − r
2
(X ∧ Y )Z

şeklinde belirlenir. Burada S Ricci tensörü, Q Ricci operatörü ve r skalar eğriliktir. Bu

temel formül üç boyutlu Riemann geometrisinde kesit eğriliğinin deği̧smezliğinin Ein-

stein koşuluna denk olduğunu göstermektedir. Yani, Ricci tensörünün {σj} özdeğerleri

için σ1 = σ2 = σ3 dır. Bundan başka, psödo-simetri de bu koşula denktir; üç boyutlu

uzayda Ricci tensörünün σ1, σ2, σ3 özdeğerleri σ1 = σ2 eşitliğini sağlar. Böylece üç

boyut için psödo-simetri sabit eğrilik özelliğinin bir doğal genelleştirmesidir.

Şimdi, Chaki (1987) tarafından tanımlanan psödo-simetrik manifold kavramınıverelim.

(Mn, g) (n ≥ 2) flat olmayan bir Riemann manifoldu her X vektör alanıiçin

(∇XR)(Y, Z)W = 2A(X)R(Y, Z)W + A(Y )R(X,Z)W

+A(Z)R(Y,X)W + A(W )R(Y, Z)X

+g(R(Y, Z)W,X)ρ

şeklinde bir R eğrilik tensörüne sahipse bu tür manifoldlara psödo-simetrik manifoldlar

denir. Burada A, g(X, ρ) = A(X) ile verilen sıfır olmayan bir 1-form ve ∇, g metriğine

göre kovaryant türev operatörüdür. Bu tür manifoldlar (PS)n ile gösterilirler (Chaki
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1987). Benzer olarak, Chaki Ricci tensörü yardımıyla (Mn, g) (n > 3) flat olmayan bir

Riemann manifoldu için

(∇XS)(Y, Z) = 2A(X)S(Y, Z) + A(X)S(X,Z) + A(Z)S(Y,X)

eşitliğinden psödo-Ricci simetrik manifold tanımınıvermi̧stir. Bu tür manifoldlarıise

(PRS)n ile sembolize etmi̧stir.

Deszcz ve Chaki’nin ortaya koyduğu tanımlamalar farklıolmasına kaŗsın bu iki tanım-

lama arasındaki ili̧skileri inceleyen çok az sayıda çalı̧sma yapılmı̧stır (Mantica and Moli-

nari 2011). Biz bu tez çalı̧smasında Deszcz tanımınıgöz önüne alarak tüm i̧slem ve

hesaplarımızıonun üzerinden yapacağız.

Değme ve hemen hemen değme metrik manifoldlar üzerinde Deszcz anlamında oldukça

fazla çalı̧sma ortaya çıkmı̧stır (De et al. 2015, Cho and Inoguchi 2005). Özellikle

çalı̧smamızda kullanacağımız temel kaynaklardan biri olan Özgür (2006) tarafından

yapılan çalı̧sma oldukça önemlidir. Bu çalı̧smada Kenmotsu manifoldları üzerinde

psödo-simetrik koşullar incelenmi̧stir.

Simetri kavramısadece geometri de değil fizik alanında da çok değerlidir. Bazısimetri

anlamındaki hassasiyetlerin uzaya katılmasıgenel rölativite kuramında çok önemli bir

role sahiptir. Bir simetri özelliği olmaksızın küresel simetri, aksi simetri, Einstein alan

denklemlerinin çözümü gibi kavramların çözülmesi çok zor hale gelirken, simetri ol-

madan olanaksız problemlere dönüşürler (Deszcz et al. 2004).

Bu çalı̧smada, lokal simetri, yarı-simetri ve psödo-simetri kavramlarıdı̧sında belli bazı

paralellik koşullarını da üzerinde çalı̧sacağımız manifold üzerinde vereceğiz. Bir M

manifoldu üzerinde bir lineer konneksiyon olan ∇ ile verilen bir T tensör alanı, M

üzerinde eğriler boyunca paralel yer deği̧stirmeler altında invaryanttır (Sharpe 1997).

Başka bir deyi̧sle, her a, b ∈M için Ta değeri (a noktasındaki T tensör alanının değeri)

a ve b noktalarıyla birleşen herhangi bir düzgün eğri boyunca b noktasına paralel yer

deği̧stirmeler altında Tb tensör değerine dönüşür. Bir T tensör alanının paralel olması

için gerek ve yeter şart herhangi bir keyfiY vektör alanıdoğrultusunda onun kovaryant

türevinin özdeş olarak sıfıra eşit olmasıdır. Yani,∇ konneksiyonuna göre,∇Y T = 0 veya
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T tensör alanının kovaryant diferensiyelinin sıfır olmasıdır. Levi-Civita konneksiyonu

ile verilen bir Riemann manifoldu üzerinde diferensiyel formların paralel alanlarıözel

bir ilgi alanıolmuştur (Blair 2002).

Bu tez çalı̧smasında ele aldı̆gımız manifold yapısının en temel kaynağıKenmotsu (1972)

tarafından ortaya koyulmuştur. Kenmotsu hemen hemen değme metrik manifoldlar

üzerinde yeni bir karakterizasyon ortaya koyarak bir sınıflandırmaya gitmi̧stir. Bu

yapı yardımıyla kurulan manifold daha sonralarıKenmotsu olarak isimlendirilmi̧stir

(Kenmotsu 1972). Bunları takiben, hemen hemen Kenmotsu yapılar hemen hemen

alfa-Kenmotsu yapılara dönüştürülerek bu tür manifoldlar daha da genelleştirilmi̧stir

(Vanhecke 1981).

Son zamanlarda hemen hemen alfa-Kenmotsu ve hemen hemen kosimplektik yapılar

birlikte düşünülerek, hemen hemen değme metrik manifoldların bir sınıfıolan hemen

hemen alfa-kosimplektik manifold kavramıtanımlanmı̧stır (Kim and Pak 2005). Bir

(2n + 1)-boyutlu hemen hemen alfa-kosimplektik yapısıdη = 0 ve dΦ = 2α (η ∧ Φ)

eşitlikleriyle birlikte ele alınmı̧stır. Burada α, herhangi bir reel sayı ve Φ, temel 2-

formdur (Kim and Pak 2005). Burada α = 0 için manifold hemen hemen kosimplektik,

α 6= 0 için hemen hemen alfa-Kenmotsu yapısındadır. Ayrıca, α = 0 ve α 6= 0 olmak

üzere, sırasıyla yapılar normal olduğunda o zaman bu yapılar alfa-kosimplektik ve alfa-

Kenmotsu olarak adlandırılırlar. Özel olarak, alfa-kosimplektik yapıiçin α = 1 durumu

Kenmotsu ve hemen hemen alfa-kosimplektik yapıiçin α = 1 durumu ise hemen hemen

Kenmotsu formundadır.

Riemann geometrisinde, R Riemann eğrilik tensöründen başka önemli tensör alanları

vardır. Bunlardan bazılarıWeyl konformal eğrilik tensörü C, projektif eğrilik tensörü

P ve konsirküler eğrilik tensörü C dir (Yano and Kon 1984). Bu nedenle, yazarların

çoğu tensör çarpımlarımanasında bu özel eğrilikleri kullanmı̧slardır. Bunlara örnek

olarak, konformal yarı-simetrik, projektif yarı-simetrik, konsirküler yarı-simetrik ten-

sörleri sırasıyla R(X, Y ) · C = 0, R(X, Y ) · P = 0 ve R(X, Y ) · C = 0 şeklinde tanım-

lanmı̧stır (Bagewadi et al. 2007, Özgür 2006). Burada R(X, Y ) manifoldun her bir

noktasındaki tensör cebirinin türevi olarak alınmı̧stır.
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Ayrıca, hemen hemen Kenmotsu manifoldlar üzerinde bazıtensör alanlarına göre paralel-

lik ve eta-paralellik araştırılmı̧stır (Dileo and Pastore 2009, Murathan vd. 2010). Özel-

likle (h ◦ φ) bileşke tensör alanının eta-paralelliği üzerinde çalı̧sılmı̧stır. Bundan başka,

hemen hemen alfa-kosimplektik manifoldlar üzerinde h ve (φ ◦ h) tensör alanlarına göre

eta-paralellik şartlarıincelenmi̧stir (Öztürk 2009, Murathan vd. 2014).

Bu yüksek lisans tez çalı̧smasında, hemen hemen alfa-kosimplektik manifoldlar üzerinde

bazıek şartlar altında üç boyutlu uzayda psödo-simetrik koşullar ve bu şartlarla birlikte

ortaya çıkan geometri incelenmi̧stir. Burada alfa fonksiyonu dα∧η = 0 şeklinde düzgün

bir fonksiyon olarak seçilmi̧stir. Ayrıca, belli bazıparalel tensör alanlarıyardımıyla yarı-

simetrik koşullar da hemen hemen alfa-kosimplektik ve hemen hemen alfa-Kenmotsu

manifoldlarıüzerinde çalı̧sılmı̧stır.

İkinci bölümde, çalı̧smamızın esasını teşkil eden temel manifold teori ile ilgili tanım

ve kavramlar sunulmuştur. Bu bölümün ilk alt kısmında belli bazımanifoldların temel

kavramlarıtanıtılırken, ikinci alt kısımda ise psödo-simetrik, yarı-simetrik ve bazıparalel

tensör alanlarıile ilgili tanım ve kavramlar verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, hemen hemen alfa-kosimplektik manifoldlar ile ilgili temel kavramlar

ele alınmı̧stır. Özellikle, hemen hemen alfa-kosimplektik yapılar üzerinde temel eğrilik

özellikleri verilmi̧stir. Bölüm açıklayıcı3-boyutlu bir hemen hemen alfa-kosimplektik

örneği ile sonlandırılmı̧stır. Buradaki hesaplamalarda alfa düzgün bir fonksiyon olarak

alınmı̧stır.

Dördüncü bölümde, hemen hemen alfa-kosimplektik manifoldlar üzerinde bazı yarı-

simetrik koşullar belli bazı paralellik şartlarına bağlı olarak ayrıntılı bir şekilde in-

celenmi̧stir. Özellikle eta-paralellik koşuluna bağlıolarak yarı-simetrik, projektif yarı-

simetrik, konformal yarı-simetrik ve konsirküler flat gibi bazıflat durumlar çalı̧sılmı̧stır.

Bazıek şartlar ortaya konularak ortaya çıkan geometri ele alınmı̧stır.

Son bölümde, bazıpsödo-simetrik şartlarısağlayan üç boyutlu alfa-Kenmotsu manifold-

lar araştırılmı̧stır. Hesaplamalarda alfa hem sıfırdan farklısabit bir reel sayıhem de

dα ∧ η = 0 ile tanımlanan sıfırdan farklıdüzgün bir pozitif fonksiyon olarak alınmı̧stır.
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Özellikle, psödo-simetrik, psödo-Ricci simetrik, genelleştirilmi̧s psödo-Ricci simetrik gibi

bazıözel psödo-simetrik koşullar alfa-Kenmotsu manifoldlarıüzerinde incelenmi̧s ve bazı

sonuçlar elde edilmi̧stir.
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2 TEMEL TANIMLAR ve KAVRAMLAR

Bu bölümde, çalı̧smamızda kullanacağımız temel kavramlar verilmi̧stir.

2.1 Manifoldlar

Tanım 2.1.1 Bir n-boyutlu C∞ manifold Mn, Mn üzerinde vektör alanlarının uzayı

χ(Mn) ve reel değerli C∞ dif.bilir fonksiyonların halkasıC∞(Mn,R) olmak üzere,

g : χ(Mn)× χ(Mn) −→ C∞(Mn,R)

ile tanımlanan simetrik, 2-lineer ve pozitif tanımlıbir g dönüşümüne Mn üzerinde bir

Riemann metrik tensörü ve (Mn, g) ikilisiyle verilen manifolda da bir Riemann mani-

foldu denir. Mn manifoldunun herhangi iki a ve b noktasıiçinMn üzerinde bu noktaları

birleştiren bir eğri bulunabiliyorsa Mn ye bağlantılımanifold adıverilir (O’neill 1983).

Tanım 2.1.2 Mn bir C∞ manifold olsun. Mn üzerinde vektör alanlarının uzayıχ(Mn)

olmak üzere,

∇ : χ(Mn)× χ(Mn)
2-lineer−→ χ(Mn)

(X, Y ) −→ ∇(X, Y ) = ∇XY

dönüşümü, ∀ f, g ∈ C∞(Mn,R), ∀ X, Y, Z ∈ χ(Mn) için,

(i) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

(ii) ∇fX+gYZ = f ∇XZ + g ∇YZ,

(ii) ∇X(f Y ) = f ∇XY +X(f)Y,

özellikleri sağlanıyorsa ∇ ya Mn üzerinde bir afin konneksiyon denir (O’neill 1983).

Tanım 2.1.3 (Mn, g) bir Riemann manifoldu ve ∇ daMn üzerinde bir afin konneksiyon

olsun. O zaman, ∇ dönüşümü; ∀ X, Y, Z ∈ χ(Mn) için,

(i) ∇XY −∇YX = [X, Y ] (Konneksiyonun sıfır torsiyon özeliği),

(ii)Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z)+g(Y,∇XZ) (Konneksiyonunmetrikle bağdaşma özeliği),

şartlarınısağlıyorsa ∇ ya Mn üzerinde sıfır torsiyonlu bir Riemann konneksiyonu veya

Mn nin Levi-Civita konneksiyonu denir (O’neill 1983).
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Tanım 2.1.4 (Mn, g) bir Riemann manifoldu ve ∇, Mn üzerinde bir Levi-Civita kon-

neksiyonu olsun. O zaman,

R : χ(Mn)× χ(Mn)× χ(Mn) −→ χ(Mn)

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z
(2.1)

ile tanımlanan (1, 3)-tipli tensör alanıR ye Mn nin Riemann eğrilik tensörü denir.

Ayrıca, ∀ X, Y, Z, V,W ∈ χ(Mn) olmak üzere, R Riemann eğrilik tensörü

(i) R(X, Y )Z = −R(Y,X)Z, (ii) g(R(X, Y )V,W ) = −g(R(X, Y )W,V ),

(iii)R(X, Y )Z+R(Y, Z)X+R(Z,X)Y = 0, (iv) g(R(X, Y )V,W ) = g(R(V,W )X, Y ),

eşitlikleri sağlanır (O’neill 1983).

Önerme 2.1.1 (Mn, g) bir Riemann manifold, ∇ konneksiyonu Mn üzerinde bir Levi-

Civita konneksiyonu, K, (1.1)-tipli bir tensör alanı, U simetrik bir tensör alanıve T

ters simetrik bir tensör alanıolmak üzere,

(∇XK)Y = ∇XKY −K (∇XY )

g((∇XU)Y, Z) = g(Y, (∇XU)Z), g((∇XT )Y, Z) = −g(Y, (∇XT )Z)

dır (O’neill 1983).

Tanım 2.1.5 (Mn, g) bir Riemann manifoldu olsun. TpM tanjant uzayının iki boyutlu

altuzayıΠ ve V,W ∈ Π vektörleri üzerine kurulan paralel kenarın alanı

g(V, V )g(W,W )− g(V,W )2 6= 0

olsun. O zaman,

K(V,W ) =
g(R(V,W )W,V )

g(V, V )g(W,W )− g(V,W )2

eşitliğine Π nin kesit eğriliği denir ve K(Π) ile gösterilir (O’neill 1983).

Tanım 2.1.6 (Mn, g) bir Riemann manifoldu ve {e1, e2, ..., en} , lokal ortonormal vektör

alanlarıolmak üzere,

S : χ(Mn)× χ(Mn) −→ R

(X, Y ) −→ S(X, Y ) =
n∑
i=1

g(R(ei, X)Y, ei)
(2.2)
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şeklinde tanımlı (0, 2)-tipindeki S tensör alanına Mn üzerinde Ricci eğrilik tensörü

denir.

Bundan başka, (0, 2)-tipli Q Ricci operatörü

S(X, Y ) = g(QX, Y )

denklemi ile verilir (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.7 (Mn, g) bir Riemann manifoldu ve {e1, e2, ..., en} lokal ortonormal vektör

alanlarıolmak üzere,

r =

n∑
i=1

S(ei, ei)

reel sayısına Mn nin skalar eğriliği denir (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.8 (Mn, g) bir Riemann manifoldu olsun. EğerMn nin eğrilik tensörü paralel

yani, ∇R = 0 ise o zaman, Mn ye lokal simetrik uzay denir (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.9 (Mn, g) bir Riemann manifoldu ve Mn üzerinde bir pozitif fonksiyon ς

olsun. Bu durumda, g∗ = ς2g eşitliği Mn üzerinde metrik deği̧simini tanımlar. Burada

her bir noktadaki iki vektör arasındaki açıdeği̧smezdir. Bu nedenle, bu şekilde tanım-

lanan metrik deği̧simine metriğin bir konformal deği̧simi denir. Eğer ς fonksiyonu sabit

ise konformal dönüşüm homotetik olarak adlandırılır. Eğer ς fonksiyonu özdeş olarak 1

e eşit ise bu dönüşüm bir izometri olarak adlandırılır.

Eğer bir g Riemann metriği lokal düzlemsel olan bir g∗ Riemann metriği ile konformal

olarak ili̧skili ise o zaman, Mn Riemann manifolduna konformal flat denir (Yano and

Kon 1984).

Tanım 2.1.10 (M2n+1, g) bir Riemann manifoldu olsun. M2n+1 nin (1, 3)-tipli Weyl

konformal eğrilik tensör alanıC, M2n+1 üzerindeki herhangi X, Y, Z vektör alanları

için,

C(X, Y )Z = R(X, Y )Z − 1
2n−1 [S(Y, Z)X − S(X,Z)Y − g(X,Z)QY

+g(Y, Z)QX] + r
2n(2n−1) [g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ]

(2.3)
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şeklinde tanımlanır. Bundan başka, C nin divergensi c olmak üzere (c = divC),

c(X, Y ) = (∇XQ)Y − (∇YQ)X − 1
2(2n−1) [(∇Xr)Y − (∇Y r)X]

dır (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.11 (M2n+1, g) bir Riemann manifoldu olsun. M2n+1 nin (1, 3)-tipli kon-

sirküler eğrilik tensör alanıC ve projektif eğrilik tensör alanıP olmak üzere,

C(X, Y )Z = R(X, Y )Z − r
2n(2n+1)

[g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ] (2.4)

ve

P (X, Y )Z = R(X, Y )Z − 1
2n

[S(Y, Z)X − S(X,Z)Y ] (2.5)

şeklinde tanımlanır. Burada S Ricci tensörü ve r = İz(S) skalar eğriliktir (Yano and

Kon 1984).

Tanım 2.1.12 (M2n+1, g) bir Riemann manifoldu olsun. M2n+1üzerinde tüm keyfiX, Y

vektör alanlarıiçin, bir (M, g) Riemann manifoldunun Riemann eğrilik tensörü

R(X, Y ).R = 0 (2.6)

şartınısağlıyorsa (M2n+1, g) bir yarı-simetrik uzaydır denir (Yano and Kon 1984).

Teorem 2.1.1 (Mn, g) bir Riemann manifoldu olsun. Mn nin konformal flat olması

için gerek ve yeter koşul n > 3 için C = 0 ve n = 3 için c = 0 olmasıdır (Yano and Kon

1984).

Tanım 2.1.13 (2n + 1)-boyutlu bir manifold M , φ, ξ, η da M2n+1 üzerinde, sırasıyla,

(1, 1)-tipinde bir tensör alanı, bir vektör alanı ve 1-form olsunlar. O halde, M2n+1

üzerinde herhangi bir vektör alanıX olmak üzere,

η(ξ) = 1 ve φ2X = −X + η(X)ξ (2.7)

eşitlikleri geçerli ise (φ, ξ, η) üçlüsüne M2n+1 üzerinde bir hemen hemen değme yapıve

bu yapıile birlikte M2n+1 ye bir hemen hemen değme manifold denir (Yano and Kon

1984).
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Tanım 2.1.14M2n+1manifoldu (φ, ξ, η) üçlüsüyle birlikte hemen hemen bir değme yapı

olsun. O zaman M2n+1 üzerinde bir g Riemann metriği

η(X) = g(X, ξ),

g(φX, φY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ),
(2.8)

biçiminde veriliyorsa g metriğineM2n+1 üzerinde hemen hemen değme metrik, (φ, ξ, η, g)

yapısına da hemen hemen değme metrik yapıve (φ, ξ, η, g) yapısıileM2n+1 ye de hemen

hemen değme metrik manifold denir (Yano and Kon 1984).

Önerme 2.1.2 M2n+1, (φ, ξ, η, g) hemen hemen değme metrik yapısıile verilsin. Bu

durumda,

g(φX, Y ) = −g(X,φY ) (2.9)

dır (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.15 M2n+1 üzerinde bir hemen hemen değme metrik yapısı(φ, ξ, η, g) olmak

üzere,

Φ(X, Y ) = g(X,φY ) (2.10)

şeklinde tanımlıΦ dönüşümüne hemen hemen değme metrik yapısının temel 2-formu

denir (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.16 Mn bir reel diferensiyellenebilir manifold olsun. Eğer Mn nin her a

noktasıiçin F 2 = −I olacak şekilde TaM tanjant uzayının bir F endomorfizmasıvar

ise, o zamanMn üzerindeki F tensör alanına bir hemen hemen kompleks yapıadıverilir.

Bir F hemen hemen kompleks yapısıile verilen manifolda bir hemen hemen kompleks

manifold denir (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.17 Mn bir diferensiyellenebilir manifold olmak üzere, Mn üzerinde (1, 1)-

tipli bir tensör alanıG olsun. ∀ X, Y ∈ χ(M) için,

NG(X, Y ) = G2[X, Y ] + [GX,GY ]−G[GX, Y ]−G[X,GY ]

şeklinde tanımlıNG tensör alanına G tensör alanına göre Nijenhuis torsiyon tensörü

denir (Yano and Kon 1984).
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Tanım 2.1.18 (M2n, F ) hemen hemen kompleks manifold olsun. O zaman, NF = 0 ise

F dönüşümüne integrallenebilirdir denir Eğer M2n ×R üzerindeki bir F hemen hemen

kompleks yapısıintegrallenebilir ise, (φ, ξ, η) hemen hemen değme yapısına normaldir

denir (Yano ve Kon 1984).

Önerme 2.1.3 M2n+1 üzerinde (φ, ξ, η) hemen hemen değme yapısının normal olması

için gerek ve yeter koşul

Nφ + 2dη ⊗ ξ = 0

eşitliğinin geçerli olmasıdır. Burada Nφ, φ tensör alanına göre Nijenhuis torsiyon ten-

sörüdür (Yano and Kon 1984).

Tanım 2.1.19 (M2n+1, φ, ξ, η, g), bir hemen hemen değme metrik manifold olsun. O

zaman, dΦ = 0 ve dη = 0 şartları sağlanıyorsa M2n+1 manifolduna hemen hemen

kosimplektik manifold denir. Eğer bir hemen hemen kosimplektik manifoldu normal ise

bu manifolda kosimplektik manifold denir (Olszak 1981).

Tanım 2.1.20 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen değme metrik manifold olsun. Eğer

M2n+1 manifoldu üzerinde her X, Y, Z vektör alanlarıve α ∈ R, α 6= 0 için dη = 0

ve dΦ = 2α (η ∧ Φ) şartlarınısağlıyorsa, M2n+1 manifolduna bir hemen hemen alfa-

Kenmotsu manifoldu denir (Vanhecke 1981).

Teorem 2.1.2 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen değme metrik manifold olsun. M2n+1

nin bir Kenmotsu manifold olmasıiçin gerek ve yeter koşul

(∇Xφ)Y = g(φX, Y )ξ − η(Y )φX

eşitliğinin sağlanmasıdır (Kenmotsu 1972).

2.2 Psödo-simetrik Koşullar ve BazıParalel Tensör Alanları

Tanım 2.2.1 (Mn, g) bir n-boyutlu C∞ Riemann manifoldu (n ≥ 3) olsun. ∇, Mn

üzerinde bir Levi-Civita konneksiyonu ve R(X, Y ) ile (X∧Y ) endomorfizmleri sırasıyla,

her vektör alanıiçin

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z
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ve

(X ∧ Y )Z = g(Y, Z)X − g(Z,X)Y (2.11)

ile verilsin. Bu durumda, R ·R, R ·S, Q(g,R) ve Q(g, S) tensör alanlarıher X, Y, U,W

ve Z vektör alanlarıiçin aşağıdaki gibi tanımlanır:

(R(X, Y ) ·R)(U,W )Z = R(X, Y )R(U,W )Z −R(R(X, Y )U,W )Z

−R(U,R(X, Y )W )Z −R(U,W )R(X, Y )Z, (2.12)

(R(X, Y ) · S)(U,W ) = −S(R(X, Y )U,W )− S(U,R(X, Y )W, (2.13)

Q(g,R)(U,W,Z;X, Y ) = (X ∧ Y )R(U,W )Z −R((X ∧ Y )U,W )Z

−R(U, (X ∧ Y )W )Z −R(U,W )(X ∧ Y )Z, (2.14)

Q(g, S)(U,W ;X, Y ) = −S((X ∧ Y )U,W )− S(U, (X ∧ Y )W ), (2.15)

burada R · C ve Q(g, C) tensör çarpımlarıda R · R ve Q(g,R) deki gibi aynışekilde

tanımlanır.

Tanım 2.2.2 (Mn, g) bir n-boyutlu C∞ Riemann manifoldu (n ≥ 3) olsun. Eğer R ·R

ve Q(g,R) lineer bağımlıise o zaman Mn manifoldu psödo-simetrik olarak adlandırılır.

Yani, bu önerme UR = {x ∈Mn : Q(g,R) 6= 0, x noktasında} kümesi üzerinde tanımlı

R ·R = LRQ(g,R) (2.16)

önermesine denktir. Burada LR, UR üzerinde bir fonksiyondur (Deszcz 1992).

Hatırlatma 2.2.1 Eğer R · R = 0 ise Mn yarı-simetrik olarak adlandırılır. Her yarı-

simetrik manifold psödo-simetriktir fakat tersi doğru değildir. Eğer Mn lokal simetrik

ise yarı-simetrik olduğu aşikardır.

Tanım 2.2.3 (Mn, g) bir n-boyutlu C∞ Riemann manifoldu (n ≥ 3) olsun. Eğer

R · S ve Q(g, S) lineer bağımlıise o zaman Mn manifoldu psödo-Ricci simetrik olarak

adlandırılır. Yani, bu önerme US =
{
x ∈Mn : S 6= r

n
, x noktasında

}
kümesi üzerinde

tanımlı

R · S = LSQ(g, S) (2.17)
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önermesine denktir. Burada LS, US üzerinde bir fonksiyondur (Deszcz 1992).

Hatırlatma 2.2.2Her psödo-simetrik manifold psödo-Ricci simetriktir fakat tersi doğru

değildir. Eğer R · S = 0 ise o zaman Mn Ricci yarı-simetriktir. Her yarı-simetrik

manifold Ricci yarı-simetriktir. Fakat bu durumun tersi doğru değildir. Her Ricci

yarı-simetrik manifold psödo-Ricci simetriktir ama bu durumun da tersi doğru değildir.

Tanım 2.2.4 (Mn, g) bir n-boyutlu C∞ Riemann manifoldu (n ≥ 3) olsun. EğerR·R ve

Q(S,R) lineer bağımlıise o zaman Mn manifoldu genelleştirilmi̧s psödo-Ricci simetrik

olarak adlandırılır. Yani, bu önerme U = {x ∈Mn : Q(S,R) 6= 0, x noktasında} kümesi

üzerinde tanımlı

R ·R = LQ(S,R) (2.18)

önermesine denktir. Burada L, U üzerinde bir fonksiyondur (Deszcz 1992). Burada

Q(S,R) ve (X ∧S Y ) aşağıdaki şekilde tanımlıdır:

Q(S,R)(U,W,Z;X, Y ) = (X ∧S Y )R(U,W )Z −R((X ∧S Y )U,W )Z

−R(U, (X ∧S Y )W )Z −R(U,W )(X ∧S Y )Z
(2.19)

ve

(X ∧S Y )Z = S(Y, Z)X − S(X,Z)Y.

Tanım 2.2.5 (Mn, g) bir n-boyutlu C∞ Riemann manifoldu (n ≥ 4) olsun. Eğer

R · C ve Q(g, C) lineer bağımlıise o zaman Mn manifoldu Weyl psödo-simetrik olarak

adlandırılır. Yani, bu önerme UC = {x ∈Mn : C 6= 0, x noktasında} kümesi üzerinde

tanımlı

R · C = LCQ(g, C)

önermesine denktir. Burada LC , UC üzerinde bir fonksiyondur (Deszcz 1992).

Hatırlatma 2.2.3 EğerR·C = 0 ise o zamanMnWeyl konformal yarı-simetriktir. Eğer

Mn Weyl yarı-simetrik ise o zaman aşikar olarak aynızamanda Weyl psödo-simetriktir.

Fakat bu durumun tersi doğru değildir (Deszcz 1992).

Tanım 2.2.6 (Mn, φ, ξ, η, g), bir hemen hemen değme metrik manifold olsun. Mn

üzerinde herhangi simetrik (1, 1)-tipli tensör alanı T olmak üzere, her X, Y, Z ∈ D
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(η = 0) olmak üzere,

g((∇XT )Y, Z) = 0 (2.20)

şartınısağlanıyorsa T ye eta-paraleldir denir (Boeckx 2005).

Tanım 2.2.7 (Mn, g) bir Riemann manifoldu olsun. Mn üzerinde herhangi simetrik

(1, 1)-tipli tensör alanıT olmak üzere, herhangi X, Y, Z vektör alanlarıiçin,

(∇XT )Y = (∇Y T )X (2.21)

ise T ye Codazzi tensör alanıdenir (Blair 2002).

Tanım 2.2.8 (Mn, g) bir Riemann manifoldu olsun. Mn üzerinde herhangi simetrik

(1, 1)-tipli tensör alanıT olmak üzere, herhangi X, Y, Z vektör alanlarıiçin,

g((∇XT )Y, Z) + g((∇Y T )Z,X) + g((∇ZT )X, Y ) = 0 (2.22)

eşitliği sağlanıyorsa T ye devirli paralel tensör alanıdenir (Boeckx and Cho 2006).

Tanım 2.2.9 (Mn, φ, ξ, η, g), bir hemen hemen değme metrik manifold olsun. Her

X, Y, Z ∈ D olmak üzere, Mn üzerinde herhangi simetrik (1, 1)-tipli T tensör alanı

g((∇XT )Y, Z) + g((∇Y T )Z,X) + g((∇ZT )X, Y ) = 0 (2.23)

eşitliği sağlanıyorsa T ye devirli eta-paralel tensör alanıdenir (Boeckx and Cho 2006).

Önerme 2.2.1 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifold olsun.

Eğer φh tensör alanıeta-paralel ise o zaman, keyfi vektör alanlarıiçin

(∇Xφh)Y = η(X)
[
lY − (α2 + ξ(α))φ2Y − 2αφhY + h2Y

]
(2.24)

−η(Y )
[
αφhX − h2X

]
− g(Y, αφhX − h2X)ξ

denklemi geçerlidir (Aktan vd. 2013). Burada alfa, M2n+1 üzerinde dα∧ η = 0 şeklinde

düzgün bir fonksiyondur.

Önerme 2.2.2 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifold olsun.

Eğer φh tensör alanıeta-paralel ise o zaman, keyfi vektör alanlarıiçin

R(X, Y )ξ = η(Y )lX − η(X)lY (2.25)
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denklemi sağlanır (Aktan vd. 2013). Burada alfa, M2n+1 üzerinde dα∧η = 0 ile verilen

düzgün bir fonksiyondur.

Önerme 2.2.3 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifold olsun.

Eğer h tensör alanıeta-paralel ise o zaman, keyfi vektör alanlarıiçin

(∇Xh)Y = −η(X)
[
φlY + (α2 + ξ(α))φY + 2αhY + φh2Y

]
(2.26)

−η(Y )
[
−αφ2hX + φh2X

]
+ g(Y, αhX + φh2X)ξ

denklemi sağlanır (Aktan vd. 2013). Burada l = R(., ξ)ξ ve alfa, M2n+1 üzerinde

dα ∧ η = 0 ile verilen düzgün bir fonksiyondur.
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3 HEMEN HEMEN ALFA-KOSİMPLEKTİK MANİFOLDLAR

Bu bölümde, üzerinde çalı̧stı̆gımız hemen hemen alfa-kosimplektik manifoldlar ile ilgili

bazıözellikler sunulmuştur.

Tanım 3.1 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen değme metrik manifold olsun. Alfa

keyfi bir reel sayıolmak üzere, manifold üzerinde

dη = 0 ve dΦ = 2α (η ∧ Φ) (3.1)

denklemleri aynıanda gerçekleniyor iseM2n+1 manifolduna hemen hemen alfa-kosimplektik

manifold denir. Özel olarak, α = 0 için yapıhemen hemen kosimplektik ve α 6= 0 için

hemen hemen alfa-Kenmotsudur (Kim and Pak 2005).

Önerme 3.1 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifold olsun. Bu

durumda, keyfi vektör alanlarıiçin,

hX = 1
2
(Lξφ)X, h(ξ) = 0, (3.2)

∇Xξ = −αφ2X − φhX, (φ ◦ h)X + (h ◦ φ)X = 0 (3.3)

∇ξξ = 0, ∇ξφ = 0, δη = −2αn, İz(h) = 0, (3.4)

(∇Xη)Y = α [g(X, Y )− η(X)η(Y )] + g(φY, hX), (3.5)

h = 0⇔ ∇ξ = −αφ2, (∇ξh) ◦ φ+ φ ◦ (∇ξh) = 0, (3.6)

denklemleri sağlanır (Öztürk 2009).

Önerme 3.2 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifold olsun. O

halde,

R(X, Y )ξ = α2 [η(X)Y − η(Y )X]− α [η(X)φhY − η(Y )φhX] (3.7)

+(∇Y φh)X − (∇Xφh)Y

denklemi geçerlidir (Öztürk 2009).

Önerme 3.3 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir lokal simetrik hemen hemen alfa-kosimplektik ma-

nifold olsun. O zaman ∇ξh = 0 denklemi geçerlidir (Öztürk 2009).
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Önerme 3.4 (M2n+1, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifold olsun. O

halde, aşağıdaki eğrilik özellikleri sağlanır:

R(X, Y )ξ = (∇Y φh)X − (∇Xφh)Y − α [η(X)φhY − η(Y )φhX]

+
[
α2 + ξ(α)

]
[η(X)Y − η(Y )X] , (3.8)

R(X, ξ)ξ =
[
α2 + ξ(α)

]
φ2X + 2αφhX − h2X + φ(∇ξh)X, (3.9)

R(X, ξ)ξ − φR(φX, ξ)ξ = 2
[
(α2 + ξ(α))φ2X − h2X

]
, (3.10)

(∇ξh)X = −φR(X, ξ)ξ −
[
α2 + ξ(α)

]
φX − 2αhX − φh2X, (3.11)

S(X, ξ) = −2n
[
α2 + ξ(α)

]
η(X)− (div(φh))X, (3.12)

S(ξ, ξ) = −
[
2n(α2 + ξ(α)) + İz(h2)

]
, (3.13)

burada alfaM2n+1 üzerinde dα∧η = 0 ile verilen düzgün bir fonksiyon ve ξ(α) gösterimi

alfa düzgün fonksiyonunun ξ vektör alanıyönündeki ∇ konneksiyonuna göre kovaryant

türevidir (Aktan vd. 2014).

Örnek 3.1 R3(x, y, z) standart koordinat sistemi olmak üzere, 3-boyutlu M ⊂ R3

manifoldu

M =
{

(x, y, z) ∈ R3 : z 6= 0
}
,

ile verilsin. M üzerindeki vektör alanları,

E1 = ez
3 ∂

∂x
, E2 = ez

3 ∂

∂y
, E3 =

∂

∂z
,

şeklinde seçilsin. {E1, E2, E3} cümlesinin M nin her noktasında lineer bağımsız olduğu

aşikardır. Bundan başka, g Riemann metriği

g =
1

e2z3
(dx⊗ dx+ dy ⊗ dy) + dz ⊗ dz

tensör çarpımıyardımıyla verilir.

Ayrıca, eta 1-formu keyfiX vektör alanıiçin η(X) = g(X,E3) eşitliği ile tanımlansın

ve φ (1, 1) tensör alanıφ(E1) = E2, φ(E2) = −E1, φ(E3) = 0 denklemleriyle verilsin.
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Bu tensör alanlarına ilaveten, (1, 1)-tipli h tensör alanıh(E1) = −λE1, h(E2) = λE2 ve

h(E3) = 0 ile verilsin. Bu takdirde, g ve φ için,

φ2X = −X + η(X)E3, η(E3) = 1

g(φX, φY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y )

dır. ∇, g metriği ile verilen Levi-Civita konneksiyonu olmak üzere,

[E1,E2] = 0, [E1,E3] = −3z2E1, [E2,E3] = −3z2E2.

Böylece (φ, ξ, η, g) dörtlüsü elde edilir. Bu nedenle, bu dörtlü yapının bir hemen hemen

alfa-kosimplektik yapısı olabilmesi için temel 2-formunun sıfırdan farklı bileşenlerini

kontrol etmek yeterli olacaktır. O halde,

Φ(
∂

∂x
,
∂

∂y
) = − 1

e2z3
, Φ = − 1

e2z3
(dx ∧ dy) (3.14)

dır. Burada Φ(E1,E2) = −1 ve aksi halde i ≤ j için Φ(Ei,Ej) = 0 olacaktır. Buradan

Φ nin dı̧s türevi tanımından

dΦ = 6z2e−2z
3

(dx ∧ dy ∧ dz) (3.15)

bulunur. Ayrıca, η = dz olduğundan (3.14) ve (3.15) denklemlerinden

dΦ = −6z2 (η ∧ Φ) (3.16)

elde edilir. Burada alfa düzgün fonksiyonu α(z) = −3z2 biçimindedir. Bunlara ilaveten,

Nφ = 0 olduğundan hemen hemen alfa-kosimplektik manifold normal bir yapıya sahip-

tir. Başka bir deyi̧sle, örnekte verdiğimiz 3-boyutlu manifold alfa-kosimplektik yapı-

dadır.
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4 BAZI YARI—SİMETRİK HEMEN HEMEN ALFA-KOSİMPLEKTİK

MANİFOLDLAR

Bu bölümde, bazı flat şartlarını sağlayan tensör alanları ve belli bazı yarı-simetrik

koşullar hemen hemen alfa-kosimplektik manifold üzerinde incelenmi̧stir. Bazı du-

rumlarda boyut üç alınırken bazıdurumlarda ise en genel boyut üzerinden çalı̧smalar

yürütülmüştür. Burada alfa, manifold üzerinde dα ∧ η = 0 şartınısağlayan düzgün bir

fonksiyondur. Belli bazıilave şartlar ortaya konulmuş ve bunun sonucunda kaŗsımıza

çıkan geometri ele alınmı̧stır.

Hatırlatma 4.1 (2.5) denklemiyle verilen projektif eğrilik tensörü keyfivektör alanları

için özdeş olarak sıfır olursa projektif flat olarak isimlendirilir. Yani, P (X, Y )Z = 0

koşulu mevcutsa manifoldumuz projektif flat hemen hemen alfa-kosimplektik olarak

adlandırılır.

Teorem 4.1 M2n+1 bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifold olsun. Eğer M2n+1

bir projektif flat manifold ise o zaman,

r = −(2n+ 1)
[
2n(α2 + ξ(α)) + İz(h2)

]
+ 2nİz(φ(∇ξh)) (4.1)

skalar eğriliğine sahiptir. Burada alfa, ξ vektör alanıboyunca paralel olarak alınan

dα ∧ η = 0 şartınısağlayan düzgün bir fonksiyondur.

İspat: Kullanacağımız benzer bir ispat metodu Öztürk (2016) tarafından hemen hemen

alfa-Kenmotsu manifoldlar üzerinde alfanın sabit olmasıdurumu için verilmi̧stir. Önce-

likle P = 0 olsun. O zaman (2.5) denklemi ve R Riemann eğrilik tensörü özelliklerinden

g(R(Z, ξ)ξ, Y ) =
1

2n
[S(Y, Z)− η(Y )S(Z, ξ)] (4.2)

elde edilir. Burada (4.2) ve (3.12) denklemleri göz önüne alınarak

S(X, Y ) = −2n [(α2 + ξ(α))g(Y, Z) + 2αg(φY, hZ) + g(hZ, hY )

+g((∇ξh)Z, φY ) + 1
2n
η(Y )(div(φh))Z

] (4.3)

bulunur. Şimdi, (4.3) denkleminin her iki tarafına kontraksiyon uygulayalım. Bunun

için öncelikle tanjant uzayın keyfi bir noktasındaki bir ortonormal baz olarak {ei} ,
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i = 1, . . . , 2n+ 1 cümlesini düşünelim. O zaman 1 ≤ i ≤ 2n+ 1 için Y = Z = ei olmak

üzere, (4.3) denkleminin her iki tarafının Y ve Z ye göre kontraksiyon uygulanırsa

r = −2n

[
2n+1∑
i=1

(α2 + ξ(α))g(ei, ei) + 2αg(φei, hei) + g(hei, hei)

+g((∇ξh)ei, φei) +
1

2n
η(ei)(div(φh))ei

]
(4.4)

elde edilir. Burada
2n+1∑
i=1

S(ei, ei) = r, İz(φh) = İz(h) = 0 ve

(div(φh))ξ =
2n+1∑
i=1

[
−αg(φhei, ei) + g(h2ei, ei)

]
= İz(h2).

Buradan (4.4) hesaba katılırsa

r = −2n
[
(α2 + ξ(α))(2n+ 1)− 2α İz(φh) + İz(h2)

−İz(φ(∇ξh)) + 1
2n

(div(φh))ξ
] (4.5)

bulunur. Burada alfanın ξ vektör alanıboyunca paralel olduğu hipotezini kullanırsak

(4.5) denklemi sadeleştirildiğinde istenen sonuç olan (4.1) denklemine ulaşılır. Böylece

ispat tamamlanmı̧s olur.

Teorem 4.2 M3 bir hemen hemen alfa-kosimplektik manifold olsun. Eğer M3 bir

projektif flat manifold ise o zaman,

r = 3S(ξ, ξ) + 2İz(φ(∇ξh)) (4.6)

skalar eğriliğine sahiptir. Burada alfa, ξ vektör alanıboyunca paralel olarak alınan

dα ∧ η = 0 şartınısağlayan düzgün bir fonksiyondur.

İspat: Yukarıda verilen ispata benzer olarak n = 1 alınarak 3-boyutlu durum için ispat

açıktır (Öztürk vd. 2018).

Hatırlatma 4.2 (2.4) eşitliğiyle tanımlanan konsirküler eğrilik tensör alanıkeyfivektör

alanlarıiçin özdeş olarak sıfır olursa konsirküler flat olarak isimlendirilir. Bundan dolayı

manifold üzerinde C = 0 koşulu sağlandı̆gında manifolda konsirküler flat hemen hemen

alfa-kosimplektik adıverilir.
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Teorem 4.3 M2n+1 bir konsirküler yarı-simetrik hemen hemen alfa-kosimplektik ma-

nifold olsun. Eğer manifold üzerinde φh tensör alanına göre eta-paralellik sağlanıyorsa

D dağılımıüzerindeki vektör alanlarıiçin manifold konsirküler flattir.

İspat: Hipotez gereğince (2.4), (2.24) ve (2.25) denklemlerinden

g((C(U, V )Y, ξ) = −η(V )g(lU, Y ) + η(U)g(lV, Y )

− r

2n(2n+ 1)
(η(U)g(V, Y )− η(V )g(U, Y )) (4.7)

elde edilir. Burada Y yerine ξ vektör alanıalınırsa

η(C(U, V )ξ) = 0 (4.8)

bulunur. Tekrardan (4.7) denkleminde U yerine ξ seçildiğinde

η(C(ξ, V )Y ) = g(lV, Y )− r

2n(2n+ 1)
(g(V, Y )− η(V )η(Y )) (4.9)

yazılır. Şimdi, R(X, Y ) · C konsirküler yarı-simetrik tensör çarpımınıaşağıdaki şekilde

tanımlayalım:

(R(X, Y )·C)(U, V )W = R(X, Y )C(U, V )W − C(R(X, Y )U, V )W (4.10)

−C(U,R(X, Y )V )W − C(U, V )R(X, Y )W.

Ayrıca, (4.7), (4.8) ve (4.9) birlikte düşünüldüğünde

g(lV, Y ) =
r

2n(2n+ 1)
(g(V, Y )− η(V )η(Y )) (4.11)

bulunur. Hipotezden R(X, Y ) · C = 0 seçersek

0 = R(X, Y )C(U, V )W − C(R(X, Y )U, V )W (4.12)

−C(U,R(X, Y )V )W − C(U, V )R(X, Y )W

yazılır. Burada C(U, V,W, Y ) = g(C(U, V )W,Y ) olarak alınmı̧stır. Böylece sonuca

ulaşmak için (4.12) denkleminin sağ tarafındaki ifadeleri hesaplar ve sadeleştirirsek

(4.12) denklemi

C(U, V, lX,W ) = −K[η(U)η(V )g(lX,W ) + η(W )η(V )g(lX, U) (4.13)

+η(U)η(W )g(lX, U)]− η(W )η(X)g(lX, V ) + η(W )η(X)η(V )
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ifadesine dönüşür. Burada

K = −η(U)η(V )

[
r

2n(2n+ 1)

]
(4.14)

şeklindedir. Bundan başka ξ vektör alanına dik olan D dağılımını

D =Ker(η) = {X : η(X) = 0}

ile tanımlayalım. Bu tanımı (4.13) denkleminde kullanır ve gerekli sadeleştirmeler

yapıldı̆gında C = 0 sonucuna X, Y ∈ D için ulaşılır. Bu sonuç ispatıtamamlar.

Teorem 4.4M3 bir konsirküler yarı-simetrik hemen hemen alfa-kosimplektik manifold

olsun. Eğer manifold üzerinde φh tensör alanına göre eta-paralellik sağlanıyorsa D

dağılımıüzerindeki vektör alanlarıiçin manifold konsirküler flattir.

İspat: Yukarıdaki ispat metoduyla üç boyutlu uzayda n = 1 için,

K = −
(
r
6

)
η(U)η(V )

alınarak benzer hesaplamalar yapıldı̆gında sonuç aşikardır.

Teorem 4.5 M2n+1, φh tensör alanına göre Codazzi şartınısağlayan bir yarı-simetrik

hemen hemen alfa-kosimplektik manifold olsun. O halde, alfa ξ vektör alanıboyunca

paralel olmak üzere, manifold kosimplektik yapıdadır.

İspat: Kabul edelim ki, φh tensör alanıCodazzi şartınısağlasın. Yani,

0 = g((∇Y φh)X,Z)− g((∇Xφh)Y, Z) (4.15)

dır. (3.8) ve (4.15) denklemleri birlikte ele alınırsa ξ(α) = 0 için,

R(X, Y )ξ = α2 [η(X)Y − η(Y )X]− α [η(X)φhY − η(Y )φhX] (4.16)

yazılır. Şimdi, R(X, Y )·R yarı-simetrik tensör çarpımınıaşağıdaki şekilde tanımlayalım:

(R(X, Y ) ·R)(U, V )Z = R(X, Y )R(U, V )Z −R(R(X, Y )U, V )Z

−R(U,R(X, Y )V )Z −R(U, V )R(X, Y )Z. (4.17)
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Yukarıdaki eşitlik R(X, Y ) ·R = 0 için aşağıdaki önermeye

0 = R(X, ξ)R(U, V )ξ −R(R(X, ξ)U, V )ξ

−R(U,R(X, ξ)V )ξ −R(U, V )R(X, ξ)ξ (4.18)

denktir. Burada R(X, Y )·R = 0 önermesinin R(X, ξ)·R = 0 önermesine denk olduğunu

unutmayalım. O halde, istenilen sonuca ulaşmak için (4.18) denkleminin sağ tarafındaki

dört ifadeyi ayrıayrıhesaplamalıyız. Böylece (4.16) ve (4.18) birlikte hesaba katılırsa

(4.18) denklemi keyfi vektör alanlarıiçin,

0 = α3 [η(U)g(hV, φX)− η(V )g(hU, φX)] (4.19)

+α2 [η(U)g(hX, hV )− η(V )g(hU, hX)]

denklemine indirgenir. Bu son elde edilen denklem düzenlenirse

α [η(U)g(hV, φX)− η(V )g(hU, φX)] = −η(U)g(hX, hV ) + η(V )g(hU, hX)

bulunur. Bu son denklem sadeleştirilirse alfa sıfır değeri için,

η(U)g(h2X, V )− η(V )g(h2X, hU) = 0 (4.20)

elde edilir. Buradan h2 = 0 olduğu açıktır. Böylece h tensör alanıözdeş olarak sıfırdır.

Bundan dolayıhem alfa sıfır hem de h tensör alanısıfır olduğundan üzerinde çalı̧stı̆gımız

hemen hemen alfa-kosimplektik manifold bir kosimplektik yapıya sahiptir ki bu da

istenen sonuca bizi ulaştırır.

Teorem 4.6 M3, φh tensör alanına göre Codazzi şartını sağlayan bir yarı-simetrik

hemen hemen alfa-Kenmotsu manifold olsun. O zaman alfa ξ vektör alanıboyunca

paralel olmak üzere, bu şartısağlayan alfa-Kenmotsu yapımevcut değildir.

İspat: Kabul edelim ki, manifold üç boyutlu uzayda bir hemen hemen alfa-Kenmotsu

olsun. Bu durumda Teorem 4.5 de uyguladı̆gımız metodoloji gereğince benzer i̧slem

yapıldı̆gında alfa sıfır değeri için (4.20) denklemine ulaşılır. Fakat bu sonuç kabulü-

müzle çeli̧sir. Bu nedenle, h tensör alanı özdeş olarak sıfır olmak zorunda değildir.

Bundan dolayınormallik şartısağlanamayacağından bu şartlarısağlayan alfa-Kenmotsu

manifold yoktur.
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Teorem 4.7 M2n+1 (n > 0), bir φh tensör alanına göre eta-paralel olan projektif yarı-

simetrik hemen hemen alfa-kosimplektik manifold olsun. Bu takdirde, alfa ξ vektör

alanıboyunca paralel olmak üzere, manifold projektif flattir.

İspat: (2.5) denklemi yardımıyla R(X, Y ) ·P tensör çarpımıaşağıdaki gibi tanımlanır:

(R(X, Y ) · P )(U, V )Z = R(X, Y )P (U, V )Z − P (R(X, Y )U, V )Z

−P (U,R(X, Y )V )Z − P (U, V )R(X, Y )Z. (4.21)

Hipotezden dolayımanifoldun projektif yarı-simetrik olduğunu varsayalım. Bir başka

deyi̧sle, R · P = 0 olsun. (4.21) denklemini takiben her keyfi vektör alanıiçin,

0 = R(X, Y )P (U, V )Z − P (R(X, Y )U, V )Z

−P (U,R(X, Y )V )Z − P (U, V )R(X, Y )Z (4.22)

yazılır. (2.5) eşitliği göz önüne alındı̆gında

η(P (X, Y )Z) = g(R(X, Y )Z, ξ)− 1

2n
[S(Y, Z)η(X)− S(X,Z)η(Y )]

ve

η(P (ξ, Y )Z) = g(R(Y, ξ)ξ, Z)− 1

2n
[S(Y, Z)− S(Z, ξ)η(Y )] (4.23)

bulunur. Şimdi, ek şart olarak kullandı̆gımız φh tensör alanına göre eta-paralellik koşu-

lunu kullanalım. (2.25) eşitliği yardımıyla

S(Y, ξ) = η(Y )İz(l) (4.24)

ve

S(ξ, ξ) = η(Y )İz(l) (4.25)

elde edilir. Burada kullandı̆gımız tüm şartlar altında (4.22) denkleminin sağ tarafındaki

dört ifadeyi ayrıayrıhesaplayarak bir arada düşündüğümüzde

0 = −P (U, V, Z, lX)− η(U)R(lX, V, Z, ξ) + g(lU,X)R(ξ, V, Z, ξ)

+
1

2n
η(Y )S(V, Z)− 1

2n
η(V )S(Y, Z)− η(V )R(U, lX, Z, ξ)

+g(lV,X)R(U, ξ, Z, ξ) +
1

2n
η(U)S(Y, Z)− 1

2n
η(Y )S(U,Z)

−η(Z)R(U, V, lX, ξ) + g(lZ,X)R(U, V, ξ, ξ) +
1

2n
η(U)S(V, Y )

− 1

2n
η(V )S(U, Y ) (4.26)
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denklemine ulaşılır. O halde, (4.26) denkleminin her iki tarafına uygun bir kontraksiyon

yapalım. Bunun için öncelikle tanjant uzayın keyfibir noktasındaki bir ortonormal baz

olarak {ei} , i = 1, . . . , 2n + 1 cümlesini düşünelim. Böylece uygun kontraksiyondan

sonra (4.26) denklemi

P (U, V, Z, lX) = −g(lU,X)g(lV, Z)− 1

2n
g(lX, U)S(V, Z)

+g(lU, Z)g(lV,X) +
1

2n
g(lX, V )S(U,Z) (4.27)

haline dönüşür. Burada simetri i̧slemleri ve özel olarak keyfi U vektör alanıyerine V

vektör alanıseçilerek projektif eğrilik tensör alanının özdeş olarak sıfır olduğu görülür.

Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.8 M2n+1 (n > 0), bir φh tensör alanına göre eta-paralel olan konformal

yarı-simetrik hemen hemen alfa-kosimplektik manifold olsun. O zaman manifold ya

konformal flat ya da konformal eğrilik tensör alanıξ vektör alanına dik olacak şekilde

bir tensör alanıdır. Eğer bu şartlar altında ξ vektör alanına dik olan konformal eğrilik

tensör alanıvarsa konformal flat manifold mevcut değildir.

İspat: Öncelikle (2.3) ve (3.8) denklemlerinden

η(C(X, Y )Z) = −g(R(X, Y )ξ, Z)− 1

2n− 1
[g(Y, Z)S(X, ξ) (4.28)

−g(X,Z)S(Y, ξ) + η(X)S(Y, Z)− η(Y )S(X,Z)]

+
r

(2n)(2n− 1)
[η(X)g(Y, Z)− η(Y )g(X,Z)]

yazılır. (4.28) eşitliğinde Z yerine ξ vektör alanıalınırsa

η(C(X, Y )ξ) = 0 (4.29)

bulunur. Burada tekrar (4.28) eşitliğinde X yerine ξ vektör alanıalınırsa

η(C(ξ, Y )Z) = g(R(ξ, Y )Z, ξ)− 1

2n− 1
[g(Y, Z)S(ξ, ξ) (4.30)

−η(Z)g(QY, ξ) + S(Y, Z)− η(Y )S(Z, ξ)]

+
r

(2n)(2n− 1)
[g(Y, Z)− η(Y )η(Z)]
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elde edilir. (2.3) denklemi yardımıyla R(X, Y ) ·C tensör çarpımıaşağıdaki gibi tanım-

lanır:

(R(X, Y ) · C)(U, V )Z = R(X, Y )C(U, V )Z − C(R(X, Y )U, V )Z

−C(U,R(X, Y )V )Z − C(U, V )R(X, Y )Z. (4.31)

Hipotez yardımıyla manifoldun konformal yarı-simetrik olduğunu kabul edelim. Yani;

R(X, Y ) · C = 0 olsun. (4.31) denklemini takiben her keyfi vektör alanıiçin,

0 = −C(U, V, Z, Y ) + η(Y )η(C(U, V )Z)− η(U)η(C(Y, V )Z)

+g(Y, U)η(C(ξ, V )Z)− η(V )η(C(U, Y )Z)

+g(Y, V )η(C(U, ξ)Z)− η(Z)η(C(U, V )Y ) (4.32)

yazılır. Burada C(U, V, Z, Y ) = g(C(U, V )Z, Y ) şeklinde tanımlanmı̧stır. (2.24) ve

(2.25) denklemleri birlikte hesaba katıldı̆gında herX vektör alanıiçin S(X, ξ) = η(X)İz(l)

olduğunu biliyoruz. Burada l = R(., ξ)ξ ile tanımlanan Jakobi operatörüdür. Bundan

başka, (4.28) denkleminden

η(C(ξ, Y )Z) = 0 (4.33)

eşitliği de yazılabilir. (4.32) denklemi düzenlenip sadeleştirilirse

0 = η(R(ξ, Y )C(U, V )Z)− η(C(R(ξ, Y )U, V )Z) (4.34)

−η(C(R(ξ, Y )V, Z)U)− η(C(U, V )R(ξ, Y )Z)

denklemine ulaşılır. Bu hesaplamalarıtakiben (2.3), (2.25), (4.24) ve Z = ξ denklemleri

birlikte ele alındı̆gında (4.34) eşitliği aşağıdaki denkleme indirgenir:

−g(lU, Y )η(V )(A+B) + C(U, V, lY, ξ) = 0, (4.35)

burada A ve B ifadelerinin değerleri sırasıyla aşağıda verilmi̧stir:

A =
r

2n(2n− 1)
− İz(l)

2n− 1
(4.36)

ve

B =
İz(l)

2n− 1
− r

2n(2n− 1)
. (4.37)
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Başka bir deyi̧sle, (4.36) ve (4.37) denklemlerinden A+B = 0 elde edilir. Böylece (4.35)

denklemi

η(C(U, V )lY ) = 0 (4.38)

şeklinde yazılabilir. Burada yukarıdaki eşitliğin sağlamasıiçin ya konformal tensör alanı

özdeş olarak sıfır olmalı(konformal flat) ya da konformal eğrilik tensör alanıξ vektör

alanına ortogonal olacak şekilde seçilmelidir. Bu nedenle eğer tüm bu şartlar altında

ikinci durum söz konusu olursa hiçbir konformal flat hemen hemen alfa-kosimplektik

manifold mevcut değildir. Böylece ispat tamamlanmı̧s olur.
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5 3-BOYUTLU PSÖDO-SİMETRİK ALFA-KENMOTSU MANİFOLDLAR

Bu bölümde, bazıpsödo-simetrik koşullarısağlayan üç boyutlu alfa-Kenmotsu mani-

foldlar incelenmi̧stir. Hesaplamalarda alfa hem sıfırdan farklısabit bir reel sayıhem de

dα ∧ η = 0 ile tanımlanan sıfırdan farklıdüzgün bir pozitif fonksiyon olarak alınmı̧stır.

Özellikle, psödo-simetrik, psödo-Ricci simetrik, genelleştirilmi̧s psödo-Ricci simetrik gibi

bazıpsödo-simetrik özellikleri sağlayan alfa-Kenmotsu manifoldlar ele alınmı̧stır.

Önerme 5.1 Mn bir alfa-Kenmotsu manifold olsun. Buna göre aşağıdaki önermeler

sağlanır:

(∇Xφ)Y = −α [g(X,φY )ξ + η (Y )φX] , (5.1)

∇Xξ = −α(−X + η(X)ξ), (5.2)

(∇Xη)Y = −α [−g(X, Y ) + η(X)η(Y )] , (5.3)

burada alfa C∞ sınıfından kesinlikle pozitif ve dα ∧ η = 0 şartını sağlayan düzgün

bir fonksiyondur. Eğer alfa sıfır ise o zaman manifold kosimplektik yapıdadır. Eğer

ξ(α) = ∇ξα olacak şekilde α2 + ξ(α) 6= 0 ise alfa-Kenmotsu manifoldu regülerdir denir

(Janssens and Vanhecke 1981). Buradaki dα ∧ η = 0 koşulu boy(Mn) ≥ 5 için sağlar.

Fakat boy(Mn) = 3 için geçerli değildir (Olszak and Rosca 1991). Buna göre üç boyutlu

uzayda konformal eğrilik tensörü özdeş olarak sıfır olacağından Riemann egrilik tensör

hesaplamalarınıkonformal eğrilik tensörü üzerinden de yapabiliriz.

(2.11) ve (2.3) göz önüne alındı̆gında üç boyutlu bir Riemann manifoldu için

R(X, Y )Z = S(Y, Z)X − S(Z,X)Y + g(Y, Z)QX

−g(Z,X)QY − r
2

[(X ∧ Y )Z] (5.4)

geçerlidir.

Önerme 5.2 Bir 3-boyutlu alfa-Kenmotsu manifoldu için aşağıdaki eşitlikler geçerlidir:

R(X, Y )Z = 2(α2 + ξ(α) +
r

4
)((X ∧ Y )Z)

−3(α2 + ξ(α) +
r

6
) [η(X)(ξ ∧ Y )Z + η(Y )(X ∧ ξ)Z] (5.5)
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ve

S(X, Y )Z = (α2 + ξ(α) +
r

2
)g(X, Y )− 3(α2 + ξ(α) +

r

6
)η(X)η(Y ), (5.6)

burada alfa pozitif ve dα ∧ η = 0 şartınısağlayan düzgün bir fonksiyondur. Ayrıca,

R, S,Q, r sırasıyla, Riemann eğrilik tensörü, Ricci tensörü, Ricci operatörü ve skalar

eğriliktir.

Önerme 5.3 Bir 3-boyutlu alfa-Kenmotsu manifoldu (5.5) ve (5.6) denklemleri yardımıyla

aşağıdaki eğrilik özelliklerini sağlar:

R(X, Y )ξ = (α2 + ξ(α)) [η(X)Y − η(Y )X] , (5.7)

R(ξ,X)Y = (α2 + ξ(α)) [−g(X, Y )ξ + η(Y )X] , (5.8)

g(R(X, Y )Z, ξ) = (α2 + ξ(α)) [g(X,Z)η(Y )− g(Y, Z)η(X)] , (5.9)

S(Y, ξ) = −2(α2 + ξ(α))η(Y ), (5.10)

Qξ = −2(α2 + ξ(α))ξ. (5.11)

Teorem 5.1 M3 bir alfa-Kenmotsu manifold olsun. Eğer M3 psödo-simetrik ise o

zaman manifold ya H3(−α2) hiperbolik uzayına lokal olarak izometrik ya da LR = −α2

dir. Burada alfa, pozitif bir sabit olarak alınmı̧stır.

İspat: Eğer M3 yarı-simetrik ise o zaman aşikar olarak psödo-simetriktir. Ayrıca,

bir yarı-simetrik alfa-Kenmotsu manifoldu H3(−α2) hiperbolik uzayına lokal olarak

izometriktir (Kenmotsu 1972). O halde, M3 manifoldunun yarı-simetrik olmadı̆gını

kabul edelim. Yani, bir psödo-simetrik alfa-Kenmotsu manifoldu olsun. (2.11) ve (5.8)

denklemlerinden

R(ξ,X)Y = α2(X ∧ ξ)Z (5.12)

yazılır. Psödo-simetrik manifold tanımından

R(X, Y ) ·R = LR [(X ∧ Y ) ·R]

göz önüne alınıp her keyfi vektör alanlarıiçin,

(R(X, Y ) ·R)(U, V )Z = LRQ(g,R)(U, V, Z;X, Y ) (5.13)
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şeklindedir. Buradaki tensör çarpımıaşağıdaki gibi tanımlıdır:

R(X, Y )R(U, V )Z −R(R(X, Y )U, V )Z −R(U,R(X, Y )V )Z

−R(U, V )R(X, Y )Z = LR [(X ∧ Y )R(U, V )Z −R((X ∧ Y )U, V )Z

−R(U, (X ∧ Y )V )Z −R(U, V )(X ∧ Y )Z] .

(5.14)

(5.14) denkleminde X yerine ξ alınarak (5.8) yardımıyla

R(ξ,X) ·R = α2 [(X ∧ ξ) ·R] (5.15)

elde edilir. Bu son eşitlikten LR = −α2 olduğu görülür. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 5.2 M3 bir alfa-Kenmotsu manifold olsun. Eğer M3 psödo-simetrik ise o

zaman manifold ya H3(−α2) hiperbolik uzayına lokal olarak izometrik ya da

LR = (−α2 + ξ(α)) dir. Burada alfa pozitif düzgün bir fonksiyon olarak alınmı̧stır.

İspat: ÖncelikleM3 manifoldunun yarı-simetrik olduğunu kabul edersek manifold aynı

zamanda psödo-simetriktir ve Kenmotsu (1972) den dolayıH3(−α2) hiperbolik uzayına

lokal olarak izometriktir. Dolayısıyla M3 manifoldunun yarı-simetrik olmadı̆gınıkabul

edelim. Teorem 5.1 de kullanılan metodoloji ile (2.11), (5.8) ve (5.14) yardımıyla

0 =
[
LR + (α2 + ξ(α))

]
[R(U, V, Z, Y )− (α2 + ξ(α)) [−g(V, Z)η(U)η(Y )

+g(U,Z)η(V )η(Y )− g(U, Y )g(V, Z) + g(U, Y )η(V )η(Z) (5.16)

+g(V, Z)η(Y )η(U)− g(Y, Z)η(V )η(U)− g(V, Y )η(U)η(Z)

+g(V, Y )g(Z,U) + g(Y, Z)η(U)η(V )− g(Z,U)η(V )η(Y )

+g(Y, V )η(U)η(Z)− g(Y, U)η(Z)η(V )]]

bulunur. Yukarıdaki denkleme uygun kontraksiyon yapılırsa yani, tanjant uzayın keyfi

bir noktasındaki bir ortonormal baz olarak {ei} , i = 1, 2, 3 cümlesini düşünelim. O

zaman 1 ≤ i ≤ 3 için U = Y = ei olmak üzere, (5.16) denkleminin her iki tarafına Y

ve U ya göre kontraksiyon uygulanırsa

0 =
[
LR + (α2 + ξ(α))

] (
S(V, Z) + 2(α2 + ξ(α))g(V, Z)

)
(5.17)

elde edilir. Bu son eşitlikte Z yerine ξ vektör alanıalınırsa

0 =
[
LR + (α2 + ξ(α))

]
(5.18)
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denklemine ulaşılır. Böylece ispat tamamlanır.

Sonuç 5.1 Her M3 alfa-Kenmotsu manifoldu

R ·R = −(α2 + ξ(α))Q(g,R) (5.19)

formuna sahip bir psödo-simetrik manifolddur. Özel olarak, alfa pozitif bir sabit ise

R ·R = −α2Q(g,R) (5.20)

formundadır.

Teorem 5.3 Bir M3 psödo-simetrik alfa-Kenmotsu manifoldu

−LR = (α2 + ξ(α))

olacak şekilde asla özdeş olarak sıfır olmayan bir fonksiyona sahipse o zaman

λ = −2(α2 + ξ(α)) ile belirli bir Einstein manifoldudur.

İspat: Farz edelim ki, M3 bir psödo-simetrik alfa-Kenmotsu manifold olsun. O zaman

her keyfi vektör alanlarıiçin

R ·R = LRQ(g,R)(U, V, Z;X, Y )

denklemi sağlanır. Bu son eşitlik, (2.11), (5.14) ve X = ξ birlikte hesaba katılırsa

0 =
[
LR + (α2 + ξ(α))

]
[g(R(U, V )Z, Y )ξ − g(R(U, V )Z), ξY

−g(U, Y )R(ξ, V )Z + η(U)R(Y, V )Z − g(V, Y )R(U, ξ)Z (5.21)

+η(V )R(U, Y )Z − g(Z, Y )R(U, V )ξ + η(Z)R(U, V )Y ]

bulunur. (5.21) denkleminin her iki tarafının ξ vektör alanına göre iç çarpımıalınırsa

0 =
[
LR + (α2 + ξ(α))

]
[R(U, V )Z, Y − η(Y )g(R(U, V )Z, ξ)

−g(U, Y )g(R(ξ, V )Z, ξ) + η(U)g(R(Y, V )Z, ξ) (5.22)

−g(V, Y )g(R(U, ξ)Z, ξ) + η(V )g(R(U, Y )Z, ξ)

−g(Z, Y )g(R(U, V )ξ, ξ) + η(Z)g(R(U, V )Y, ξ)]
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elde edilir. (5.9) denklemi (5.22) eşitliğinde kullanılırsa

0 =
[
LR + (α2 + ξ(α))

]
[R(U, V, Z, Y )− (α2 + ξ(α)) [−g(Z, V )η(U)η(Y )

+g(Z,U)η(V )η(Y )− g(Y, U)g(Z, V ) + g(U, Y )η(V )η(Z)

+g(V, Z)η(Y )η(U)− g(Y, Z)η(V )η(U)− g(V, Y )η(U)η(Z)

+g(V, Y )g(Z,U) + g(Y, Z)η(U)η(V )− g(Z,U)η(V )η(Y )

+g(Y, V )η(U)η(Z)− g(Y, U)η(Z)η(V )]]

denklemine ulaşılır. Bu yukarıdaki denklem uygun bir kontraksiyonla

0 =
[
LR + (α2 + ξ(α))

]
[S(V, Z) + 2(α2 + ξ(α))g(V, Z)]

haline dönüşür. Bu son denklem yardımıyla iki durum ortaya çıkar. Yukarıdaki denklem

sadece ya

−LR = (α2 + ξ(α))

ya da

S(V, Z) = λg(V, Z), λ = −2(α2 + ξ(α))

durumlarında sağlanır. Böylece bu iki durum bizi teoremin ispatına ulaştırır.

Teorem 5.4 Bir M3 psödo-simetrik alfa-Kenmotsu manifoldu λ = −2α2 ile belirli bir

Einstein manifoldudur. Burada alfa, pozitif bir sabit ve LR 6= −α2 dır.

İspat: Hipotez gereğince Teorem 5.3 göz önüne alındı̆gında bir alfa pozitif sabit için

0 =
[
LR + α2

]
[S(V, Z) + 2α2g(V, Z)] (5.23)

elde edilir. Burada LR 6= −α2 ise

S(V, Z) = −2α2g(V, Z) (5.24)

dır. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 5.5 EğerM3 bir alfa-Kenmotsu manifoldu genelleştirilmi̧s psödo-Ricci simetrik

ise o zaman (3α− 1)(α2 + ξ(α)) 6= 0 olmak üzere, M3 bir Einstein manifoldudur.
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İspat: Kabul edelim ki, M3 bir genelleştirilmi̧s psödo-Ricci simetrik alfa-Kenmotsu

manifoldu olsun. Bu takdirde, (2.18) ve (2.19) yardımıyla her keyfi vektör alanıiçin,

(R(X, Y ) ·R)(U, V )Z = α((X ∧S Y ) ·R)(U, V )Z

olmak üzere,

R(X, Y )R(U, V )Z −R(R(X, Y )U, V )Z −R(U,R(X, Y )V )Z

−R(U, V )R(X, Y )Z = α[S(Y,R(U, V )Z)X − S(X,R(U, V )Z)Y

−S(Y, U)R(X, V )Z + S(X,U)R(Y, V )Z − S(Y, V )R(U,X)Z

+S(X, V )R(U, Y )Z − S(Y, Z)R(U, V )X + S(X,Z)R(U, V )Y ]

(5.25)

yazılır. (5.8) ve (5.10) kullanılarak U ve Y yerine ξ vektör alanıalınırsa

−(α2 + ξ(α))[(α2 + ξ(α))g(V, Z)Y +R(Y, V )Z − (α2 + ξ(α))g(Y, Z)V ]

= α[(α2 + ξ(α))η(Z)S(Y, V )ξ − 2(α2 + ξ(α))2g(V, Z)Y (5.26)

−2(α2 + ξ(α))R(Y, V )Z + 2(α2 + ξ(α))2η(V )g(Y, Z)ξ

+(α2 + ξ(α))η(V )S(Y, Z)ξ − (α2 + ξ(α))S(Y, Z)V

+2(α2 + ξ(α))2η(Z)g(Y, V )ξ],

dır. Bu son eşitliğin her iki tarafının K vektör alanına göre iç çarpımıyapılırsa

−(α2 + ξ(α))[(α2 + ξ(α))g(V, Z)g(Y,K) + g(R(Y, V )Z,K)

−(α2 + ξ(α))g(Y, Z)g(V,K)] (5.27)

= α[(α2 + ξ(α))η(Z)η(K)S(Y, V )− 2(α2 + ξ(α))2g(V, Z)g(Y,K)

−2(α2 + ξ(α))g(R(Y, V )Z,K) + 2(α2 + ξ(α))2η(V )η(K)g(Y, Z)

+(α2 + ξ(α))η(V )η(K)S(Y, Z)− (α2 + ξ(α))S(Y, Z)g(V,K)

+2(α2 + ξ(α))2η(Z)η(K)g(Y, V )ξ]

bulunur. Burada V ve Z vektör alanlarına göre kontraksiyon yapılırsa

0 = (3α− 1)(α2 + ξ(α))
[
S(Y,K) + 2(α2 + ξ(α))g(Y,K)

]
(5.28)

yazılır. (5.28) denklemi ya (3α − 1)(α2 + ξ(α)) = 0 ya da λ = −2(α2 + ξ(α)) olmak

üzere, S(Y,K) = λg(Y,K) dır. Bundan dolayı(3α− 1)(α2 + ξ(α)) 6= 0 seçilirse istenen

sonuca ulaşılır. Bu da ispatıtamamlar.
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Teorem 5.6 EğerM3 bir alfa-Kenmotsu manifoldu genelleştirilmi̧s psödo-Ricci simetrik

ise o zaman (3α − 1)α2 6= 0 olmak üzere, M3 bir Einstein manifoldudur. Burada alfa,

pozitif bir sabittir.

İspat: Hipoteze göre Teorem 5.5 gereğince alfa pozitif sabiti için,

−α2[α2g(V, Z)g(Y,K) + g(R(Y, V )Z,K)− α2g(Y, Z)g(V,K)

= α[α2η(Z)η(K)S(Y, V )− 2α4g(V, Z)g(Y,K)− 2α2g(R(Y, V )Z,K)

+2α4η(V )η(K)g(Y, Z) + α2η(V )η(K)S(Y, Z)− α2S(Y, Z)g(V,K)

+2α4η(Z)η(K)g(Y, V )ξ] (5.29)

yazılır. Buradan kontraksiyondan sonra

0 = α2(3α− 1)
[
S(Y,K) + 2α2g(Y,K)

]
(5.30)

bulunur. O halde, α2(3α− 1) 6= 0 olmak üzere,

S(Y,K) = −2α2g(Y,K) (5.31)

dır. Burada λ = −2α2 dır. Böylece ispata ulaşılır.

Teorem 5.7 M3 bir alfa-Kenmotsu manifoldu olsun. O zaman (2.18) koşulunun M3

üzerinde sağlanmasıiçin gerek ve yeter şart manifoldun H3(−α2) hiperbolik uzayına

lokal olarak izometrik olmasıdır. Burada (3α− 1)(α2 + ξ(α)) 6= 0 dır.

İspat: Farz edelim ki,M3 manifolduH3(−α2) hiperbolik uzayına lokal olarak izometrik

olsun. Bu durumda,

R ·R = LQ(S,R) = 0 (5.32)

denklemi aşikar olark sağlanır (Kenmotsu 1972, Vanhecke 1981). Öyleyse, şimdi (2.18)

ve (2.19) denklemleri yardımıyla Teorem 5.5 gereğince

−(α2 + ξ(α))[R(Y, V, Z,K) + (α2 + ξ(α))g(V, Z)g(Y,K) (5.33)

−(α2 + ξ(α))g(Y, Z)g(V,K)]

= α[(α2 + ξ(α))η(Z)η(K)S(Y, V )− 2(α2 + ξ(α))2g(V, Z)g(Y,K)

−2(α2 + ξ(α))g(R(Y, V )Z,K) + 2(α2 + ξ(α))2η(V )η(K)g(Y, Z)

+(α2 + ξ(α))η(V )η(K)S(Y, Z)− (α2 + ξ(α))S(Y, Z)g(V,K)

+2(α2 + ξ(α))2η(Z)η(K)g(Y, V )ξ]
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yazılır. Buradan (3α− 1)(α2 + ξ(α)) 6= 0 için,

S(Y,K) = −2(α2 + ξ(α))g(Y,K) (5.34)

ve

r = S(ei, ei) = −6(α2 + ξ(α)) (5.35)

bulunur. (5.34) denklemi (2.18) eşitliğinde yerine koyulursa

R ·R = −2(α2 + ξ(α))Q(g,R) (5.36)

elde edilir. Fakat Sonuç 5.1 gereğince

R ·R = −(α2 + ξ(α))Q(g,R)

olduğundan bu bir çeli̧skidir. Böylece R · R = 0 olmalıdır. Dolayısıyla, manifold yarı-

simetrik olduğundanM3 manifoldu H3(−α2) hiperbolik uzayına lokal olarak izometrik-

tir (Kenmotsu 1972, Vanhecke 1981). Bu da ispatıtamamlar.

Teorem 5.8 M3 bir alfa-Kenmotsu manifoldu olsun. O zaman (2.18) koşulunun M3

üzerinde sağlanması için gerek ve yeter şart manifoldun H3(−α2) hiperbolik uzayına

lokal olarak izometrik olmasıdır. Burada alfa, pozitif bir sabit ve α2(3α− 1) 6= 0 dır.

İspat: Pozitif bir alfa sabiti için Teorem 5.7 göz önüne alınırsa benzer i̧slemlerden sonra

α2(3α− 1) 6= 0 olmak üzere,

S(Y,K) = −2α2g(Y,K)

ve

r = S(ei, ei) = −6α2 (5.37)

bulunur. Burada (5.31) denklemi (2.18) eşitliğinde yerine yazılırsa

R ·R = −2α2Q(g,R)

ve Sonuç 5.1 yardımıyla

R ·R = −α2Q(g,R)

elde edilir ki bu bir çeli̧skidir. Benzer mantıkla ispata ulaşılır.
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Teorem 5.9M3 bir genelleştirilmi̧s psödo-Ricci simetrik alfa-Kenmotsu manifold olsun.

M3 yarı-simetrik değilse o zaman (3α− 1)(α2 + ξ(α)) 6= 0 olmak üzere, M3 manifoldu

r = −6(α2 + ξ(α)) ve L = 1
2
ile verilen bir Einstein manifoldudur.

İspat: Kabul edelim ki, M3 bir genelleştirilmi̧s psödo-Ricci simetrik alfa-Kenmotsu

manifold olsun. Teorem 5.5 de kullanılan ispat yöntemiyle

−(α2 + ξ(α))R(Y, V, Z,K)− (α2 + ξ(α))2g(V, Z)g(Y,K)

+(α2 + ξ(α))2g(Y, Z)g(V,K) (5.38)

= L
{
α[(α2 + ξ(α))η(Z)η(K)S(Y, V )− 2(α2 + ξ(α))2g(V, Z)g(Y,K)

−2(α2 + ξ(α))g(R(Y, V )Z,K) + 2(α2 + ξ(α))2η(V )η(K)g(Y, Z)

+(α2 + ξ(α))η(V )η(K)S(Y, Z)− (α2 + ξ(α))S(Y, Z)g(V,K)

+2(α2 + ξ(α))2η(Z)η(K)g(Y, V )ξ]
}

yazılır. Buradan

0 = (3α− 1)(α2 + ξ(α))L
[
S(Y,K) + 2(α2 + ξ(α))g(Y,K)

]
(5.39)

denklemine ulaşılır. M3 yarı-simetrik olmadı̆gından L 6= 0 dır. Böylece (5.39) denklemi

(3α− 1)(α2 + ξ(α)) 6= 0 olmak üzere,

S(Y,K) = −2(α2 + ξ(α))g(Y,K)

formundadır. O halde, M3 manifoldu r = −6(α2 + ξ(α)) skalar eğrilikle verilen bir

Einstein manifoldudur. Burada (2.18) ve yukarıdaki denklem birlikte düşünülürse

R ·R = −2(α2 + ξ(α))LQ(g,R) (5.40)

elde edilir. Fakat Sonuç 5.1 gereğince

−2(α2 + ξ(α))L = −(α2 + ξ(α))

olduğunu biliyoruz. Buradan L = 1
2
sonucuna ulaşılır. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 5.10 M3 bir genelleştirilmi̧s psödo-Ricci simetrik alfa-Kenmotsu manifold ol-

sun. M3 yarı-simetrik değilse o zaman (3α − 1)α2 6= 0 olmak üzere, M3 manifoldu
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r = −6α2 ve L = 1
2
ile verilen bir Einstein manifoldudur. Burada alfa, pozitif bir

sabittir.

İspat: Kabul edelim ki, M3 bir genelleştirilmi̧s psödo-Ricci simetrik alfa-Kenmotsu

manifold olsun. O halde, alfa pozitif bir sabit olmak üzere, Teorem 5.5 gereğince

−α2R(Y, V, Z,K)− α4g(V, Z)g(Y,K) + α4g(Y, Z)g(V,K)

= L
{
α[α2η(Z)η(K)S(Y, V )− 2α4g(V, Z)g(Y,K)

−2α2g(R(Y, V )Z,K) + 2α4η(V )η(K)g(Y, Z) (5.41)

+α2η(V )η(K)S(Y, Z)− α2S(Y, Z)g(V,K)

+2α4η(Z)η(K)g(Y, V )ξ]
}

bulunur. Buradan

0 = (3α− 1)α2L
[
S(Y,K) + 2α2g(Y,K)

]
(5.42)

yazılır. M3 yarı-simetrik olmadı̆gından L 6= 0 dır. Böylece (5.42) den α2(3α − 1) 6= 0

olmak üzere,

S(Y,K) = −2α2g(Y,K)

dır. Bu son denklemden r = −6α2 elde edilir. Benzer şekilde, Teorem 5.5 ve (2.18)

yardımıyla

−2α2L = −α2 (5.43)

denklemine ulaşılır. Böylece istenen sonuç elde edilir.

Teorem 5.11 Eğer M3 bir psödo-Ricci simetrik alfa-Kenmotsu manifoldu ise o zaman

seçilen keyfi vektör alanlarından birincisi ve üçüncüsü ξ vektör alanına kısıtlandı̆gında

LS 6= −(α2+ξ(α)) olmak üzere,M3 manifoldu r = −6(α2+ξ(α)) ile verilen bir Einstein

manifoldudur.

İspat: Varsayalım ki, M3 bir psödo-Ricci simetrik alfa-Kenmotsu manifold olsun. Bu

durumda keyfi vektör alanlarıiçin,

(R(X, Y ) · S)(U,W ) = LSQ(g, S)(U,W ;X, Y ) (5.44)

ile tanımlıdır. Yukarıdaki denklem

(R(X, Y ) · S)(U,W ) = LS((X ∧g Y ) · S)(U,W ) (5.45)
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veya

LS[−g(U, Y )S(X,W ) + g(X,U)S(Y,W )− g(Y,W )S(U,X)

+g(X,W )S(U, Y )] = −S(R(X, Y )U,W )− S(U,R(X, Y )W )
(5.46)

biçimlerinde de yazılabilir. Burada özel olarak, seçilen X, Y, U,W vektör alanlarından

birinci ve üçüncü olanlarınıξ vektör alanıolarak seçtiğimizde yani, X = U = ξ ise o

zaman (5.46) denklemi (5.8) ve (5.10) yardımıyla

LS[−η(Y )S(ξ,W ) + S(Y,W )− g(Y,W )S(ξ,X)

+η(W )S(U, Y )] = −S(R(ξ, Y )ξ,W )− S(ξ, R(ξ, Y )W )
(5.47)

haline dönüşür. Burada K = −(α2 + ξ(α)) alınırsa

KS(Y,W )− 2K2g(Y,W ) = LS [S(Y,W )− 2Kg(Y,W )]

bulunur. Bu son eşitlik düzenlenirse

0 = [K − LS] [S(Y,W )− 2Kg(Y,W )] (5.48)

şeklinde yazılabilir. Burada K yerine yazılırsa

0 =
[
LS + (α2 + ξ(α))

] [
S(Y,W ) + 2(α2 + ξ(α))g(Y,W )

]
(5.49)

elde edilir. Böylece bu kısıtlama altında LS 6= −(α2 + ξ(α)) için λ = −2(α2 + ξ(α)) ile

verilen

S(Y,W ) = λg(Y,W )

denklemine ulaşılır ki bu da ispatıtamamlar. Burada r = −6(α2+ξ(α)) olduğu kolayca

görülür.

Sonuç 5.2 M3 bir alfa-Kenmotsu manifold olsun. Eğer M3 psödo-Ricci simetrik ise o

zaman seçilen keyfi vektör alanlarından birincisi ve üçüncüsü ξ vektör alanına kısıtlan-

mak üzere, manifold ya LS = −(α2 + ξ(α)) şartınısağlar ya da r = −6(α2 + ξ(α)) ile

verilen bir Einstein manifoldudur.

Sonuç 5.3 M3 bir alfa-Kenmotsu manifold olsun. Eğer M3 psödo-Ricci simetrik ise o

zaman seçilen keyfi vektör alanlarından birincisi ve üçüncüsü ξ vektör alanına kısıtlan-

mak üzere, manifold ya LS = −α2 şartınısağlar ya da r = −6α2 ile verilen bir Einstein

manifoldudur. Burada alfa pozitif bir sabittir.
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6 TARTIŞMA ve SONUÇ

Bu yüksek lisans tez çalı̧smasında hemen hemen alfa-kosimplektik manifoldlar üzerinde

bazıtensör şartlarınısağlayan yarı-simetrik ve psödo-simetrik koşullar ele alınmı̧stır.

Bu çalı̧smada amacımız bazıözel şartlarıkullanarak belli bazıyarı-simetrik ve psödo-

simetrik uzaylar üzerinde sınıflandırma yapmaktır. Bulduğumuz sonuçlar bazıözel kısıt-

lamalar veya özel şartlar altında geçerlidir. Burada alfa sıfırdan farklıpozitif düzgün bir

fonksiyon seçilmi̧stir. Ayrıca, üç boyutlu alfa-Kenmotsu manifoldlarıözellikle psödo-

simetrik koşullar üzerinde incelenmi̧stir.

Gelecek çalı̧smalarımızda özellikle bu çalı̧smada kullandı̆gımız tensör koşullarıhemen

hemen alfa-kosimplektik veya hemen hemen alfa-Kenmotsu manifoldlarıüzerinde daha

genel manada irdelenecek ve psödo-simetrik ve psödo yarı-simetrik gibi özel tensör şart-

larıaltında hemen hemen alfa-kosimplektik yapılar (k, µ, ν)-uzaylarında incelenecektir.
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Öztürk, H., Öztürk, S. and Taş, E. (2018). Some remarks on almost alpha cosymplectic

manifolds. Int. Journal of Arts and Sci., 11(1): 397-404.

Öztürk, H., Öztürk, S. and Yadav, S.K. (2018). A note on almost alpha Kenmotsu

manifolds. Academic Journal of Sci., 8(2): 225-232.
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