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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

S —KONEVKS FONKSIYONLAR ICIN BAZI YENI ESITSIZLIKLER UZERINE

Hasan KARA
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Damisman: Dog. Dr. Mehmet Eyiip KIRIS

Bu tez Analiz ve Fonksiyonlar teorisi ile Uygulamali Matematik anabilim dallarinda
siklikla kullanilan konveks fonksiyonlar ve uygulama alaninin genisligi itibar1 ile
Integral Esitsizlikleri iizerine kurulmustur. Giris bdliimiinde konveks fonksiyonlar ve
esitsizliklerin énemi vurgulanmustir. ikinci bdliimde; matematiksel programlamada,
mithendisligin gesitli alanlar1 ile optimizasyon teorilerinde kullanilan, olduk¢a yaygin
bigimde c¢alisilan konveks kiime ve konveks fonksiyon kavramlar1 tanitilarak,
genellestirilmis konvekslik kavramlarindan olan ¢ —konvekslik ve s— konvekslikten
bahsedilmistir. Ayrica bu bdliimiinde gegcen kavramlar hakkinda yapilan ¢alismalarin
tarihsel siirecinden bahsedilmektedir. Ugiincii boliime gegtigimizde ise temel olarak
literatiirde sik kullanilan ve iyi bilinen, hazirlanan bu teze de temel olusturan tanim ve
teoremlere yer verilmistir. Dordiinciti boliimde ise Hermite-Hadamard tipli esitsizliklerin
sag ve sol tarafiyla ilgili S—konvekslik i¢in yeni sonuglar elde edilmistir. Sonuglar

boliimiinde de ilk dort boliimiin degerlendirilmesi gergeklestirilmistir.

2018, v + 44 sayfa

Anahtar Kelimeler: Konvekslik, s— konvekslik, Hermite-Hadamard esitsizligi, Jensen

esitsizligi, Holder esitsizligi



ABSTRACT
M.Sc. Thesis

ON SOME NEW INEQUALITIES FOR S—-CONVEX FUNCTIONS

Hasan KARA
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Mehmet Eyiip KIRIS

This thesis is based on Integral Inequalities with the convex functions and application of
convex functions which is frequently used in the Applied Mathematics and theory of
Functional Analysis. At the introduction, it is emphasizes the importance of convex
functions and inequalities. In the second chapter; Convex set and convex function are
introduced which are using in the mathematical programming, various fields of
engineering and optimization theories and generalized convexity concepts are
mentioned that is well known as a ¢ - convexity and s - convexity. It also mentions the
historical process of the studies on the concepts that are in this section. When we go
through the third section, the basic definitions and theorems which are used in the
literature and which are well known and prepared are included. In the fourth part, new
results are obtained for the convexity of the Hermite-Hadamard type inequalities on the
right and left sides. Suggestions for evaluations of the results found in the results section

and suggestions for the work that can be done to the reader are presented.

2018, v + 44 pages

Keywords: Convexity, s— convexity, Hermite-Hadamard inequality, Jensen inequality,

Holder inequality.
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SIMGELER DiZiNi

Simgeler

L[a,b] [a, b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlarin kiimesi
b

I Belirli integral

€ Elemanidir

f! f Fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevi
f" f Fonksiyonunun ikinci mertebeden tiirevi
| R iginde bir aralik

I° | nin i¢i

I Integral operatérii

< Kiiciik veya esittir

R Reel sayilar kiimesi

R, R* {0}

Z Toplam Operatorii




1. GIRIS

Analiz ilk olarak matematikgilerin temelde mekanikteki gereksinimlerini karsilamak
iizere icat edilmistir. Analiz, egrilerin egimlerini tanimlamasini, hareket eden cisimlerin
hizlarim1 ve ivmelerini hesaplamasini, toplara en fazla erisimi saglayacak atesleme
acilarini bulmasini ve gezegenlerin ne zaman birbirine en yakin veya en uzak konumda
olacaklarini tahmin etmelerini sagladi. Kisaca analiz insanin evrende olup biten
olaylarin hangi kurallarla oldugunu, belki de bir anlamda olaylarin sifrelerini insanlarin
aciklamalarini sagladi. Buna gore, matematigin dolayisiyla analizin evrende olmadig:
veya kullanilmadig1 yer yoktur. Analiz, giiniimiizde Fizik, Miihendislik, Astronomi,

Kimya, Tip, Ulasim, Gida gibi hemen her alanda kullanilmaktadir.

Modern matematik tarihinin ilk zamanlarinda “Sonsuz Kiigiikler Hesab1” olarak bilinen
matematik disiplini kabaca limit, tiirev ve integral kavramlarindan olusmaktadir. Limit,
bir fonksiyonun tanim kiimesinin belirli bir noktasmin civarinda bulunan tiim
elemanlarinin goriintiilerinin de deger kiimesinin belirli bir noktasinin civarinda olmasi
durumudur. Gergekte limit bir yaklasimdir. Siireklilik, fonksiyonun bu yaklasim aninda
kesintiye ugramamasidir. Tiirev bir egrinin tegetlerinin egimlerinin yaklastigi deger,
integral ise bir egrinin altinda kalan alandir. Tiirev bir nokta i¢in bilgi verir yani
yereldir. Integral ise tiirevin tersine bir noktada degil bir bolgedeki degisim hakkinda
bize bilgi verir. Buna gore, teget demek tiirev, alan demek ise integraldir. integral
teorisinden bahsederken bu alanlarin kiyasi igin esitsizlikleri ele almadan gegmek
miimkiin degildir. Esitsizlikler konusunda yapilan ¢aligmalarin temelinde, pratik a¢idan
bakildiginda bircok arastirmada bir niceligi diger bir nicelikle smirlandirmak
yatmaktadir. Bu baglamda literatiirde ¢ok kullanilan Holder, Power-Mean, Uggen Vvb.
esitsizlikleri gibi klasik esitsizlikler de bu sekilde ortaya c¢ikmistir. Teorik agidan

bakildiginda ¢ok basit sorular sorularak tiim temel teoremler olusturulabilir.

Esitsizligin ugrastig1 spesifik konulardan biri de konveksliktir. Zaten konvekslik tanimi1
da temelde bir esitsizliktir. Bu tezde son yillarda ¢ok kullanilan Hermite-Hadamard
esitsizliginin sol ve sag taraflarlari ile ilgili yeni esitsizlikler elde edildi. Bunu yaparken

konvekslik kavramlarindan s — konvekslik kullanildi.



2. LITERATUR BIiLGILERI

Esitsizlikler teorisi i¢in ¢alisirken ilk basvurulmasi gereken eser "Inequalities" adli
kaynaktir (Hardy et al. 1934). Okuyucu bu eserde konveks fonksiyonlarla ilgili klasik
ve yeni esitsizlikleri, problemleri, ispat yontemlerini ve sonuglarini bulabilir. Buna ek
olarak yine adi "Inequalities" olan diger temel kaynak¢amiz bu konuya devam
etmektedir (Beckenbach and Bellman 1970). Mitronovic (1970)’in esitsizliklerin
analitik olarak incelendigi "Analytic Inequalities" adli eseri de bu temel kaynakgalarin
icine dahil edebiliriz. Bu kaynaklar esitsizlikler teorisini arastirmak isteyen okuyucu

icin el altinda bulunmasi gereken kaynaklardir.

Esitsizliklerin ugrastig1 spesifik konulardan biri de giris boliimiinde bahsettigimiz gibi
konveks fonksiyonlardir. Konveks fonksiyonlarin daha kapsamli bir sekilde arastirmasi
"Convex Functions" adli eserde kaleme alindi (Roberts and Varbeg 1976). Ayrica
sadece konveks fonksiyonlar igeren genel esitsizlikler ile ilgili "Convex Functions
Inequalities” adli eser litaratiirde mevcuttur (Pecaric 1987). Konveks fonksiyonlarin
Analiz, Uygulamali Matematik, Olasilik teorisi ve matematigin diger bir¢ok alaninda
uygulamalar1 vardir. Ayrica konveks fonksiyonlar, esitsizlik teorisi ve konveks
fonksiyonlarn uygulamasmin bir sonucu olan bir¢ok esitsizlik ile baglantis1 vardir.
Ornegin Holder ve Minkovski gibi genel esitsizlikler konveks fonksiyonlar i¢in Jensen
Esitsizliginin bir sonucudur. Bu baglamda konveks fonksiyonun tanimi da aslinda bir
esitsizliktir. Dolayisiyla konveks fonksiyonlar esitsizlik teorisinde ¢ok onemli bir role
sahiptir. Konvekslik, geometri, analiz, lineer cebir ve topolojide kullanilir ve say1
teorisi, klasik ekstremum problemleri, lineer programlama, oyun teorisi ve esitsizlikler
teorisi (lineer, klasik ve matris) gibi ¢esitli konularda 6nemli rol oynar. Son yiizyilda
gelisen disiplini ve artan uygulamalariyla matematiksel analizin merkezi alanlarindan

biri olarak yerini almistir.

Son yillarda klasik konvekslik tanimindan daha genel konveks fonksiyon cesitleri
olusturulmaktadir. Bunlardan birisini de “Stetigkeitsaussagen fiir eine Klasse
verallgemeinerter konvexer funktionen in topologischen linearen Raumen” adli

calismasinda tanitilan S — konveks fonksiyonlardir (Breckner 1978).



s—konvekslik ile ilgili baz1 6zelliklere “Some remarks on s-convex functions” adli
caligmada yer verilmistir (Hudzig and Maligranda 1994). Yaptigimiz tezde ise bize asil
motivasyon saglayan ¢ —konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizlikleri ile
ilgili ‘On some generalized integral inequalities for ¢—convex functions’ adli
makaledir (Sarikaya et al. 2015). Bu tezde ise tiirevlerinin mutlak degeri ve kuvvetleri
ikinci anlamda s—konveks olan fonksiyonlar sinifi i¢in Hermite-Hadamard tipli

esitsizliklerin sol tarafiyla iligkili yeni sonuclar elde edilmistir.



3. MATERYAL ve METOT

3.1 Temel Kavramlar ve Teoremler

Tanmm 3.1.1 Vx,yeK, te[O,l] icin (1—t)X+tyeK ise Kc R kiimesine klasik

anlamda konveks kiime denir (Dragomir and Pearce 2000).

Tanim 3.1.2 Vx,ye K, te[O,l] icin

f((1-t)x+ty)<(1-t) f (x)+tf (y)

ise f:KcR—>R fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Dragomir and Pearce

2000).

Tammm 3.1.3 0<s<1 olsun. f : [0,00) > R fonksiyonu birinci anlamda s -konveks

fonksiyonu ise Vx,y >0 ve a® + ° =1 igin

f(ax+By)<a’f(x)+8°f(y)

esitsizligi saglanir. Bu s-konveks fonksiyon smifi genellikle K' olarak bilinir

(Matuszewska and Orlicz 1961).

Tammm 3.1.4 0<s<1 olsun. f : [0,0) > R fonksiyonu ikinci anlamda s -konveks

fonksiyonu ise Vx,y >0 ve o+ =1 i¢in

f(ax+py)<a* f(x)+ 4 f(y)

esitsizligi saglanir. Bu s -konveks fonksiyon sinifi genellikle K * olarak bilinir.



Acikga goriiliiyor ki s =1 i¢in klasik konvekslik elde edilir (Maden et al. 2014).
Teorem 3.1.5 (Holder Esitsizligi) X,...,X,,Y,,....Y, >0 ve p,q>1 olmak iizere, ayrica

1 1
—+—==1 oldugu durumda,

1

o (5]

esitsizligine Holder Esitsizligi denir (Bayraktar 2006).

Ispat: Yukaridaki X, ve v, lerden en az birinin sifirdan farkli oldugunu diisiinebiliriz. O

halde =[Zx;’j”
i=1

X=X /u ve y=y, /v segersek,

X % 1(&)'}1(&)‘*
u v plu qlv

elde edilip taraf tarafa toplanirsa,

1
ve V:(Z yiqjq her ikisi de pozitiftir, Young esitsizliginde
i=1

1
<=+

DXy,
i=1

uv p

=1

o |-

olur. Bu da Holder esitsizligini verir.

. . 1 1
Teorem 3.1.6 (Integraller Icin Holder Esitsizligi) p >1 ve 5+5 =1 olsun. f ve g,

[a,b] araliginda tanimli reel fonksiyonlar |f|p ve |g|q, [a,b] araliginda integrallenebilir

fonksiyonlar ise,



1 1

b b B b a
I|f(x)g(x)|dxs(j|f(x)|p] dx('ﬂg(x)r]) dx
esitsizligi gegerlidir (Bayraktar 2006).

Tamm 3.1.7 (Beta Fonksiyonu) Re(x),Re(y) >0 ise

FeOr(y) _ (x=DHiy-D!
'(x+y) (x+y-D!

Ax,y) = [t -1y dt =

Bu esitlik litaratiirde Beta fonksiyonu olarak bilinir (Balc1 2010).

Teorem 3.1.8 (Hermite-Hadamard Esitsizligi) f : [a,b] >R fonksiyonu siirekli

fonksiyon ve f konveks bir fonksiyon ise asagidaki esitsizlik saglanir.

f(ﬂjgiif(x)dxsw
2 b-a- 2

dir (Pecaric et al. 1992). Ozellikle son otuz yil i¢inde, bu tiirden esitsizliklerin degisik
varyanslar elde edilmistir (Bakula et al. 2004, Set et al. 2010).

Teorem 3.1.9 f : I cR —> R fonksiyonu | €[0,1] iizerinde s- konveks fonksiyon

ise asagidaki esitsizlik saglanir:

b
oo (20 <L (o 11O
2 b-as s+1



Bu esitsizlik s - konvekslik i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinir (Dragomir
et al. 1998).

Tammm 3.1.10 ¢ fonksiyonu [a,b]cR olacak sekilde her X,ye[a,b] i¢in

f : [a,b] >R fonksiyonu

f (tp(x) +L-t)p(y)) <tf (@(x))+L-1) f (o(y))

esitsizligini sagliyorsa, f fonksiyonuna ¢ —konveks fonksiyon denir (Youness 1998).

Acikga goriiliiyor ki ¢ fonksiyonu 6zdeslik fonksiyonu ise bu tanimdan klasik

konvekslik elde edilir. Boylece ¢ — konveks fonksiyonun birgok 6zelligi kurulabilir.

Teorem 3.1.11 f : [a,b]—>R fonksiyonu siirekli fonksiyon ve ¢ : [a,b]—>[a,b]

icin ¢ — konveks fonksiyon ise,

f [co(aw(b)j 1P gme @) T (00)
2 ) e0)-0ta) 2

esitsizligi saglanir (Cristescu 2004).



3.2 ¢ -Konveks Fonksiyonlar icin Hermite-Hamarad Tipindeki Esitsizlik Uzerine

Teorem 3.2.1 J reel sayilarda bir aralik; a,b e J olacak sekilde a<b ve ¢: J >R
stirekli, artan fonksiyon olsun. f : | c R— R fonksiyonu | iizerinde ¢ —konveks

fonksiyon ise

LT (p(0)do(x) < Mol OOy

esitsizligi saglanir (Sarikaya et al. 2015).

Ispat: ¢ -konveks fonksiyon tanimmdan

f[co(a)zco(b)j
::[f —(p(a)zw(b)Jdt
fe (1—t)go(a)+tgo(b)+t(p(a)+(1—t)(p(b)) N
] 2
s%i:f (1-t)p(a)+tp(b))+ f (tgo(a)+(1—t)go(b))]dt

yazilabilir. Son integralde degisken degistirmesi yapilirsa,

f((/)(a)ﬂo(b)JS 1 “’T” (o)) do(x)

2 9(b)-9(a)



olur. Benzer sekilde,

_ fle(a)+ fe(b))
2

bulunur. Boylece esitsizligin iki tarafi da elde edilmis olur.

Uyan 3.2.2 (1.1) ifadesinde her xe[a,b] i¢in ¢(x)=x almirsa klasik Hermite-

Hadamard esitislizligini olusturur.

Teorem 3.2.3 J reel sayilarda bir aralik; a,beJ olacak sekilde a<b ve
@: J >R sirekli, artan fonksiyon olsun. f : I cR—>R fonksiyonu |=[a,b]

iizerinde @ —konveks fonksiyon ve w:[p(@),@(b)] >R  negatif olmayan,

integrallenebilir ve “’(a);“’“’) e gore simetrik olsun. Bu durumda,

f (M)(pf)w((p(x))d(o(@

2 »(a)

(b
<

)
! f(o(x))w(e(x))de(x)

f f (p(b)) *
< ((P(a))‘; (p(b)) J.W(go(X))d(p(X)

¢(a)

(1.2)




esitsiziligi elde edilir (Sarikaya et al. 2015).

Ispat: f fonksiyonu ¢-konveks fonksiyon ve w : [p(a),p(b)] >R  negatif

olmayan, integrallenebilir ve M e gore simetrik ise,

2 o(a)
T e
<2 Tt (o) +0(0)-000) 1 (o) o) o)
- T tlotoputot)on

LD HOON (o )0t

p(a)

esitsizligi elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Sonug¢ 3.2.4 (1.2) ifadesinde her x €[a,b] i¢in ¢(x) = x alinirsa klasik konvekslik i¢in

agirhikli Hermite-Hadamard esitsizligi

10



f (a%b)i'w(x)dx < ]:f (X)w(x)dx < w:[w(x)dx

elde edilir (Sarikaya et al. 2015).

Teorem 3.2.5 J reel sayilarda bir aralik; a,b e J olacak sekilde a<b ve ¢ : J >R
siirekli, artan fonksiyon olsun. f,w:IcR—>R fonksiyonlar |=[¢p(a),¢()]
iizerinde negatif olmayan ¢— konveks fonksiyonlar olsun. Bu durumda her te[0,1]

i¢in

M (¢(a),p(b)) = f (p(a))W(p(a))+ f (¢(b))w(p(b))
N (¢(a),¢(b)) = f (p(a))w(p(b))+ f (¢(b))w(e(a))

olmak tuzere,

5 2
1 o(b) . q
KORTOE A =

+% M ((p(a),¢(b))+% N (¢(a), @(b))

esitsizligi elde edilir (Sarikaya et al. 2015).

Ispat: f ve w, @—konveks fonksiyonlar oldugundan,

11



(b)) + F((1-1)p(a) +to(b))]

2[ (to(2) + (1-t)p(0)) +w((1-1)o <>+t¢><b>)]

=2t (to(2)+(1-1)p (o)) w(to(2)+ (1-1)o (b))

+1((L-t)o(a) +to(b )w(( a)+to(b)))
+2{f (to(a)+ >w< (a)+to(b)
+1((1-t)p(a)+tp(b ) (to(a (b))}

< %{Zt (1-t) f (p(a)w(e(a)) +2t (1-t) f (p(b))W(p(b))

+(12+ (1)) [ (o (@)w(o(o) + T (O)wlp(@)]}

olur. [0,1] iizerinde t ye gore integral alinirsa,

1{ OETO T tlotpmtornset )}

$(a)

@
1 1
+E[ M (p(a), ¢(b)) +3N (a),co(b))}

elde edilir. Bu durumda da ispat tamamlanur.

12



Uyan 3.2.6 (1.3) ifadesinde her x e[a,b] i¢in ¢(x) =X alinirsa

a+b) (a+b 1 7 1 1
2f W < f(X)w(x)dx <=M (a,b)+=N(a,b
(250 (352 =52 T omtites S )+ SN a )
esitsizligi elde edilir (Pachpatte 2003).

Teorem 3.2.7 J reel sayilarda bir aralik; a,b e J olacak sekilde a<b ve ¢: J >R

siirekli, artan fonksiyon olsun. f,w: 1cR—>R fonksiyonlar | =[¢p(a),¢(b)]

iizerinde negatif olmayan ¢ — konveks fonksiyonlar olsun. Buradan her te[0,1] i¢in

M (¢(a),p(b)) = f (p(a))w(e(a))+ f (@(b))w(ep(b))
N (p(a).¢(b)) = f (p(a))w(e(b))+ f (¢(b))w(e(a))

olmak iizere,

1 @(b)

o(0)-0(a) (I) f(@(x))w(e(x))de(x)< % M ((/)(a),co(b))% N (o), p(b)) (1.4)

esitsizligi saglanir (Sarikaya et al. 2015).
Ispat: f ve w, ¢- konveks fonksiyon olduklarindan,

1 #(b)

| flo(x)w(e(x))de(x)

o(b)-0(a)

13



1 »(b)

= - j f(p(x))w(e(a)+p(b)-o(x))de(x)

(D(b)_(o(a) o(a)

f(tp(a)+(1-t)@(b))w((1-t)p(a)+te(h))dt

[tf (p(a))+(1-t) f (@(b)) ][ (1-t)W(p(a)) +tw(p(b)) |dt

IA
Ot O O e

{t1-1)[ f (p(@)W(p(@)) + f (p(B))W(p(b))]
+t2f (p(@)w(p(0)) + (L-1)° f (p(b))W(p(a) } dt

:%M (¢(a),¢(b))+% N (¢(a) ¢ (b))

esitsizligi elde edilir. Boylece teorem ispatlanir.

Uyan 3.2.8 (1.4) ifadesinde her x €[a,b] igin ¢(x) = x almirsa klasik konvekslik igin,
1% 1 1
—— | f(xX)w(x)dx <=M (a,b)+=N(a,b
b_al()u ~M(a,b)+ZN(a,b)

esitsizligi elde edilir (Pachpatte 2003).

3.3 Hermite-Hadamard Tipindeki Esitsizliklerin Sag ve Sol taraflarina Uzerine

Lemma 3.3.1 J reel sayilarda bir aralik; a,b e J olacak sekilde a<b ve ¢ : J >R
stirekli, artan fonksiyon olsun. f : I c R— R fonksiyonu 1° (1 araligi) iizerinde

diferansiyellenebilir olsun. ¢(a),¢(b)e | icin f'e L [p(a),@(b)] ise

14



olmak tizere,

#() y . p(a)+e(b)
¢(b)—¢>(a).[¢(a)f(¢( ))d¢( ) f[—z J

=(p(b)-¢(a)) [p) f'(tp(a) + L-t)p(b))dt
esitligi saglanir (Sarikaya et al. 2015).

Ispat: Kismi integrasyon formiilii yardimiyla,

PO (to(a)+ 1-D(0))

i a)+(1-t)p(b dt+j(t - f'(tp(a)+1-t)p(b))dt

2

tf(t(p(a)+(1—t)go(b))|%+ 1
p(b)-p(a) | e(b)-0(a)
(t-Df (tp(2)+ @-p(b))|
o(b)-¢(a)

f(220)

(0(0)-0(a)) o

f (tp(a)+(1-t)p(b))dt

O N |

f (tp(a)+(1-t)p(b))dt

O N |

Vl

, ¢(b)-e(a)

jf a)+(L-t)p(b))dt

6zdesligi elde edilir. Integrasyonda degisken degistirmesi yapilirsa istenen 6zdeslik elde

edilir.
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Teorem 3.3.2 J reel sayilarda bir aralik, a,b e J olacak sekilde a<b ve ¢ : J > R

stiirekli artan fonksiyon olsun. f : I cR—>R fonksiyonu 1°(l araligr) iizerinde

diferansiyellenebilir ve ¢(a),p(b) | i¢in f'eL [p(a),@(b)] olsun. |f’| fonksiyonu
[(p(a),(o(b)] tizerinde ¢ — konveks ise,
1Y ¢(a)+¢>(b)J
— | f d -f| ———
e NGO ORI E
b)-—
—Mﬂf'((ﬂ(a»H f'((ﬂ(b))ﬂ (1.5)

esitsizligi elde edilir (Sarikaya et al. 2015).

Ispat: Lemma 3.3.1 kullamlarak ve |f’

fonksiyonu ¢ -konveks oldugundan

asagidaki esitsizligi buluruz:

16



f'(¢(b))| |dt

gw jt[t‘f’(gp(a))‘Jr(l—t)

f'(¢(b))|]dt

(1-t)[t]F'(g(a))|+(1-1)

+

[CY RN SN

Fo(o))]

f'(p(a))+

_ fﬂ(b)—(ﬂ(a)[

2

burada,

1
t?dt = [(1-t)?dt = —
a-1 24

ot
N | b e

ve

% 1 1
t(1-t)dt = [t(1-t)dt = —
!( ) !( )dt =~

2

olup ispat tamamlanmis olur.

Uyan 3.3.3 (1.5) ifadesinde her x e[a,b] i¢in ¢(x)=x alinirsa Hermite-Hadamard

esitsizliginin sol tarafi elde edilir (Kirmaci 2004).

Teorem 3.3.4 J reel sayilarda bir aralik; a,b e J olacak sekilde a<b ve ¢ : J >R

stirekli, artan fonksiyon olsun. f : I cR—R fonksiyonu I° (1 araligi) iizerinde

17



diferansiyellenebilir ve ¢(a),@(b) el icin f'eL [p(a), ()] olsun. T+1=1 ve

gq>1 olmak iizere |f’|q fonksiyonu [go(a),(p(b)], tizerinde ¢ — konveks ise:

f(eo(x))d(p(x)_f(M]

2

1

(g(b)g(a))“f'(w(a))‘*+3f’<¢<b>>‘*]“
8

A(p+1)°

8

+(3\f'(¢(a))\“ + (o) H (1.6)

<¢®%w%®(lf(

(p+1)°
esitsizligi elde edilir (Sarikaya et al. 2015).

ispat: Lemma 3.3.1 ve Holder esitsizligi kullamilarak |f|" fonksiyonunun ¢-

konveksliginden,

: )IZEbzf (¢(x))de(x)- f [MJ‘

p(b)-p(a

1

q

tpdt} {f\f(t¢(a)+(1—t)¢(b)ﬂqdt}

O e 1 |

_o(b)-o(a) {

1

\f1w¢@+an¢wnfm}

+
N\
N | P C—

~—~

i

—

S~
o

o

—

N—
N | P C—

18



esitsizligini elde ederiz. a =|f'(a)’, b =3/f'0), a,=3[f'(a)’, b,=|f'()

olsun. Bu durumda g >1 i¢in O<%<l dir. O halde,

n

a+b c+ b
(3 Z

k=1 k=1

esitsizligi kullanilirsa, (0<s<1), a,,a,,..,a, 20, b,b,,..,b, >0, i¢in

: ["7F (0(x))do(x) - 1 [MJ‘

p(b)-p(a)’ @

. (P(b)—(ﬂ(a)(}jé

4p+1)° \8

{(IF (ot (ota) | o))

f'((p(b))\)+(3é

19



sl
< #(b)-p(a) (ET ( f ’((o(a))‘ +

© (p+1)° \8

t'(p(a))+

o)

o (b))

esitsizligini elde ederiz ve boylece ispat tamamlanir.

Uyan 3.3.5 (1.6) ifadesinde her xe[a,b] i¢in ¢(x)=x alinirsa Hermite-Hadamard

esitsizliginin sol tarafi elde edilir (Kirmaci 2004).

Lemma 3.3.6 J reel sayilarda bir aralik, a,b € J olacak sekilde a<b ve ¢ : J >R
siirekli, artan fonksiyon olsun. f ! 1cR—>R fonksiyonu 1° iizerinde
diferansiyellenebilir ve ¢(a),p(b) el olsun. Eger f'el [p(a),@(b)] ise asagidaki
Ozdeslik elde edilir: (Sarikaya et al. 2015).

fe@)* T e®) 1 P
2 (0(0)— (@) w([,) (¢(9)do()

_(p(0)—9(2)) | :
= PR ! 2t-1)| f'(tp(b) +(1-t)pa)) |dt.
Ispat: Kismi integrasyon formiilii yardimiyla,

I =[(t-1)[ f'(tp(b) +(1-t)p(a)) |dt

f (tp(b) +(1-t)p(a)) 1 ,
~(2t-1 _ . ;
(2t-1) (0(0)—0(a) (I) ((0)— go(a))-([ (tp(b) +(1-t)p(a) )dt
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_flo®)+te@) 2 R o |
(p(b) —p(a)) (¢(b)_¢(a)).([ (t(ﬁ( )+( t)(o(a)) t

esitsizligi belirtilebilir. t €[0,1] igin @(x) =te(b)+(1-t)e(a) denirse,

f(pb))+ f ((a)) 5 o(0)
| = _ ¢ q
(p(b) —p(a)) (p(b) — p(a))? W!a ) (¢(X)) @(X)

olur. Bu denklemin her iki tarafini M ile carparak,
(e0)-p@) , _fle®)+flp@) 1 " 5
2 2 (0(0)— () wi[l | (@(x))de(x)

esitligi elde edilir.

Teorem 3.3.7 J reel sayilarda bir aralik; a,b e J olacak sekilde a<b ve ¢ : J > R
stirekli, artan fonksiyon olsun. f : I c R— R fonksiyonu 1° (| arahgi) tizerinde

diferansiyellenebilir olsun. |f'| fonksiyonu [¢(a), @(b)] iizerinde ¢ — konveks ise,

@) f(e®) 1 P
2 GO, (P00

Smm—mm@f@mm+

f'(p(a))|
4 2

(1.7)
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esitsizligi elde edilir (Sarikaya et al. 2015).

Ispat: Lemma 3.3.6. ve | f’| fonksiyonunun ¢ — konvekslikliginden,

flo@)«fle®) 1 "o g
: ¢®%¢@nL(mw)mw

SMHZHH ' (te(b) + (1-t) p(a))| dt

Sﬂ@%gﬁﬂym—qﬁHK¢®M+ﬂ—0fTw@»Hm

f'(p(b))|+
4

:mm—mm{

f'(p(a))|
2

elde edilir. Bu da ispat tamamlar.

Uyann 3.3.8 (1.7) ifadesinde xe[a,b] i¢in ¢(x)=x almirsa Hermite-Hadamard

esitsizliginin sag tarafin1 sagladigi gorilir (Dragomir and Agarwal 1998).

Teorem 3.3.9 J reel sayilarda bir aralik; a,b e J olacak sekilde a<b ve ¢ : J > R
stirekli, artan fonksiyon olsun. f : I c R — R fonksiyonu 1° (I araligi) iizerinde

f" fonksiyonu [¢(a), o(b)]

diferansiyellenebilir, ++<=1 ve q>1 olacak sekilde

tizerinde ¢ — konveks ise,

flo@)«fle®) 1 "Pr o
2 )o@ 4, (P00

22



_o®)-o@( 1 V(| 'eo) +|f @) | L9
T2 pet 2 |

esitsizligi elde edilir (Sarikaya et al. 2015).

Ispat: Lemma 3.3.6. ve Holder esitsizligi kullanilarak,

flo@)f(e®) 1 "Pr g
2 )o@ 4, (P00

B «p(b);«p(a) UIZt—Hp dth

(1 '(tp(b) +(1-1) (a))‘thJ

0

[a, b] tizerinde ¢ — konveks oldugundan,

flp@)+fle®) 1 P\
2 )o@ | (P30

1

b 1 ’ q , q
% )zw(a)( j [! PO +a-0]F (o@) }dt]

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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Uyan 3.3.10 (1.8) ifadesinde her xe[a,b] igin ¢(x)=x alimirsa Hermite-Hadamard

esitsizliginin sag tarafini sagladigi goriiliir. (Dragomir and Agarwal 1998).

Teorem 3.3.11 f 2. anlamda s - konveks | =[a,b] aralig1 lizerinde ve w :[a,b] > R

negatif olmayan integrallenebilir ve &2 ye gore simetrik olsun. Boylece,
g y g 2 Ye§g

251§ [a+b]jw(x)dx
b
< j f (x)w(x)dx
< f("")”(b)f[ (%) +(ﬁ)s}w(x)dx
esitsizligi bulunur (Tseng et al. 2017).
Teorem 3.3.12 f,w: lcR—>R 2 anlamda s- konveks ve | =[a,b] aralig

tizerinde negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Buradan her t €[0,1] i¢in

M (a,b) = f (a)w(a) + f (b)w(b) ve N(a,b)= f(a)w(b)+ f (b)w(a) olmak iizere,

M (a,b) + =45 N (a,b)

(s+1)(s+2)

esitsizligi bulunur (Kirmac et al. 2007).
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4. BULGULAR

Teorem 4.1.1 f,w: 1 cR—>R ikinci anlamda s- konveks ve | =[a,b] aralig
tizerinde negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Eger w 2% ye gore simetrik ise ve her

t[0,1] i¢in

M (a,b) = f (2)w(a) + f (b)w(b)
N(a,b) = f (@)w(b) + f (b)w(a)

olmak tizere,

Icl
55" M(a,b)+

(2s+1)! 2s+1 N(@.b) @1)

1 b
- j f (X)W(x)dx <

esitsizligi elde edilir.

Ispat: w fonksiyonu 2% ye gore simetrik olsun. f ve w 2. anlamda s- konveks

olmak tizere 22 =X < a+b—X=X olmak iizere,
1 1
— | F(X)w(x)dx = —— | f (x)w(a+b—x)dx
b_ai()() b_al()( )

yazilabilir. Burada, x =ta+ (1-t)b ve dx=(a—b)dt buradan dt=-% dir. Sinirlar da

x—a ikent—1ve x—b iken t -0 dir. Buradan

25



lea:[f (x)w(a+b—-x)dx = _I‘f (ta+@—-t)b)w(a+b— (ta + (1—t)b))dt

f (ta+ (L—t)b)w((L—t)a+tb)dt

O L

olur. f ve w fonksiyonlarmin ikinci anlamda s - konveksliginden yararlanilarak,

jf (ta+ (L—)b)w((L—t)a+ th)dt

[t (a)+@-t)° f(b) ][ @—1)*w(a) + t*w(b) |dt

<

O ey

(@) f (@w(@) +1* f (@)w(b) + (L-1)* f (D)w(a) +1°@L~t)* f (D)w(b) |dit

O ey

- jts (L-t)*[ f (@)w(a) + f (b)w(b)]dt+ ftzs f (@)w(b)dt + (L) f (b)w(a)dt

olup buradan da

T(s+)I(s+1) _  sls!

1
fra-tedt=ps+1,5+1) = LGN - o
0

oldugundan

jts (A-t) [ f (@)w(a) + f (b)w(b)]dlt + jtzs f (@)w(b)dt + L—1)* f (b)w(a)dt
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{2541 ! (1-1)=* !

= p(s+Ls+D[ f @w(@)+ F OWO)]+—| T (@w(b)+ f (D)w(a)
_I(s+DI'(s+1) 1 1
=T s+ 2) [F@w@)+ f o))+ 2= f @w(b) + o= f (O)w()
Is! 1
= (22 jl) ![ f (@)w(a) + f (b)w(b)]+ > +1[ f (2)w(b) + f (b)w(a)]
_ sls! M (ab N(ab
sy @D N@D)
elde edilir.

Aciklama 4.1.2 (2.1) ifadesinde s=1 i¢in her x €[a,b] olmak iizere, klasik konvekslik

i¢in
1 % 1 1
—— | f(X)w(x)dx <=M (a,b) +=N(a,b
b_al()u ~M(a,b)+ZN(a,b)

esitsizligi saglar (Pachpatte 2003).

Lemma 4.1.3 f : | c R — R fonksiyonu 1" (1 araligi) iizerinde diferansiyellenebilir

olsun. a,bel i¢in f'eL [a,b] ise,

L B e |
NI ]
N[~
N—

(t) = t, te
Pt = t—-1 te

[EEN
el

olmak tizere,

1 ¢ b 1 '
mjaf (x)dx— f (%) =(b—a)£p(t)f (ta+1—t)b)dt
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0zdesligi saglanir (Noor et al. 2014).

Ispat. Kismi integrasyon yardimiyla,

jp(t) f'(ta+(1-t)b)dt

O v |

tf'(ta+(1—-t)b)dt +J1'(t -1)f'(ta+(1-t)b)dt

2

[ T

tf (ta+(1-t)b) .\
b-a

1
b-a

O tm— v [

f (ta+(1—t)b)dt

b

Lanf (ta+(@-t)b)|

(b-a)

1 1
+b_a.l[f(ta+(1—t)b)dt
2

1
2

), 1%
-2} +E!f (ta+(@-t)b)dt

olup her iki tarafi (b—a) carparsak,
h a+b 1 %
b— t)yf'(ta+(@-t)b)dt=—Ff| — |[+——|f (x)d
(0-2) ] (1a+@-00) ( . j+b_a£ (x)dx

esitligi elde edilir. Integrasyonda degisken degistirmesi yapihrsa istenen ifade elde

edilir.
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Teorem 4.1.4 f : I cR— R fonksiyonu |° (I araligi) tizerinde diferansiyellenebilir

ve a,bel i¢in f'el [a,b] olsun. [a,b] iizerinde s - konveks ise:

1 a+b 25+l_1
b-a af( Jdx - f( j {(s+1)(s+2)25+1}} 22

<(b- a){

esitsizligi elde edilir (Set et al. 2012).

Ispat. Lemma 4.1.3 kullanilarak ve

f’(ta+(1—t)b)|dt

A RIGLIE )_f(‘”bj

= (b-a){ [t

f'ua+(1—0bﬂdt+jh—unta+(1—0bmt

O — |

2

<(b-a)

{1

o'—-.’\_)“—\

+(1-t)'[ F'(o)] |t

+

-yt

N | 4 Gy

= (b-a)s [{tt°] f'(@)]+t@-1)°|f'(b)} i

_l_

{@-nr|f'@)]+@-t@-1)°|f ()]} pt

N | —

yazilir. Buradan da t —»0 iken u—1 ve t - $ iken u — 3 (Ayrica 1-t =u dersek
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—-t=u-1ve t=1-u olacaktir. Burada —dt =du oldugu da agiktir.)

(ba)g

= (b-a) |f'(a)|fts+ldt—|f'(b)|f 1-u)u'du+|f'(a)| j(l Ot +| /()| j(l t)s*ldt}
s+2 % US+2 %
( j -|fe )|(s+1 s+2j
e -2
s+2 s+1 s+2 ),

{“ (a )| —S—-1+s5+2 1 j

ot

[t £ (@)|+ta—1)° | £ @) Jdt+ [ {@- t)t5|f’(a)|+(1t)(lt)slf’(b)l}]dt}

2 2

=(b-2){|f'(a)

+|f'(a)|

22 (s + 2) (s+1)(s+2) 2 (s+1)

+|f’( )| s+2 s-1 1
252 (s + 2) (s+1(s+2) 25 (s+1)

1 1 1
{|f ( )| 25+2 _| ( )|[25+1(S+1) 25+2(S+2) S+1 5+2j

, 1 1
+|f(a)|[ s+2 s+1 T2 s12) 25+1(s+1)j f ()'[mj}

f(a)| 1 1 1 1
23*2(s+2) 512 s+l 25*2(s+2) 2 (s+1)

' 1 1 1
O - T +
2% (s+1) 2S+ (s+2) s+1 s+2 2% (s+2)
2 (s+1)25+1(s+1) . 25+1 . —5—2
L (5+D(s+2)2°"  (s+D)(s+2)2°"  (s+D(s+2)2""

’ ’ B 25+l_1
=(b—a){[|f (a)|+|f (b)[' (S+1)(S+2)25+1}}

=(b—a) {U f'(a)|+| f'(0)|]

bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.
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Uyan 4.1.5 (2.2) ifadesinde her xe[a,b] igin s=1 alnirsa Hermite-Hadamard

esitsizliginin sol tarafi;

(b-2)
g

+£'(b)|}

ke 152

olarak elde edilir (Kirmaci 2004).

Teorem 4.1.6 f : | cR— R fonksiyonu I° (1 araligi) iizerinde diferansiyellenebilir
ve a,bel igin f’eLl[a,b] olsun. %+%:l ve q>1 olmak iizere |f’|q fonksiyonu

[a,b], iizerinde s - konveks ise:

a+b
‘—jf( )dx —f( . j

@3

ispat: Lemma 4.1.3 den ve Hélder esitsizligi kullanilarak | f'|' nun ikinci anlamda s -

konveksligi kullanilarak,

skt [552)

= (b—a)jp(t)f’(ta+(1—t)b)dt

12

= (b—a){lftf "(ta+(@1—-t)b)dt+ j (t-1)f'(ta+ (1—t)b)dt}
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<|(b- a)|{ﬂj2 tf'(ta+ (1—t)b)|dt + j | (t-1) f'(ta+(@-1t)b)| dt}

yazilir. Buradan da Holder esitsizligi yardimiyla;

1/2

<|(b-a)| {j tf"(ta -+ (L-t)b)|dt

0

‘—1 bf(x)dx—f(—aerj
b-a-ea 2

- j | (t-1) f'(ta+(@-t)b)| dt}

12

<(b- a){[ﬂftpdtj Lyf\ f'(ta+(@-t)b)[’ dtj
+U|t—1|pdtJ “|f'(ta+(l—t)b)|th] }

1/2 1/2

yazilabilir. Boylece,

1, = Lﬂf f'(ta+(@-t)b)[’ dt]

1, :“ f'(ta+(@-t)b)[’ dt}

denilirse s - konvekslik ve ¢ (a, +b,)" <>% a "+>i.b " yardimiyla,

I, :(1f‘f'(ta+(l—t)b)‘q dt} S(Uf[ts f'@+ 0| O] dtj

0
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0

<| [[t1f @[] de+ [[a-1°|F @] dtJ

12 1/2

=(|f'@[* [t ]at+[f'®) | [(1—t)sq]dt]

= Squ q ([2*5‘*’1|f’(a)l“}[(l—z*qfl)\ f '(b)u)

tSq+l 12

__+\sq+l
+|f,(b)|q—(1 t)
sq+1

— f/ q
| (a)| sq+1

0

1/q

ve benzer sekilde,

I, = j\f’(ta+(1—t)b)\th] SU[tS“'(a)|+(1‘t)s|f’(b)ﬂth]

12 12

1

<| [[tf ‘(a)|]' dt+ [[a-ve|f (O dt]

1/2 1/2

=||f'@) j [t ]dt+|f(b)[ j [(1—t)sq]dtj

1/2 1/2
1 1/q
1/2

_ |f’(a)|q ( tsa+l L J+|f’(b)|q [_ (1_t)sq+1
(2] (@ o)

sq+1, sq+1

[kisinin toplamini da alirsak,

1q

[|1 + |2] = ( Sql+1jl/q ([Z_Sq_l| f ,(a)|q } N [(1_ 2—Sq—1)‘ f ’(b)”)
+( sqiljﬂq (2=t @ ][z o)
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(sq+1) {([ q1|f (a)| } 1 2- ql)‘f H)l/q
o[-z '(a)qu(Z’“"l)l ror )"}

[Sq”j (2@ [zl
+([(1—2_ o )|f’(a)| } +[(2_Sq_1)|f'(b)|q}ﬂqj}

olup ayn1 zamanda,

[TtpdtJ =[ 2P j |

0 (p+1)

1 D Up 1 ; Up - "
t=1fdt) = J(A-t)dt) =

U2| | ) Uz( ) ] ((p+1)J

olarak hesaplanabileceginden,

(ba){[ftpdtjup |1+[;[2|t—14" dtJﬂp |2}
ool ()
—(b—a){(%jlp[lﬁ |2]}
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“o-af ] & (e ez e
[z @] e =yror”)
“b-a 20 (o) Dren-ron)

p+1) sq+1

esitsizligini elde ederiz ve bdylece ispat tamamlanir.

Uyan 4.1.7 (2.3) ifadesinde her xe[a,b] i¢in s=1 alinirsa Hermite-Hadamard

esitsizliginin sol tarafi gosterilir (Kirmaci 2004).

Lemma 4.1.8 f : | c R— R fonksiyonu |I° (I arahgi) {izerinde diferansiyellenebilir

olsun. a,bel i¢cin f’'eL[a,b] ise,

f (a); f(b) (bfa)if (x)dxzb;zaj;(Zt—l)[f’(tb+(1—t)a)]dt.

esitligi elde edilir (Dragomir and Agarwal 1998).

Ispat: Kismi integrasyon formiilii yardimuyla,

1

| = [@t-1) f'(to+(1-t)a)]dt
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_f(b)+f(a) 2 (1-1)a
-~ -3 (b_a)'([f(tb (1-t)a)dt

esitsizligi belirtilebilir. t € [0,1] icin x=tbh+ (1—t) a degisken degistirmesi yapilirsa,

_tb)+f@) 2 g
~ (b-a) (b—a)zjf()d

a

olur. Esitligin her iki tarafini

@ ile carparsak

(b—a)lzf(b)+f(a)_ 1 if(x)dx
2 2 (b—a)

esitligini elde edilir.

Teorem 4.1.9 f : I cR— R fonksiyonu 1" (I arahgi) tizerinde diferansiyellenebilir

olsun. |f’

fonksiyonu [a,b] iizerinde ikinci anlamda s - konveks ise,

f(a); f (b)_biazf (x)dx

gb‘a( 2 +s j[s|f'(b)|+s|f'(a)|] (2.4)

2 (s?24+3s+2

esitsizligi elde edilir.
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Ispat: Lemma 4.1.8. ve

stiZt 1] (to+(1-t)a)|dt
staDZt [t ot
=b7aj (-t ot

+J1'(2t =

bza{ [
e
_b- a{

, 2—(S+l)+s 2—(S+l)
n <a>|[ s

Jdt

251 2(S+l)+5]

> f'@)

§°+3s5+2

2 (s+1) +S —(s+l)
2 +35+2 2 @ )|s +3s+2

2—(S+1) 2—(S+1) +5

s?+35+2 s*+35+2

$°+3s+2 s°+3s5+2

_b-al 27+s
2 | s?+35+2

][s| f'(b)|+s|f'(a)|]

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Uyarn 4.1.10 (2.4) ifadesinde her xe[a,b] i¢in ve s=1 i¢in Hermite-Hadamard

esitsizliginin sag tarafin sagladigi elde edilir (Dragomir and Agarwal 1998).
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Teorem4.1.11 f : I cR — R fonksiyonu I" iizerinde diferansiyellenebilir, ++¢=1

ve g >1 olacak sekilde | f'|' fonksiyonu [a,b] iizerinde s - konveks ise :

% ' q ’ a %
sb_a( 1 )[ } (2.5)
2 \p+1 s+1

esitsizligi elde edilir.

Ispat: Lemma 4.1.8 ve Holder esitsizligi kullanilarak,

< b_Ta@pt -1° dtT U\ t'(tb+(1-t)a)[ dtjé

0

elde edilir. |f'|q fonksiyonu [a, b] tizerinde S - konveks oldugundan,

1

“}dt]q

If()|]

v

b_ 1 % ts+l 1 ts+l
e i
p+1 s+1‘

1
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1"(b)|q +

=b—a 1 % f/(a)|q q
2 \p+1 s+1

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Uyan 4.1.12 (2.5) ifadesinde xe[a,b] i¢in ve s=1 igin Hermite-Hadamard

esitsizliginin sag tarafin sagladigi elde edilir (Dragomir and Agarwal 1998).
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5. TARTISMA ve SONUC

Son boliimde ikinci anlamda s - konveks fonksiyonlar kullanilarak bir¢ok yeni integral
esitsizlikleri elde edildi. Benzer diigiinceler altinda literatiirde verilmis olan diger bir¢cok
konveks fonksiyonlar i¢in de yeni sonuglar elde edilebilir. Ayrica elde etmis oldugumuz
bu sonuglar kesirli integraller yardimiyla daha da genellestirilebilir. Dolayisiyla bunlari

acik problemler olarak birakiyoruz.
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