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OZET
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Niliifer UMURHAN
Afyon Kocatepe Universitesi
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Damisman: Dog. Dr. Ozgiir KALKAN

Bu tez calismasi dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim c¢aligmanin giris kismi1 olup, Mannheim egrileri {izerinde yapilan ¢alig-

malar hakkinda literatiirdeki bilgiler incelenmistir.

Ikinci boliimde, temel tanim ve kavramlar verilmistir.

Ugiincii béliimde, 3-boyutlu Minkowski uzayinda Mannheim egrilerinin tanimi verilerek
null Mannheim egrileri ve psudo null Mannheim egrileri ile ilgili baz1 karakterizasyonlar

elde edilmis ve bu egriler ile ilgili 6rnekler verilmistir.

Dordiincii bolimde, 4-boyutlu Minkowski uzayinda Mannheim egrilerinin tanimi
verilerek null Mannheim egrileri i¢in baz1 karakterizasyonlar incelenmistir.
Genellestirilmis null Mannheim egrileri ile bu egrilerin genellestirilmis Mannheim
partner egrilerinin egrilik fonksiyonlar1 ve ¢atilar1 arasindaki iliskiler elde edilmis ve bu

egriler ile ilgili 6rnekler verilmistir.

2018, v + 68 sayfa

Anahtar Kelimeler: Minkowski uzayi, null egriler, Mannheim partner egrileri.



ABSTRACT
M.Sc. Thesis

ON NULL MANNHEIM CURVES IN MINKOWSKI SPACE

Nilifer UMURHAN
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ozgiir KALKAN

This thesis consists of four chapters.

The first chapter is devoted to the introduction section, the literature information about

the studies on the Mannheim curves are given.

In the second chapter, basic definitions and concepts have been given.

In the third chapter, the definition of Mannheim curves in 3-dimensional Minkowski
space is given and some characterizations of null Mannheim curves and pseudo null

Mannheim curves are obtained and the examples of such curves are given.

In the fourth chapter, the definition of Mannheim curves in 4-dimensional Minkowski
space is given and some characterizations of null Mannheim curves is studied. The
relations between the curvature functions and the frames of the generalized null
Mannheim curves and generalized Mannheim partner curves of theirs are obtained and

the examples of such curves are given.

2018, v + 68 pages
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler

R Reel Sayilar Kiimesi

R? 3-boyutlu Minkowski Uzay1

R} 4-boyutlu Minkowski Uzay1 (Minkowski uzay-zaman)

S R]' Minkowski uzayinda pseudo kiire

Hy™ R]' Minkowski uzayinda pseudo hiperbolik uzay

Q;_l R Minkowski uzayinda lightlike koni (null koni)

g Minkowski (lorentz) metrigi

|| , || Norm fonksiyonu

T R Minkowski uzayinda bir egrinin teget vektor alani

N R Minkowski uzayinda bir egrinin normal vektor alani

B, R Minkowski uzayinda bir egrinin i-ynci binormal vektor
alani

k. Bir egrinin i-ynci egrilik fonksiyonu




1. GIRIS

Egriler kavrami diferensiyel geometrinin temel konularindan biridir. Baglantili egriler,
karsilikli noktalarinda bir egrinin Frenet vektorlerinden biri ile diger egrinin Frenet
vektorlerinden birinin denk oldugu egrilerdir ve baglantili egriler, uzay egrilerinin temel
egri teorisi ve uzay egrilerinin karakterizasyonlar1 i¢in énemli bir problemdir (Fenchel
1951, Sabuncuoglu 2006, Woestijne 1990). Bu ozellikteki egri ciftlerinden en iyi
bilinenler Bertrand egrileri ve Involiit-Evoliit egrileridir (Blaschke 1945, Burke 1960,
Gorgiili ve Ozdamar 1986, Izumiya and Takeuchi 2003). Bilindigi gibi Bertrand
egrilerinde, bir egrinin asli normali diger egrinin asli normalidir. Yani Bertrand egrisi
baska bir egriyle normal ¢izgisini paylasan bir egridir. Bir¢ok matematik¢i yillarca farkli
uzaylarda Bertrand egrilerini ¢alistilar ve bu egrinin 6zelliklerini diisiindiiler. Ravani ve
Ku, regle yiizeyleri i¢in Bertrand egriler kavramin1 verdiler ve regle ylizeyler icin
offsetleri tanimladilar (Ravani and Ku 1991). Bu egriler, farkli uzaylarda da ele alinarak
incelenmis ve bircok karakterizasyonlar elde edilmistir. Son yillarda bu egrilerden biri

olan Mannheim egriler ¢alisilmaya baglanmistir.

Mannheim egrisi ilk olarak 1878 yilinda A. Mannheim tarafindan tanimlanmistir.

Herhangi bir egrinin Mannheim egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sartin
k=A(x*+7%), A # 0= sabit

oldugu gosterilmistir. Burada x egrinin egriligi, r egrinin torsiyonudur (burulma).

Son yillarda, Mannheim egrisi Liu ve Wang tarafindan yeniden tanimlanmistir. Verilen
bu yeni tanim su sekildedir: o ve « , R® Oklid uzayinda iki egri olsun. Bu egrilerin
karsilikli noktalarinda @ egrisinin asli normal vektorii ile & egrisinin binormal vektorii
lineer bagimhi oldugunda « egrisine Mannheim egrisi, @ egrisine de Mannheim partner
egrisi ad1 verilmistir. {a,a*} cifti de bir Mannheim egri ¢ifti olarak adlandirilmistir
(Wang and Liu 2007, Liu and Wang 2008). 2007 yilinda Liu ve Wang yaptig1 ¢alismada
bir Mannheim egrisinin genellestirilmis helis olmasi durumunda Mannheim partner
egrisinin bir dogru oldugunu; Mannheim partner egrisinin bir genellestirilmis helis olmasi

durumunda ise Mannheim egrisinin egrilik ve burulmasi arasindaki oran1 bulmuslardir.



Bu egri ciftleri i¢in énemli bir karakterizasyon su sekilde verilmistir: «  egrisinin, o
egrisinin bir Mannheim partner egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart « egrisinin
burulmasi 7, & egrisinin egriligi x; ve burulmasi 7, olmak iizere sifirdan farkli bir A
sabiti i¢in

' = gsi = %(1+ /122'12)

denkleminin saglanmasidir. Liu ve Wang’in Mannheim egrileri i¢in vermis oldugu bu

tanimdan sonra bu egriler lizerinde birgok yeni ¢calisma yapilmistir (Azak 2009, Karacan
2011, Orbay ve Kasap 2009, Senyurt ve Bektas 2012). Orbay ve Kasap, 2009 yilinda
yaptiklari galismada Oklid uzayinda Mannheim egrisinin egrilik ve burulmas: arasinda
sabit katsayili lineer bir iligki oldugunu, Mannheim egri ¢iftlerinin ilgili noktalarindaki ¢
ve 7, burulmalarinin ¢arpiminin sabit olmadigini ve farkli isaretli oldugunu
gostermislerdir. Ayrica o ve a egrilerinin egrilikleri ve burulmalari ile ilgili esitlikleri
elde etmislerdir (Senyurt ve Bektas 2012). 3-boyutlu Minkowski uzayinda asli normal
vektorii  spacelike veya timelike olan null olmayan Mannheim egriler igin
karakterizasyonlar Akyigit vd. (2011), Liu ve Wang (2008) tarafindan verilmistir. 3-
boyutlu Minkowski uzayinda null Mannheim egrileri Oztekin ve Ergut (2011), Lee

(2011) tarafindan incelenmistir.

4-boyutlu Oklid uzayinda Matsuda ve Yorozu (2009) da Mannheim egri tanimi su sekilde
genellestirilmistir: «:1 — R*, 4-boyutlu Oklid uzayinda bir egri olsun. Eger ¢:a —a’
1:1, érten doniisiimii altinda & nin her bir noktasindaki asli normal dogrusu & 1n birinci
ve ikinci binormal dogrusu tarafindan gerilen diizlemde yatacak sekilde bir & :1" — R*
Frenet egrisi bulunuyorsa « :1 — R* egrisine genellestirilmis Mannheim egrisi denir.
egrisine ise a egrisinin genellestirilmis Mannheim partner egrisi ve {a,a*} ikilisine
genellestirilmis Mannheim egri  ¢ifti  denir. 4-boyutlu Minkowski uzayinda,

genellestirilmis spacelike Mannheim egrilerinin karakterizasyonlar1 Akyigit vd. (2011)

tarafindan verilmistir.

Bu calismada 3-boyutlu Minkowski uzayinda null Mannheim egrileri ve pseudo null

Mannheim egrileri ele alinmistir. 3-boyutlu Minkowski uzayinda null Mannheim egrinin



bulunmadigi ifade ve ispat edilmistir. 3-boyutlu Minkowski uzayinda pseudo null
dogrularin ve pseudo null gemberlerin Mannheim partner egrilerinin sadece pseudo null
dogrular oldugu gosterilmistir. Ayrica 3-boyutlu Minkowski uzayinda pseudo null

Mannheim egrilerine drnekler verilmistir. 4-boyutlu Minkowski uzayr R;' de ise null

Mannheim egrileri i¢in bazi1 karakterizasyonlar elde edilmistir. Genellestirilmis null
Mannheim egrileri ile bu egrilerin genelestirilmis Mannheim partner egrilerinin egrilik

fonksiyonlart ve catilart arasindaki iliskiler ve-rilmistir. K, #0 olmak tizere « null
Mannheim Cartan egrisi i¢in & =a+(1/2k,)N ile verilen egrinin genellestirilmis

Mannheim partner egrisi olmasi i¢in gerekli kosullar ifade edilmistir. Genellestirilmis
Mannheim partner egrisi partially null veya pseudo null olan genellestirilmis null
Mannheim egrisi bulunmadig: ispatlanmistir. Son olarak null Mannheim egrilerine bazi

ornekler verilmistir.



2. TEMEL TANIMLAR ve KAVRAMLAR
Bu boliimde gerekli olan kavramlar ve tanimlar verilecektir.

Tamm 2.1 (Simetrik Bilineer Form)

Bir reel vektor uzay1 V igin

g:VxV >R
dontisimii Va,beR ve Yu,v,weV igin
i g(u,v)=g(v,u),
ii. g(au-+bv,w)=ag(u,w)+bg(v,w),
iii. g(u,av+bw)=ag(u,v)+bg(u,w)
sartlar1 saglaniyorsa § dontisiimiine V reel vektor uzay1 tizerinde simetrik bilineer form

denir (O’Neill 1983).

Tamim 2.2 V reel vektor uzay tizerinde bir simetrik bilineer form ¢ olsun.
i. YweV ve v=0 icin g(v,v) >0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif tanimli,
ii. YeV vev=0 igin g(v,v) <0 ise g simetrik bilineer formuna negatif tanimli,
iii. YveV ve v#0 igin g(v,v) >0 ise g simetrik bilineer formuna yari- pozitif
tanimli,
iv. YveV ve v=0 i¢in g(v,v) <0 ise g simetrik bilineer formuna yari- negatif

tanimli,

v. YWeV ve v#0 i¢in g(v,w)=0=w=0 ise g simetrik bilineer formuna non-

dejeneredir denir,

vi. YveV ve v=0 icin g(v,w) =0 iseise g simetrik bilineer formuna dejeneredir
denir,
vii. g(v,v)>0 ve g(w,w)<0 olacak sekilde v,weV mevcut ise g ye indefinit

denir (O’Neill 1983).



Tanmm 2.3 V bir reel vektor uzay1 olsun.

g:VxV >R
doniistimii simetrik, bilineer ve non-dejenere ise § ye V {izerinde bir skalar ¢arpim, V

vektor uzayina da skalar ¢arpim uzayi denir (O’Neill 1983).

Tamim 2.4 (Indeks) V reel vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer form g olsun. Bu
durumda

g, - WxW —>R
negatif tanimli olacak sekilde en biiyiik boyutlu W alt uzayinin boyutuna g nin indeksi
denir ve q ile gosterilir. g skaler ¢arpiminin indeksi, ( ise 0<q<boyV dir (O’Neill

1983).

Tanim 2.5 V reel vektor uzay: lizerinde bir simetrik bilineer form g olsun. V nin
RadV ={£eV:g(&v)=0,veV}
seklinde tanimli alt uzayma g ye gore V uzayinin radikal (veya null) uzayi denir. RadV

nin boyutuna g nin nulluk derecesi denir ve nullV ile gosterilir.
Eger nullV >0 ise g dejeneredir, eger nullV =0 ise non-dejeneredir (O’neill 1983).

Tammm 2.6 V skalar ¢arpim uzayi olsun. V nin indeksi ( olmak {izere q=1 ve
boyV >2 ise V skalar ¢arpim uzayina bir Minkowski (Lorentz) uzayr denir (O’Neill
1983).

Tanmm 2.7 R" , R iizerinde n-boyutlu standart vektor uzayi olsun.
X =%, X0 X,), Y = (Y Voueens Y,) iGin
g:R"xR" >R
(X,Y) = g(X,Y) :_lel+zxiyi
i=2

seklinde taniml1 fonksiyon bir skalar carpim fonksiyonudur ve bu fonksiyona Minkowski
(Lorentz) metrigi denir (O’Neill 1983).



Tamm 2.8 R" iizerinde tanimli Minkowski metrigi ile birlikte {R",g} ikilisine n -

boyutlu Minkowski (Lorentz) uzayi veya kisaca Minkowski (Lorentz) uzay: denir ve R/

ile gosterilir (O’Neill 1983).

Ozel olarak n=4 ise R n-boyutlu Minkowski uzayma Minkowski uzay-zaman denir

ve R! ile gosterilir.

Tanmm 2.9 R n-boyutlu Minkowski uzayi olsun. VX,Y € R i¢in
g(X,Y)=0

ise X ve Y vektorleri Lorentz anlaminda diktirler denir.

Ornek 2.1 n=2 i¢in X =(1,-1) ve Y =(L1) vektdrleri verilsin. Bu vektorler Oklid
anlaminda dik olmasina ragmen Lorentz anlaminda dik degildir. Yine X :(l, -1) ve

Y = (1, 1) vektorleri de Lorentz anlaminda dik iken Oklid anlaminda dik degildir.
NOT: Null vektorlerin dikligi, vektorlerin lineer bagimliligi ile agiklanr.

Tamm 2.10 X R" i¢in X vektdriiniin normu

= yJo(xx)

ile tanimlanir.

Tanim 2.11 VX e R" olmak iizere
i. ¢ (;(, ;() >0 veya x=0 ise, x vektoriine spacelike vektor (uzay benzeri)
i. g (;(, ;() <0 ise x vektdriine timelike vektor (zaman benzeri)
iii. g (i i) =0 veya x =0 ise, x vektoriine lightlike veya null vektr (1stk benzeri)

denir. x e R vektériiniin bu ii¢ tipine v nin casual karakteri denir (O’neill 1983).



Tanim 2.12 Vx e R" olmak iizere
i H)?H:—l ise x e birim timelike vektor,

i, H)?Hzl ise x e birim spacelike vektor

denir. (O’Neill 1983).

Teorem 2.1 x R olsun. Bu taktirde
i. x>0 dr.
ii. || =0< X birnull vektordir.
i, x bir timelike vekior ise || =g (x,x) dir.

iv. x bir spacelike vekior ise, || = g(xx) dir (O°Neill 1983).

Tamm 2.13 R n-boyutlu Minkowski uzay1 olsun. |, R de agik aralik olmak tizere
a:l >R
diferensiyellenebilir fonksiyonuna R, n-boyutlu Minkowski uzayinda bir egri adi

verilir (O’Neill 1983).

Tamm 2.14 o € R Minkowski uzayinda bir egri olsun. Boylece « egrisinin hiz vektorii
a' olmak tizere

i. g(a',a')>0ise a spacelike egri,

ii. g(a',a') <0 ise a timelike egri,

iii. g(a',a’)=0 ise « null egri

olarak adlandirilir (O’Neill 1983).



Tamm 2.15 R Minkowski uzayinda

S/t = {x eR':g(x,x)= rz}
kiimesine orjin merkezli pseudo kiire,
Hy ' ={xeR:g(xx)=—-r"}
kiimesine orjin merkezli pseudo hiperbolik uzay,
Q™ (c,r) :{x eRy:g(x—c,x—c)= 0}
kiimesine de lightlike koni (veya null koni) denir (O’Neill 1983).

2.1. R} 3-Boyutlu Minkowski Uzay1

Tamm 2.1.1 R} 3-boyutlu Minkowski uzay1, R} in bir dik koordinat sistemi (X, X,, X;)
olmak iizere
g =—dx’ +dx; +dx]

olarak tanimlanan non-dejenere metrik ile donatilmis 3-boyutlu Oklid uzayidir (Lopez

2014).

Tamm 2.1.2 R? 3-boyutlu Minkowski uzayinda iki vektdr x ve y olsun.
X = (X, Xy, X5) Ve 9: (Y, Y,,Ys) olmak tizere
(Xo¥s = XXp, X3¥; = X Y3, X, Y1 =X, Y,)
vektdriine X Ve 9 nin vektorel carpimi (dis ¢arpimi) denir ve ;(Ay veya ;(xy ile

gosterilir,

1 i=j
é‘ij ={0 |¢J ve eiz(é}l’é‘i27é‘i3)

olmak tzere

—€ €& &
XAY =—det| X, X, X
Yi Yo Ys

veya



XAY =det| x, X, X
i Y. Ys
olarak hesaplanir. Burada
€, xe;=¢, €x€=-6,, €xe6 =-6€
dir. Burada saat yoniiniin tersi pozitif yon olarak alimmistir. Eger saat yOniiniin tersi
negatif yon olarak kabul edilirse
e,xe,=—€, €Xxe =6, €Xxe =6

olur. Bu durumda

€ & &
XAY =det| X, X, X
i Y2 Ys

olur (Akutagawa and Nishikawa 1990).

Teorem 2.1.1 R’ 3-boyutlu Minkowski uzayinda ii¢ vektdr X,Yve Z olsun.
Y:(xl,xz,x3) ve V:(yl,yz,y3) ve fz(zl,zz,zs) olsun. Bu durumda

i. g(X AY,Z)=—det(X,Y,Z),

ii. (XAY)AZ =—g(X,Z)Y +g(Y,Z)X,

iii. g(X AY,X)=0 ve g(X AY,Y)=0,

iv. g(X AY,X AY)==g(X,X)g(Y,Y)+g(X,Y)?* dir (Turgut 1995).

R’ Minkowski uzayinda a egrisi iizerinde hareketli Frenet catisi {T,N,B} ve a egri-

sinin egrilik fonksiyonlar1 {k,k,} olsun. Burada T,N,B sirasiyla a egrisinin teget

vektor alani, asli normal vektor alani, binormal vektor alanidir.

Tamm 2.1.3 a(s), R} iizerinde birim hizli bir null (yani g (a”(s),a”(s)) =+1) egri
olsun. Egrinin Frenet vektérleri {T,N,B} ve egrilikleri k (s),k,(s) ise Frenet

denklemleri;



N'|=k, 0 —k ||N (2.1)

olur. Burada « egrisi dogru ise birinci egrilik k, =0 dir, diger tiim durumlar i¢in k; =1
dir. Ayrica
9(T.T)=9(B,B)=g(T,N)=g(N,B)=0,
g(N,N)=g(T,B)=1 (2.2)

kosullar1 saglanir (Walrave 1995).

Tanim 2.1.4 « (S) , pseudo null egri ise Frenet denklemleri;

T 0 k 0T
Nf=[ 0 k, O ||N (2.3)
B’ -k, 0 -k, || B
seklindedir. Burada « egrisi dogru ise birinci egrilik k; =0 dir, diger tiim durumlar i¢in
k, =1dir. Bu durumda
g(T.T)=9g(N,B)=1
g(N,N)=g(B,B)=9g(T,N)=g(T,B)=0

kosullar1 saglanir (Walrave 1995).

(2.4)

Tanmm 2.1.5 o egrisi, B binormal vektor alan1 spacelike olan null olmayan bir egri ise

Frenet denklemleri;

T 0 &gk O]T
N'[=|-gk 0 Kk ||N (2.5)
B' 0 &k 0B

olur. Burada k; ve k, sirasiyla egrinin birinci ve ikinci egrilikleridir. Bu durumda
9(T,T)=-g(N,N)=¢,=%1g(B,B)=1,
9(T,N)=g(T,B)=g(N,B)=0
kosullart saglanir (Kiihnel 1999).

(2.6)
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2.2 R 4-Boyutlu Minkowski Uzay-Zaman

Tamm 2.2.1 R} Minkowski uzayi, R} in bir dik koordinat sistemi (X, X,,X,,X,) olmak
uzere
g =—dx’ +dx> +dxZ +dx

olarak tanimlanan non-dejenere metrik ile donatilmis 4-boyutlu Oklid uzayidir (O’neill
1983).

Tamim 2.2.2 v,wW € R olmak iizere, v ve W vektdrlerinin dik olmasi igin gerek ve yeter
sart g(v,w) =0 olmasidir (O’Neill 1983).

Tanim 2.2.3 Rf', 4-boyutlu Minkowski uzayinda ii¢ vektdr X, Y ve Zolsun.
X =(X,%, %), Y =(Y, Y, ¥s) Ve Z=(z,2,,2,) olmak iizere

—€ € & ¢
X X X3 X,
Yi Y2 Y5 Vs
Z Z, 1 1,

(X AY)AZ =—det

vektdriine X , Y ve Z nin vektorel carpimi (dig carpimi) denir (Tozak 2010).

Teorem2.2.1 X, Y ,Z e R} ise bu durumda
i (XAY)AZ=-ZA(XAY),
i. g(X AY AZ,W)=—det(X,Y,Z,W)

dir (Tozak 2010).

Minkowski uzay-zaman R, de, a egrisi iizerinde hareketli Frenet ¢atis1 {T,N,B,,B,}

ve o egrisinin egrilik fonksiyonlar {kl,k21k3} olsun. Burada T, N, B,, B, sirasiyla a

egrisinin teget vektor alani, asli normal vektor alani, birinci binormal vektor alani ve

ikinci binormal vektor alanidir.
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Tamm 2.2.4 o :1c R — R/ egrisi spacelike veya timelike egri ise Frenet denklemleri

T 0 &K, 0 0 T
\' _ -gk, 0 &K, 0 N 27)
B, 0 -5k, 0 —gsgek,| B
B, 0 0 —&k, 0 B,

seklindedir. Burada Vs el (I < R)igin egerk, =0 ise a egrisi tamamiyla R, de yatar.

Ayrica &,,¢,,&,,&, € {11} olmak iizere

g(T,T):gl,g(N,N):gz,g(Bl,Bl):83,g(Bz,Bz):g4, 28)
g(T.N)=g(T,B,)=9(T.B,)=9g(N,B,)=9(N,B,)=9(B,,B,)=0
kosullar1 saglanir (Kiihnel 1999).
Tamim 2.2.5 Eger o egrisi partially null ise Frenet denklemleri;
T [0 k 0 07T
N’ -k, 0 k, O (|N
_ (2.9)
B/l |0 0 k 0B

B| |0 -k, 0 -k ||B,

seklindedir. Burada her s i¢in {igiincii egrilik olan K, (S) =0 dir. Bu sartlar1 saglayan
k,(s), k, (s)egriliklerine sahip a egrisi R lightlike hiper diizleminde yatar ve Frenet

vektorleri;

g(T.T)=9g(N.N)=1 9(B,B)=9(B,B,)=0,
g(T.N)=9g(T.B,)=9(T.B,)=9g(N,B)=9g(N,B,)=0, g(B,B,)=1

kosullarini saglar (Walrave 1995).

(2.10)

Tamm 2.2.6 «:1 < R—> R/ egrisi spacelike bir egri olmak iizere eger o egrisinin asli

normal vektor alani bir null vektor ise 6zel olarak « egrisi pseudo null egri olarak

adlandirilir. Eger o egrisi pseudo null bir egri ise
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T1T0 kK 0 o7T
Nl |0 0o k 0N
= (2.11)
B/l |0 k 0 —k|B
B,| |-k, 0 —k, 0 | B,

ile verilir. Burada o egrisi dogru ise k,(s)=0, diger tim durumlarda k, (s)=21dir.
k,(s), ks (s) egriliklerine sahip a egrisinin Frenet vektorleri;

9(T.T)=9(B.B)=1 g(N,N)=g(B,,B,)=0,
9(T.N)=9(T.B,)=9(T.B,)=9g(N,B,)=9(B,,B,)=0, g(N,B,)=1

kosullarini saglar (Walrave 1995).

(2.12)

Tamm 2.2.7 a:1cR— R/, R/de birim hizli (yani g(a"(s),a"(s))=1) bir null egri

ise a egrisine ait Frenet denklemleri;

][0 k 0 07T
N| |-k, 0 —k O |IN
= (2.13)
B/l | 0 k, 0 k| B
B |-k, 0 0 0 |B,

seklindedir. Burada o bir dogru ise k, (s)=0dir, diger tim durumlar i¢in k, (s)=1dir.

a egrisinin Frenet vektorleri;

9(T.T)=9(B,B,)=9(T.N)=9(T.B,)=0,
( ) ( 182) (Bl’BZ):O’ (2.14)
( ) (BZ’BZ) (T’Bl):]"

kosullarini saglar (Duggal and Jin 2007).

Tamm 2.2.8 o :1c R — R/ bir egri olsun.
I. a null bir egri olmak tizere, eger Vs el i¢in g(a"(s),a"(s)) =1 sart1 saglaniyorsa
a egrisine pseudo yay parametresi ile parametrelendirilmistir denir.
ii. @ null olmayan bir egri olmak tizere, eger VS el igin g(a"(s),a"(s)) ==x1 sarti

saglaniyorsa a egrisine yay uzunlugu parametresi ile parametrelendirilmistir denir

(Bonnor 1969).
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Tamim 2.2.9 P, R’ uzayinm bir alt uzay1 olsun. Eger

I. P tlizerinde sifirdan farkli her vektor spacelike vektor ise P ye spacelike alt uzay,
Ii. P iizerinde en az bir timelike vektor var ise P ye timelike altuzay,

iii. Diger durumlarda P ye lightlike altuzay denir (Lopez 2014).
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3. R?DE NULL ve PSEUDO NULL MANNHEIM EGRILERi

Bu boéliimde, Minkowski 3-uzayinda null Mannheim egrilerin olmadigi ispatlanmistir.
Ayrica 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir pseudo null Mannheim partner egrisi sadece
pseudo null dogrulardan olusan pseudo null dogru veya pseudo null ¢ember oldugu
ispatlanmigtir. Bu boliimde referansimiz Grbovi¢ vd. (2014) tarafindan yapilan

caligmadir.

Notasyon a:1cR— Rf ve a :I'cR—R}, 3-boyutlu Minkowski uzaymda birim
hizl1 iki egri olsun. Bu béliimde {T, N, B} ve {kl, kz} , sirastyla o egrisinin Frenet ¢atisi
ve egrilik fonksiyonlari, s de a egrisinin yay uzunlugu parametresi veya pseudo yay

uzunlugu parametresi olarak almacaktir. Benzer sekilde, {T*, N, B*} ve {kl*, K, } sira-

styla @ egrisinin Frenet catis1 ve egrilik fonksiyonlari, " da a  egrisinin yay uzunlu-
gu parametresi veya pseudo yay uzunlugu parametresidir. 3-boyutlu Minkowski uzayinda

Mannheim egrileri, 3-boyutlu Oklid uzayindakine benzer sekilde tanimlanir.

Tammm 3.1 o ve o, R} Minkowski uzayinda birim hizli iki egri olsun. @ egrisinin yay
uzunlugu parametresi veya pseudo yay uzunlugu parametresi S olmak iizere a egrisinin
a(S) noktasindaki Frenet 3-ayaklis {T, N, B}, ve @ erisinin yay uzunlugu
parametresi veya pseudo yay uzunlugu parametresi S olmak iizere o egrisinin, ’(S)
noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {T*, N, B*} olsun. « egrisinin asli normali ile o
egrisinin binormali cakisik ise o egrisine Mannheim egrisi, o egrisine a egrisinin
Mannheim partner egrisi ve {a, a*} ikilisine Mannheim egri cifti denir (Ozdamar 2012).
Bu tanima gére, Mannheim egrisinin denklemi;
a’(s")=a(s)+A(s)N(s)
veya
a(s)=a"(s")+A(s")B"(s")

seklindedir.
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Teorem 3.1 R}’ Minkowski uzaymda null Mannheim egri yoktur.

Ispat: o, R} de null egri olsun. Kabul edelim ki a  egrisi, a egrisinin Mannheim
partner egrisi olsun. Bu taktirde bu egrilerin karsilik gelen noktalarinda, ¢ nin asli
normali N ile ¢ m binormali B lineerdir. O halde B" spacelike vektordiir. Dolayi-
styla a egrisi timelike ya da spacelike egridir ve (2.5) Frenet denklemlerini saglar.

{a, a*} Mannheim egri ¢ifti oldugundan
a(s)=a (s)+A(s")B(s) (3.1)

denklemini saglar. Simdi k, (S*) =0 ve k, (s*) # 0 durumlarini inceleyecegiz.

(1) Eger k, (S*) =0 ise (3.1) esitliginin S~ a gore tiirevi almarak (2.5) Frenet denklemleri

kullanilirsa
do 85 474 48"+ 1B
ds ds
T % =T +A'B + Ag kN
S
Burada k; (S*) =0 oldugundan
Td—S*:T*+/I’B* (3.2)
ds

elde edilir. N, B" vektorii ile ¢akisik oldugundan N L N™ dir. Bu denklemin her iki

tarafinin N ile skalar carpimi alinarak (2.2) ve (2.6) esitlikleri kullanilirsa
g(T,N)+2'g(B",N)=0
ifadesinden A’ =0 oldugu bulunur. Bu durumda (3.2) esitliginden T ile T  vektérleri

lineer bagimlidir. Ancak T null vektdr ve T~ null olmayan bir vektor oldugundan bu bir

celigkidir.
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2) k;(s*);to ise (3.1) ifadesinin s ye gore tiirevi alinip (2.5) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa

T%=T*+/1’B*+lg;k;N* (3.3)
elde edilir. Bu denklemin her iki tarafinin N ile skaler ¢arpimi alinarak (2.2) ve (2.6)
esitlikleri kullanilirsa

g(T,N)+2'g(B",N)+ gk, g(N",N) =0
oldugundan A'=0 dir. Dolayisiyla A=sabit=0 demektir. A =sabit=0, (3.3)
esitliginde yerine yazilirsa

ds

T " =T "+ Agk,N” (3.4)
bulunur. (3.4) esitliginden (2.2) ve (2.6) esitlikleri kullanilarak
ds ds * * * * * * * *
g(TE,TF)=g(|' +ﬁ€0k2N ,T +ﬂgok2N )

0=g(T",T)+246Kg(T",N") + %62k 2g(N",N")

0=¢, —g,A°k,”
bulunur. &, —£,A°k,” =0 denkleminden

k, =+==sabit =0 (3.5)

o Nk

elde edilir. & null egri oldugundan k, (s)=0 ve k, (s)=1 durumlarin ele alacagiz.

(2.a) Eger k; (s)=0 ise (2.1) Frenet denklemlerinden
T'=0=T(s)=sabit
elde edilir. (3.4) denkleminin s” a gore tiirevi alinarak (2.5) Frenet denklemlerinden ve

(3.5) esitligi kullanilirsa
as
ds™

dzs * * * * * * *, * * *
T =—%kiN + Agk; (—£k, T +K;B")

* */

T =T" + Agk,N

dzs * * * *, * * * *
T@:—EoklN ile igosz (36)

bulunur. (3.6), (2.2) ve (2.6) esitlikleri kullanilarak
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g (T g js_sj =g (N KT 6B ek N kT £ 5B
0=,k *g(N",N )+ 250k *g (N",T7)
+ 26,7k Ky g (N7, B7) + 25,k k; g (T7,B")
+k?g(T".T7)+ 5k’ (B, B)
0=—ek?+ek?+k?

elde edilir. Buradan k, =0 oldugu gériiliir. Bu ise (3.5) esitligiyle celisir.

(2.b) Eger k, (s)=1 ise (3.5) esitligi, (3.4) esitliginde yerine yazilirsa

ds . .

T—=T %¢N
ds

elde edilir. Bu denklemin s™ a gore tiirevi almarak (2.1) ve (2.5) Frenet denklemleri

kullanilirsa

2 2
T’( ds*j I S

ds s
2 2
N(SSS*) +T%=—g;ka*ika*ig;k;B* (3.7)

bulunur. Son olarak

2 2 2 2 —g kN KT + gk, B™,—g kN
g N(;ij +Td_*SZ,N(dS;j sT A8 | g TS KT £élkB gk N
S ds ds ds kT ftgk,B

ve buradan (2.2), (2.3), (3.5) ve (3.7) esitliklerinden

ds \’ ds \ d3s d% Y o -
(ds*j g(N,N)+2(Ej FQ(T’N){FJ g(T.T) =¢,°k,°g(N",N")

+26, K 2g(N", T") £ 25,%k k,g(N", BY)
+26,k K, g(T",B) +k?g(T", T") +&,°k;’g(B",B")

elde edilir. Burada

ds \* xo .
e =k,” =sabit=0 (3.8)

olur.
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(3.7) denkleminin N ile skalar ¢arpimu alinarak (2.6) ve (3.8) esitlikleri kullanilirsa

ds )’ ~  d%s
(ds*j g(NyN )+ds*2 g(T!N ):—80klg(N ’N )iklg(T ’N )igokzg(B 1N )

Burada N L N” oldugundan k; =0 bulunur. Dolayisiyla k; =0 olur. Bu ise (3.5) esitligi

ile gelisir ki teoremin ispati tamamlanmis olur.

Teorem 3.2 R’ de o pseudo null bir egri ve & keyfi bir egri olsun. Eger {a,a*} bir
Mannheim egri ¢ifti ise;
i. o egrisi pseudo null dogru ise & ve a egrileri paralel pseudo null dogrulardir,

ii. o egrisi pseudo null bir gember ise a egrisi de pseudo null bir dogrudur

onermeleri gecerlidir.

Ispat: a, R} de pseudo null bir egri olsun. Kabul edelim ki « egrisi a egrisinin
Mannheim partner egrisi olsun. Bu taktirde bu egrilerin karsilik gelen noktalarinda, «
nin asli normali N ile @ 1 binormali B” lineer bagimlidir. Bu durumda B” null vektor

olacagindan a  pseudo null veya null bir egridir.

(1) Kabul edelim ki a” pseudo null egri olsun. {a,a*} Mannheim egri ¢ifti oldugundan
a (s)=a(s)+u(s)N(s) (3.9)
dir. (3.9) esitliginin s ye gore tiirevi alinirsa
" =T +(u +k,u)N (3.10)
elde edilir. (3.10) ve (2.3) esitlikleri kullanilarak

gla”,a”)=g(T, T)+2(u' + k) g (T, N) + (1 + Kp11)* g(N, N)
gle”,a")=1

bulunur. Dolayisiyla a” =T" dir. (3.10) esitliginden
T =T+ (4 + ko) (3.11)

elde edilir. Simdi k, (s)=0 ve k,(s)# 0 durumlarim inceleyelim.
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(1.a) Eger k,(s)=0 ise (3.11) esitliginden T =T + #'N olur. Bu denklemin T ile skalar

carpimi alinarak (2.4) esitlikleri kullanilirsa
g(T.T)=9(T,T+u'N)
esitliginden
g(T,T) =1 (3.12)

bulunur. & pseudo null egri oldugundan k, (s)=0 ve k, (s)=1 durumlarin: ele alacagiz.

(L.a.1) Eger k (s)=0ise N ile B” lincer bagimh oldugundan T L B dir. Dolayisiyla

g(T,B") =0 esitliginin tiirevi almarak (2.3) ile verilen esitlikler kullanilirsa

g(T,B)+9(T,B")=0
—k g(T,T")—k;9(T,B) =0

elde edilir. (3.12) kullamlirsa k; =0 olur, bu ise @ 1n dogru olmasi anlamma gelir. N”

ve B’ lineer bagimsiz null vektdrler ve N =+B" oldugundan B=%N" olacaktir. Bu

nedenle T =+T" olur ki bu durum da & ve & paralel dogrulardir. Dolayisiyla (i) ifadesi

ispatlanmis olur.

(1.a.2) Eger k (s)=1 ise a egrisi, R’ iin lightlike diizleminde yatan pseudo null bir

cemberdir. g(T,B") denkleminin tiirevi alinarak (2.3) ile verilen esitlikler kullanilirsa
g(N,B)+g(T,—k T —k,B)=0 (3.13)

elde edilir. (3.13) esitliginde (2.4) ve (3.12) esitlikleri kullanilirsa k; =0 olur, bu ise &

m pseudo null bir dogru oldugu anlamina gelir. Dolayisiyla (ii) ifadesi ispatlanmis olur.

(1.b) Eger k,(s)=0 ise (3.11) esitliginin her iki tarafimin T ile skaler ¢arpimu alinarak

(2.4) esitlikleri kullanilirsa g(T,T") =1 elde edilir. g(T,B") =0 esitliginin tiirevi ali-
narak (2.4) ve (3.12) esitlikleri kullanilirsa
g(T",B")+g(T,B")=0

—k g(T, T")-k,9(T,B")=0
K =0
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olur. Bu nedenle B =sabit ve N'=0 dir. O halde (2.3) Frenet denklemlerinden

k, (s)=0 olur, bu ise bir geliskidir.

(2) Kabul edelim ki " null bir egri olsun. {c, «"} Mannheim egri ¢ifti oldugundan
a(s)=a"(s")+u(s")B"(s) (3.14)
esitligi saglanir. (1) durumunda inceledigimiz gibi k; (s*) =0ve k; (s*) =1 kosullarm

inceleyelim.

(2.a) Eger ki*(s*):O ise (3.14) esitliginin S a gore tiirevi alarak (2.1) esitlikleri

kullanilirsa

* *

da ds _
ds ds”

T8
ds

T

+u'B

elde edilir. Bu denklemin her iki tarafinin N ile skaler ¢arpimi alinarak (2.2) ve (2.4)

esitlikleri kullanilirsa

ds . .
g(TE,N)=g(T N)+'9(B",N)

elde edilir. Buradan g(T",B")=0 oldugu goriiliir ki, bu ise @  egrisinin null bir egri

olmasi ile gelisir.

(2.b) Bger k;'(s")=11se (3.14) iin s~ a gore tiirevi alinarak (2.1) esitlikleri kullanilirsa

ds

T =T +u/'B" — ukN” (3.15)

bulunur. (3.15) denkleminin her iki tarafinin N ile skalar ¢arpimi alinarak (2.2) ve (2.4)

esitlikleri kullanilirsa

ds * ' * > *
g(T = N)=9(T",N)+#'g(B",N) = uk;g(N", N)

esitliginden g(T",N)=g(T",B")=0 olur, bu ise & egrisinin null bir egri olmasi ile

celisir. Teoremin ispati tamamlanmis olur.
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11

Ornek 3.1 R} de a(s)=(11s) ve a*(s):(a,z,sj parametrik denklemleri ile verilen

pseudo null dogrular1 ele alalim. Bu egrilerin Frenet catisi T=T = (0, O,l),
. . 11 . . . . 1
N=B :(1,1,0) ve B=N = —E,E,O seklinde alinabilir. Bu taktirde a = a—a N

dir. Dolayisiyla {a, a*} bir Mannheim egri ¢iftidir.

2 2
Ornek 3.2 R’ de a(s):[%,%,sj ve o’ (s)=(c,c,s), ceR ile verilen pseudo null

cemberleri ele alalim. Bu egrilerin Frenet c¢atisi T=(S,S,1), T*:(0,0,l),

N=B"=(110) ve B=N"= (—%,%,0) seklinde olacaktir. Bu taktirde

2

a =a —[C —S?j N dir. Dolayisiyla {a, a*} bir Mannheim egri ¢iftidir.
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4.R! DE GENELLESTIRILMIS NULL MANNHEIM EGRILERI

Bu béliimde, R,' deki null Mannheim egrileri tanimlanmistir. R deki bir null Mannheim

egrisinin egrilikleri ve Frenet catis1 ile bu egrinin Mannheim partner egrisinin egrilikleri
ve Frenet catist arasindaki bagintilar elde edilmistir. Bu bolim i¢in ana kaynagimiz

Grbovi¢ vd. (2016) olacaktir.

Notasyon a:1cR— R} ve a :1c R— R! Minkowski uzay-zamanda egriler olsun.
Bu boliimde {T, N, B, Bz} ve {kl, K,, k3}, a egrisinin sirasiyla Frenet catis1 ve egrilik
fonksiyonlart sde yay uzunlugu parametresi veya pseudo yay uzunlugu parametresi

olarak aliacaktir. Benzer sekilde {T*, N",B/,B; } ve {kf ks, k; } @ egrisinin sirasiyla

Frenet catis1 ve egrilik fonksiyonlar1 s~ da yay uzunlugu parametresi veya pseudo yay

uzunlugu parametresi olarak alinacaktir.

a Cartan null egrisinin tigiincii egriligi k;(s)#0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda
a nn ikinci egriligi k,(s)=0 (a null kiibik) veya k,(s) =0 olabilir. Genellestirilmis

null Mannheim egrisinin tanimi asagidaki sekilde verilebilir:

Tanim 4.1 «:1 c R — R Minkowski uzay-zamanda Cartan null bir egri olsun. Eger
¢:a— o 1:1, orten doniisiimii altinda @ nin her bir noktasindaki asli normal dogrusu
o 1n birinci ve ikinci binormal dogrusu tarafindan gerilen diizlemde yatacak sekilde bir
a 1" —> R/ Cartan null egrisi veya Frenet egrisi bulunuyorsa, «:1— R,' Cartan null
egrisine genellestirilmis null Mannheim egrisi denir. o egrisine ise @ egrisinin
genellestirilmis Mannheim partner egrisi ve {@,« } ikilisine genellestirilmis Mannheim

egri ¢ifti denir.

Bu tanimda asli normal (binormal) dogrusu, asli normal (binormal) vektor alani

yoniindeki dogru anlamindadir.
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Uyan R} de genellestirilmis spacelike Mannheim egrinin genellestirilmis Mannheim

partner egrisi Ersoy vd. (2012) tarafindan bir spacelike Frenet egrisi olarak verilmistir.

Fakat genel olarak partner egrisi herhangi bir keyfi casual karaktere sahip olabilir.

Daha 6nce verdigimiz notasyona gore o genellestirilmis null Mannheim egrisinin Cartan

catist {T, N, B, Bz} ve a egrisinin genellestirilmis Mannheim partner egrisi & egrisinin
Cartan ya da Frenet catist {T*,N*,BI,B;} olsun. a(s) ve b(s)diferansiyellenebilir
fonksiyonlar olmak iizere @ nin asli normal vektorii N (S), {Bf ,B; } diizle-minde
yattigindan N (s)=a(s) Bl*(s)+b(s) B, (s) denklemi saglamr. B ve B, vektdrleri

tarafindan gerilen diizlem causal karaktere bagl olarak iice ayrilir:

(1) { B, B, } spacelike diizlem
(2){B;,B;} timelike diizlem

(3){B;,B;} lightlike diizlem
(1) {Bf B, } spacelike diizlem

Teorem 4.1 a:1— R} genellestirilmis null Mannheim egrisi ve a egrisinin asli normal
dogrusu N, B, ve B, vektdrlerinin gerdigi {Bl* B, } spacelike diizleminde bu-lunmak
lizere « egrisinin genellestirilmis Mannheim partner egrisi « :I" — R} olsun. Bu

taktirde " bir timelike egridir. @ ve o egrilerinin egrilikleri arasindaki iliski asagidaki

gibidir:

L
22

1

k =1, k, K| =[k:|=lks| =0, ks|]==. A<R"\{0}. (4.1)

a ile o egrilerinin ¢atilar arasinda ise

24



T =1 (T-228),

2J2

N =—sgn(k; )sgn(k,)B,,
B, :sgn(kf)sgn(k;)ﬁ(T +21B,),

B, =sgn (k; )sgn (k;) N

(4.2)

iligkileri vardir.

Ispat: @ nin asli normal dogrusu N, B, ve B, vektdrlerinin gerdigi {Bf B, } space-like
diizleminde yattigindan «  spacelike veya timelike egridir. &, = —¢,, &, =&, =1 olmak

lizere (2.7) Frenet denklemleri saglamr. f:IcR—I'cR, f ve A diizgiin

fonksiyonlar, s" = f (s)=”
0

a’ (t)H dt olmak iizere & egrisinin parametrik denklemi

a'(f(s))=a(s)+A(s)N(s) (4.3)

seklindedir. k, =0 ve k, # 0 durumlarini inceleyecegiz.

(1.a) k, =0 ise (4.3) esitliginin s ye gore tiirevi almarak (2.13) Frenet denklemleri
kullanilirsa
a't'=a' + N+ AN’
T f'=T+AN-1B (4.4)
bulunur. (4.4) esitliginin her iki tarafinin N = aB, +bB, ile skaler carpimi alinirsa
g(T"f' N)=g(T+A'N-1B,N)
af(T",B])+bfy(T",B;)=g(T,N)+A'g(N,N)-4g(B,,N)

bulunur. (2.8) ve (2.14) esitliklerinden A’ =0 bulunur. Bu esitligi (4.4) ifadesinde yerine

yazarsak
T f'=T-1B, 4eR"\{0} (4.5)

elde edilir. (4.5) esitligi kullanilarak (2.8) ve (2.14) esitliklerinden
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g(T f.T°f)=g(T-4B,T - 2B,)
f?g(T",T")=9(T,T)-249(T,B,)+2°g(B,,B,)
g(T " T f)=g 1" =-22
bulunur. Dolayisiyla
f? =—2¢ A =sabit =0 (4.6)
olur. (4.5) esitliginin tiirevi alinarak (2.7), (2.13) Frenet denklemleri ve (4.6) esitligi

kullanilirsa

T f?+Tf"=T'+A'B,+ 1B/
&k N 2 =N - 1k;B,
bulunur. Elde edilen son esitligin her iki tarafinin N =aB, +bB; ile skaler garpimi
alinirsa
9(&k N2, N)=g(N-1k,B,,N)
agyk; 29 (N, B} )+be;k; f2g (N, B;)=g(N,N)-2k,g (B, N)

elde edilir. Bu islemin sonucundan bir celiski elde edilir.

(1.b) k, # 0 olsun. (4.3) esitliginin tiirevi alinarak (2.13) Frenet denklemleri kullanilirsa
T f'=(1-2k,)T+A'N-AB, 4.7)
(4.7) denkleminin her iki tarafinin N = aB; +bB; ile skaler ¢arpimi alinirsa

g(T ", N)=(1-2k,)g(T,N)+2'g(N,N)-2g (B, N)

esitliginden
A'=0 (4.8)
bulunur. (4.8) esitligi (4.7) esitliginde yerine yazilirsa
T f'=(1-2k,)T - B, (4.9)

elde edilir. (4.9) denkleminin s ye gore tiirevi alinarak (2.7) ve (2.13) Frenet denklem-

leri kullanilirsa
SR N2 4T F"=(1- 2k, ) T +(1-24k, )N — 2k,B, (4.10)
bulunur. (4.10) esitliginin her iki tarafinin N =aB, +bB, skaler carpimi alinarak (4.8)

esitligi kullanilirsa
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gk 17g (N, N)+ F4(T",N)=(1-2k,) g(T,N)+(1-24k,)g (N,N) - Ak,g (B,,N)
g;kff'zg(N*,an+bB;)+f’g(T*,an+bB;)=(1—ﬂk2)'g(T,N)+(1—2}Lk2)g(N,N)
~2k,g(B,,N)
0=(1-24k,)

esitliginden

k2=%=sabit, A eR\{0}, (4.12)
bulunur. Ayrica (4.9) kullanilirsa
g(T ", T"f")=(1-2k,)" 9(T.T)-2(1-k,) 29 (T,B,)+ A°g(B,.B,)

f7g(T"T7)=-2(1-2k,) 2

esitliginden

gt =-2(1-1k,)A (4.12)
elde edilir. (4.11) esitligi (4.12) de yerine yazilirsa

f"? =—¢ 1 =sabit =0 (4.13)
(4.10), (4.11) ve (4.12) esitliklerinden

ek N"f" =—1k,B, (4.14)
bulunur. (4.14) esitliginden N” ve B, vektorlerinin lineer bagimli olduklars

goriilmektedir. & null egri oldugundan g(B,,B,)=1 dir. Dolaysiyla B,spacelike bir

vektor ayrica N” vektorii ile lineer bagimli oldugundan N™ vektorii de spacelike vektor

ve T timelike vektor olacaktir. Bu taktirde o  timelike bir egridir.

g (T T ) =-1=—¢, esitligi (4.13) denkleminde yerine yazilirsa
f?=2, A1eR"\{0} (4.15)
esitliginden
'(s) = (s)| =2 (4.16)

elde edilir. (4.11) ve (4.16) esitlikleri (4.9) ifadesinde yerine yazildiginda
T'f' =(1—ik2)T —AB,

esitliginden
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T =1 (T-248)) (4.17)

2Ji

elde edilir. &, =1 ve (4.15) esitlikleri (4.14) ifadesinde yerine yazilirsa k;N™ = —k,B,
bulunur. Bu durumda

k;=—k,, N =B, (4.18)
veya

k, =k, N =-B,, (4.19)
bulunur. Kabul edelim ki & ile " egrilerinin egrilikleri ve Frenet vektorleri arasinda
(4.18) bagimtis1 bulunsun. N™ =B, esitliginin S ye gére tiirevi alinarak (2.7) ve (2.13)
esitlikleri kullanilirsa

(KT +k;B) f'=—k,T (4.20)
elde edilir. (4.20) esitliginin her iki tarafinin N = aB; +bB; ile skaler ¢arpimi alinirsa

o((kT™+k;B) F',N) =—k,g(T,N)
ak; 4 (T, B} )+bk; (T ,B;)+ak; fy(B;,B])+bk; fy(B;,B;)=0

islemlerinden ak, f’=0 bulunur. Eger k, =0 ise (4.20) esitligine bakilirsa timelike
vektor T ile null vektdr T lineer bagimli olur ki bu ise bir geliskidir. Dolayisiyla a=0
ve N = bB; olacaktir. g(N, N ) =1 oldugundan b® =1 dir. Bu durumda

*

N =B, (4.21)

veya
N =-B, (4.22)
esitlikleri vardir. Kabul edelim ki « ile a” egrilerinin Frenet vektorleri arasinda (4.21)

bagintis1 bulunsun. (4.21) esitliginin S ye gore tiirevi alinarak (2.7) ve (2.13) Frenet

denklemleri kullanilirsa

T8 =K 1B
elde edilir. Bu esitlikte (4.11) ve (4.15) yerine yazilirsa

*

1 1
B =———|=T+1B 4.23

bulunur. Diger taraftan (4.16), (4.17) ve (4.18) esitlikleri (4.20) ifadesinde yerine yazilirsa

28



JAKB, = %kl*T +K B,

esitliginden
. k(1
B =—=— (—T +/181) (4.24)
Jak;\ 2
elde edilir. 4> 0oldugundan (4.23) ve (4.24) esitliklerinden
1 K,

—_
ANAK, K

bulunur. Dolayisiyla
sgn(k; )sgn (k; ) =sgn(k;)
olur. det(T",N", B}, B;) =1 esitliginde (4.17), (4.18), (4.21) ve (4.24) kullanilirsa
k| =—k; (4.25)

bulunur. Dolayisiyla sgn (k;) =-1 dir. (4.23) ifadesi ve g (BI Bl*) =1 esitliginden

ﬁg(T,Tp%wg(T,Bl)u%gzg(sl,sl):l
2 = %
elde edilir. Sonug olarak
K, = —%, 2eR\{0) (4.26)
bulunur. (4.25) esitligi (4.24) ifadesinde yerine yazilirsa
B - —%(T +24B,) (4.27)

elde edilir. k| =—k; =—k, olmak iizere (4.11), (4.18), (4.25) ve (4.26) ifadelerinden (4.1)

esitliginin saglandig1 goriiliir. (4.17), (4.18), (4.21) ve (4.27) bagintilar1 kullani-larak (4.2)
esitliginin saglandig1 goriiliir. Benzer sekilde, (4.19) ve (4.21) veya (4.18) ve (4.22) veya
(4.19) ve (4.22) bagntilar1 saglandiginda (4.1) ve (4.2) elde edilir. Boylece teorem

ispatlanmis olur.
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Asagidaki teoremde sirastyla a Cartan null egrisinin genellestirilmis null Mannheim
egrisi ve o =a(s)+(1/2k,)N egrisinin ise genellestirilmis Mannheim partner egrisi

olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar1 verecegiz.

Teorem 4.2 o :1— R Cartan null egri ve ikinci egriligi k, = sabit =0 R"\{0} olsun.
Eger o =a+(1/2k,)N olacak sekilde bir o :I'—> R Frenet egrisi varsa «

genellestirilmis null Mannheim egrisi ve « ise a egrisinin genellestirilmis timelike

Mannheim partner egrisidir.

ispat: Kabul edelimki f:IcR—>I' cR, f ve s’ =f (S):Ha*' (t)Hdt olmak {izere
0

o egrisi

a*(s):a(s)+%N (s). kR \{0), (4.28)

olarak tanimlansin. 4 =1/2K, olarak alinirsa
g(a" (s).a" (5)) =g (e'(s)+ AN+ AN",a'(5) + AN + AN')
£2 =2 (1- ik,)
)
esitliginden g (05*' (s),a” (s)) =-21 oldugu gorilir. Bu durumda k, e R"\{0}
oldugundan o timelike bir egridir. Dolayisiyla f (s)=+/2s olur. (4.28) ifadesinin s ye

gore tiirevi alinip (2.13) Frenet denklemleri ve f'=2 kullanilirsa

T =L(T ~2B,) (4.29)

22

bulunur. (4.29) esitliginin S ye gore tiirevi alinarak (2.7) ve (2.13) Frenet denklemleri

kullanilirsa
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T*'f':%(T’—ZlBl')
k;N*f':%(N _22k,N —27k;B, )
KIN" = —k,B,
elde edilir. Dolayisiyla
K =—k, N =B, (4.30)
veya
K =k, N =-B, (4.31)

olur. Kabul edelim ki « ile a" egrilerinin egrilikleri ve Frenet vektorleri arasinda (4.30)
bagntis1 bulunsun N” = B, ifadesinin s ye gore tiirevi alinarak (2.7) ve (2.13) Frenet
denklemleri kullanilirsa

(KT +k;B)) f'=—k,T (4.32)
elde edilir. (4.32) ifadesi kullanilarak

g((kT"+IGB) £/, (KT +KGB]) /) = g (kT —kT)
(kag(T*,T*)+2kfk;g(T*, B;)+k,’g(B;, Bl*)) f2 =k g(T,T)
esitliginden
(—k?+k?) £2 =0

bulunur. Bu durumda

K| =|k; (4.33)

oldugu goriiliir. (4.29) ifadesi (4.32) esitliginde yerine yazilirsa ve (4.30), (4.33) ve
f'= ifadeleri kullanilirsa
o sgn(k; )sgn (k;)
(! 2\/;
elde edilir. (4.34) ifadesinin s ye gore tiirevi alinarak (2.7) ve (2.13) Frenet denklemleri
ile (4.30) ve A =1/2k, ifadeleri kullanilirsa
~sgn(k; )sgn(k;)
2J2

(T+28B,) (4.34)

B f’

(T'+ 2/181')

esitliginden
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. sgn (k; )sgn(k; )
BN (4.35)

bulunur. (4.29), (4.30), (4.34), (4.35) ve det(T",N", B, B;) =1 esitliklerinden

* 1
ky =——, AeR"\{0
=1 aerp)
elde edilir. Bu ifade (4.35) esitliginde yerine yazilirsa
B, =—sgn(k; )san(k; )N (4.36)

bulunur. Ayrica sgn (kl*) =-sgn(k;) oldugundan B, =sgn(kf)sgn(k;) N elde edilir.

(4.29), (4.30), (4.34) ve (4.36) ifadelerinden « egrisinin catisi ile & egrisinin catist

arasinda

T (T-228B,)

=B,

1

(k )(T+2/18)

f
N
nr sgn ;2/—

B, =—sgn(k;)sgn(k; )N

bagitilarinin oldugu goriiliir.

Kabul edelim ki a ile " egrilerinin egrilikleri ve Frenet vektorleri arasinda (4.31)

bagmtis1 bulunsun. Benzer sekilde @ nm asli normali N nin B, ve B, vektorlerinin

gerdigi {Bl* B, } diizleminde yatt1g1 bulunur. O halde teoremin ispati tamamlanmis olur.
(2) {B: B, } timelike diizlem

Bu kisimda, {Bl* ,B; } timelike diizlemini geren B, ve B, vektdrlerinin causal karakte-

rine bagli olarak iki teorem verecegiz. Bilindigi gibi bir diizlemin timelike olabilmesi i¢in
spacelike ve timelike ortogonal birim vektorler veya lineer bagimsiz null vektorler

tarafindan gerilmelidir.
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Teorem 4.3 a:1— R, genellestirilmis null Mannheim egrisi ve @ egrisinin asli normal
dogrusu N, null olmayan B, ve B, vektorlerinin gerdigi {Bf ,B; } timelike diizleminde
bulunmak iizere o :I" > R/, a egrisinin genellestirilmis Mannheim partner egrisi

olsun. Bu taktirde @ ve o egrilerinin egrilikleri arasindaki iliski asagidaki gibidir:
1

k,=1 k,=1/24, |k/|=|k;|=1|ks|. [Ks == AeR™\{0}
@ Ve o egrilerinin gatilari arasinda ise
« 1
T =—=(T-2B

N :sgn(kf)sgn(ke,) B,
B, :sgn(kf)sgn(k;)zi\/m(T +2B))

B, =sgn (k; )sgn (k,)N

bagmtilari vardir.

Ispat: o egrisinin asli normal dogrusu N null olmayan B, ve B, vektdrlerinin gerdigi
{Bl* ,B; } timelike diizleminde yattiindan « spacelike bir egridir. Dolayisiyla

& =&, =1, &, =—&, olmak iizere (2.7) Frenet denklemleri saglanir. f :IcR—>T cR,

S

f ve A diizgin fonksiyonlar, s =f(s)= I
0

a’ (t)Hdt olmak {izere a egrisinin
parametrik denklemi
a'(f(s))=a(s)+A(s)N(s) (4.37)

seklindedir. Simdi K, =0 ve k, #0 durumlarini inceleyelim.

(2.a) k, =0 olsun. (4.37) denkleminin s ye gore tiirevi alinarak (2.13) Frenet denklemleri

kullanilirsa
Tf' =T+ AN+AN’

esitliginden

33



Tf'=T+AN-1B, (4.38)
bulunur. (4.38) denkleminin her iki tarafimin N =aB, +bB, ile skaler ¢arpimi alinarak

(2.7) ve (2.13) Frenet denklemleri kullanilirsa A' =0 bulunur. Bu esitlik (4.38) ifadesinde

yerine yazildiginda
T f'=T-AB, AeR\{0} (4.39)
elde edilir. (4.39) esitligi kullanilirsa
g(T ", T°f")=g(T,T)-249(T,B,)+2°g(B,,B,)
f2g(T".T7)=-24
esitliginden
f? =—2g A =sabit =0 (4.40)

bulunur. (4.39) denkleminin s ye gore tiirevi alinarak (2.7) ve (2.13) Frenet denklemleri
ile (4.40) esitlikligi kullanilirsa

T f24Tf"=T'-2'B, - 1B/
ek N f? =N -2k,B,
elde edilir. Son esitligin her iki tarafinin N =aB; +bB, ile skaler ¢arpim1 alinirsa
9(SN' 1 N) =g (N,N) ~g (2kB,.N)

islemlerinden geliski elde edilir.

(2.b) k,#0 olsun. (4.37) denkleminin s ye gore tiirevi alinarak (2.13) Frenet
denklemleri kullanilirsa

T =T+AN+AN’
esitliginden

T f'=(1-2k,) T+ A'N + Ak,B, (4.41)
elde edilir. (4.41) denkleminin her iki tarafinin N = aB; +bB; ile skaler carpimi alinarak

(2.7) ve (2.13) Frenet denklemleri kullanilirsa

A'=0 (4.42)
bulunur. (4.42) ifadesi (4.41) esitliginde yerine yazilirsa
Tf'= (1—lk2)T - AB, (4.43)
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elde edilir. (4.43) denkleminin s ye gore tiirevi alinarak (2.7) ve (2.13) Frenet

denklemleri ile (4.42) esitligi kullanilirsa
T f"+T" 7 =(1-2K,) T +(1- 2k, )T'—A'B, - 2B,
esitliginden

T "+ kN 2 =(1- 2K, ) T +(1—- 22k, )N — k,B,

(4.44)

bulunur. (4.44) ifadesinin her iKi tarafinin N =aB; +bB; ile skaler carpimi almirsa

g(T " N)+g(gk N2 N)= g((l—ikz)'T,N)+g((1—21k2)N,N)—g(/’tk3Bz,N)

esitliginden

1 . _
k2=ﬂ=sab|t, A eR™\{0}

elde edilir. Ayrica (4.43) esitligi kullanilarak
g(T T ") =g ((1-2k,)T —2B,,(1- 2k, )T - AB,)
£29(T".T")=(1-k,)" g(T.T)-2(1- 4k,) Ag(T,B,)
+1%g ( B, Bl)
esitliginden
& 12 =-22(1-2k,)
elde edilir. (4.45) esitligi (4.46) ifadesinde yerine yazildiginda
f'? =—g A =sabit=0
bulunur. (4.45) ve (4.47) esitlikleri (4.44) ifadesinde yerine yazilirsa
ek N f'? =-1k,B,
olur. a” spacelike bir egri oldugundan ve (4.47) esitliginden
f2=—2=1], AeR\{0}

bulunur. Dolayisiyla

f(s) =" (s)] =

elde edilir. (4.43) denkleminde (4.45) ve (4.50) esitlikleri yerine yazilirsa
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T4l :%T - 2B,

esitliginden

(T-248,) (4.51)

i

elde edilir. &, =1 ve (4.49) esitlikleri (4.48) ifadesinde yerine yazildiginda

=-1k,B,
kN =k,B,
bulunur. Bu taktirde
K=k, N=B, (452)

dir. N" =B, denkleminin s ye gore tiirevi almarak (2.7) ve (2.13) Frenet denklemleri

kullanilirsa
(kT +&kGB ) ' =—k,T (4.53)
elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinin N = aB; +bB; ile skaler garpimi alinirsa,
g(-kT " N)+g(ekB ' ,N)=g(-kT,N)
—k; T4 (T" N )+ &k T4(B;,N)=—k,g(T.N)
esitliginden
ak, f'=0 (4.54)
bulunur. f'#0 oldugundan k, =0 olsun. (4.53) esitliginden
kT f'=—kT
olur ki bu ifadeye gére T~ ve T lineer bagimli olur. Ancak T~ spacelike vektor, T ise
null vektér oldugundan bu bir celiskidir. Dolayistyla k, # 0 ve (4.54) esitliginde a=0
olmaldir. Bu durumda N =aB; +bB, esitliginden N =bB, bulunur. g(N,N)=1
oldugundan b® =1 dir. Bu taktirde
N =B, (4.55)
veya

N =-B; (4.56)
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olur. Kabul edelim ki « ile «" egrilerinin egrilikleri ve Frenet vektorleri arasinda (4.55)

bagintis1 bulunsun. (4.55) esitliginin tiirevi alinarak (2.7) ve (2.13) Frenet denklemleri

kullanilirsa
=B, f’
T =B =B
esitliginden
B; /1\/7k ( T +B J (4.57)
bulunur. (4.50), (4.51), (4.52) esitlikleri (4.53) ifadesinde yerine yazilirsa
B = % ( T+A1B j (4.58)

elde edilir. <0 oldugundan (4.57) ve (4.58) esitliklerinden

K (1
+AB ZT+1B
i«/ k( j kz(Z 1)

1 K

Kk,
oldugundan
sgn(k; )sgn (k; ) =sgn(k;)
olacaktir. det(T",N",B],B;)=1 esitliginde (4.51), (4.52), (4.55) ve (4.58) esitlikleri

kullanilirsa
kl* = k; (4.59)

elde edilir. Sonug olarak sgn(k;)=1 bulunur. g(B/,B)=&;=-1 de (4.57) esitligi

Js

yerine yazilirsa

* *

2
1 1
g(Bl’Bl)—z{_W} g
3

2
1 |2 -1
tol— |2 A
) bm;} 2° [A\/ﬁkg

* l
ky* = 7
esitliginden
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1 )
=—2. AR\ (4.60)

ks

bulunur. (4.59) esitligi (4.58) ifadesinde yerine yazilirsa

« 1 (1
B, =—|-T+1B .
Lt -

elde edilir. (4.45), (4.52), (4.59) ve (4.60) esitliklerinden k =k; =k, bulunur. (4.51),

(4.52), (4.55) ve (4.61) esitliklerinden

. 1
T =——_(T-2iB

N" =sgn(k; )sgn(k,)B,
B, :sgn(kf)sgn(k;)%\/m(T +21B))
B, :sgn(k;)sgn(ks) N

bulunur. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.4 o:1—>R' Cartan null egri olsun. « egrisinin ikinci egriligi
k, =sabit =0 e R \{0} olsun. Eger & =a+(1\2k,)N olacak sekilde bir " :1" — R

Frenet egrisi varsa a genellestirilmis null Mannheim egrisi ve «  ise « egrisinin

genellestirilmis spacelike Mannheim partner egrisidir.

ispat: Kabul edelimki f:IcR—>I'cR ve s = f(s):j
0

a” (t)H dt olmak iizere "

egrisi
1

@ (s)=a(s)+5-N(s),  keR 0} (4.62)

1
olarak tanimlansin. A = —— olarak alinirsa
2
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g(a*' (3)10‘*’(5)) =g(a'(s)+ AN+ AN a'(s)+A'N+AN’')
t2g(T"T")=(1-k,) g(T.T)-24(1- 2k, ) g(T,B,)
+4%9(B,,B,)
f2=—24(1-2k,)
fr2 :_/1

esitliginden g (a*' (s).a” (S)) =-21 oldugu gorilir. Bu durumda k, R \{0}
oldugundan o spacelike bir egridir. Dolayisiyla f'= |/1| olur. (4.62) esitliginin S ye

gore tiirevi alinarak (2.13) ve f'= \/m kullanilirsa

1
2

bulunur. (4.63) esitliginin tiirevi alinarak (2.7) ve (2.13) Frenet denklemleri kullanilirsa

(T-24B,) (4.63)

*f 1 !
T f':—(T’—Z/i'Bl—ZﬂBl)
2
k1N* =k;B,
elde edilir. Bu durumda
ki =k, ve N =B, (4.64)

bulunur. N” = B, esitliginin tiirevi alinarak (2.7) ve (2.13) Frenet denklemleri kullanilirsa

(KT +IGB, ) £/ =k,T (4.65)
elde edilir. (4.65) denklemi kullanilarak

g((kl*T* +k;B; ) (KT +k;B;) f ) =g (kT ,k,T)
(k> -k?) £ =0

bulunur. Burada f'=0 oldugundan k;” =K, =0 dir. Dolayisiyla
ky
=|k,| olacaktir. (4.63) esitligi (4.65) de yerine yazilirsa ve

K; (4.66)

olur. Dolayisiyla ‘kf‘ =k,

(4.64), (4.66) ve f'=\]|4| ifadeleri kullanilirsa
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[@[—E—{TZZQi]+@&ﬂ ] =kT

*

B = __(T+2:8)

ks2414]

bulunur. Bu taktirde
B _ sgn(kl*)sgn(k;)
1 ZM

yazilabilir. (4.67) ifadesinin tiirevi alinarak (2.7) ve (2.13) Frenet denklemleri ile (4.64)

(T +22B,) (4.67)

ve 4 =1/2K, esitliklerinden

wo, son(k)san(k;) ,
B f'= ;M 2(T+2/151)
. sgn(k;)sgn(k;)
B =— " N (4.68)

elde edilir. det(T",N", B;, B; ) =1 esitliginde (4.63), (4.64), (4.67) ve (4.68) kullanilirsa

ky = i, A € R™\{0} bulunur. Bu esitlik (4.68) ifadesinde yerine yazilirsa

2
B, =sgn(k; )sgn(k; )N (4.69)
elde edilir. sgn(k;)=sgn(k;) oldugundan B; =sgn(k; )sgn(k;)N elde edilir.

Dolayisiyla (4.63), (4.64), (4.67) ve (4.69) esitliklerinden « egrisinin ¢atis1 ile o
egrisinin ¢atis1 arasinda

=2 (T-22B)

2,14
N" =sgn(k; )sgn(k,)B,

B, :sgn(kf)sgn(k;)zi\/m(T +21B))

B, :sgn(k;)sgn(k3) N

elde edilir.
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a egrisinin asli normal dogrusu N, B, ve B, vektdrlerinin gerdigi {Bl* ,B; } timelike

diizleminde bulundugundan « genellestirilmis null Mannheim egrisi ve o  ise «
egrisinin genellestirilmis spacelike Mannheim partner egrisidir. Dolayisiyla ispat

tamamlanmis olur.

{Bl* , B;} timelike diizlemini geren B, ve B, vektorleri lineer bagimsiz null vektorler ise

asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.5 R14 de, genellestirilmis Mannheim partner egrisi partially null egri olan

genellestirilmis null Mannheim egrisi yoktur.

ispat: Kabul edelim ki a:I— R, genellestirilmis null Mannheim egri olsun.

a ' > Rf' ise & nin partially null bir egri olan genellestirilmis Mannheim partner egrisi

olsun. f:IcR>T cR, f ved diizgiin fonksiyonlar, s = f (s) :H
0

o (t)jdt olmak

lizere o egrisi
a'(f(s))=a(s)+A(s)N(s) (4.70)

olarak tamimlansin. Simdi K, =0 ve K, #0 durumlarini inceleyelim.

(1) k, =0 olsun. (4.70) denkleminin S ye gore tiirevi alinarak (2.13) Frenet denklem-
leri kullanilirsa
T f'=T+AN-1B, (4.71)
elde edilir. (4.71) denkleminin her iki tarafinin N = aBl* + bB; ile skaler carpimi alinirsa
A'=0 bulunur. A'=0 (4.71) denkleminde yerine yazilirsa
T#'=T-4B, 1eR\{0} (4.72)
bulunur. (4.72) ifadesi kullanilarak
g(T"f.T°f')=g(T-4B,T-4B))
fg(T",7")=9(T.T)-249(T.B,)+4’g(B,,B,)
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esitliginden
f'? =21 =sabit =0 (4.73)

elde edilir. (4.72) denkleminin s ye gore tirevi alinarak (2.9) ve (2.13) Frenet

denklemeleri ile (4.73) ifadesi kullanilirsa

k'N"f"? =N - 1k,B, (4.74)
bulunur. (4.74) denkleminin her iki tarafinn N = aB, +bB, ile skaler ¢arpimu alinirsa
ak; f?g(N", B} )+bk; f?g(N",B;)=g(N,N)—k,g(B,,N)

isleminden bir ¢eliski elde edilir.

(2) k, #0 olsun. (4.70) denkleminin s ye gore tiirevi alinarak (2.13) Frenet denklemleri
kullanilirsa
Tf'=T+AN+AN’'
esitliginden
T*f':(l—lkz)T +A'N-AB, (4.75)
bulunur. (4.75) denkleminin her iki tarafinin N = aBl* + bB; ile skaler ¢arpimi alinirsa
afy(T",B))+bfg(T",B;)=(1-1k,)g(T,N)+2'g(N,N)-1g(B,N)

esitliginden

A'=0 (4.76)
olur. (4.76), (4.75) ifadesinde yerine yazilirsa
T f'=(1-1k,)T-4B, 1eR\{0} (4.77)

elde edilir. (4.77) denkleminin s ye gore tirevi alinarak (2.9) ve (2.13) Frenet

denklemleri kullanilirsa
T 4T £ = (1- 2k, ) T +(1- 2k, )T' - 2B,
esitliginden
T f"+k N2 =(1-2k,) T +(1-22k, )N — 2k,B, (4.78)

bulunur. (4.78) denkleminin her iki tarafinin N = aBl* + bB; ile skaler ¢carpim1 alinirsa
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f’g(T*,N)+kff’zg(N*,N)=(1—/1k2)'g(T,N)+(1—2/1k2)g(N,N)—/lksg(Bz,N)
0=(1-24k,)
oldugundan
1
k, =—, A1eR\{0 4.7
elde edilir.(4.77) esitligi kullanilarak

g(T" .7 )=(1-k,)" g(T.T)-2(1- 1k,) Ag(T,B,)+ 2’ (B,,B,)

f2 =—24(1-2k,) (4.80)
bulunur. (4.79) esitligi (4.80) de yerine yazilirsa
f'? =—1 =sabit =0 AeR™\{0} (4.81)
elde edilir. (4.78), (4.79) ve (4.81) esitliklerinden
k,N" =k,B, (4.82)
bulunur. (4.82) esitliginden
k, =Kk,, N™ =B,
veya
k, =—k,, N"=-B,

olur. N" =+B, esitliginin S ye gore tiirevi alarak (2.9) ve (2.13) Frenet denklemleri

kullanilirsa

f(—k T +KB; ) = £k,T (4.83)
bulunur. (4.83) denkleminin her iki tarafinn N = aB; +bB, ile skaler carpimi alinirsa
o( f'(-KT +k;B),N)=g(+kT,N)
—k T (T" N )+k; T (B, N)==k,g (T, N)
bk, f'=0
esitligi elde edilir. Bu esitlikte de kz* =0 olsaydi, (4.83) esitliginden T~ spacelike vek-
torii ile T null vektorii lineer bagimli olur. Bu ise bir celigkidir. Dolayisiyla b=0 ve
N =aB, olmalidir. N = aB, esitligi spacelike N vektorii ile null B, vektdriiniin lineer

bagimli olmasi anlamina gelir Ki bu ise imkansizdir. Teorem ispatlanmis olur.
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(3) {B;,B;} lightlike diizlem

Bu kisimda {Bl* B, } lightlike diizlemini geren vektorlerin causal karakterine bagli olarak

iki teoerem verecegiz. Eger Bl* null vektor ise B; spacelike vektor veya Bl* spacelike

vektor ise B; null vektor olacaktir.

Teorem 4.6 a:1— Rf genellestirilmis null Mannheim egrisi olsun. a I > Rf ise a
egrisinin genellestirilmis Mannheim partner egrisi olsun. & egrisinin asli normali N ,
B, null vektorii ile B; spacelike vektori tarafindan gerilen lightlike diizlemde yatsin. Bu

taktirde o~ Cartan null egridir ve asagida verilen bagintilardan biri saglanir:

i. @ ve o egrilerinin egrilikleri

1—sinh2(\/§s)
2

k, = , k, =0,
cosh? {\/E SJ
2 (4.85)
|k3|=cosh6(%s], ki| = !

cosh? (ﬁ s}
2

seklindedir.  ile a  egrilerinin Cartan ¢atilar1 arasinda ise
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)

J2sinh [\/25 SJ
N

sinh?
T* l

BRI

= + - B,
cosh“( SJ cosh3£\/E sj coshz[ﬁsj
2 2
“=-sgn(k;)B,
4.86
——coshz{ﬁsJ (4.80)
2
J2'sinh [fsj
B; =— T+N

sgn (k3 ) 7
cosh ( sj
2
bagmtilari vardir.

IM"M'Z—z

i, X(s)=A1"-A%—2,  f'=¢ # ° A(s)#sabit

fonksiyonlar1 asagida verilen diferansiyel denklemi sagladigina gore
X2 A6+ AXX = (344" + 24" =32) X T
2,4/1'21:”4(121:'4—)(2)

AX ) 2(A%f-X?)-ax x Y X
+2 2ez | T 3g12 7| T |70
22° 17 22°f! Af! At
a ve a egrilerinin egrilikleri

2 2£14 2
L2 e X g |k|_1//1f X

- * ’ - ’
2242 2N A2

rx Y 2(/12f’4—X2)—/1X x Y X 212 (4.87)
+ + +
2/121:'2 2/131:12 }{,’f’z /1/2.':!2 212

‘k3‘: fr2

seklindedir. @ ve a  egrilerinin Cartan catilar1 arasinda

1 ( X j 2(A% " = X?) - AX
X=—— +

fI 2/12.':12 2/131:12
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C 1 x '+ X
y_ fr /1'f'2 ﬂ,'zflz !

L[ X[ A28 422X (324" + 247 -32) X |
_F ﬂz/l’f’z\/ﬁ,zf”‘—xz

=

olmak lizere

N Al A

T = T+—N-—B,
21 f' f' f'
. [ A (=27 =2)_ (aam—a%-2
N —sgn(k3)[ YOT JTJF(T]BI
\//121:!4_(/1/1”_1!2_/1)2
- B, (4.88)

lle

B, = XT +yB, + B,
o sgn(k;‘)[(Xr_zks—k;mf')T +(x+yk,)N +<yf_k;nf,)81]

2K +(yk; +2'~k; pf ') B,

denklemleri mevcuttur.

ispat: f:IcR—>I cR, f veAd dizgin fonksiyonlar olmak iizere  egrisinin asli
normali N , null B, vektorii ile spacelike B, vektoriiniin gerdigi lightlike diizlemde bu-

lundugundan o Cartan null egrisinin Cartan catis1 (2.13) ile verilen Frenet denklem-

lerini saglar. a egrisinin parametrik denklemi ise
a’(f(s))=a(s)+A(s)N(s) (4.89)

seklindedir. Simdik, =0 ve K, #0 durumlarmi arastiralim.

(1) k, =0 olsun. (4.89) esitliginin S ye gore tiirevi alinarak (2.13) Frenet denklemleri
kullanilirsa
Tf'=T+AN-1B, (4.90)
elde edilir. (4.90) kullanilarak
g(T ", T°f)=g(T+A'N-4B,T+N-4B)
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esitliginden g (T* f/ 77 f ') = 1" =21 =0 bulunur. Bu diferansiyel denklemin ¢dziimiin-

den
2
S+C
/I(s)z( 2) , ceR (4.91)

bulunur. (4.90) esitliginin S ye gore tiirevi alinip (2.13) Frenet denklemi ve (4.91) ifadesi
kullanilirsa

T f24+T " =T+ A'N+A'N' - 1B, - 1B/
esitliginden

. . (s+c)’
N f?+T f"=2N-2(s+c)B,— > k;B, (4.92)

elde edilir. « ve o null egriler oldugundan N =aB; +bB, esitliginden

g(N,N)=g(aB; +bB,,aB; +bB,)
1=Db?

b=+1 bulunur. Dolayisiyla N =aB; =B, dir. (4.90) ve (4.92) denkleminin her iki

tarafinin N = an + B; ile skaler carpimi alinirsa sirasiyla

af'=s+c, ceR (4.93)
af"=2 (4.94)
bulunur. (4.93) ve (4.94) esitliklerinden
1 2
a= , f'=c/(s+c)", c,eR"\{0},ceR 4.95
C1(5+C) 1( ) 1 { } ( )

elde edilir.

(4.91) ve (4.95) esitliklerini (4.90) denkleminde yerine yazarsak

T-e— 1 1oL N-Ls (4.96)

01(5+C)2 c(s+c) 2¢

bulunur. (4.95) esitligini (4.92) da yerine yazarsak ve (4.96) kullanilirsa

N"c?(s+c)’ :_(s—zrc)T —(sjtc)Bl—%(sjtc)2 k,B,

esitliginden
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N2 7.1 p Kk g (4.97)

cf(s+c)5 cf(s+c)3 . 2012(s+c)2 ?

elde edilir. Ayrica k; =0 ve k, # 0 durumlarin: arastiralim.

(1.a) k; =0 olsun. (4.92) esitliginin tiirevi alinarak (2.13) Frenet denklemleri kullanilirsa
NTf° 42N f f"+T7f £+ T " =2N"'-2B, - 2(s+¢)B, —(s+¢)k;B,
—%(s+c)2 [kg’B2 + k3Bz'}
esitliginden

2 2
TN fropfe = (50 —481—{3k3+wk3']32
2 2

bulunur. Bu esitligin her iki tarafimn N =aB; + B, ile skaler carpim alinirsa
af'y(T",B;)=0
af"=0

elde edilir. Bu durumda a=0 veya f” =0 olmalidir. Bu ise (4.95) esitligi ile gelisir.

(1.b) k,#0 olsun. (4.97) denkleminin s ye gore tiirevi almarak (2.13) Frenet

denklemleri kullanilirsa

2 4
(—k;T*—B:):20+k3(S+i) T2 N
2c} (s+c) c/(s+c) (498)
L3 5 K,

c?(s+c)’ v 2¢2(s+c)’

bulunur. (4.98) esitliginin her iki tarafinin N = aBl* + B; ile skaler carpimi alinarak (4.95)

kullanilirsa
* * * * * * 2
—ak, fo(T ,B )=k fg(T ,B,)=———0a(N,N
* 1 2 2
k C(s+c) =-
¢, (s+c) (s+e) c(s+c)’
esitliginden
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kzzé, CleR+\{O}, ceR (4.99)
c/(s+c)

elde edilir. (4.96) ve (4.99) esitlikleri (4.98) ifadesinde yerine yazilirsa

2 1 1 1 2
- T+ N-—B, [c(s+c) —B, f’
cZ(s+c) | c(s+c) cls+c) 2 (5+¢) =B
20+k2(s+c)* 2 3 Ky
= 23( 6) T_ 2 5N+ 2 4Bl_ 2 : 282
2c/ (s+c) c/(s+c) ¢/ (s+c) 2c/ (s+c)
2 4 '
—Bff’:24+k3(s+c) T 2 B, Kk, B,

2 6 + 2 4 2 2
2c/ (s+c) ¢/ (s+c) 2c/ (s+c)
bulunur. g(B;,B;)=0 oldugundan

2(24+K; (s+c)') o

4c (s+c)’

c“(s+c)10

elde edilir. Bu ise bir ¢eligkidir.

(2) k, #0 olsun. (4.89) denkleminin tiirevi alinarak (2.13) Frenet denklemleri kullanilirsa

Tf =T+AN+AN’

T = (1‘3“2 jT +[f—j N —(fij B, (4.100)

bulunur. g (T*,T*) =0 oldugundan

esitliginden

2% A(1-2k,)
f 12 - f 12 = 0
elde edilir. Bu durumda
20— A"
k, = YT (4.101)

bulunur. Bu ise A’nin sabit olmadigini gosterir. Eger A=sabit=0 ise (4.101)

esitliginden k, =% elde edilir. k, = %, (4.100) esitliginde yerine yazilrsa T f'=-1B,

bulunur. Bu esitligin her iki tarafinin N = aBl* + B; ile skaler ¢arpimi alinirsa
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afg(T".B )£ fg(T".B")=0
af’'=0
elde edilir. Bu nedenle a=0 ve N =+B, olur. N =+B, denkleminin tiirevi almarak
(2.13) Frenet denklemleri kullanilirsa
N'=+B; f’
bulunur. Bu ifadeyi kullanarak

g(—k,T —B,—k,T —B,)=f ;g (T".T")

k,=0
elde edilir. Bu ise bir celiskidir. Dolayisiyla A = sabit dir.

esitlikleri (4.100) denkleminde yerlerine yazilirsa
T =uT +VN+WwB, (4.103)

olur. (4.103) denkleminin tiirevi alinarak (2.13) Frenet denklemleri kullanilirsa

N =(“ ‘fleVjT +(—“ +fo wk, ) N +(—Wf_,vj B, +(Wf—k3j B, (4.104)

bulunur. (4.104) denkleminin N =aB, +B; ile skaler ¢arpimi alinirsa

o)=L Jg [ £EE M g ()
+(W'f_,ng(|31,N)+(Wf—l%jg(BZ,N)

esitliginden
u+v'+wk,=0 (4.105)

elde edilir. (4.101) ve (4.102) esitlikleri (4.105) ifadesinde yerine yazilarak gerekli

12k | (ZF=2E)_ Ay
£ £ £

(1'2 —A+/M”) fr=1f"

islemler yapildiginda

olacaktir. Bu taktirde son esitlikten
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fr 22—+

= 4.106

f’ AN ( )
bulunur. Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimiinden

12 "

Inf'= J./1 /HM +Inc
J‘/l' —}Hrﬂl"ds
f'=ce’ # , ceR"\{0}
elde edilir. ¢ =1 alinirsa
J~l’2—1+lﬂ”ds
f'=ce (4.107)

bulunur. (4.105) esitligini (4.104) ifadesinde yerine yazarsak

N = UK g [ WV g [WKs g (4.108)
f! f! 1 f! 2

elde edilir. g ( N, N*) =1 oldugundan (4.108) esitligi kullanilarak

f'2—2(u'—vk, (W -v)
W2

2

elde edilir. (4.101) ve (4.102) esitlikleri son denklemde yerine yazilirsa

f’2_2 l’(ﬂi”—ﬂrz_l) /1/1”_/1,2_/1
) 2% ' At
ks =

| Sl

£427 —(A4" =2 - 2)

- -
esitliginden
\/ £422 (A7 =22 =AY
k| = e (4.109)
bulunur.
u’—vk W —v wk,

olmak lizere
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esitliginden

A(AA"=22%42) A'(2A-A%)

. 2071 2221 A(AA"- A%+ A)
f 2A% 1"
A A
Af! f' AA"—A"-2
n= =
f A

'\/lzf |2_(ii“_/1'2_l)2

o E AR (aA— A )’

f Af

olarak alinirsa (4.108) esitliginden

N™=mT +nB, + pB,

olur. Bu denklemin tiirevi alinarak (2.13) Frenet denklemleri kullanilirsa

N"f'=m'T +mT'+n'B, +nB/+ p'B, + pB,

(—ksT™=B) £/ =(m’"= pky)T +(m-+nk, )N +n'B,
+(nk; + p")B,

bulunur. Simdi k, =0 ve k; #0 durumlarin inceleyelim.

(2.a) k; =0olsun. (4.112) denkleminden

B, :_%[(m'_ pk; )T +(m+nk, )N +n'B, +(nk, + p')BZJ

—%(m+nk2)=0

m+nk, =0

bulunur. Bu denklemde (4.110) esitlikleri yerine yazilirsa

U_Vk2+ W —v K, =0
fl fl

u'—2vk, -wk, =0

elde edilir. Son denklemde (4.101), (4.102) ve (4.106) esitlikleri kullanilirsa
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(4.110)

(4.111)

(4.112)

(4.113)

elde edilir. (4.113) esitliginin her iki tarafinin N = aBl* t+ B; ile skaler ¢arpimi alinirsa



(u'=vk,)+(wW-v)k, =0

(AA"=2" = 2)(A%+22-2") L
2402

22 (A" =2"%=2)=0

elde edilir. Burada A #0 oldugundan A1"— 1A' — 1 =0 olur. Bu denklemin ¢6ziimiinden

ﬂ:(z]cosh{%(yrcz)} ¢,C,eR, ¢ =0

G

bulunur. ¢, =2 ve C, =0 alimirsa

A =cosh® [% s] (4.114)
olur. (4.114) esitligi (4.101) ifadesinde yerine yazilirsa
1-sinh® \/25 s : )
K =— ¢ 4.115
i 22
cosh®—s
2
bulunur. (4.114) esitligi (4.107) ifadesinde yerine yazilirsa
f’=cosh4(%sJ (4.116)
elde edilir. Benzer sekilde (4.114) esitligi (4.109) esitliginde yerine yazilirsa
o[ V2
|k,| = cosh > S (4.117)

bulunur.

(4.114), (4.115), (4.116) ve (4.117) esitlikleri (4.100) de yerine yazilirsa

sinhz[\/is] J2sinh (\Es]
T = 2 T+ 2 N — 1
cosh* (\E s] cosh® [\/E s} cosh? (\E SJ
2 2 2

olur. (4.118) denkleminin s ye gore tiirevi alinarak (2.13) Frenet denklemleri ve (4.116)

B, (4.118)

esitligi kullanilirsa
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N"=— B,
cosh® (\E 5]
2
bulunur. Burada
N =B,, k,=-cosh® [g s] (4.119)
veya
N =-B,, k,=cosh® [g s] (4.120)

olmalidir. Kabul edelim ki o egrisinin Frenet vektorleri arasindaki baginti ve li¢lincii
egriligi (4.119) seklinde olsun. N =B, denkleminin tiirevi alinarak (2.13) Frenet denk-
lemleri ile (4.116) ve (4.119) esitlikleri kullanilirsa

B, =—cosh’ (% SJT (4.121)
bulunur. (4.121) esitliginin tiirevi alinarak (2.13) Frenet denklemleri ve (4.116) esitligi
kullanilirsa

—/2sinh (f SJ .
k;B, = T N (4.122)

cosh® [\/E s] _ cosh? [ﬁ s]
2 2

bulunur. g (B; ,B; ) =1 oldugundan (4.122) kullanilarak

S S (4.123)

elde edilir.

(4.118), (4.119), (4.121) ve (4.123) esitlikleri det(T",N",B;,B;)=1 ifadesinde

kullanildiginda
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1

Ky =——F—=— (4.124)
cosh? (\/E sj
2
bulunur. (4.124) esitligi (4.122) ifadesinde yerine yazilirsa
J2sinh (\/25 SJ
B, = T+N (4.125)
cosh (\/ZE s]

elde edilir. Dolayisiyla (4.115), (4.117) ve (4.123) esitliklerinden (4.87) saglanir. (4.118),
(4.119), (4.121) ve (4.125) esitliklerinden ise (4.88) saglanir. (4.120) esitliginin
saglandig1 kabul edilirse benzer sekilde (4.85) ve (4.86) ifadelerinin saglandig1 goriiliir.
Bu taktirde (i) ifadesi ispatlanmis olur.

(2.b) k, #0 olsun. (4.107) esitligi sagladigindan, K, ve K, egrilikleri A ya bagli olarak
(4.101) ve (4.109) esitliginde ifade edilmistir. Simdi A # sabit olmak iizere K, ve K

egrilikleri A ya bagl olarak ifade edilecektir. (4.103) esitligini (4.112) ifadesinde yerine

yazarsak
.1 (= pky +ukg £)T +(m+nk, +vi; £1)N (4,126
B =—— 4.126
' f' +(n'+wk;f’)Bl+(nk3+p’)B2
(4.126) esitliginin her iki tarafinmn N = aBl* t+ B; ile skaler carpimi alinirsa
. m + nk
k, =— 2 4.127
=T (4.127)

bulunur. (4.101), (4.102), (4.107) ve (4.110) esitlikleri (4.127) ifadesinde yerine yazilirsa

M(A=27=2)| (2=t -2\ 22-2"
22 f 2f 27

A'f

K =-

n_ 912 _
RO !

2 W

esitliginden
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” r2
= AT A (4.128)

, zjuuz'Z—A s
AA e M
elde edilir. (4.127) esitligi (4.126) ifadesinde yerine yazilirsa
B, = —%[(m’— Pk, +uk; /)T +(n'+wk; ) B, +(nk, + p) Bz] (4.129)

bulunur. g (Bf B:) =0 oldugundan (4.129) kullanilarak
(nk, +p')” +2(m' = pk, +uk; £)(n"+wk; ') =0 (4.130)
elde edilir. Kabul edelim ki sgn(k,)=1 ve

X=A1"-A%~-2 (4.131)
olsun. Bu esitlikler (4.109) esitliginde yerine yazilirsa
JAREE =X
W=
bulunur. Buldugumuz bu esitlik (4.102), (4.103), (4.110) ve (4.128) esitlikleri

kullanilarak
W —v wk, )  XA%E—X?(3A2"+227 —34)+ XX A1’
Nk, + p’'= — K +| 2| =
f f lZﬂ!f!Z\/ﬂme_xZ
esitliginden

, x[ﬁf"‘+/1/1'X'—(3M"+2,1'2—31)x}
ks +p'= 22052 12 _x2 (4.132)

elde edilir. Benzer sekilde

m’ — pk3+uk;f’:[u _szj —(WKSJK3+Uk;f'

fl f!
! (4.133)
[ AX /12f'4—X2_ X
2121”2 13.':!2 2/121:12
esitliginden
, o [oax T 2(A 1 =X%)-ax
m’' — pk, +uk, f ={2/12 ; ,2} YT (4.134)

bulunur. f" ve X sirasiyla (4.107) ve (4.131) esitliklerinde verilmek {izere
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+
//L’f ' ﬂ’2 f 12
olacaktir. (4.132), (4.133) ve (4.135) esitlikleri (4.130) ifadesinde yerine yazildiginda

n'+wk§f’=( X 2] X (4.135)

liciincii dereceden sadece A ya bagh bir diferansiyel denklem elde edilir. Bu denklem
X[ 2767+ 20X (344" 424" ~32) X |
ﬂ,zﬂ'f'z\/}tzf“‘—xz

’

, ' 2204 y2)
+2{gx}+2(}tf X)AX(X) X

" _
2121:/2 2231:/2 /1'f'2 llZfIZ
seklindedir.
m'— pk, +uk; f’
f !
n'+wk, f'
y=-—pr (4.136)
_Nks P’
f !
esitlikleri (4.129) da kullanilirsa
B, = xT +YyB, + B, (4.137)
seklinde olacaktir. (4.137) denkleminin tiirevi alinarak (2.13) Frenet denklemleri
kullanilirsa
B, f'=XT+xT'+yB,+yB +2B, +2B]
esitliginden

f’(k;N* +k;B;) =(X"—2ZK;)T +(x+ Yk, )N +y'B, +(yk; +2')B, (4.138)

elde edilir.

(4.111) esitligi (4.138) ifadesinde yerine yazilirsa
f7k;B; =(X' — 2k —mk; /)T +(x+ yk, )N +(y'—k;nf ') B, +(yk, + 2’ —k; pf ') B,
esitliginden
1 (x’—zk3 —mk;f')T +(x+ Yk, )N
ks | +(y'—k;nf ") B, +( vk, +2'—k; pf ') B,

*

B, =

(4.139)
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bulunur.

(4.139) esitliginin her iki tarafimin N =aB; + B, ile skaler carpimi alinirsa

* * * * 1
ag(Bz, Bl)ig(Bz,Bz):W(x+yk2)
3
esitliginden
X+ YK,

K=
3 f!

olur. (4.103), (4.111), (4.137) ve (4.139) esitlikleri kullanilarak det(T*, N", B/, B;):l
esitliginden

i = X*f—ykz (4.140)

bulunur. (4.101) ve (4.136) esitlikleri (4.140) ifadesinde yerine yazilirsa

A'X '+2(12f'4_x2)_zx+ X\, X |22-27
2121:/2 22/31:!2 /1']”2 erfr?_ 22/2

k; =- (4.141)

3 f/2

elde edilir.

(4.101), (4.109), (4.128) ve (4.141) esitliklerinden (4.87) elde edilir. (4.101), (4.102),

(4.103), (4.110), (4.111), (4.137) ve (4.139) esitlikleri kullanilirsa @ ve « egrilerinin
Cartan catilar1 arasinda (4.88) esitliginde verilen bagintilar elde edilir. Ayrica

N =aB; +B, ifadesi ile T f'=(1-1k,)T+4'N-AB, denkleminin skaler ¢arpimi

!

alinirsa a=% bulunur. Bu taktirde N Z(Z’/ f’)Bl*iB; oldugu goriiliir. Benzer

sekilde, Sgn(k3)=—1 oldugu kabul edilirse (3.87) ve (3.88) esitliklerinin saglandigi

goriiliir. Teoremin (i) ifadesi ispatlanmis olur.

Sonuc 4.1 Teorem 4.6 da verilen (i) ifadesi, (ii) ifadesinin X =0 igin 6zel durumudur.
B, spacelike vektdrii ve B, null vektdrlerinin gerdigi {Bf B, } lightlike uzay1 igin

asagidaki teoremi verebiliriz:
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Teorem 4.7 R} de, Mannheim partner egrisi pseudo null egri olan genellestirilmis null

Mannheim egrisi yoktur.

ispat: Kabul edelim ki «, R’ de genellestirilmis null Mannheim egri olsun.

a I >R/, a egrisinin pseudo null bir egri olan genellestirilmis Mannheim partner

egrisi olsun. f:IcR—>I cR, f ve 1 diizgiin fonksiyonlar, s* = f (s)= ﬂ a’ (t)Hdt
0

olmak iizere o egrisi
a’(f(s))=a(s)+A(s)N(s) (4.142)

olarak tanmimlansin. Simdi K, =0 ve K, #0 durumlarin1 inceleyelim.

(1) k, =0 olsun. (4.142) esitliginin tiirevi alinarak (2.13) Frenet denklemleri kullanilirsa
Tf'=T+AN-AB, (4.143)
elde edilir. (4.143) esitliginin her iki tarafinin N = iBl* + bB; ile skaler ¢carpimi alinirsa
+f4(T",B;)+bg(T",B;)=2'=A'=0
bulunur. Bu ifadeyi (4.143) esitliginde yerine yazarsak
Tf'=T-4B, AeR\{0} (4.144)
elde edilir. (4.144) esitligi kullanilarak
g(T"f.,T°f")=g(T.T)-249(T,B,)+A’g(B,,B,)
esitliginden
f'? = -2 = sabit (4.145)
bulunur. (4.144) esitliginin S ye gore tiirevi alinarak (2.11) ve (2.13) Frenet denklemleri
ile (4.145) esitligi kullanilirsa
N™f? =N - 1k;B,
elde edilir. Bu denklem kullanilarak
g(N"f2N"f?)=g(N,N)-22k,g(N,B,)+2°k;g(B,,B,)
1+ A%k =0

bulunur. Bu ise bir ¢eliskidir.
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(2) k, #0 olsun. (4.142) denkleminin tiirevi alinarak (2.13) Frenet denklemi kullanilirsa
T f'=(1-2k,)T+ AN - 1B,
elde edilir. Bu denklemin her iki tarafinm N =+B; +bB; ile skaler carpimi alinirsa
+f4(T",B)+bg(T",B;)=2"
A'=0= 1 = sabit

bulunur. Dolayisiyla

T*:(l_ﬁKZJT—%Bl, AeR\{0} (4.146)

dir. g (T*,T*) =1 oldugundan (4.146) esitligi kullanilarak

g(T".7") :(1—3@ ]2 g (T,T)—z[l_f’q‘,k2 j(fiJ 9(T,B,)+4°g(B,B,)

esitliginden

f2=-24(1-2k,) (4.147)

elde edilir. (4.146) denkleminin tiirevi alinarak (2.11) ve (2.13) Frenet denklemleri ile
(4.147) esitligi kullanilirsa

T*,f,:(l—fz’kzj T+(l—f/1,k2]_|_,_(/1 ff—,z/if ]Bl—%Bl'

' _ 3,1
oty o1 2

esitliginden

B, (4.148)

elde edilir. k, =sabit#0 oldugundan (4.148) ifadesinde N” null vektorii, spacelike iki
ortogonal vektoriin lineer birlesimi olur ki bu ise imkansizdir. Bu nedenle K, sabit
degildir.

k, = sabit (4.149)

g ( N, N *) =0 oldugundan (4.148) esitligi kullanilarak

2 2 ’r 31,1
1—2/2u<2 . M<§ o _/1k22 /1k42 o
f’ f’ 21’ f’

esitliginden
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o AkgE— 17 (1-22k,)"

ks FEre (4.150)
bulunur. (4.147) esitligini (4.150) ifadesinde yerine yazarsak
oA +2(1- 2k, ) (1- 21k, )’ 4151
P ~22% (1 2k, ) (.451)
elde edilir.
Ak} 1-24k 2K, Ak
m:_zfrZZ’ n= .I:r2 2’ p: fr42’ q:_f123 (4152)

olsun. (4.148) esitliginde (4.152) esitligini yerine yazarsak N"=mT +nN + pB, +qB,
olur. Bu denklemin s ye gore tirevi alinip (2.11) ve (2.13) Frenet denklemleri

kullanilirsa
k,B; f'=(m'—nk, —qk, )T +(m-+n"+ pk, )N +(p'—n)B, +(pk, +9')B,
bulunur. Bu esitligin her iki tarafinn N = iB: +bB; ile skaler carpimi1 alinirsa
Ky F4 (B, N)=(m"=nk, —ak,) g (T,N)+(m+n"+ pk,) g (N,N)
+(p'-n)g(B,N)+(pk,+9")g(B,,N)
esitliginden
+k; f'=m+n'+ pk,

elde edilir. Kabul edelim ki k, f’=m+n’+ pk, olsun. Bu taktirde

B, = M=k, =0k |y [ P20 B, + Pk; + B, (4.153)
T T T

elde edilir. (4.153) ve g (Bl* BI) =1 oldugundan (4.153) kullanilirsa
! ! ! 2
9 m—nkz—qks p*—n s pk3*+q 1
Kt KCf KCf

2(m’—nk2—qks)(p’—n)(pk3+q')2 =0 (4.154)

esitliginden

bulunur. (4.151) ve (4.152) esitliklerinden
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, kT [1-22k K
m’—nk, — gk, :{_Zf,zz} _[ ) 2}(2_[_]:_,3}(3
K (1=K, )+ 22%K, +(1-22K, ) (1 2k, )| 22K, +2(1- 24k, ) |
) 422 (1- 2K, )’
kgA? (1- 2k, ) +22%k;2 +2(1- Ak, )" (1- 24k, )
422 (1- 2k, )’

, kT [1-22k,
p —n= fr4 - flz

kA2 (1- 2k, )+ 22°%Kk;2 + 2(1- Ak, ) (1— 2K, )
42.(1- 2k, )’

m'—nk, — gk, =

elde edilir.

!’

p'-n=

bulunur. Bu durumda

kA2 (1- 2k, )+ 22k + 2(1- Ak, )" (1-22k,)

m’'—nk, — gk, =
- 427 (1- 2k, )’
, (4.155)
o KA (L 2k )+ 2% 4 2(1- 2k, ) (122,
42(1-2k,)’
olur. (4.155) esitligindeki iki denklemden
m’'—nk, — gk, = (1_jk2)(p'—n) (4.156)
elde edilir. (4.156) esitligi (4.154) ifadesinde yerine yazilirsa
1- 2k
2( j Zj(p’—n)2+(pk3+q’)2=0 (4.157)
bulunur. (4.149) esitligi saglandigindan
p'—=n=0 (4.158)
pk;+9'=0 (4.159)

dir. (4.150) ve (4.152) esitliklerikullanilarak

% k.
pk3+q :f_,fks"'(_f_é]

,OK L —AKE 22°KK,
- + fr4

esitliginden
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K [ K5A% (1- 2k, )+ 2%, — (1= Ak, ) (1- 22k, ) (1+ 24k, ) |

Pl = 47k, (1- Ak, )’ (4.160)
olur. (4.155) ve (4.158) ifadelerinden
kZA? (1- 2k, )+ 22%K? +2(1— 2k, )* (1~ 22k, ) =0 (4.161)
dir. Benzer sekilde (4.159) ve (4.160) esitliklerinden
KiA? (1 2k, ) +22°K}2 +(1— Ak, ) (1~ 22k, ) (~1- 24k, ) =0 (4.162)

bulunur. Dolayisiyla (4.161) ve (4.162) esitliklerinden
3(1- 2k, ) (1- 24k, ) =0

elde edilir. Bu durumda(1-2k,)=0 veya (1-21k,)=0 olacagindan kK, =%:sabit

veya k, = i = sabit bulunur. Bu ise (4.149) esitligi ile celisir.

Ornek 4.1 R de

a(s):Ues cosh[ﬁjds,—fes cosh[ﬁst,—jes cosh{f}ds,—fes cosh(ﬁ]dsJ

2e° 2e° e’ 2e°

parametrik denklemi ile verilen null Cartan egrisini alalim. Bu egrinin Frenet ¢atis1

() o 2] of 5} 2]
B ) ) { £} ]

0 o] o £} ]
B ) 2] A2 (2]

B (s):ﬁ(sinh[ﬁj —cosh(ﬁj cos(ﬁ) sin(ﬁD
i 2 2¢° )’ 2° )2 ) | 2e°
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seklindedir. (s) egrisinin egrilikleri ise k (s)=1, k,(s) =—% ve k:,,(s)zée25 dir.
a(s) egrisinin Mannheim partner egrisi o 1" — R}, a*(s):a(s)—k%N(s)
2

esitliginden o (s)=a(s)—N(s) seklinde tanimlanir. g (a*' (s),a” (s)) =1 oldugun-
dan " birim izl bir spacelike egridir. Egrilikleri ise k; (s)=k; (s)= %ezs ve k; (s)=1
dir. «” egrisinin Frenet catis1 ise
T (s)= Q sinh ﬁ ,—cosh ﬁ ,—COS V2 ,sin V2
2 2¢e° 2e° 2e° 2e°

—sinh (ﬁj,sin [QJ,—COS V2
2e 2e 2e’

S

N™(s)= %Lsinh [ZQJ,—cosh (ﬁl,cos[g],sin V2

2’ ° 26°
B/ (s) =—%(sinh[2—\/§],—cosh (Z_JEJ'_COS(;/;J'_SM(;EN
+£[Cosh(\/§J —Sinh(ﬁl sin(ﬁ —COS(\/EJ]

2 2es )’ 2es |’ 2es |’ 2¢’
ol 2 L]

2e° 2es 2t 26’
B;(S):es[COShLZ—\/g),—Sinh(Ziezs}—sin[z—\/g}cos[;/;j}

+£[—sinh(£} cosh(ﬁ) cos(ﬁ] sin(ﬁD
2 2¢° )’ 2¢° |’ 2¢° || 2¢°

Teorem 4.4’¢ gore « egrisi genellestirilmis null Mannheim egrisi ve « ise

genellestirilmis spacelike Mannheim partner egrisidir. N (S) =B, (S) oldugundan N (S)

vektorii {Bl* B, } timelike diizleminde yatmaktadur.
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Ornek 4.2 R/ de a(s)= [sinh (%) , %sin (%J ,cosh (%) , —%cos [%}]

parametrik denklemi ile verilen null Cartan egrisini alalim. Bu egrinin Frenet ¢atisi

sl Bz of )
N(s)=a"(s)= %(sinh (%J,—«@sin(%],cosh (%),«@co{%]] ,
- S n( el o))

B()é[ﬁhw [JQ “(ﬁ](i;n

seklindedir. & () egrisinin egrilikleri ise k, (s)=1, K, (s) :% ve ky(s)= 73 dir. a(s)

e . . o . * * * 1 . PRoRY
egrisinin Mannheim partner egrisi o :I’ > R/, « (S) = a(S)+§ N (S) esitliginden
2

a (s)=a(s)+N seklinde tanimlanir. g (a*' (s),a” (s)) =—1 oldugundan o egrisi bir

ﬁ

timelike helistir. Egrilikleri ise k; (s)=k;(s)= 5 ve k; (s)=1 dir. Ayrica &” egrisinin

Frenet catis1 ise

T'(s)= L%cosh (%)— 2\1/5 cos[i}?} 235 sinh (%j—%sm(%ﬁ
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Teorem 4.2°ye gore a egrisi genellestirilmis null Mannheim egrisi ve o ise @ egrisinin

*

genellestirilmis timelike Mannheim partner egrisidir. N (S) =B, (S) oldugundan N (S)

vektori {Bl* ,B, } spacelike diizleminde yatar.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu tez ¢aligmasinda null Mannheim egrileri ele alinmistir. R} Minkowski uzayinda null

Mannheim egrisinin bulunmadigi ispat edilmistir. Ayrica, R’ Minkowski uzayinda
pseudo null dogrularin ve pseudo null gemberlerin Mannheim partner egrilerinin pseudo
null dogrular oldugu gosterilmistir. R} Minkowski uzayinda ise genellestirilmis null
Mannheim egrileri ile bu egrilerin genellestirilmis Mannheim partner egrilerinin egrilik
fonksiyonlar1 ve Frenet ¢atilar1 arasindaki iliskiler elde edilmistir. Ayrica, Mannheim

partner egrisi partially null veya pseudo null olan genellestirilmis null Mannheim egri

bulunmadigi gosterilmistir. Benzer sekilde, {a,a*} Mannheim egri ¢ifti R, Minkowski

uzayinda incelenebilir. R; Minkowski uzayinda genellestirilmis null Mannheim egrileri

icin baz1 karakterizasyonlar elde edilebilir.
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