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Ugiincii boliimde Lorentz - Minkowski diizleminde iki odakli ve odak-dogrultman
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The aim of this thesis is to do research on L-conics and L-Cassini curves in
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1. GIRIS

Lorentz - Minkowski diizlemi bir Pseudo-Oklidyen diizlemdir ve bu diizlemde

spacelike, timelike ve lightlike olmak iizere ii¢ dogrultu vardir.

R? uzaymda x = (xq1,%3) ve y = (y1,¥7) vektorleri icin
<X,y >;=Xx1Y1 — XY, seklinde tanimli i¢ ¢arpima Lorentz i¢ carpimi ve bu ig
carpimla donatilmis vektdr uzayma Lorentz diizlemi (iki boyutlu Lorentz uzayi) adi
verilir. Bu diizlemde x vektoriine, < x,x >;> 0 ise spacelike vektor, < x,x >;< 0 ise

timelike vektor, < x, x >;= 0 ise lightlike (null) vektor denir.

Lorentz diizleminde, x = (xq,x,) icin ||x||, =+/|<x,x >,| seklinde tanimlanan
esitlik, x vektoriiniin normu olarak adlandirilir. d;(x,y) = ||x — y|l, bigiminde

tanimlanan d;: R? x R?>—R fonksiyonu, bir metriktir.

Bu diizlemdeki konikler hakkinda bu zamana kadar Wu vd.(2005), Horvath ve Martini
(2011), Fankhénel (2012), Baronti vd. (2012), Martini ve Wu (2014), Shonoda (2015)

tarafindan calismalar iiretilmistir ve bu konu degisik yonleri ile ele alinmistir.

Bu tez ¢alismasinda Lorentz i¢ carpimindan indirgenen metrikle désenen (donatilan)
analitik diizlemde yani kisaca Lorentz - Minkowski diizleminde L-konikleri

siniflandirilmis ve drneklendirilmistir. Ayrica L-Cassini egrileri lizerine ¢alisilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1 OKklid Uzay1 ve Oklid Uzayinda Konikler
Tamim 2.1.1 (Afin Uzay) A # @ bir ciimle ve bir vektor uzayi Volsun.

PY:AXA >V
(P.Q)~ ¥ (P,Q) = PQ

doniistimii;

1) VP,Q,R € Aicin PR = PQ + QR dir.

2) VP € Avea €V igin P—Q) = a olacak sekilde bir tek Q € A noktasi vardir.

sartlarint sagliyorsa A cliimlesine V ile birlestirilmis bir afin uzay denir (Hacisalihoglu

1990).

Uzaydaki vektorler kiimesi iizerinde tanimlanan ‘“toplama” ve ‘“skalerle c¢arpma”
islemleri cebirsel ¢okluklarla ilgili olarak bilinen (ve vektor uzayi aksiyomlar: denilen)

bazi kurallar saglarlar. Bu kurallar asagidaki teoremde toplu olarak verilmektedir.

Teorem 2.1.1 (Vektor Uzayr) d, b,¢ uzayda herhangi vektorler olsunlar. 0= (0,0,0)

sifir vektorii ve 7, s de herhangi skalerler olmak iizere asagidaki 6zellikler gecerlidir.

i) d+b=b +ad (Degisme dzelligi)

i) (a+ E) +c=d+ (B + ¢) (Birlesme ozelligi)

iii) 4+ 0=0+d =4d dir ve 0 bu kurali gergekleyen tek vektdrdiir (Toplamsal
birim elemanin varligi)

iV) d+ (—d) = (—d) +d =0 dir ve her d i¢in —d bu ozellikteki tek vektordiir
(Toplamsal ters elemanin varligi)

V) r(sd) = (rs)a

vi) (r+s)a=ra+sa

vii) s(d + 5) =sd + sb

viii)la = a (Kaya 1988).



Tamm 2.1.2 (I¢c Carpim Fonksiyonu) V bir reel vektor uzayi olsun. V iizerinde bir i¢

carpim diye agagidaki aksiyomlari ile tanimlanan bir
VXV ->R

dontigiimiine (reel degerli fonksiyon) denir, u,v € Volmak tiizere (u,v) seklinde

gosterilir.

i) (u, v) = (v, u) simetri aksiyomu.
i) Bilineerlik aksiyomu:
(cu,v) = c{u,v) = (u,cv),Vc € R;

(u; + uy,v) = (U, v) + (uy, v), YV EV;

(U, v + v,) =(u,vy) +(uw,vy) ,Vu € V.
11)) Pozitif tanimlilik aksiyomu:

(u,u) =0,
(wu)=0 u= 0

(Hacisalihoglu 1990).
Tamm 2.1.3 Bir yonlii dogru pargasinin bas ve ug¢ noktalar1 arasindaki uzaklik temsil
ettigi vektdriin uzunlugu olarak tanimlanir (Vektoriin uzunlugu deyimi yerine vektoriin

boyu, biiylikligii veya normu terimleri de kullanilir) (Kaya 1988).

Tamim 2.1.4 (i¢ Capim Uzay1) R" vektor uzaynda  p = (py,Pz .., Pn) V€

q = (1,93, -, ) olmak tizere,

n
P, q)e = Z Di qi
=1

esitligiyle tammlanan R™ X R™ - R, (p,q) — (p,q) fonksiyonu R™ uzayinda bir ig
carpimdir. Bu i¢ ¢arpima, R™ uzayinin dogal i¢ carpimi veya Oklid i¢ Carpimi denir.



Tamim 2.1.5 (Norm) : p € R™ olmak iizere;

lplle = V{p, p)

diyelim. R® - R, p — [|p|| fonksiyonu, R™ uzayinda bir normdur. Buna gore R™ vektor

uzay1, normlu vektor uzayidir.

de(p,q) = llp — qll

bi¢imde tanimlanan dp : R®™ X R® - R fonksiyonu, R™ uzayinda bir metriktir.
Dolaysiyla R™ bir metrik uzaydir. Bu metrikle birlikte R" uzayma Oklid Uzay1 denir.

Bu uzay kimi zaman E™ ile gosterilir (Sabuncuoglu 2006).

E = R, 1-boyutlu standart Oklid uzay: reel sayilar ekseni olarak reel sayilar sistemiyle
birlestirilen Oklid dogrusudur.

E?, 2 -boyutlu standart Oklid uzay1, reel diizlem ya da Oklid diizlemi olarak bilinir.
E3, 3- boyutlu standart Oklid Uzay1 olarak bilinir.

Tamm 2.1.6 (Bir Noktamin Bir Dogruya Uzakh@) E? de P(x,,y,) noktasinin
Ax + By + C = 0 dogrusuna uzakligi,

. |Axy + By, + C|
VA? + B?

birimdir (Balc1 2012).

Simdi koniklerin tanimlar1 verilsin.

Bir dik koni yiizeyinin bir diizlemle ortak noktalarinin ciimlesine konik adi verilir.

d dogrusu koninin anadogrusu ve T noktasi da tepe noktasi olsun.



Boyle bir koniyi K nokta climlesi olarak alalim ve bir 7 diizlemiyle KN arakesitini

izleyelim.

a) Eger m diizlemi i¢in T € 1 ise ve biitiin anadogrular kesiyorsa konik sadece T
noktasindan ibarettir.

b) Eger n diizlemi i¢in sadece d € m ise konik bu d dogrusundan ibarettir.

¢) Eger m diizlemi biitiin anadogrulari kesiyorsa ve T € 1 ise o zaman konik kapali
bir egri olur. m nin anadogrularla yaptig1 aciya gore bu kapali egri bir elips veya
bir ¢gember olur.

d) Eger =« biitiin anadogrular1 kesmiyorsa

i) T € oldugu zaman konik kesisen iki dogru veya (bu iki dogrunun
cakigmasi 6zel hali olan) bir dogru olur.

i) T ¢ m oldugu zaman konik ya bir hiperbol veya bir paraboldiir.

Tamm 2.1.7 (Elips) 7 diizleminin sabit ve farkl iki noktas1 F, F’ ve degisen bir noktasi

P ise, diizlemin P noktalarinin,
(E)={P:d(P,F)+d(P,F')=2a,F,F,Pemn,a>c>0,d(F,F) = 2c}

climlesine elips denir. Kartezyen denklem olarak ifadesi yukaridaki tanimda,

dg(P,F) =+ (x —¢)? + y?
dg(P,F") =+/(x + ¢)? + y?

degerleri yerlerine yazilarak ve

konumu yapilarak



ifadesi elde edilir. Yani diizlemde, sabit iki noktaya uzakliklar1 toplami sabit olan
noktalarin kiimesine (geometrik yerine) elips denir. Sabit olan iki noktaya elipsin

odaklar1 adi verilir.

Tanmm 2.1.8 (Hiperbol) 7 diizleminin sabit ve farkli iki noktas1 F,F' ve keyfi bir

noktasi P ise, diizlemin P noktalarinin,
(H)y={P:|d(P,F)—d (P,F)| =2a,d(F,F')=2c,a <cF,F,P€mn}
ctimlesine hiperbol denir.

Kartezyen denklem olarak ifadesi yukaridaki tanimda,

dg(P,F) =+ (x —c)? +y?
dg(P,F") =/ (x +¢)? + y?

oldugundan,

g (P,F) = dg (P,F)| = [V = )2 +y2 = (@ + )2 + y?| = 2a
veya
c? =a?+ b?
konumu ile hiperboliin standart formdaki denklemi denen,

X2 2
- L=1
a? b2
ifadesi elde edilir. Yani diizlemde sabit iki noktaya olan uzakliklari farkinin mutlak
degeri sabit olan noktalarin geometrik yerine hiperbol denir. Sabit olan noktalara

hiperboliin odaklar1 denir.



Tamm 2.1.9 (Parabol) 7 diizleminin sabit bir noktas1 F ve sabit bir dogrusu [ ise,

diizlemin P noktalarinin,
(P)={P:d(P,F)/d(P,H)=1,F,.HP€em}

climlesine parabol denir. Ekseni Ox —ekseni ve tepe noktasi baglangic olan, bir dik

koordinat sistemine gore, yukaridaki tanimi ele alirsak,

ds(P,F) = [(x =)z 42
de(P,H) = |(x+ %

oldugundan,
dE(P;H) = dE(PlF)

veya

2 2
2 pZ
Z4px+—=x—px+—+y?
xTtpxt=xtopx+ oty
y? = 2px

elde edilir. Eger paraboliin ekseni y-ekseni ve yine tepesi koordinat baglangici ise,
x% = 2py
bulunur (Hacisalihoglu 1990). Yani diizlemde sabit bir noktadan ve sabit dogrudan esit

uzaklikta bulunan noktalarin geometrik yerine parabol denir. Sabit dogruya paraboliin

odagi, sabit dogruya paraboliin dogrultmani denir.



Tamim 2.1.10 (Singiiler Nokta) Bir Q koniginin denkleminde,

Q(x,y) =0, Qx(x,y) =0, Qy(x'y) =0

ise (x, y) noktasina singiiler nokta denir. Yani,

Q(x,y) = ax? + 2hxy + by?* + 2gx + 2fy+c =0
Qx(x,y) =2(ax +hy +g) =0
Qy(x,y)=2(hx+by+f)=0

olmalidir (Gibson 2003).
Tamim 2.1.11 (Cassini Ovali) Diizlemde sabit iki noktaya olan uzakliklar1 ¢arpimi sabit
olan noktalarin geometrik yerine Cassini Ovali denir. Sabit noktalar P;, P, olsun.
Koordinat sistemini o sekilde segelim ki P; = (u,0) ve P, = (—u,0) olsun. Aranan
geometrik yere ait bir nokta P = (x, y) olduguna gore,

dE(P, Pl)'dE(PF Pz) = az, a = Sabit > 0
yazilabilir. Buradan,

(x2+y?2+u?)?—4u?x? —a*=0

bulunur. Bu denklemde (x,y) - (—x, —y) konumu egrinin baslangi¢ noktasina gore

simetrik oldugunu ve (x,y) - (—x,y) ve (x,y) — (x,—y) konumu da egrinin

koordinat eksenlerine gore simetrik oldugunu gosterir (Hacisalihoglu 1990).



Sekil 2.1 Oklid Diizleminde Cassini Ovali

2.2 Lorentz - Minkowski Uzay1

Tanim 2.2.1 (Simetrik Bilineer Formlar) V bir reel vektor uzay1 olsun.
g:VxV-R

doniisimi Va,b € RveVu,v,w €V igin,

N g@wv)=gu
(i) glau+ bv,w) =ag(u,w) + bg(v,w)
(i) g(u,av+bw) =ag(u,v) + bg(u,w)

ozelliklerine sahipse bu durumda g doniisiimiine V vektdr uzayi iizerinde simetrik

bilineer form denir.



Tanim 2.2.2 V bir reel vektor uzayive g : V X V — R doniisiimii V {izerinde simetrik

bilineer form olsun.

(1) g non — dejeneredir. & g(u,v) = 0 ve Vv € V icin u = 0 dir.
(i)  gdejeneredir.< g(w,v) = 0ve Vv € Viginw # 0 dir.

(i)  V tzerindeki g non-dejenere simetrik bilineer form V nin bir W alt vektor

uzayina indirgenebilir. 9 /W indirgenen simetrik bilineer form dejenere veya

non-dejeneredir.

Tamim 2.2.3 (Skalar Carpim Uzayi) V bir reel vektor uzayi olmak iizere, V iizerinde
tanuml,

g:VxVvV-Vv

dontisiimii bilineer, simetrik ve non-dejenere ise g ye V iizerinde bir skalar ¢arpim, bu

durumda V vektor uzayina da bir skalar ¢arpim uzay1 denir.

Tamm 2.2.4 (Simetrik Bilineer Formun Indeksi) V bir skalar carpim uzayi, W de
tizerinde skalar ¢arpim negatif tanimli olacak sekilde V nin en biiyiik boyutlu alt uzay
olsun. Bu durumda W nin boyutuna g skalar carpiminin indeksi denir. g skalar
carpiminin indeksi V ise 0 <V < boyV dir. Ayrica V skalar garpiminin indeksi,

tizerinde taniml1 g skalar ¢arpiminin indeksi olarak tanimlanir.

Tamim 2.2.5 (Lorentz Uzayi) V bir skalar ¢arpim uzayi olsun. V nin indeksi v olmak

tizere v = 1 ve boyV > 2 ise V skalar ¢arpim uzayina bir Lorentz uzayi denir.

Tamm 2.2.6 (Lorentz i¢ Carpim) x,y € R" iki vektor ve n > 1 olsun. x ve y nin

Lorentz i¢ ¢arpimi (skalar carpimi),
X0y = —X1y1 + XYz + -+ XnIn
seklinde tanimlanir ve RY*~1 (L"1) ile gosterilir. Ayrica
(¥ = Y1+ XY+ X 1Vn1 — XY

skalar ¢apimi R*~ 11 (L*"1) ile gosterilir.
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Bu i¢ ¢arpim ile birlikte R™ afin uzayma Lorentz-Minkowski uzay1 denir ve R} (L") ile
gosterilir. Lorentz metrigi olarak isimlendirilen bu i¢ carpim bilineer, simetrik ve
non-dejeneredir. Bundan sonraki boélimlerde Lorentz-Minkowski uzayr L™ olarak
almacak, n = 2 icin (L2,{.,.),) uzay1 Lorentz-Minkowski diizlemi olarak adlandirilir

ve L? ile gosterilecektir.
Tanim 2.2.7 Bir v € V vektorii igin,
(1) g(w,v) > 0 veya v = 0 ise bu v vektoriine uzaysi (spacelike) vektor,
(i)  g(v,v) < 0ise bu v vektoriine (timelike) zamans1 vektor,
(i) gv,v)=0 ve v+ 0 ise bu v vektoriine 1siks1 (lightlike, null veya

isotropik) vektor denir.

Tamim 2.2.8 (Lorentz Norm) : L" uzayinda bir x vektoriiniin Lorentz normu,
llxll = v/ 1¢x, )|
ile, x ve y vektorleri arasindaki uzaklik,

d(x,y) =llx =yl

seklinde tanimlanir. Normu 1 br. olan vektore de birim vektor denir. ||x||, pozitif, sifir

ya da pozitif imajinerdir (O’Neill 1983, Ratchlife 1994).
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2.3 Lorentz - Minkowski Diizleminde Dogrular

Tammm 2.3.1 L? de iki nokta P = (x,y), Py = (x0,¥) olsun. Bu noktalardan gecen

dogrunun egimi,

olmak tizere,

e |m| < 1 dogrusuna spacelike dogru (1.¢esit)
e |m| > 1 dogrusuna timelike dogru (2.¢esit)

e |m| = 1 dogrusuna lightlike (null) dogru

denir (Sekil 2.2).
Null dogru Timelike Null dogru
Spacelike Spacelike

Timelike

Sekil 2.2 L? de dogrular
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Tamm 2.3.2 L? de bir (x,,V,) noktasindan gegen dogru denklemleri, hiperbolik

trigonometrik fonksiyonlarla ifade edilebilir.
i) m| < 1 ise bu dogru (1.¢esit) denklemi,
(x — xg)sinh8 — (y — yo)coshf = 0 (2.1)
dir (6 acis1 x ekseniyle yapilan ag1 olarak alinmistir).
i) |m| > 1 ise bu diizgiin dogru (2.¢esit) denklemi,
(x — x9)coshO' — (y — yo)sinhf' =0 (2.2)
dir (6" agis1 y ekseniyle yapilan ag1 olarak alinmustir).
Tamm 2.3.3 (Pseudo-Ortogonallik (Diklik)) L? de pseudo-ortogonallik Oklid
ortogonallik tanimi ile aymidir. Fakat pseudo-ortogonal olan iki dogrunun egimleri

carpimi +1 dir.

Teorem 2.3.1 L? diizlemindeki P;(x;,y;) noktasmn y : y —mx — q = 0 dogrusuna

uzakligi,

lys —mx; —q|
|m? — 1|

dL(Pll V) =

Im| # 1, |[m| # oo i¢in ¥y dogrusunun 1.gesit veya 2.¢esit olmasindan bagimsiz olarak

formiilii ile bellidir.
Ispat: 2.cesit bir diizgiin dogru {y : y —mx —q = 0; |m| > 1} iizerinde bir P(x,y)

noktasini ve diizgiin dogrunun disinda bir P;(x;,y;) noktasini alalim. Bu iki nokta

arasindaki uzakligin karesi,
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d,(P,Py)? = (x —x1)? — (- 3’1)2 = (x —x)*(1 —m?)

x = x, = (x; — my; —mq)/(1 —m?) icin ekstremdir (minimum) ve
2 1 V1 q ¢

— mx; — q)* —mx; —
(y1 1= q) ved,, = 2! 1= (2.3)
m?—1 |m2 — 1]

—2
P2P1 = D12 =
dir. Ayrica P;, P, noktalarindan gegen bir diizgiin dogru,

1
-n)= E(x —X1)
denklemli bir y dogrusuna Pseudo-ortogonaldir. (Catoni et al. 2008, Shonoda 2015).
2.4 Orta Kiimeler
2.4.1 iki Noktanmin Orta Kiimesi
Tamm 2.4.1 L? diizleminde verilen iki noktadan esit uzakliktaki noktalarin kiimesine
bu noktalarin orta kiimesi denir. Yani bu dizlemde P; = (xq,y1) Ve P, = (x5, y,) iKi
nokta olmak iizere,
{X : dL(lel) = dL(X'PZ)IX € LZ}

kiimesine P;, P, noktalarinin orta kiimesi denir. Buradan, X = (x,y) € L? olmak iizere,

dL(X,P1) = dL(X,Pz)

VIG = x)2 = (v = )2 = VI(x = %)% = (v = 2)?|
1= x)? = O = y)?] = 1(x = x2)* = (y = ¥2)°l

denkleminin ¢oziimii Lorentz diizleminde iki noktanin orta kiimesini verir. Bu durum

L-hiperboliiniin 6zel halidir ve Boliim 3.3 de ayrintili olarak incelenecektir.
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2.4.2 Bir Noktanin ve Bir Dogrunun Orta Kiimesi
Tammm 2.4.2 [? diizleminde verilen bir noktadan ve bir dogrudan esit uzakliktaki
noktalarin kiimesine bu noktanin ve bu dogrunun orta kiimesi denir. Yani bu diizlemde
P; = (x4,y,) birnoktave L : y — mx — q = 0 bir dogru olmak iizere,

{X : dL(XlPI) = dL(XiL)'X € LZ}
kiimesine P; noktasinin ve L dogrusunun orta kiimesi denir.

Buradan X = (x,y) € L? olmak iizere,

ly — mx — q?
|m? — 1|

|(x —x1)? = (¥ —y1)?| =

denkleminin ¢6ziimii bize P; noktasinin ve L dogrusunun orta kiimesini verecektir. Bu
denklemde L-paraboliiniin denklemidir. Boliim 3.4 de L-parabolleri ayrintili olarak
incelenecektir.
2.4.3 Iki Dogrunun Orta Kiimesi
Tamm 2.4.3 L? diizleminde verilen iki dogrudan esit uzakliktaki noktalarin kiimesine
bu dogrularin  orta  kiimesi denir. Yani, L;:y+mx+c; =0 ve
Ly : y +myx + ¢, = 0 dogrular1 L? diizleminde verilen iki dogru olmak iizere,

{X : dL(XlLl) = dL(X'LZ)lX € LZ}

kiimesine L, ve L, dogrularinin orta kiimesi denir.

Buradan X = (x,y) € L? olmak iizere,
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ly + myx +¢q| |y +max + ¢l

JmZ =1 Jim3 1]

y+m1x+cl_+y+m2x+c2

JImZ = 1] Jim =1

seklinde yazilabilir. Burada 1/ |m3 — 1| = p ve y/|m3 — 1| = q olarak alirsak,

y+m1x+c1_+y+m2x+cz
p B q

olur.

Durum1: & tmx + Cl)/p =~ mex+ CZ)/q olsun. Bu durumda,

mzp+m1qx_C1Q+C2P
qt+p q+p

dogrusu bulunur.

Durum2: & +max + Cl)/p = O +myx + CZ)/q olsun. Bu durumda,

mMap — My q 2P — 14
= X+
q—-p q—-p

dogrusu bulunur.
Sonug olarak, iki dogrunun orta kiimesi, yukaridaki dogrulardan olusur.
Simdi de iki dogrunun L-orta kiimeleri ile Oklid orta kiimeleri karsilastiralim. |m| # 1,

m =+ o iken L; | L,ve L; L L, iken L-orta kiimeler Oklid orta kiimeyle aynidur.

m, L, ve L, dogrularmin egimi olmak tizere, L, | L, (lm| > 1 ve |m| < 1) iken orta

16



kime  bir tek  dogru, diger  durumlarda  kesisen  iki  dogrudur.
Ly LL, (Jm| >1 ve |m|<1) iken orta kiime Oklid anlamda agiortay dogrularidir.
Sekil 2.1 de mavi renkle siyah renkli dogrularn Oklid anlamda orta kiimesi, kirmizi

renkle verilen de L-orta kiimesini gostermektedir (Bkz. Sekil 2.3).

L-orta kiimesi

Sekil 2.3 L- Orta Kiimesi
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3. LORENTZ - MINKOWSKIi DUZLEMINDE KONIKLER

3.1 Lorentz — Minkowski Diizleminde Cemberler

L? diizleminde ¢emberler, Oklid anlamdaki hiperbollerdir. Bu diizlemdeki ¢emberleri
Oklid diizlemdeki ¢cemberlere benzer sekilde tanimlayabiliriz. Asagida L? diizleminde

L-¢cemberinin tanimi1 verilmistir.

Tamm 3.1.1 x = (x,y) L? diizleminde bir keyfi nokta, z = (z;,z,) ¢emberin merkezi

ve o yarigap olmak iizere, Lorentz normunu kullanarak, L-¢emberlerinin kiimesini,

{xe L?: ||x—z|| =a, o> 0}

seklinde yazabiliriz. Yani, L-cemberlerinin denklemi,

|(x = 21)* = (v — 2,)*| = o (3.1.1)

bi¢gimindedir. Bu L-¢emberinin asal ekseni spacelike ise spacelike gember, asal eksen
timelike ise timelike cember, asal eksen lightlike ise lightlike cember olarak adlandirilir.
L? diizlemindeki birim ¢ember {x € R?: <x,x >, =1} seklinde olup,
x = (x,y) € L? i¢in x? —y? = 41 denklemine sahiptir. Birim ¢ember L? diizlemini
dort bolgeye ayirir. Bunlardan ikisi spacelike da, diger ikisi de timelike bolgesindedir.
Birim ¢emberin asimptotlart olan y = x ve y = —x dogrulart lightlike (null)

dogrulardir (Bkz. Sekil 3.1).
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Lightlike

Lightlike

Sekil 3.1 Lorentz diizleminde birim ¢gember

3.2 Lorentz - Minkowski Diizleminde iki Odakh Elipsler ve Singiiler Noktalar

L? diizlemindeki elipsleri, Tanim 2.1.7 deki elipslere benzer sekilde tanimlariz. Bu

diizlemdeki elipsler L-elipsleri olarak gosterilsin.

Tamm 3.2.1 x = (x,y) L? diizleminde keyfi bir nokta, z = (zq,2;) ve w = (wq, w,)

elipsin odaklari olmak tizere, L-elipslerinin kiimesini,
{xe L?: ||x—z||+ llx —w| =2a,a> 0}

seklinde yazabiliriz. Yani L-elipslerinin denklemi,

VI =22 = (v = 2)2] + {I(x —wy)? = (y —wy)?| =20 (3.2.1)

seklindedir. Bu elipslerin odaklar arasi uzaklikligi,
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2d = \/|(Z1 —wy)? = (22 — wy)? (3.2.2)

dir. L? diizleminde Zw dogrusunun (asal eksenin) egimi m olsun. L-elipslerini [m| > 1

ise timelike L-elipsi, |[m| < 1 ise spacelike L-elipsi, |m| = 1 ise lightlike L-elipsi olarak

adlandiracagiz.

Teorem 3.2.1 L? diizleminde z = (z,,2,) ve w = (wy,w,) odaklar ve Zw dogrusunun

(asal eksenin) egimi m, 2a ve 2d katsayilarinin alacagi degerlere gore iki odakli

L-elipsi asagidaki Tablo 3.1 de verilen geometrik yerlerden biridir:

Z, W Ve m nin

2a Geometrik Yer
durumu
z =w = (z,,z,) noktasinda kesisen lightlike
zZ=w
(null) dogrular
20=0
[z, w] kOsegenli kenarlari lightlike (null) dogru
ZFWwW
olan dortgensel bolge
z=w = (z4,2;) merkezli ve 2a yaricaph
Z=w 20> 0
L-¢cemberi
Odaklarin en az birinden gecen ii¢ lightlike
20=2d =0
(null) dogru
Im| =1 . — —
20>2d =0 6 singiiler noktali lightlike L-elipsi
20<2d =0 Bos kiime
2a = 2d 6 singiiler noktali timelike L-elipsi
lm| > 1 2a > 2d 8 singiiler noktali timelike L-elipsi
200 < 2d 8 singiiler noktali timelike L-elipsi
2a = 2d 6 singiiler noktal spacelike L-elipsi
Im| <1 200 > 2d 8 singiiler noktal1 spacelike L-elipsi
2a < 2d 8 singiiler noktali spacelike L-elipsi

Tablo 3.1 Farkli Durumlarda iki Odakl1 L-elipsi incelemeleri
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Ispat: L-elipsleri i¢in farkli durumlar séz konusudur.

) z=(z4,2,) vew = (wy,w,) odaklarinin bazi 6zel durumlarini inceleyelim.

) z=wve2a = 0 olsun. Bu durumda (3.2.1) denkleminin geometrik yeri,

VI —2)2 = (y = 2)?| =0
|(x —21)? = (y —22)*| =0
(x = 21)* = (¥ — 22)*
X—Z1=Y—2Z, N —x+2z,=y—2,

y=x+2z;— 2z N y=—Xx+2, +2z;

z = w = (24, Z;) noktasinda kesisen lightlike (null) dogrularidir.

I) z# wve2a = 0 olsun. Bu durumda (3.2.1) denkleminin geometrik yeri,

VI =27 = (7 = 22 + VI —w)? = (v —wp)?| =
|(x =20 = (¥ = 22)?1 =0 A [(x —wy)? = (y —wp)?| = 0
(x—2)* = —2)* N (x—w)? =y —w,)’
(x—2)* = —2)* N (x—w)? = —w,)’
X—21=Y—Z, N x+z,=y—2, Nx—-wi=y—-w, A —x+w;=y—w,

y=x+z;—-zy Ny=—x+2z,+z, ANy=x+w,—w; ANy= —x + wy +wy
[z, w] kosegenli kenarlari lightlike (null) dogrular olan dortgensel bolgedir.

I1) z=wve 2a > 0 olsun. Bu durumda (3.2.1) denkleminin geometrik yeri,

VI =2)? = (y = 22)?| =2«

|(x — 21)% = (y — 22)°| = 4c?

z =w = (zy,z,) merkezli ve 2a yarigaplh L- ¢emberidir.
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1) Zw dogrusunun (asal eksenin) egimi m, 2a ve 2d = d;(z,w) degerlerine gore

asagidaki durumlar incelenir.

olur. Bu denklem ig¢in,

a) |x—z|=1|y—2z] ve

kiimedir.

VI =22 = (7 — 2202 + JI(x —w1)? = (v —wz)?| =20

|x —w;| = |y — wy| olsun. Bu durumda ¢6ziim bos

b) Asagidaki durumlarin her birinde (3.2.1) denkleminin geometrik yeri L-¢cember

parcalarindan olusur (Sekil 3.2).

|x_le > Iy_Zzlve |X—W1| - |y_W2| 0|Sun
lx —z,| < |y — z,| ve |x —wy| = |y — wy] olsun.
|x_le == Iy_Zzlve |X—W1| > |y_W2| 0|Sun

|x_le == Iy_Zzl ve |X—W1| < |y_W2| 0|Sun

Yukaridaki denklemlerin birlesimi L-cemberini olusturur (Sekil 3.3).

L-cemberi

6

-4 -2

-2

-4

-6

Sekil 3.2 z = (0,0) ve a = 1 L-gember pargasi
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L-cemberi

6

-6

Sekil 3.3z = (1,1) ve a = V2 L-gemberi

€) Asagidaki durumlarin her birinde (3.2.1) denkleminin geometrik yeri

pargasidir (Sekil 3.4).
o |x—2z|>|y—2zve |x—wy| > |y—w,|olsun.
o |x—2z|>|y—2z]ve |x —wy| <|y—wsy]|olsun.
o |x—2z| <|y—2zve |x —wy|>|y—wy|olsun.
o |x—2z| <|y—2zve |x—wy| <|y—w,|olsun.
L-elipsi
6 —
4 -
>
_— 2 r
-6 -4 -2 2 4 6
X
. Sl
4
6 -

Sekil 3.4 Odaklar1 z = (1,0) ve w = (—1,0), a = 2 L-elips pargasi
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Yukaridaki denklemlerin birlesimi L-elipslerini olusturur. Fakat L-elipslerinin sekli
singiiler noktalarina gore farklilik gosterirler. Bu elipsler en fazla sekiz singiiler noktaya
sahip ve bunlar lightlike (null) dogrular lizerindedir. Bu dogrular,

y=Xx+2zZ, — 2z, V=—x+2,+2z;, Y=Xx+w,—wq, y=—x+tw, +w;

bi¢imindedir.

Asagida L-elipslerinin iizerindeki en fazla sekiz singiiler noktanin bulunusu

aciklanmistir. Bu noktalar P, P, P, Py, Ps, P, P, Pg ile gOsterilmistir.

Durum 1 : |x —z| = |y — z,| ve |x —w;| = |y —wy]| olsun. Bu durumda (3.2.1)

denklemi,

VE =202 = —2)% + Jx—w)? = (y—wy)? =20 (3.2.3)
olur.

1- P, =(x;,y;) noktast y=x+2z,—2z;  dogrusu ilizerinde alinirsa,

X1 = Y1 + z; — 2z olur. Bu deger (3.2.3) denkleminde yerine yazilirsa,

N1 +21— 2, —20)% — (1 — 22)% + J1+(21 — 2, — wy)? — (11—w2)? = 20
V24 2v,(zy — 2 —wy) + (2, — 2, — wy)? — ¥ + 2y,w, — w2 = 402

402 + w2 — (21 — 2, — wy)?
yi =

2(z1 —z; —wy +wy)

bulunur. y; degeri x; =y, + z; — z, denkleminde yerine yazilirsa,

40% + w2 — (24 — 2, — wy)?

X1=y1+21—22 = X1 = +Zl_ZZ

2(z1 —z; —wy +wy)

olacaktir.
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Bu durumdaki diger singiiler noktalarda benzer sekilde bulunabileceginden, dogrudan

sonuglar1 yazabiliriz.
2- P, = (x,,y;) noktast y = —x + z, + z; dogrusu lizerinde ise,

402 + w2 — (zy + 2, —wy)?
xz =

+z;+2z
2(z3 + 21 —wy —wy) teee

4a? + w2 — (zy + z; — wy)?
Y2 =

Z(WZ + Wy — 2y — Zl)
bulunur.
3- P; = (x3,y3)noktast y = x + w, — w; dogrusu iizerinde ise,

4o+ zi - (W —w, —2)?

Xa = +w,—w
’ 2(wy —wy — 21 + 25) ! 2
4 +zi - (W —wy —2)?
3= 2(wy —wy — 21 + 25)
dir.
4- P, = (x4,Y,) noktast y = —x + w, + w; dogrusu iizerinde ise,
402 4+ z2 — (W +wy, — 27)?
Xy = +w;+w,
2wy +wy, — 2z, — 2,)
_ 40? +2z2 — (W +w, — z;)?
y4 N 2(Z1 + Zy—Wq — Wz)
bi¢imindedir.
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Durum 2 : |x —z| < |y — z,| ve |x —w;| < |y —w,]| olsun. Bu durumda (3.2.1)

denklemi,

VO —22)2 = (x = 21)? + (7 = wp)? = (x —wy)? =20 (3.2.4)
olur.
5- P; = (x5,ys5) noktas1 y = x + z, — z; dogrusu lizerinde ise,

—40%2 + w2 — (z; — z, — wy)?

X5 = +Zl_ZZ

2(z1 — 2 —wy +wy)

—40% + w2 — (z; — z, — wy)?

2(z1 —z; —wy +wy)

olur.

6- Pg; = (xg,Ye) noktast y = —x + z, + z; dogrusu lizerinde ise,

—40%2 + w2 — (2, + z; — wy)?

2(z; +zp —wy —wy)

Xe = +ZZ+Zl

—40? + wi — (z5 + 2z, — wy)?

2wy +wy — 2z, — z9)

Ve =

bulunur.

7- P; = (x;,yy) noktast y = x + w, — w; dogrusu iizerinde ise,

—40% + 22 — (wy —w, — 77)?

X7 = +W1_W2

2wy —wy — 21 +2;)
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—40?% + zZ — (W, —wy — 7;)?

y7 2wy —wy — 2 + 73)

dir.
8- Pg = (xg,yg) noktast y = —x + w, + wy dogrusu lizerinde ise,
—40% + 25 — (W + wy —29)?
Xg = + wWq + %)
2(wy +wy — 21 — 2)
_ —40® + 25 — (wy +wy — z)?

Ye = 2(z1 + 2z —wy —wy)

bi¢imindedir.

Aymi sekilde |[x —z| = |y —2z,] ve |x—wy| <|y—wy|, |x —2z| <|y—2z,| ve

|x —w;| = |y — wy| durumlar iginde ayni singiiler noktalar bulunur.

L-elipsleri bu singiiler noktalara gore adlandirilacaktir.

Asagida (3.2.1) denklemiyle verilen L-elipslerinin sekilleri Zw dogrusunun (asal

eksenin) egimi m, 2a, 2d = d; (z, w) degerlerine gore gosterilmistir.

I15) |m| = 1 (lightlike) olsun.

1) 2a = 2d = 0 iken L-elipsi odaklarin en az birinden gegen ii¢ lightlike (null)
dogrudur (Sekil 3.5).
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L-elipsi

Sekil 3.5 Odaklar1 z = (1,0) ve w = (2,1), 2a = 2d = 0 lightlike L-elipsi

2) 2a > 2d = 0 iken odaklar1 ayni lightlike (null) dogru iizerinde olan 6 singiiler
noktali lightlike L-elipsidir (Sekil 3.6).

L-elipsi

10

Sekil 3.6 Odaklar1 z = (1,0) vew = (2,1),a = 1 > d = 0 lightlike L-elipsi
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3) 2a < 2d = 0 ise ¢6ziim bos kiimedir.

I11;) |m| > 1 (timelike) olsun.

1) 2a = 2d iken 6 singiiler noktali timelike L-elipsidir (Sekil 3.7).

L-elipsi

12

Sekil 3.7 Odaklar1 z = (0,—1) ve w = (2,3), a = d = V/3 timelike L-elipsi
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2) 2a > 2d iken 8 singiiler noktali timelike L-elipsidir (Sekil 3.8).

L-elipsi

12

Sekil 3.8 Odaklar1 z = (0,—1) vew = (2,3), a = 2 > d = /3 timelike L-elipsi

3) 2a < 2d iken 8 singiiler noktali timelike L-elipsidir (Sekil 3.9).

L-elipsi

12

Sekil 3.9 Odaklari z = (0,—1) vew = (2,3), a = 1 < d = /3 timelike L-elipsi
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I113) |m| < 1 (spacelike) olsun.

1) 2a = 2d iken 6 singiiler noktal1 spacelike L-elipsidir (Sekil 3.10).

L-elipsi

Sekil 3.10 Odaklar1 z = (1,0) ve w = (—1,0), a = d = 1 spacelike L-elipsi

2) 2a > 2d iken 8 singiiler noktali spacelike L-elipsidir (Sekil 3.11).

L-elipsi

Sekil 3.11 Odaklar1 z = (1,0) vew = (—1,0), a = 2 > d = 1 spacelike L-elipsi
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3) 2a < 2d iken 8 singiiler noktal1 spacelike L-elipsidir (Sekil 3.12).

L-elipsi

10 -

-6 -4 -2

Sekil 3.12 Odaklar1 z = (0,—1) ve w = (4,2), a = 1 < d = /7 spacelike L-elipsi

3.3 Lorentz - Minkowski Diizleminde iki Odakh Hiperboller ve Singiiler Noktalar

L? diizlemindeki hiperbolleri, Tanim 2.1.8 deki hiperbollere benzer sekilde tammlariz.

Bu diizlemdeki hiperboller L-hiperbolleri olarak gosterilsin.

Tamm 3.3.1. x = (x,y) L? diizleminde keyfi bir nokta, z = (z;,2,) Ve w = (wy, w;)

hiperboliin odaklar1 olmak iizere, L-hiperbollerinin kiimesini,
{xe L2:|llx =zl - llx = wlll =2a,a>0}

seklinde yazabiliriz. Yani L-hiperbollerinin denklemi,

VI —21)% = (7 — 2)%] — VI(x —w1)? = (y —wp)?| | =20 (3.3.1)

seklindedir. Bu hiperbollerin odaklar aras1 uzakligi,
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2d = \/|(Zl —wy)? — (23 — wy)?| (3.3.2)

bulunur. L? diizleminde Zw dogrusunun (asal eksenin) egimi m olsun. L-hiperbollerini
Im| > 1 ise timelike L-hiperbolii, |m| <1 ise spacelike L-hiperbolii, |m| =1 ise

lightlike L-hiperbolii olarak adlandiracagiz.

Teorem 3.3.1. L? diizleminde z = (z;,2,) Ve w = (w;, w,) odaklarmmn konumu ve zw
dogrusunun (asal eksenin) egimi m, 2a ve 2d = d;(z,w) Kkatsayilarinin alacagi
degerlere gore iki odakli L-hiperbolii asagidaki Tablo 3.2 de verilen geometrik

yerlerden biridir:

m 2a Geometrik Yer
Odaklarin en az birinden gecen ii¢ lightlike
20=2d =0 (null) dogru veya z ve w odaklarinin orta
il = 1 noktasindan gegen dogru
4 parcali ve 4 singiiler noktali lightlike
20>2d =0
L-hiperbolii
2a<2d=0 Bos kiime
[z, w] kOsegenli kenarlari lightlike (null) dogru
S olan dortgensel bolge veya zw dogrusuna
pseudo-ortogonal dogru ile spacelike L-¢ember
lm| <1 pargasinin birlesimi
20 = 2d 6 singiiler noktal1 spacelike L-hiperbolii
2a > 2d 8 singiiler noktali spacelike L-hiperbolii
200 < 2d 8 singiiler noktal1 spacelike L-hiperbolii
[z, w] kosegenli kenarlari lightlike (null) dogru
20 = 0 olan dortgensel bolge veya zw dogrusuna
pseudo-ortogonal dogru ile timelike L-gember
Im| > 1 pargasinin birlesimi
20 = 2d 6 singiiler noktal1 timelike L-hiperbolii
2a > 2d 8 singiiler noktal1 timelike L-hiperbolil
2 < 2d 8 singiiler noktali timelike L-hiperbolii

Tablo 3.2 Farkli Durumlarda Iki Odakl1 L-hiperbolii Incelemeleri
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Ispat : ZW dogrusunun (asal eksenin) egimi m, 2a ve 2d = d; (z,w) degerlerine gore

asagidaki durumlar incelenir.

) |m|=1,Im|>1,|m| <1 ve 2a =0 olsun. Bu durumda (3.3.1) denkleminin

geometrik yerini inceleyelim. Bu durumda,

VI —20)2 = (v = 2)?] = VI(x—w)? = (y —w)?|| =0

denklemi bulunur. Burada iki durum s6z konusudur. Simdi bu iki durumu

inceleyelim.

VI =22 = —2)2 =0 A {I(x—w)?—(y—wz)? =0
(x— Z1)2 =l - Zz)z AN (x— Wl)z =l- Wz)z
X—Z1=Y—2Zy , X+Z1=Y—Zy , X— W1 =Y—W, ,—~X+W; =y —W,

y=x+2,—2z1 ,y=—X+2,+z; ,y=x+w,—w; ,y= —x + w,+w

Bu durumda [z, w] kosegenli kenarlar1 lightlike (null) dogrular olan dortgensel

bolge olusur.

VIG = 2) = (v = 2)%] = I(x —w1)? = (v — w)?|
| = 21)? = (7 — 22)%| = [(x —wy)? — (y — wp)?|
(x—2)? = (v — 220 = £((x —wy)? = (y —wp)?)
Pozitif igaretli esitligi kullanarak denklemi diizenlersek,

(z1 —w))@x —z3 —wy) = (23 —wp)(2y — z; —wy)

ve bu denklemi standart halde yazarsak,
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)

b)

Z1 — Wy (2% —wy?) — (22 —wyi?)

y:ZZ_Wz 2(z; —wy)

olur. Burada z,w odaklarindan gegen dogruya pseudo-ortogonal dogrusu

bulunur. Ayrica bu dogru Py, zvew odaklarinin orta noktasi olmak iizere
Py = ((Zl T Wl)/2 , (z, + WZ)/ 2) noktasindan geger. Negatif isaretli esitligi
kullanarak denklemi diizenlersek,

(x —z)% — (y— 7;)? = - wy)? — (x —wy)?

72 +w?) — (22 + w?
xz—yz—x(zl+w1)+y(zz+w2)+(1 1)2(2 22 =0

denklemli L-¢ember par¢asi bulunur.

Fakat |m| =1 durumunda odaklarin en az birinden gegen ii¢ lightlike (null)

dogru veya z ve w odaklarinin orta noktasindan gecen dogrudur.

Zw dogrusunun (asal eksenin) egimi m iken, 2a # 0 ve 2d =d;(z,w)

degerlerine gore,

VI = 2002 = (v = 22)%] = JI(x =w1)? = (y = w)?| | =2a
denkleminden asagidaki durumlar incelenir.
|x — 21| = |y — z;| ve |x —wy| = |y — w,] olsun.
Coziim : Bos kiimedir.

|x —z1| > |y —2z,] Ve lx —wil =y —wyl, |[x—z| <|y—2z,] wve

|x —w;| = |y — wy]| olsun.
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Coziim : |(x — z)* — (¥ — 22)?| = 4o
denklemli L-¢cemberidir.

0 lx—z=ly—2z| ve lx —wi| > |y —wyl, [x—2z]|=|y—2z]| ve
|x —w;| < |y —wy] olsun.

Coziim : |(x — wy)? — (y — wy)?| = 4a?

denklemli L-¢emberidir.

d) [x—2z|>|y—z| ve |x —wy| > |y —wy]| olsun.

Coziim : |\/(x —2))2 — (y — 2,)2 — J(x —w)2 — (y —w,)? | =20

denklemine sahip L-hiperbol pargasidir.

e) |x—z|>|y—z,|ve |x —wy| <|y—w,|olsun.

Coziim : |\/(x — )2 — (¥ —22)? — J(y —w2)? — (x —w;)? | =2a

denklemli L-hiperbol pargasidir.

f) |x—z| <l|y—z]ve |x —wy| > |y —ws,|olsun.

Coziim : |\/(y —27,)2 —(x —2z)? — \/(X —wy)? = (y — wy)? | =20

denklemine sahip L-hiperbol pargasidir.

9) Ix—z <l|y—2zlve [x —w;| <|y—w,|olsun.

Cozim : |\/(J’ —z) = (x —z)* — \/(y —wy)? — (x —wy)? | =2a
denklemli L-hiperbol pargasidir.

Boylece (3.3.1) denkleminin geometrik yeri L-hiperboliidiir.
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Lorentz - Minkowski diizleminde L-hiperbollerinin singiiler noktalar1 ayni

L-elipslerinde oldugu gibi lightlike (null) dogrular kullanilarak bulunabilir.
L-hiperbolleri de singiiler noktalara gore adlandirilacaktir.

Asagida (3.3.1) denklemiyle verilen L-hiperbollerinin sekilleri, ZwW dogrusunun (asal

eksenin) egimi m, 2a ve 2d = d;(z, w) nin alacagi degerlerine gore gosterilmistir.
;) |m| = 1 (lightlike) olsun.
1) 2a = 2d = 0 ise z ve w odaklarin en az birinden gegen ti¢ lightlike (null) dogru

veya odaklarinin orta noktalarindan gecen dogru (Sekil 3.13, Sekil 3.14, Sekil
3.15).

Orta Kiime

4 6
2F X
4+
6t
Sekil 313 z=(0,1) ve w=(-23), m=-1, y=-x+1 dogrusu ile

x2 —y? + 2x + 4y — 3 = 0 L-gember pargasiin birlesimi
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Orta Kiime

8

2 : |
-4 -
-6 -

Sekil 3.14 z=(0,1)vew = (1,2), m=1,y =x + 1 dogrusuile x> —y2 —x+3y—2=0
L-¢ember pargasinin birlegimi

Orta Kiime

Sekil 3.15 z ve w odaklarin en az birinden gecen {i¢ lightlike (null) dogru
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2) 2a>2d =0 iken 4 parcali ve 4 singiiler noktali lightlike

L-hiperboliidiir

(Sekil 3.16).
L-hiperbolii
6 18
‘|
T2.r
-6 -4 2 "2
>

Sekil 3.16 Odaklar1 z = (—1,—1) vew = (1,1), a = 1 > d = 0 lightlike L-hiperbolii

3) 2a < 2d = 0 ise ¢6ziim bos kiimedir.

Il;) |m| < 1 (spacelike) olsun.

1) 2a=2d =0 iken [z,w] kosegenli kenarlari lightlike (null) dogru olan

dortgensel bolge veya zw dogrusuna pseudo-ortogonal dogru ile L-cember
pargasinin birlesimidir (Sekil 3.17 ve Sekil 3.18).
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Orta Kiime

-6 -4 -2 2 4 6

Sekil 3.17 [z, w] kosegenli kenarlar1 lightlike (null) dogru olan dortgensel bolge

Orta Kiime

20

1 1 1 | Z ;;;;;;;;;; | . | |
-6 4 2 P 4 6
<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<< _5 L X

-10 1
-15 1
-20 1

Sekil 3.18 z=(-1,1) ve w=(22), —-1<m=1/3<1, y=3x dogrusu ile
x%? —y? — x + 3y = 0 L-gember pargasinin birlesimi

40



2) 2a = 2d iken 6 singiiler noktal1 spacelike L-hiperboliidiir (Sekil 3.19).

L-hiperbolu

Sekil 3.19 Odaklar1 z = (1,0) ve w = (—1,0), a = d = 1 spacelike L-hiperbolii

3) 2a < 2d iken 8 singiiler noktali spacelike L-hiperboliidiir (Sekil 3.20).

L-hiperboli
N r e
~. .
~. e
N, e
> 6 )
O\
RN 4+ ) - -
\\:\‘ ~ /
NN
SINL 2 r -
SN —~
e X

L 1 1 1 * * 1

-6 -4 2 7 L2

7 TN

s oL N>
= 2
e 7 AN
e AN
e P
e g B
e e
Ay
e 6 |
7
-
7

e L

Sekil 3.20 Odaklar1 z = (2,0) vew = (—=2,0), a
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4) 2a > 2d iken 8 singiiler noktal1 spacelike L-hiperboliidiir (Sekil 3.21).

L-hiperbolu

Sekil 3.21 Odaklar1 z = (1,0) ve w = (—1,0), a = 7/4 > d = 1 spacelike L-hiperbolii
I13) |m| > 1 (timelike) olsun.
1) 2a=2d =0 iken [z,w] kosegenli kenarlari lightlike (null) dogru olan

dortgensel bolge veya zw dogrusuna pseudo-ortogonal dogru ile L-¢ember
pargasinin birlesimidir (Sekil 3.22 ve Sekil 3.23).
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Orta Kiime

Sekil 3.22 [z, w] kosegenli kenarlar1 lightlike (null) dogru olan dortgensel bolge

4+

Sekil 3.23 z=(01) ve w=(1,-2) m=-3<-1, y=-1/3x—1/3 dogrusu ile
x? —y? —x —y — 2 = 0 L-gember parcasinin birlesimi

43



2) 2a = 2d iken 6 singiiler noktali timelike L-hiperboliidiir (Sekil 3.24).

L-hiperboli

Sekil 3.24 Odaklar1 z = (0,1) ve w = (0,—1), a = d = 1 timelike L-hiperboli

3) 2a < 2d iken 8 singiiler noktali timelike L-hiperboliidiir (Sekil 3.25).

L-hiperbolu

Sekil 3.25 Odaklar1 z = (0,2) ve w = (0,—2), a = 1 < d = 2 timelike L-hiperbolii
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4) 2a > 2d iken 8 singiiler noktali timelike L-hiperboliidiir (Sekil 3.26).

L-hiperbolii

Sekil 3.26 Odaklar1 z = (0,1) vew = (0,—1), a = 3/2 > d = 1 timelike L-hiperbolii

3.4 Odak-dogrultman L-Konikleri

Tamm 3.4.1 [? diizleminde, verilen bir keyfi x = (x,y) noktasmm bir
z=w = (zy,z,) odak noktasina d;-uzakliginin, verilen bir L:ax+by+c=0
(dogrultman) dogrusuna d;-uzakligina orani, verilen bir e (dis merkezlik) sayisi olan

noktalarm kiimesine odak-dogrultman L-konikleri denir. Yani L? diizleminde,

S dy(xz)
{x Cd(x, L) e}

kiimesine odak dogrultman L-konigi denir. Bu konik,
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e < likenL — elipsi
e = liken L — paraboli

e > 1iken L — hiperbolii

belirtir. Odak-dogrultman L-koniklerinin genel denklemi,

lax + by + |
JIx—2z)2 = (y—2)?| —e——=——=0 (3.4.1)
la? — b?|
olarak ifade edilebilir.
Burada L : ax + by + ¢ = 0 (dogrultman) dogrusunun egimi m = — a/ p olmak tizere,

Im| =1, m = oo durumlarinda dejenere ve dejenere olmayan odak-dogrultman

L-konikleri yoktur.

Asagida m nin diger durumlart i¢in dejenere olmayan odak-dogrultman L-koniklerine

birer 6rnek verilmistir.

3.4.1 Odak-dogrultman L-Elipsi

(3.4.1) odak-dogrultman L-konik denkleminde e < 1 alinirsa odak-dogrultman L-elipsi

elde edilir.

o |m| > 1 (timelike)
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1 < m < oo olsun (Sekil 3.27).

Odak-dogrultman L-elipsi

30 e

Sekil 327 e=1/3 ve odak z=(-1,1), dogrultman [l:y—5x+3 =0, m=35,
odak-dogrultman L-elipsi

—oo < m < —1 olsun (Sekil 3.28).

Odak-dogrultman L-elipsi

Sekil 3.28 e=1/4 ve odak z=(-1,1), dogrultman [l:y+3x+5=0, m=-3,
odak-dogrultman L-elipsi
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e |m| < 1 (spacelike)

m = 0 olsun (Sekil 3.29).

Odak-dogrultman L-elipsi
6 =

-6 -4 B 2 4 6

6 |

Sekil 329 e=1/3 ve odak z=(01), dogrultman Ly—-4=0, m=0,
odak-dogrultman L-elipsi

0 <m <1 olsun (Sekil 3.30).

Odak-dogrultman L-elipsi
6 P

Sekil 3.30 e=1/3 ve odak z =(—1,0), dogrultman [:5y —3x—5=0, m = 3/5,
odak-dogrultman L-elipsi

48



—1 <m < 0 olsun (Sekil 3.31).

Odak-dogrultman L-elipsi
6 —

-6

Sekil 3.31 e =1/3 ve odak z = (—1,0), dogrultman [:5y+3x+5=0, m=—-3/5,
odak-dogrultman L-elipsi

3.4.2 Odak-dogrultman L-Parabolii

(3.4.1) odak-dogrultman L-konik denkleminde e =1 aliirsa odak-dogrultman

L-parabolii elde edilir.

e |m| > 1 (timelike) olsun.
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1 < m < oo olsun (Sekil 3.32).

L-Paraboli

,/
,/
,/
15 | ,/
,/
,/
,/
,/
10 + /
>‘ (/,/
7
,/’ |
-
5 | r/’ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
r/ ,,,,,,,,,,,,,,,
,/ """"""
o — 4 —
L 1 1 *L I | I I
_6 _4 2 4 6
‘‘‘‘‘‘ X
-5
,/’ _10 |
,/
7

Sekil 3.32 e = 1 ve odak z = (1,0), dogrultman l:y —2x —2 = 0, m = 2, L-parabolii

—oo < m < —1 olsun (Sekil 3.33).

L-Paraboli

Sekil 3.33 e = 1 ve odak z = (—1,1), dogrultman l:y 4+ 3x + 5 = 0, m = —3, L-parabolii
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e |m| < 1 (spacelike) olsun.

m = 0 olsun (Sekil 3.34).

L-Parabolu
6 =

-2+

4 |

6 |

Sekil 3.34 e = 1 ve odak z = (1,0), dogrultman l: y — 2 = 0, m = 0, L-parabolii

0 <m < 1 olsun (Sekil 3.35).

L-Paraboli
6 [~

- / 2+

Sekil 3.35 e = 1 ve odak z = (1,0), dogrultman l: 5y — 3x — 4 = 0, m = 3/5, L-parabolii
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—1 < m < 0 olsun (Sekil 3.36).

L-parabolii
6 —

Sekil 3.36 e = 1 ve odak z = (—1,0), dogrultman l: 5y + 3x + 5 = 0, m = —3/5, L-parabolii

3.4.3 Odak-dogrultman L-Hiperbolii

(3.4.1) odak-dogrultman L-konik denkleminde e >1 alinirsa odak-dogrultman
L-hiperbolii elde edilir.

e |m| > 1 (timelike) olsun.
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1 < m < oo olsun (Sekil 3.37).

Odak-dogrultman L-hiperbolia

e
-
-
-
»/)
10 .7
e
-
-
o
5r // ]
=
Yy X
/’
-6 -4 -2 ks 2 4 6
f T T T a T T T 1
-
7
- /’/ 5 |
-
-
e >
7 -10 F
7
-
-
./(
Rd -15
7
-

Sekil 337 e=4 ve odak z=(01), dogrultman L:y—2x+1=0, m=2,
odak-dogrultman L-hiperbolii

—oo0 < m < —1 olsun (Sekil 3.38).
Odak-dogrultman L-hiperboli

\\~ 15

N 10

Sekil 338 e=5 ve odak z=(0,1), dogrultman L:y+3x+5=0, m=-3,
odak-dogrultman L-hiperbolii
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e |m| < 1 (spacelike) olsun.

0 < m < 1 olsun (Sekil 3.39).

Odak-dogrultman L-hiperbolu
6 -

-6

Sekil 3.39 e=5 ve odak z=(-1,0), dogrultman [:5y—3x+2=0, m=3/5,
odak-dogrultman L-hiperbolii

m = 0 olsun (Sekil 3.40).

Odak-dogrultman L-hiperboli
6 =

6 -4 2 2 a4 6

-6

Sekil 3.40 e=3 ve odak z=(—1,0), dogrultman dogrusu L:y+2=0, m=0,
odak-dogrultman L-hiperbolii
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—1 < m < 0 olsun (Sekil 3.41).

Odak-dogrultman L-hiperboli
6 —

Sekil 341 e=4 ve odak z=(1,0), dogrultman [:2y+x+2=0, m=-1/2,
odak-dogrultman L-hiperbolii

3.5 Dejenere Odak-dogrultman L-Konikleri

|ax+by+c|_0

VI —2z1)2 = (- z)%| —e P

denklemi i¢in zoL iken dejenere odak-dogrultman L-konikleri elde edilir. Asagida
Im| # 1,m # o, durumlarindae =1, e > 1,e < 1 i¢in dejenere odak-dogrultman
L-koniklerine birer 6rnek verilmistir.

Duruml:0<e<1

e |m| > 1 (timelike) olsun.
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1 < m < oo iken (Sekil 3.42),

Dejenere Odak-Dogrultman L-konigi

Sekil 342 e=1/3 ve odak z=(3,4), dogrultmanl:y—2x+2=0, m=2,
dejenere odak-dogrultman L-konigi

—o0 < m < —1 iken (Sekil 3.43),

Dejenere Odak-Dogrultman L-konigi

N 25 +

N 20

Sekil 343 e=1/3 ve odak z=(1,0), dogrultman l:y+3x—3=0, m=-3,
dejenere odak-dogrultman L-konigi
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e |m| < 1 (spacelike) olsun.

m = 0 iken (Sekil 3.44),

Dejenere Odak-Dogrultman L-konigi
6 -

-6 -

Sekil 344 e=1/2 ve odak z = (0,0), dogrultman l: y = a, m =0,
dejenere odak-dogrultman L-konigi

0 <m < 1 iken (Sekil 3.45),

Dejenere Odak-Dogrultman L-konigi

Sekil 3.45 e=1/3 ve odak z = (0,—3), dogrultman [:5y —3x +15=0, m = 3/5,
dejenere odak-dogrultman L-konigi
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—1 < m < 0 iken (Sekil 3.46),

Sekil 3.46

Dejenere Odak-Dogrultman L-konigi

6 4

4 |

dejenere odak-dogrultman L-konigi

Durumll:e=1

|m| > 1 (timelike) olsun.

1 < m < oo iken (Sekil 3.47),

Sekil

Dejenere Odak-Dogrultman L-konigi

10 //'/
5 P
T %
-6 -4 -2 - /2 4 6
=T *;'Z/;’
«;f/'/ 5|
/‘/'/V >
s -10 |
/,/'/ -15 -
347 e=1 ve odak z=(0,-2), dogrultmanl:y—2x+2 =0,

dejenere odak-dogrultman L-konigi
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e =1/3 ve odak z = (0,3), dogrultman [:5y + 3x —15=0, m = —3/5,

m=2,



—o0 < m < —1 iken (Sekil 3.48),

Dejenere Odak-Dogrultman L-konigi

~. 25

N 20

-10

-15

Sekil 348 e=1 ve odak 2z=(03),

dogrultman

dejenere odak-dogrultman L-konigi

e |m| < 1 (spacelike) olsun.

m = 0 iken (Sekil 3.49),

Dejenere Odak-Dogrultman L-konigi

6

Ly+3x—-3=0,

m= -3,

-4

Sekil 349 e=1 ve odak

z = (0,0),

dogrultman

dejenere odak-dogrultman L-konigi
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0 < m < 1 iken (Sekil 3.50),

Dejenere Odak-Dogrultman L-konigi

al
2 F :
X -
d -
6 -4 -2 2 4 -
T T T I | | | | | / | | I
- -
o 2 oo
—
o =at -
_/‘/’ ’
_/,/‘/‘ . -6
- - . -

Sekil 3.50 e=1 ve odak z=(0,—3), dogrultman [:5y —3x+15=0, m = 3/5,
dejenere odak-dogrultman L-konigi

—1 < m < 0 iken (Sekil 3.51),

Dejenere Odak-Dogrultman L-konigi

= ~. 6 B
~.
-
~ -~ e
L I 1 1 | i 1\ ~. 1 ]
-6 -4 -2 2 4 6
X S .
2 r
4+

Sekil 3.51 e=1 ve odak z=(0,3), dogrultman [:5y+3x—15=0, m = —-3/5,
dejenere odak-dogrultman L-konigi
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Durumlll:e> 1

e |m| > 1 (timelike) olsun.

1 < m < o iken (Sekil 3.52)

Dejenere Odak-Dogrultman L-konigi

~
-
e
s
10 R
~
e
~
e
5 o
- - X
P
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r T T T — T T 1
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T
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e
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- >
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~
-
e
-
R -15 |-
~
e
~

Sekil 352 e=2 ve odak z=(0,—2), dogrultman Ly—-2x+2=0, m=2,
dejenere odak-dogrultman L-konigi

—o0 < m < —1 iken (Sekil 3.53),

Dejenere Odak-Dogrultman L-konigi

™~ 25

N 20

-10 - S

Sekil 353 e=3 ve odak z=(1,0), dogrultman [l:y+3x—3=0, m=-3,
dejenere odak-dogrultman L-konigi
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e |m| < 1 (spacelike) olsun.

m = 0 iken (Sekil 3.54),

Dejenere Odak-Dogrultman L-konigi

6 -
4
>
2 -
-6 -4 -2 17 4 6
_— T
-2
4
-6
Sekil 354 e=3 ve odak z = (0,0), dogrultman l:y =a,
dejenere odak-dogrultman L-konigi
0 < m < 1 iken (Sekil 3.55),
Dejenere Odak-Dogrultman L-konigi
4 -
2 .
X P /,/’
-6 -4 -2 4 _6
-2
) ‘,;/‘;\/_4 L
/// 6|

Sekil 355 e=5 ve odak z=(0,—-3),
dejenere odak-dogrultman L-konigi
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dogrultman [: 5y — 3x + 15 =0,

= 3/5,



—1 < m < 0 iken (Sekil 3.56),

Dejenere Odak-Dogrultman L-konigi

Sekil 356 e=5 ve odak z=(0,3), dogrultmanl:5y+3x—15=0, m = -3/5,
dejenere odak-dogrultman L-konigi
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4. LORENTZ - MINKOWSKI DUZLEMINDE CASSINi EGRILERI

L? diizlemindeki Cassini egrilerini, Oklid diizlemindeki Cassini egrilerine benzer
sekilde tanimlayabiliriz. Yani diizlemde sabit iki noktaya olan uzaklilar1 ¢arpimi sabit
olan noktalarin geometrik yeridir. Bu diizlemdeki Cassini egrileri L-Cassini egrileri

olarak adlandirilsin.

Tamm 4.1 L? diizleminde x = (x,y) keyfi bir nokta, z = (z1,z,) ve w = (wy,w,)

sabit odak noktalar1 olmak iizere; L-Cassini egrilerinin denklemi,

(e —21)? = (v = z2)?| I (x = wy)? = (¥ —wp)?| = a* (4.1

bulunur. Odaklar arasi uzaklik 2d olmak tizere,

2d = \/|(Z1 —wp)? — (z; —wy)?| (4.2)

bulunur. L? diizleminde Zw dogrusunun (asal eksenin) egimi m olsun. L-Cassini
egrilerini |m| > 1 ise timelike L-Cassini egrisi, |m| < 1 ise spacelike L-Cassini egrisi,

|m| = 1 ise lightlike L-Cassini egrisi olarak adlandiricagiz.
Teorem 4.1 L? diizleminde z = (z;,2,) Ve w = (w;,w,) odaklarmin konumu ve zw

dogrusunun (asal eksenin) egimi m, a ve 2d = d; (z, w) katsayilarinin alacagi degerlere

gore L-Cassini egrisi asagidaki Tablo 4.1 de verilen geometrik yerlerden biridir:
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Z, W od Geometrik Yer
z=w = (2y,Zz;) odak noktasinda kesisen
=Y lightlike (null) dogrular
[z,w] kosegenli kenarlar1 lightlike (null)
dogrular olan dortgensel bdlge veya
S z = (z4,2,) odak noktasinda kesisen lightlike
(null) dogrular ile w = (wy,w,) merkezli
ZFW
L-cemberinin birlesimi veya w = (wq,w,)
odak noktasinda kesisen lightlike (null)
dogrular ile z = (z4, z,) merkezli L-¢emberinin
birlesimi
z=w = (z,z,) merkezli ve a yarigaph
e “>0 L-cemberi
Odaklarin en az birinden gegen ii¢ lightlike
(null) dogru veya z = (z;, Zz,) odak noktasinda
kesisen  lightlike  (null)  dogrular ile
a=d=0 w = (wy,w,) merkezli L-¢cemberinin birlesimi
|m| = veya w = (w;,w,) odak noktasinda kesisen
lightlike (null) dogrular ile z = (z,2;)
merkezli L-gemberinin birlesimi
a>d=0 Lightlike L-Cassini egrisi
a<d=0 Bos kiime
lm| > 1 Tiim durumlar | Timelike L-Cassini egrisi
Im| < 1 Tiim durumlar | Spacelike L-Cassini egrisi

Tablo 4.1 Farkli Durumlarda iki Odakl1 L-Cassini egrisi Incelemeleri

Ispat: L-Cassini egrileri icin farkli durumlar séz konusudur.

) z=(z4,2,) ve w = (wy,w,) odaklarinin bazi 6zel durumlarini inceleyelim.

l}) z=wvea = 0olsun.
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Cozim :
| —z)? =y —2)?I* =0
|(x —21)* = (v — 22)?| = 0
(x—2)* = (y — 2)?
X—21=y—2Z; N —x+z,=y—12,

y: x+ZZ_Zl /\ y:_X+Zz+Zl

z =w = (z4,2,) odak noktasinda kesisen lightlike (null) dogrularidir.

I,) z+ wvea = 0olsun. Bu durumda

|(x = 2)? = (v = 22)?[. 1 (x —wp)? = (¥ —wp)?| = 0

denklemi bulunur. Burada iki durum s6z konusudur. Simdi bu iki durumu

inceleyelim.

Cozim 1:
|(x—2)2 = (¥ —22)*| = 0 A |(x —wp)? = (y —wp)?| = 0
(x—z1)? = —2)" N (x = wy)? = (y — wp)?
(x—2)* = —2)* N (x—w)? =y —w,)’
X—21=Y—Z, N x+z,=y—2, Nx—-wy=y—w, A —x+w;=y—w,

y=x+z;—zy Ny=—x+2+z1 Ny=x+w—w; Ay= —x + wy+w,

[z, w] kGsegenli kenarlari lightlike (null) dogrular olan dortgensel bolgedir.

Coziim 2:
|(x = 21)% = (7 = 22)?[. [ (x —w1)? = (¥ —w2)?| = 0
|(x =21 = (7 —22)*| =0 V [(x —w;)*> = (y —wp)?| =0
(x=2)?=W—2)* V (x—=w)? =y —wy)?
Y—zy=x—2z.Ny—Z =—x+z)V(y—w,=x—w; Ay —wp = —=x + wy)
O=x+z,—z1Ny=—x+2,+z )V =x+w,—w; Ay =—x+w, +w,)
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)

1)

b)

z = (z,, z,) odak noktasinda kesisen lightlike (null) dogrular ile w = (wy, w,)
merkezli L-gemberinin birlesimi veya w = (w;,w,) odak noktasinda kesisen

lightlike (null) dogrular ile z = (z4, z,) merkezli L-¢emberinin birlesimidir.

z=wve a>0 olsun.

Coziim : |(x —2)? = (y — 22)%|* = o*

|(x —21)? = (y — 22)*| = &

z =w = (z4,2z,) merkezli ve a yarigcaph L-¢cemberidir.

Zw dogrusunun (asal eksenin) egimi m, 2a ve 2d = d; (z, w) degerlerine gore,

|(x —21)% = (¥ — 22)2]. [(x = wy)?2 — (y —wp)?| = a*

denkleminden asagidaki durumlar incelenir.

Asagidaki durumlarin her birinde (4.1) denkleminin ¢6ziim kiimesi bos

kiimedir.
o |x—2z|=|y—2z]|ve |x—wy| =|y—w,|olsun.
o |x—2z|>|y—2z|ve |x—wy| =|y—w,|olsun.
o |x—z| <|y—2zve |x—wy| =|y—wy|olsun.
o |x—2z|=|y—2zve |x—wy| >|y—w,|olsun.
o |x—2z|=|y—2zve |x—wy| <|y—w,|olsun.
|x — 21| > |y — z,| ve |x —wy| > |y — w,| olsun.

Coziim: [(x —z)? — (v —2)%]. [(x —w)? = (y —wy)?] = a*

denklemli L-Cassini egri pargasidir.
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) |x—2z|>|y—2z|ve |x —wy| <|y—w,|olsun.
Coziim : [(x —21)? — (y — 2)?] [(y — w3)? — (x —wy)?] = a*
denklemli L-Cassini egri pargasidir.
d |x—2z]|<|y—2z]ve |x—wy|>|y—w,|olsun.
Coziim : [(y — 7,)* — (x — 21)?] [(x — w1)? — (y — wp)?] = a*
denklemli L-Cassini egri pargasidir.
e) |x—2z| <|y—2z]ve |x—wy| <|y—w,]|olsun.
Coziim : [(y — z,)% — (x — 2)?][(y — w2)? — (x —wy)?] = a*
denklemli L-Cassini egri parcasidir.
Boylece (4.1) denkleminin ¢oziimleri biitiin haller i¢in incelenmis oldu.
Asagida (4.1) denklemiyle verilen L-Cassini egrilerinin sekilleri Zw dogrusunun (asal
eksenin) egimi m, a ve 2d =d;(z,w) nin alacagi degerlere gore birer Ornek
gosterilmistir.

Durum I : |m| = 1 (lightlike) olsun.

1) a =d = 0 iken (Sekil 4.1, Sekil 4.2),
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L-Cassini Egrisi

10

Sekil 4.1 Odaklar1 z = (1,0) ve w = (2,1), a = d = 0, z ve w 0daklarin en az birinden gegen
ti¢ lightlike (null) dogru

L-Cassini Egrisi

-6

Sekil 4.2 Odaklart z = (1,0) ve w = (2,1), a=d =0, z = (1,0) odak noktasinda kesisen
lightlike (null) dogrular ile w = (2,1) merkezli L-gemberinin birlesimi
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2) a>d =0 iken (Sekil 4.3),

L-Cassini Egrisi

Sekil 4.3 Odaklar1 z = (1,0) ve w = (2,1), a = ¥2 > d = 0 lightlike L-Cassini Egrisi

3) a < d = 0 iken ¢oziim bos kiimedir.
Durum Il : |m| > 1 (timelike) olsun.

) a = d iken (Sekil 4.4),

L-Cassini Egrisi

6

-6

-4

Sekil 4.4 Odaklar1 z = (0,—1) ve w = (0,1), a = d = 1 timelike L-Cassini Egrisi
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2) a > d iken (Sekil 4.5),

L-Cassini Egrisi

Sekil 4.5 Odaklar1 z = (=1,0) ve w = (1,4), a = 2 > d = /3 timelike L-Cassini Egrisi

3) a < d iken (Sekil 4.6),

L-Cassini Egrisi

-6

Sekil 4.6 Odaklar1 z = (=1,0) ve w = (1,4), a = 1 < d = /3 timelike L-Cassini Egrisi
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Durum 111 : |m| < 1 (spacelike) olsun.

1) a = d iken (Sekil 4.7),

L-Cassini Egrisi
6 —

4+

6 |

Sekil 4.7 Odaklar1 z = (1,0) ve w = (—1,0), a = d = 1 spacelike L-Cassini Egrisi

2) a<d iken (Sekil 4.8),

L-Cassini Egrisi
6 —

-6 -4

4

Sekil 4.8 Odaklar1 z = (1,0) ve w = (—=1,0), a = 1/v/2 < d = 1 spacelike L-Cassini Egrisi
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3) a > d iken (Sekil 4.9),

L-Cassini Egrisi

Sekil 4.9 Odaklar1 z = (1,0) ve w = (—1,0), a = 2 > d = 1 spacelike L-Cassini Egrisi
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