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OZET
Yiksek Lisans Tezi

LINEER OLMAYAN KESIRLI FARK DENKLEMLERI iCIN
SALINIMLILIK KRITERLERI
Ebru YILMAZ
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusi
Matematik Anabilim Dal1
Damisman: Prof. Dr. Mustafa Kemal YILDIZ

Kesirli mertebeden denklemler Gzerinde uzun yillardir ¢alisilmaktadir ve birgok bilim
dalinda uygulamas: mevcuttur. Son yillarda yiksek mertebeden lineer olmayan kesirli
fark denklemlerinin salinimliligini inceleyen ¢ok sayida ¢alisma yapilmistir. Bu tezde
Caputo fark denkleminin salinimliligi incelenmistir. Tez dort boliimden olusmaktadir.
[Ik boliim girise ayrilmustir. Ikinci boliimde, fark hesabi, lineer olmayan fark
denklemleri ve kesirli toplam gibi bazi temel konular ele alinmis ve bu kavramlarla
ilgili bilinen bazi teorem ve lemmalar da hatirlatilmistir. Ugiincii boliimde, asagidaki
formda yiksek mertebeden lineer olmayan kesirli fark denklemlerinin bazi salinim
kriterleri verilmistir.
AX(t) - gt +a-Lx(t +a—1))+ f (t+a -1 x(t+a-1)=o(t)

AX(t)- gt +a—Lx(t+a-1)+ f(t+a -1 x({t+a—-1)+ f,(t+a -1 x(t +a—1))=oft)
Burada A%  Caputo  kesirli  diferansiyel ~ fark  operatoradur, teN,,
N, ={a,a+la+2..,. m-l<a<m ve m=>1 olacak sekilde bir

tamsayidir. g, f, :[0,00)xR >R, =12 ve v: [O, oo)—) R fonksiyonlar1 t ve X’te

streklidir. Bu Dbolumde m=1 sartt ele alinmistir. Dordiincii bolimde, yiksek
mertebeden lineer olmayan kesirli fark denklemi incelenmistir. m—1<a<m ve m>1

oldugu durumla ilgili baz1 kriterler elde edilmistir.
2018, v + 44 sayfa

Anahtar Kelimeler: Kesirli fark denklemi, salinimlilik, caputo tiirevi



ABSTRACT
M. Sc. Thesis

OSCILLATION CRITERIA FOR FRACTIONAL DIFFERENCE
EQUATIONS WiTH NONLINEARITIES

Ebru YILMAZ
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Mustafa Kemal YILDIZ

Fractional equations has been studied for a long time and its applications is avaliable in
many scientific branches. In many years there has been much research activity
concerning the oscillaton of fractional difference equations. This thesis consists of four
chapter. The first chapter has been devoted to the introduction. In the second chapter,
some main topics of difference calculus, theory of nonlinear difference equations,
fractional sum have been given and some known theorems and lemmas concerning
these concepts have also been reminded. In the third chapter, some oscillation criteria of
higher order nonlinear fractional difference equations of the form
AX(t)- gt + o —Lx(t +a—1))+ f,(t + & -1 x(t + @ —1)) = v(t)
AX(t)- gt +a—Lx(t+a-1)+ f(t+a -1 x({t+a—-1)+ f,(t+a -1 x(t +a—1))=oft)

where A% is a Caputo like discrete fractional difference operatér, te N,,

N, ={a,a+La+2..}. m—l<a<m and m>1 is an integer, g, f, :[0,0)xR >R,

i=12 and U:[O,oo)—>R are continuous with respect t and X. This chapter has

m = 1condition. In the four chapter, we consider oscillation criteria of higher order
nonlinear fractional difference equation. We obtain some oscillation criteria for
m—-1<a<m and m>1 about the equations.

2018, v + 44 pages

Keywords: Fractional difference equations, oscillation, caputo derivative
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1. GIRIS

Tiirev ve integral operatorleri reel sayilar {izerinde tanimli hesaplamalarin iki temel
kavramidir. Benzer sekilde, fark ve toplam operatorleri de tam sayilar lizerinde tanimli
fark hesaplamasinin iki temel kavramidir. Genellikle n bir tamsay1 olmak {izere tiirev
ve fark operatorleri n kez bir fonksiyona uygulanabilir. Bunlar da sirasiyla
d"f(x)/dx", A"f(x) seklinde tanimlanmustir. Ashinda kesirli hesap, integral ya da
tiirev operatorlerinin mertebelerinin keyfi sayilar olabilecegini belirtir. Ornegin; bir
fonksiyonun 1/2 -nci mertebeden tiirevi ya da /3 . mertebeden integrali hesaplanabilir.
Keyfi mertebeden tlrevler ve integraller ile ilgilenen kesirli hesap uygulamali

matematigin bir alanidir ve bunun uygulamalari, mihendislik, uygulamali matematik,
ekonomi ve bircok alanda gorilur. Bilindigi gibi, D:d— operatorini iceren
X

diferansiyel hesabin  ozellikleri ve ileri fark operatorii olarak bilinen
Af(x)= f(x+1)— f(x) operatdrinii iceren fark hesabmin ozellikleri arasinda bir

benzerlik vardir. Kesirli hesabin ozellikleri ve fark kesirli hesabinin 6zellikleri arasinda

da benzerlikler vardir (Sengul 2010).

[k olarak 300 yil 6nce, kesirli hesap, L’Hospital tarafindan Leibnez’e gonderilen bir
mektupta, L’Hospital’in “n=1/2 oldugunda d"y/d"x notasyonu ne anlama gelir?

sorusuyla giindeme gelmistir. 30 Eyliil 1695 tarihli cevapta, Leibniz “Bu paradoksun bir

giin yararli sonuglari olacaktir. ” diye yazmistir (Sengul 2010).

Sonra, Leibniz, Johann Bernoulli ile yazisarak, genel mertebenin tiirevlerinden bahsetti.
1/2 -nci mertebeden tiirevi d*?y notasyonunu kullanarak gosterdi. Daha sonra kesirli

tirevlerden ¢ok sayida kaynakta bahsedilmistir (Sengul 2010).

D*f kesirli mertebeden tiirev literatliirde yaygin olarak yer almasina ragmen kesirli

mertebeden fark daha az ilgi ¢ekmistir. Kesirli mertebeden farka ilk kez Kuttner (1957)
tarafindan deginilmistir (Sengul 2010).



a, kompleks sayilarin herhangi bir dizisi ve s herhangi bir reel sabit olmak uzere,

Kuttner, s-mertebeden farki agagidaki sekilde tanimladi (Sengul 2010).

SRS e @)

m

A% (x)= 3 (1) (ijf(x+a k) L.2)

a) F(a +1)

k) T(a—k+1)k!
seklinde tanimlamislardir, burada « herhangi bir reel ya da kompleks sayidir (Sengul
2010).

Miller ve Ross (1989) kesirli mertebeden toplam ve fark operatorlerini sirasiyla
asagidaki gibi tanimlad1 (Sengul 2010).

1 t—a a 1
AN = m Séa t—o S) (S) 2.3)
a _ —(1-a) _ 1 Bt _ (1-a)
A*f(t)= AN 1 (1) = AF(l—a) Za (t—of(s) ™ f(s) 1.4)

Burada t=a (mod1) ve O < <1 dir.

Anastassiou (2009) Caputo ayrik kesirli farkini,

A% ()= A OA™f (1) = ————— ( Z(t o(s) " PA"f(s)  (1.5)

seklinde tanimlamistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR ve TEOREMLER
2.1 Fark Operatort

Tamm 2.1.1 N, ={a,a+La+2,..} ve y:N, — R olsun. Fark operatérii “A”,

AY(t) = y(t+1)-y(t)

seklinde tanimlanmustir.

Yuksek mertebeden farklar, fark operatoriiniin kendisine tekrarli olarak uygulanmasi ile
elde edilir (Kelley ve Peterson 2004). Ikinci mertebeden fark,
Aty(t) = Aay(t))

= A(y(t+1)-y(t))

= Ay(t+1)-Ay(t)

= (y(t+2)- y(t+1))-(y(t+1)- y(t))

=y(t+2)-2y(t+1)-y(t)
seklindedir.

Timevarim kullanilarak n-inci mertebeden fark,
Ay(t)= ylt +n)—n (t+n—l)+n(n2|_1)y(t+n—2)

)-ny
+.+(=1)"y(t)

S ptesn-i0

k=0

olarak elde edilir (Charoenphon 2014).

Tanim 2.1.2 (ileri Fark Operatorii) « bir sabit olsun.

At = (t+1)" —t*

Teorem 2.1.3 Asagidaki faktoriyel fonksiyonlar iyi tanimlanmis olsun.
(i) At"Y) =vt“ Y burada A ileri fark operatorudur.
(ii) (t — )t =t burada u <R dir.

(iii) ) = T(+1) burada € R dir.



(iv) Eger t <r ise, her v>r icin t*) <r" dir.
(v) Bger O<v <1 ise t® < (t@)" dir.

(i)t = (t— B)“t" dir (Charoenphon 2014).

Ispat: Faktoriyel fonksiyonunun tanimina gére ispat asagidaki gibidir. Ve v, o ve S

pozitif tamsay1 olsun.

(i) Tanum 2.1.1°1 kullanarak,
AtY = (1) -tV

(t+1)tNt=1).(t—v+2)—(tNt -1t -2).(t—v+2)t-v+1)
)t -1)..t—v+2)t+1)—(t-v+1)]

=tV
elde edilir.
(i)
(t - /U)t(#) = (t - )F(lt“ff ;_—_lL)
- ) r(t+1)
I(t—u+1)
It +1)
)
 It+1)
CI(t+1-(u+1)

- t(/l+l)_

(iii) lu(#) - M =T

1 +1) oldugu tanimdan agiktir.
T(+1-p) (1)

(iv) Herhangi bir v>r icin t <r olsun.

Euler’in sonsuz ¢arpimi,



—

—_

c

N—

Il

|~

7 8
N
|_\
_l.
7\
| =
N

seklindedir. t<r oldugundan, '[__V1SL1 yazilabilir. O halde, Euler’in sonsuz
+1 r+

carpimi da kullanilarak,

elde edilir.

(v) IR iizerinde tamimli f konveks fonksiyonu,

flux+(@-u)y]<uf(x)+@-u)f(y)
<[f(X)]" +[f(y)[", x,yel ve uel0]]



t+l-av=t+l-av+vt—vt—-v+vVv
=Vvt+v—av+t+1l-vt—v
=v(t+1-a)+(t+1)1-v)
oldugu i¢in,
t(av): F(t+1)
[(t+1-av)
B rt+1)
S I(v(t+1-a)+(t+1)1-v))

elde edilir. Gamma fonksiyonunun konveks 6zelligi kullanilarak,
Tvx+@-v)y]<[T)]'[C(y)]™, 0<v<1 igin,
X=t+1l—a ve y=t+1 alindiginda,

vt +1- )+t +1)1-v) < [Ft+1- )] [Ct+1)]"

1 1
2>

vt +1-a)+(+2)2-v)] [Ct+1-) [CE+1)F"

olur. Bu esitsizlik F(t +1) ile carpildiginda,

r(t+1) s T(t+1)
vt +1-a)+(t+2)a-v)] [rt+1-a) [+ 1)}
| Mt+1-a)

elde edilir. Boylece,

olur.
(vi) ) = M fit:j)_ ) ['(t— g +1) ile carpilip béliinerek,
r(t+1) rt+1) _ (t— p)t)
[t+l-a-p) - 4+1)
elde edilir.



2.2 Ayrik Hesap ve Adi Hesap Arasinda Bir Benzerlik

Ayrik hesabin teorisi, adi hesabin teorisine paraleldir. Kavram olarak benzerlik

gostermelerine ragmen hesaplamada bazi farkliliklar vardir. Ornegin, diferansiyel

operatori “D ™ , fark operatorii “A” ile, integral operatorii “I ”, toplam operatorii

“>" 7 ile benzerdir (Charoenphon 2014).

Asagida bu kavramlar arasindaki benzerligi gostermek amaciyla Teorem 2.2.1 ve

Lemma 2.2.1 verilmistir.

Teorem 2.2.1 ( Analizin Temel Teoremi)

(i) fdf (x)=f(b)-f(a)

a

(ii) dﬁ f(t)dt] = £(x)

(Elaydi 2004).

Lemma 2.2.2 Asagidaki durumlar saglanir;

@) S ax(k)= x(n)- x(n,)

k=n,

(i A[nzlx(k)] = x(n)

k=ngq

(Elaydi 2004).

Ayrik hesap ve adi hesap arasindaki benzerlik agik¢a goriilmektedir.



2.3 Shift Operatoru

Herhangi bir b sabiti icin, E shift operatriinin k derece polinomu b" kosuluyla,
p(E)=a,E* +a,E** +..+a,l
seklindedir.

p(Ep" =ab™™* +ab™* +..+anb"
= (aobk +ab*? +...+ak)o”
= p(b)p”
(Elaydi 2004).

Lemma 2.3.1 p(E) polinomu ve g(n) herhangi bir fark fonksiyonu ele alindiginda,

p(E)b"g(n))=b"p(bE)g(n)

olur (Elaydi 2004).
2.4 Gamma Fonksiyonu

Gamma fonksiyonu I'(x) ile gésterilen 6zel bir transandantal fonksiyondur ve tamsayt

olmayan degerler icin faktoriyel genellestirmesi ilk kez Euler tarafindan yapilmistir

(Sengul 2010).

Tamm 2.4.1 I': (0,00) — R fonksiyonu,
x)= [t e tdt

seklinde tanimlanmistir (Diethelm 2010).

x =1igin,

je “dt = lim e“dt—llm[— “]Ozllm(l e ):1

Z—)oc 70 70

oldugu goriiliir (Diethelm 2010).



Teorem 2.4.2 (I" i¢in Fonksiyonel Denklem) Eger x >0 ise,
X[(x)=T(x+1)
dir (Diethelm 2010).

ispat:

z—0,y—>0+ z—00,y—>0+
y

F(x+1):TtXe‘tdt= im  [t'e"dt= i {[—e—ttX]::§+jtx—le‘tdtJ
0 y

= [te'dt = xI(x).
0

Teorem 2.4.3 ne N igin, I'(n+1)=n! dir (Podlubny 1999).

Ispat: Matematiksel tiimvarim kullamlir. Sirastyla, F(l):l ve Teorem 2.3.1
kullanilarak x =1,2,3,... igin,

r(2)=1r@)=1=2
r(3)=2r(2)=2.1=2!
I(4)=3r(3)=3.2=3

F(n +1) :nF(n): n(n ~1)=n!
I'(n+1)=n! elde edilir.

Teorem 2.4.4 ng Z ve k € N, olsun. O halde,
(-1)r(n-k)C(k +1-n)=T(-n)n+1)
dir (Diethelm 2010).

Teorem 2.4.5 (T i¢in Yansima Formiilii) 0 < x <1 olsun.

T

I(x)r(1-x)= prm—

dir (Diethelm 2010).



Teorem 2.4.6 (I" i¢in Gauss Carpim Formiilii) x € R, —x ¢ N, olsun. O halde,

)= I D2 e )

dir (Diethelm 2010).
2.5 Faktoriyel Fonksiyonu

Faktoriyel fonksiyonu t™, her n>0 tamsays icin,

(0 = t{t-1)1 -2}t~ (1-2) = [ ] (k) = oD

0 I(t+1-n)

ile tanimlanir ve ", Gamma fonksiyonunu belirtir (Sengul 2010).

.. d .
Not : Her o >0 reel sayisi 191n,at“ =at®" ve ayrik hesapta At = ot dir.

Bundan dolay: adi hesaptaki X" ile ayrik hesaptaki x benzerlik gosterir (Sengul
2010).

2.6 Belirsiz Toplam

Tanim 2.6.1 Reel degerli bir f(t) fonksiyonu icin, belirsiz toplam > f(t) seklinde
yazilmstir,
AZ )= o

dir (Charoenphon 2014).

Sonug 2.6.2 aeR, olmak iizere, F(t) fonksiyonu {a,a+1,...} kiimesinde tanimlanmis
olsun. f(t), F(t) ’nin belirsiz toplami ve C herhangi bir sabit olmak tizere,

> F(t)=f(t)+C, AC=0
dir (Charoenphon 2014).

10



Teorem 2.6.3 a ve C sabitler olsun.
(i) D a' =
(i) Yt =

dir (Charoenphon 2014).

(a+1)
+C, a#-1
+1

Teorem 2.6.4 F(t), f(t)’nin [a,b] aralig1 iizerinde belirli toplami ve C herhangi bir

sabit olmak Uzere,
b
Zf F)." =F(b+1)-F(a)+C, AC=0
t=

dir (Kelley ve Peterson 2004).

b b
Ispat: z f(t)=F(b+1)- F(a) oldugunu gostermeye ihtiyag vardir. A, Z f(t) ye

t=a t=a

uygulanarak,

elde edilir.

F(b+1)—F(a) ya A uygulanarak,
A(F(b+1)-F(a))=AF(b+1)-AF(a)
= AF(b+1)
= f(b+1)
b
elde edilir. O halde, A f(t)= AF(b+1)- F(a) dir. Buradan,

t=a

b
> f(t)=F(b+1)-F(a)+C, AC=0

t=a

elde edilir.

11



2.7 Fark Operatorii icin Carpim ve Boliim Kurallar

Teorem 2.7.1 ( Carpim Kural)

A(f (©)g(t) = g(t)af (t)+ f (o(t)Ag(t) = g(ot) = g(alt)af (t)+ f (t)Ag(t)

dir. Burada o(t)=t+1 dir (Kelley ve Peterson 2004).

Ispat: Tanim 2.1.1 kullanilarak, ilk esitlik igin,

A(f(t)g(t))= ft+2)g(t+1)- f(t)a(t)

= f(t+2)g(t+1)- ft+g(t)+ f(t+2)g(t)- f(t)a(t)
= f{t+1Ng(t+1)-g(t)+ gt (t+1)- (1)
= (o(t)Ag(t)+ g(t)af (t)

elde edilir.

Ikinci esitlik igin,
A(f(t)g(t)

(t)+gt+1)f(t)- f(t)at)

1(f(t+1)- F(t)+ f(tNalt+1)-g(t)

elde edilir.

Teorem 2.7.2 (Boliim Kurali)

(1) g0 f(@agl)
A(ga)j‘ ORC0)

dir. Burada o(t)=t+1 dir (Kelley ve Peterson 2004).

Ispat: Tanim 2.1.1 kullanilarak,

elde edilir.
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2.8 Tamsay1 Mertebeden Toplamlar

N, dogal sayilar kiimesini gostermek iizere, f :N_ — R bir fonksiyon olsun. Burada

N, ={a}+ N, ={a,a+La+2,..} (aeR) kiimesini belirtir.

f fonksiyonunun n katli belirli integrali,

o ey f(s)ds, tela,o) (2.8.2)
seklinde tanimlansin.
N -inci mertebeden baglangi¢ deger probleminin tek ¢oziimi
yO(t)=f(t), telax)
yV(@)=0 , i=01..,n-1
dir (Kisalar 2015).
Benzer olarak, bir f ayrik fonksiyonunun n kez tekrarlanmis belirli toplamlari
t-1 s-1 7,1
S5 S e
v
ol (t-s-1-j)
= = f(s), teN 2.8.2
; (n _1)! (S) € Na ( )

dir.

Ayrik n-inci mertebeden baslangic deger probleminin tek ¢éziimii

{A”y(t): f(t), teN,

Ay(a)=0 , i=01..,n-1

dir. Bundan dolay1, (2.8.2) toplaminin ¢ekirdegi Ayrik Cauchy fonksiyonudur. Bu
cekirdek,

n-1
(t-s-1"Y =TJt-s-1-j)
j=0

seklinde tanimlanir.
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y(a)=ay(a)=..=A""y(a)=0
baslangi¢ sartlarindan yararlanilarak,
y@)=y(a+1)=..=y(@a+n-1)=0

oldugu gortiliir.

(2.8.2) toplamindan, f ’nin n-inci mertebeden toplami A" f ile gosterilmistir ve

y(t)= (a7 )t) = z%

f(s), teN

a

yazilir (Kisalar 2015).
2.9 Kesirli Toplam Operatori ve Kesirli Fark Operatori

Bu kesimde bazi temel tanimlar ve sonuglar verilecektir. Bir f(x) fonksiyonunun

kesirli toplami A f(x) seklinde ve kesirli farki da A” f (x) seklinde gésterilecektir.

Tanmm 2.9.1 a herhangi bir reel say1 ve « herhangi bir pozitif reel say1 olsun. f

fonksiyonunun « . mertebeden kesirli toplami,
t-a
AT )= 5 (- o(s) P £(s) (29.)

seklinde tanimlanir.

Burada f, s=a (mod 1) icin tanimlanir ve AY'f, t=a+a (mod 1) icin tanimlanir.

Ozel olarak; A" :N — N, tammlanir, burada N, = {t,t +1,t +2,...}dir (Sengul 2010).

Not : =1 i¢in Tanum 2.9.1 e gore, ayrik toplam operatorii

-1

ALE([E)=> f(s)

S=a

seklindedir (Sengul 2010).
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Tamim 2.9.2 a herhangi bir reel sayr, m bir tamsay1 ve «, m—1<a <maraliginda

herhangi bir pozitif reel say1 olsun. f fonksiyonunun «.mertebeden kesirli farkli,

m A—(m-a m 1 Y m-a-1
A“f(t)= A"A ™ F(t) = A ma) ga:(t—a(s))( f(s)  (2.9.2)

seklinde tanimlanir (Sengul 2010).
2.9.1 Kesirli Toplamlar I¢in Us Kurah

Kesirli toplamlarin iis kurali Atici ve Eloe tarafindan asagidaki gibi ispatlanmistir ve

benzer tipte toplamlarin hesaplanmasi i¢in ¢ok kullaniglidir (Sengul 2010).

Teorem 2.9.1.1 f bir reel degerli fonksiyon ve u,« >0 olsun. t:m+a(mod1)
olmak Uzere, bitiin t’ler icin,

Ala £ ()= A £ t) = A A £ (b))
dir (Atic1 ve Eloe 2007).

Ispat: Kesirli toplamin tanimindan,

A (A 1) = %a) A z (t=o(r)“V 1 (r)
1 A () e (a-1)
= F(a)F(,Lt) s:a( - O'(S)) - (S - O'(r)) f (r)
1 t-u s—a

bulunur. Burada gerekli diizenlemeler yapilarak,

wrla160)-

l t—(,u+a) t—u

D (t—o(s)" (s —o(r) 1 (r)

F(O‘)F(ﬂ) r=0 s=r+a

elde edilir.

X=S— (r +1) alinirsa esitlik,
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A+ (51 (1) = mt'i"”)(t‘“m’(’{ —o(r)- G(X))(ﬂ_l)x(a—l)Jf 0

haline gelir.

Kesirli toplam operatoriiniin tanimindan,

A (Aﬁa f (t)) = Ltg‘j{)(A” (t—o(r) ™ )f (r)

F(a) =0

:Ltga) F(OC) )(t—o-(r))(‘“”‘l) f(r)

F(a) o F(a +
= A £ (t)

elde edilir.

Not : f, tamsayilar kiimesinde tanimlanmig reel degerli bir fonksiyon olsun. Ayrik

hesapta, AA™f = f dir. Her pozitif reel ¢ sayisi icin, bu esitlik ayrik kesirli hesapta da
gecerlidir. Ayrik kesirli farkin tanimindan,
AN E (X)) = AN f(x)
dir. Burada 0 <« <1 dir (Sengul 2010).
Bundan dolayi iis kurali kullanilarak (Teorem 2.9.1.1),
AN AT E (x)= AN F(x) = £(X)
yazilabilir (Kisalar 2015).

2.9.2 Ayrik Kesirli Hesap I¢cin Kuvvet Fonksiyonu

Kuvvet fonksiyonu bir faktoriyel fonksiyonun e« -inci mertebeden kesirli toplamini
ifade eder (Sengul 2010).

Lemma2.9.2.1

A—at(#) — F(:u"'l) t(ﬂ+a)
T(u+a+1)

dir (Atict ve Eloe 2007).
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Not : Her sabit ¢ icin, A%csifir degildir. Toplam operatoriiniin lineerlik 6zelligi ve

kuvvet fonksiyonu kullanilarak, ¢ sabitinin kesirli farki,

AN CEDe A C o) t(a)
‘" Te-a) Tl-a)

bulunur, burada 0 < & <1 dir (Sengul 2010).
2.9.3 Kesirli Toplam ve Kesirli Farkin Degisme Ozelligi

Degisme 6zelligi, toplam ve fark operatorlerinin mertebesinin yer degistirebilecegini

ifade eder (Sengul 2010).

Teorem 2.9.3.1 « > 0 i¢in, asagidaki esitlik saglanir:

('[ _ a)(a—l)

AAF(t)= AN F(t)- )

f(a) (2.9.3).

Burada, f, N, ’da tanimlanmistir (Atict ve Eloe 2007).

Ispat: Parcali formiilden toplam hatirlanirsa,

A=)V £ (s))=t—o(s) VA (s)- (- 1)t - o(s)“ 2 £ (5)

dir.
Toplam kullanilarak,
LR e ) LS o) ). E8) )
F((l)s_a(t (s)“ A, T (s) F((l)s_a( ()1 (s) @ |
_ OIS () P 6 (s
_r(a)s_a( (s)“1(s)

N (a —1)(‘H) f (t +1- a) (t — 05)(“_1) ¢ (a)

[(e) I(a)
_ r(al_ ; tg)( ~o(s)“? £ (s)- % f(s)



yazilir. Burada,

1 t—(a-1

St o(s)“ 2 1(5)

AN f(t)= oD 2

dir. Istenilen esitlik saglanr.

2.10 Lineer Olmayan Fark Denklemleri

keZ" ve NeZ"igin,
x(n+1)—x(n)+ p(n)f (x(n—k))=0 (2.10.1).

Teorem 2.10.1 Kabul edelim ki f fonksiyonu R Uzerinde surekili,
(i) xf(x)>0, x=0,

f(x)

(i) iminf —~ =1L, 0O<L<om,
x—0 X
kk
(ii)pL>———, k>1ise

(k+2)

pL >1, k =0ise burada p = lim inf p(n)>0dir.

nN—oo

Bunlar saglayan (2.10.1) denkleminin her ¢6ziimii salinimlidir.

ispat: X(n), (2.10.1) denkleminin salinimli olmayan bir ¢6ziimii olsun. Varsayalim ki,
n>N icin x(n) >0 olsun. (i)’den f(x(n)) > 0 olur. Bundan dolay,
x(n+1)—x(n)=—p(n)f(x(n—k))<0

ve béylece x(n) azalandir. Bundan dolay1 lim x(n)=c > Odur.

n—o

f (C) =0 oldugunda ve (2.10.1) denkleminin her iki taraftan limiti alindiginda (i)’den

dolay1 ¢ =0 olur. Bundan dolay1 lim x(n)= Odir. (2.10.1) denklemi x(n) ile

boliindiigiinde ve z(n)= x(n)/x(n+1) >1 alindiginda,
1, 1) a(n ) fx(0=K))
) =1-p(n)z(n-1)..z(n —k) A (2.10.2)

elde edilir.
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lim inf z(n) = r dir. (2.10.2) denkleminin iist limiti alinarak,

n—oo

1sl—erk
"

ya da
r-1
pLS'p:T

elde edilir. Kolaylikla gériiliir ki h(r)=(r —1)/r** fonksiyonu r = (k +1)/k *da

(2.10.3)

maksimum degerini alir. Bu deger k*/(k +1)"* olur. Boylece (2.10.3) esitsizligi,

kk

L ——
S ke

olur. Ki bu da (iii) ile gelisir (Elaydi 2004).
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3. CAPUTO KESIRLi FARK DENKLEMLERININ SALINIMLILIGI

Bu bolumde kesirli lineer olmayan fark denklemlerinin salinimliligini incelenecektir.

Bunun i¢in asagidaki kesirli fark denklemleri g6z 6niine alinacaktir.
AixX(t)-g(t+a-Lx(t+a 1)+ f,(t+a—Lx(t +a—1)) = o(t) (3.1)

AZX(t)-g(t+a L x(t + & -1))+ f (t+a L x(t + & 1))
+f,(t+a -1 x(t+a—1)) = o(t) (3.2)

Burada, A% Caputo kesirli fark operatoridir, teN,_, ve x(0)=x,d.
g, f: [O,+oo]>< R—>R,i=12ve U:[O,+oo)—) R, fonksiyonlar1  slrekli  olup

N,, ={l-a,2-a,.} dir.
Bu kesimde, kesirli fark hesaplamalarinin bazi sonug¢larindan bahsedilecektir.

Tamm 3.1 v > 0 olmak iizere, f’nin v'inci mertebeden kesirli toplami,
1 t—v (u—l)
Af(t)=—— > (t—-s-1 f
015D 1O
seklinde tanimlanir. Burada f fonksiyonu igin s=a mod(1) ve A" f, t =(a+v) mod (1)

i¢in tanimhidir.

Ayrica,
t(u) _ F(t +1)
rt-v+1)

seklindedir. A™f Kkesirli toplam1 N,’da tanimli fonksiyonlar1 N, ’de taniml

fonksiyonlara doniistiiriir (Marian et al. 2013).

Tamm 3.2 12 >0 ve m—1< x<m, mpozitif tamsay: ve m=[]. v =m— u olarak

almirsa g’ inci kesirli Caputo fark operatord,

1 t—u (U—l)
— > (t—-s-1 A"f)s), VteN
F(U) ;( S ) ( XS) € a+v

seklinde tanimlanir. Burada A™ operatérii m'inci mertebeden ileri fark operatord,

AF ()= A (A (1)) =
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(A Xs) :Zm:( j f(s+k)

k=0

seklindedir (Marian et al. 2013).

Teorem 3.3 x>0 ve m—1< g <m, mpozitif bir tamsay1 ve m=[u], v=m—-u

olsun. Bu durumda,

1 (u-1)
A f(a)+ m ( —s-1) Af(s)
1,

seklinde tanimlanir. Burada aeZ” —{0 2. } olmak dzere f, N

T
‘7\

Uzerinde

a

tanimlidir.

Ozellikle, 0< 1 <1 ve a=0 oldugunda f asagidaki gibi olur (Marian et al. 2013).

=

F(t)= £(0)+ ——

. (t—s—1)“Yasf(s)

—u

Il
|_\

Lemma 3.4 (Taylor Fark Formiili) x(t): N — R olarak tanimlanan x(t) fonksiyonu

(3.1) baslangig deger probleminin bir ¢dzimudir ancak ve ancak x(t) fonksiyonu,

i

-

x(t) = sza ~1)“I(s)+g(s+a-Lx(s+a—1)- f,(s+a-1x(s+a-1))
O<a<l, X(O):xo icin (3.3)

seklinde tanimlanan Taylor Fark Formiluniin bir ¢oziimudur (Marian et al. 2013).

ispat: Kabul edilsin ki x(t), t € N igin (3.1) denkleminin bir ¢ozimii olmak Uzere,
Ax(t)=v(t)+ gt +a-Lx(t+a-1)- ft+a-Lx({t+ax-1), teN,_,

seklindedir.

O halde x(t) ¢6zimdi,
X(t)= ‘j’; C1) eI y(s)+ gs+ a1 x(s + & ~1)— f,(s + a0 —1 x(s + & ~1)]

S —a

olarak yazﬂablhr.
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Diger taraftan, Teorem 3.3’ten

/1
2
i
Q

oldugu gortiliir.

Yukaridaki iki denklemden,

S (t—s—1)“[v(s)+ g(s+ a1 x(s+a—-1))- f,(s+ a1 x(s+a ~1))]

~X(0)+ i‘“t s—1)“ Y atx(s)

=l-a

,1
S

bulunur.

x(0)= x, oldugundan,

.—r

6((t s-1) “1[A“ (s)-(v(s)+g(s+a—1 x(s +a—1))- fl(s+a—1,x(s+a—1)))]:0

s=l-a

L
(o)
elde edilir.

Bu durumda t =1, 2, ... olmak tzere ve t e N,_, igin,
Aix(s)=v(s)+ g(s+a-Lx(s+a—1))- f(s+a—1x(s+a—1))

bulunur. Gériilir ki x(t), (3.1) denkleminin bir ¢ziimidur.

Lemma3.5 X >0 ve Y >0 olmak lizere 4>y >0 igin,
XA+ A=y = 2XY*7 20 (3.4)
esitsizligi saglanir (Marian et al. 2013).

Asagida verilen teoremlerin ispatinda kullanilmak {izere bazi sartlar goz Oniine
aliacaktir.

xf(t,x)>0, (i=12), x=0, t>t, (3.5)
gt x) <|p)x", |f.(t x)>]a@)x" ve |f,&x)>]a,@)x", x=0, t=t, (3.6)

oldugu kabul edilecektir. Burada, p,q,,q, € C[O,+oo) ve A,y >0 reel sayilardir.
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Teorem 3.6 Eger,

a 1 _
lim inf ;a —5-1)“"v(s) = —0 (3.7)
ve
(a-1) _
lim sup s;a(t —s-1)“"v(s)= o (3.8)

sartlar1 saglaniyorsa (3.1) denkleminin her ¢6ziimi salimimlidir (Marian et al. 2013).

ispat: g =0 olmak iizere x(t), (3.1) denkleminin salmimli olmayan bir ¢éziimii olsun.
Yani T >t, yeterince bilyiik bir pozitif sayt ve t>T i¢in x(t)>0 olsun. Taylor Fark

denkleminden,

t-a

x(t)=x, +%) > (t-s-1)“vs)+g(s+a-Lx(s+a-1)-f(s+a-Lx(s+a-1))

s=l-a

formali elde edilir.

Yukaridaki esitligin her iki tarafi I'(«) ile ¢arpildiginda,

I )x(t) = T{e)x(0)

oS s 1) Is) s gl a1 x(s 4 ar—1) (54 a1 x(s 1) (3.9)

s=l-a
denklemi bulunur. Eger,
Ft)=v(t)+glt+a-Lxt+a-1)-f,t+a—1x{t+a-1)

olarak tanimlanirsa (3.9) denklemi,
(o )x(t) = T(a)x(0)+ (t s—-1)“YE()

seklinde yazilabilir.

Buradan,

elde edilir. Eger,

o=t 3 (1) e

seklinde tanimlanirsa ve gerekli diizenlemeler yapilirsa t > T i¢in yukaridaki esitlik,
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T(e)x(t)<c(T)+ > (t—s—1)“v(s), (3.10)

olarak yazilabilir.

(3.10)’un her iki tarafinin t — oo iken limiti alinirsa,
lim,_,, ct)=M <o, t>T

oldugu goriiliir. Bu sonuclar (3.7) ile ¢elisir. Boylece teoremin ispati tamamlanmuis olur.

Teorem 3.7 Eger,

lim inf ti(t —s=1)*Y]v(s)+ g,(s)] = - (3.11)
ve
lim sup ti(‘[ —s=1)*v(s)+ g,(s)] = o (3.12)

sartlar1 saglaniyorsa (3.1) denkleminin her ¢oziimii salinimlidar.

Burada,
0,(s) = (2= )20y 1 p g 10 (3.13

olarak tanimlanmstir (Marian et al. 2013).

ispat: X(t) (3.1) denkleminin salinimli olmayan bir ¢6ziimii olsun. Yani t>T >t, igin

x(t)> 0 olsun. Taylor Fark denkleminden,
(t—s—1)“Pv(s)+g(s+a-1x(s+a—1)- f,(s+a-1Lx(s+a-1))

denklemi elde edilir.

Yukaridaki denklemin her iki tarafi I'(«) ile ¢arpildiginda,

e )x(t) = I(e)x(0)

s (t—s—1)“Y\(s)+ g(s+a-1x(s+a-1)- f,(s+a -1 x(s+a -1))

s=l-a

-

esitligi elde edilir.
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Elde edilen bu esitlik,

e )x(t) = T(@)x(0)

VSl s )l (s -0)- b (s a-)

s=l-a

b St s -0 I(s)+ g+ a-Lx(s+a 1) fys+a—Lx(s+a-1))]

s=T—-a
seklinde yazilabilir.
Buradan,
T-l-a ta
Clax(t)<T(e)x, + Y (t-s-1)"7|F(s)+ D (t—-s- —1)“y(s)
s=l-a s=T-a
esitsizligi elde edilir.
O halde,
T-l-a 1 (1-a)
o(T)=Tlapo+ 3 ( j FG), teT
s=l-a t-s-1

seklinde tanimlanirsa,

(a)x(t)<c(T)+ :TZ t—s—1)“2[o(s)+ p(s)x” —q, (s)x* ] (3.14)

esitsizligi elde edilir. Lemma 3.5’den,

X =y V4 q¥*x, Y :/11/(%1)7,}///1(/177) pl/(ﬂfy)qu“(”‘)
olmak uzere,

X7 =, X * = Ay 7 i x Naty " pay )l tayx”)

S XY AT - X
S(/l_V)Y/1 :gl(t)
elde edilir. Buradan,
(e )x(t) < o(T)+ 3 t—s-1“u(s)+g,(s) t=T

s=T-a

bulunur. O halde,
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lim (e )x(t) < lim ¢(T )+ lim Z( —s-1)“Y[v(s)+g,(s)) t=T

t—oow t—oow t—oowo
s=T—

olacagindan ve Teorem (3.6) nin ispatindan !im ¢(T)=M oldugu goriiliir.

Bu durumda,
t-a t-a l (1—0{)
im 3(t-s-2)is)+a,0l=m 5 () ble)a.(6)-0
s=T-a s=T-a o

0 < lim T(a)x(t)< M

tow

oldugu goriiliir ki bu da (3.11) ile gelisir. Bdylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Teorem 3.8 Eger,

lim inf ; t—s—1)“v(s)+g,(s)]= -, (3.15)
lim sup ; t—s—1)“"v(s)+g,(s)]= oo (3.16)

sartlar1 saglaniyorsa (3.2) denkleminin her ¢éziimii salinimlidir.

Burada,

g, (S) = (/1 _ 7/)}/1/(y*i)}//(ﬂ*}')é‘i/(ﬂfy) p/l/(/l—y)qu/(7—/1)

+ (,U — 7/)##/(7*#)7/7/(!!*7)(14_ 5)#/(#—7) pﬂ/(ﬂ*}/)q%’/(}/ﬂu) (3.17)

olarak tanimlanmstir (Marian et al. 2013).

ispat: X(t) (3.2) denkleminin salinimli olmayan bir ¢6ziimii olsun. Yani t>T >t, i¢in

x(t) > 0 olsun. Taylor Fark denkleminden,

X(t)= :Za:t—s ) I fy(s)+ gs + & 1 x(s + & 1))

fl( ~Lx(s+a-1)-f,(s+a-Lx(s+a-1))

denklemi elde edilir.

26



Bu durumda denklemin her iki tarafi I'(«) ile ¢arpildiginda,

Fa(t) =T (@) + 3 (t—s-1)“V[u(s)+ g(s + &~ x(s + & ~1))

s=l-a

~f(s+a-Lx(s+a-1)-f(s+a-Lx(s+a-1))

denklemi elde edilir. Ve bu denklem (3.6) sartlar1 kullanilarak,

T

—a

T(a)x(t)<T(a)x + 3 (t-s—1)[o(s)+ p(s)x” — q,(s)x* — (s )x“]

s=l-a

H

esitsizligi seklinde yazilabilir. Buradan,

Max(t)< T, + 3 (t—s-1)“[o(s)+ op(s)x” —a,(s)x" +@-8)p(s)x” —a, (s)x*]

s=l-a

-
Q

]
=N

yazilabilir.

Bu esitsizlikten,

(a)t)<T(@) + > (t—s -1 [ofs)+ 5 p(s)x” —a,(s)* +@-8)p( —q,(s)x“]

s=l-a

T

—a

+ :TZ t—s—1)“[o(s)+ 5 p(s)x” —q,(s)x* +{1—8)p(s)x” —q,(s)x*] (3.18)

S

elde edilir.

X, X, >0 veY,Y, >0 olmak tzere,

X, 7/’]/’1

Y, = /1]/(7*1)7/7/(1(1*7))5]/(1*7) p]/(/lﬂ)ql}'/(l(%i))

ve

X,= 77]/ﬂqu/ﬂx

Y, = ﬂl/(y—#)j,y/(ﬂ(#—y))(l + 5)]/(!#7) pl/(ﬂ—y)qu/(#(y—ﬂ))
seklinde tanimlansin. Lemma 3.5 kullanilarak,

Spx’ _qlxﬂ =/1(7/_W ) (ﬂl/y 2),, 12 0=7)) §Ya=r) pl//1 % qy/( (7~ /1))))“ 7,(7 1/4 )
= XY =y X{ S(ﬂ“_?/)Yl
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(1+ 5)px7 —q, X4 = ﬂ(}’ l/uqJ/ﬂX)V( (r-u },7/ (u-7) 1+5)1/# 7) )q{//(‘u(y—#)))ﬂ’7 _y(j/_]/ﬂqu/ﬂx),‘
= WX YT =Ky < =y VS
elde edilir. Bu esitsizliklerden (3.18),

t—-a

Dlaxt)<c)+ > (t-s=1)[o(s)+ (2 -y +(u—y)V¢] (3.19)
s=T-«a
seklinde yazilir. Burada,

c(t)=T(a)x, + ti ( ! )(l_a)[u(s)+5p(s)xy —q,(s)x* +(1-5)p(s)x” —qz(s)x”]

s=l-a t-s-1

seklinde tanimlanmistir. O halde,

elde edilir.

Yukaridaki esitsizligin her iki tarafinin t — oo iken limiti alinirsa,

lim (e )x(t) < lim ¢(T )+ lim Z(t s—1)“Y[v(s)+g,(s)]

t—o t—>ow t—>o
s=T—

elde edilir. Bu esitsizlikten,

jm o(T )= im (e )x, +im z( L j(l“)[U(s)mp(s)xy_ql(s)xi+(1_5)p(s)xy_q2(s)xy]

t—o0 t—w —):x;S s t—s—-1

lim ¢(T)=M

t—oow

ve
t-a () t-a 1 (1-a)
m Si(t-s-0 i) a,6]-tm ¥ (i ] o+ a.)-0
© T PP Ty t—-s-1

bulunur.

Bu durumda,

0 <lim [(a)x(t)<M

tow

sonucu (3.15) ile ¢elisir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.
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4. LINEER OLMAYAN KESIRLI FARK DENKLEMLERI iCIN
SALINIMLILIK KRITERLERI

Bu bolimde yiiksek mertebeden kesirli lineer olmayan fark denklemlerin salinimliligi

incelenecektir. Bunun i¢in asagidaki kesirli fark denklemleri g6z 6niine alinacaktir.
AX(t)- gt +a—Lx(t+a—-1)+ ft +a -1 x(t+a-1)=oft) (4.1)

AX(t)-glt+a -Lx(t+a-1)+ f,(t+ o L x(t + o -1))

+ f,(t+a—1x(t+a-1)=0(t) (4.2)

Ax(t)_ =%, k=012.,m-1

Burada, A% Caputo Kkesirli fark operatoridir, teN,, m-l<a<m di.
g, f :[0+0]xR—>R,i=1,2ve ov:[0+0)>R, t ve x de sirekli olup

N, ={a,a+La+2..} dir.

Tanim 4.1 x>0 ve bir tamsay1 degil, m—1< x <m, mpozitif tamsay1 ve m = ﬂu—‘,
v=m-—u olarak tammlansin, A* f(a)= 0, k=0,12,...,m-1 icin ve f , N, Uzerinde

tanimhidir a € Z . Bu sartlarla,

m-l(+ o )\K) t- (u-1)
=S t=a)" v @+ S5 wrs) veen,,
k=0 k' ( ):a +0
elde edilir (Anastassiou 2009).
Teorem 4.2 Eger,
t-a
P (1-m) e _1\eD) _
lim inf ¢ s;}(t s—-1)“v(s)= -0 (4.3)
ve
t-a
i (-m) _c_1)ed -
lim sup t*™ 3 (t s ~1)“ v(s) = o0 (4.4)

S=a+v

sartlar1 saglaniyorsa (4.1) denkleminin her ¢éziimii salinimlidir.

Ispat: g =0 olmak iizere X(t), (4.1) denkleminin salinimli olmayan ¢6ziimii olsun.

Farz edelim ki T, > t,, yeterince bilyiik pozitif bir say1 olsun t > T, i¢in x(t)> 0 dr.
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Teorem 3.3’e gore Taylor Fark denklemi,

x(t)=S ¢ ;Ia) Ax(a)
+ﬁ:§:(—s—l)(“)[()+g(s+a Lx(s+a-1)—f,(s+a-Lx(s+a

olarak elde edilir.

F(s)=v(s)+g(s+a—1x(s+a-1)- f,(s+a—1x(s+a—1)

olarak tanimlandiginda X(t) denklemi,

Me) 5
m-1 (k) T-l-a t-a
t-a)" 1 (a-1) 1 (a-1)
x(t)= A" x(a)+ t—s-1 F(s)+ t—s-1 F(s
(t) 2 i (a) @) Z( )“F(s) r<a)s§,f )“F(s)
seklinde yazilabilir.

Bu durumda bu denklemin her iki tarafi T'(x) ile ¢arpildiginda,

e mzt D" @) S s ) Sos—1 U F(s)

k=0 ' s=a+uv s=T—a
elde edilir.
O halde,
m t—a) ) mfl(t_a)(k)
A'xla)=T X
> @)= o x
ve

seklinde tanimlanirsa,

[(o)x(t) = o(t)+ (T, )+ ti(t —s—-1)“VF(s)

s=T,—«a

elde edilir.
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F(s) ’nin tanimi1 kullanilarak,

F(s)=v(s)+g(s+a-Lx(s+a—1))— f,(s+a—-Lx(s+a—1))<v(s)

yazilabilir.

Yukaridaki esitsizlikten,

Fax(t)< o)+ PT,)+ S (t—s-1) " o(s)

s=T—a

elde edilir.

Bu durumda esitsizligin her iki tarafi t0e) jle carpildiginda,

t-a

0 <tEMr(@)x(t) <t ™)+t Z —s5-1) (1) u(s) (4.7)

s=T—a

bulunur.

3. bolimde yapilan c¢alisma sadece O<a <1 igin yapilmistir. Bu bolimde
m—1<a <m olarak genellestirilmis hali incelenecegi i¢in, T, >T, alarak 0 <o <1 ve

a >1 seklinde iki ayr1 durumda incelenecektir;

i. 0<a <1 olsun.

t>T, ve m=1igin d(t)=x(a) elde edilir.

tma )] =[t""x(a) = x, (4.8)
ve
T,-1-a
M )| =t ™ Y (-5 -1 u(s)+ g(s+ -1 x(s+ @ —1))- fy(s+a—1 x(s+a 1))

T 4 (1-a)
SQ;EKE-S-J V(s)+gls+a-Lx(s+a-1)-f(s+a-Lx(s+a-1)]  (4.9)

T,-la 1 (-a)
gz[ J (s =cfTT,), (27,

s=a+v T,-s-1

seklinde yazilabilen (4.8) ve (4.9) kullanilarak, (4.7) esitsizligi,
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t—a
0 <t (a)(t)< %, + eI T, )+ S (

s=Ty—a

| "o

t—-s-1

seklinde yazilabilir.

Bu durumda esitsizlik,

t—a (lfa)
> [t i 1) o(s)>—x, +¢(T,,T,)]  t=T, icin (4.10)
s=T,—a B

seklinde yazilabilir. Buradan,

()
lim inf Z (t_s J o(s)> —[x, +¢(T,,T,)]> — (4.12)

t—oo T

oldugu goriiliir.

Esitsizligin her iki tarafinin t — oo iken limiti alindiginda (4.3) ile geliski elde edilir.
Boylece ispat tamamlanmig olur. Yani x(t) her zaman pozitif degildir. X(t)< 0 oldugu

durumda da benzer sekilde ¢eliski elde edilerek ispat yapilir.

ii. a>1ve m—1<a<m olsun,

‘t(l—m)q)(t)‘ t(l—m)r mz t - a)
k=0

- |xk|<t—a>
kz kit ™D

|xk|(t - a)
kz(; k' (m—l)

M |Xk|t— )(k m+1)

@),

< |Xk|
<Tr —_—
(a)é k'(t B a.)(m—l—k)

sl )"
<I'la)) —.
kzz;‘ k! [Tz —aj

=C (Tz )

t>T, igin (4.12)

ve
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_1-
t(l’m')‘P(t,Tl)‘ =1t S (- s—1) “I(s)+ g(s+a -1 x(s+a —1))- f,(s+a 1 x(s+ 1))

S=a+v
Tl—l—
Ztl‘ t-s-1)“Iv(s)+ g(s+a -1 X(s+a-1)- f,(s+a—1 x(s+a ~1))
S=a+v

—v(s)+ gls+a—1x(s+a~1))- f,(5+ a1, x(5+ o ~1)

T,-1-a t—s_1 (a-1)
gz( : ) V(s)+ 9ls + @ —1 x(5+ @ ~1)) Ty (s-+ L x(s + ar~1))

T, 1« (a-1)
< z (MJ M(s)+g(s+a—L x(s+a—1)- fy(s+a -1 x(s+a-1))

s=a+v Ty

T -1-a

< D pls)=c,(T) t>T, icin (4.13)

s=a+v

elde edilir.

(4.12) ve (4.13) esitsizliklerinde bulunan sonugclar (4.7) esitsizliginde yerine

yazildiginda,
t-a
0<c,(T,)+c ™3 (t-s-1)“Vo(s)
s=T,—a
elde edilir. O halde esitsizlik,
t-a
0<c,(T,)+¢,(T)+t4™ > (t—s-1)“"o(s)
s=T,—«a
t-a a 1
Z —S- 1 )2_[01(T2)+02(T1)]
s=T,—a
olarak yazilabilir.
Buradan,
t-a
lim inf £ > (t—s =1 v(s) 2 e, (T,) + ¢, (T,)]> —=0
s=T,—a

oldugu goriiliir.
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Esitsizligin her iki tarafinin t — oo iken limiti alindiginda (4.3) ile celiski elde edilir.

Boylece ispat tamamlanmig olur. Yani x(t) her zaman pozitif degildir. X(t)< 0 oldugu

durumda da benzer sekilde ispat yapilir.

Teorem 4.3 Eger,
t—a
fim inf £ 3" (t - s 1) V[u(s)+ ,(5)] = 0
ve

t-a

im sup 1) 3t —5 -1 fu(s)+ g, (6] = o

s=a+v

sartlarimi saglaniyorsa (4.1) denkleminin her ¢oziimii salinimlidir.

Burada,
91(3) - (/1 _ 7/)1/1/(7*/1)7;//(/1*7) pi/(lw)qlﬂ(y—l)

olarak tanimlanmustir.

(4.14)

(4.15)

(4.16)

ispat: X(t) (4.1) denkleminin salinimli olmayan ¢6ziimii olsun, yani t>T >t, i¢in

x(t) > 0 olsun. Taylor Fark denkleminden,

o k!
t-a
i 25V )l et ra-D)- s va-1x(s va-)
a s=a+v
elde edilir.

Bu durumda bu denklemin her iki tarafi F(a) ile carpildiginda,

”‘Z (t —-a)

k=0

+ tf“(t—s—l)(‘“)[v(s% gs+a-1Lx(s+a-1)-f(s+a-1Lx(s+a-1))

S=a+v

elde edilir. (4.5) ve (4.6) denklemleri yukaridaki esitlikten,
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T-1-a

+ ) (t-s ~1) e Y[y(s)+ g(s+a -1 X(s+a—1))- fy(s+a -1 x(s+a-1))]

S=a+v

+ Z(t s-1)“I[(s)+ g(s+a -1 x(s+a-1))- fy(s+a-1 x(s+a-1))]

s=T,—a

t-a
O+ PET)+ D (t-s- ~1)“Ip(s)+ g(s+a-1 x(s+a-1))- f,(s+a -1 x(s+a-1)
s=T,—«a

(4.17)
seklinde yazilabilir.

Bu durumda (3.6) sartlarindan,

[V(s)+ g(s+a—1 x(s+a—1))- fy(s+a—1 X(s+a—1))]< (s)+ p(s)x” (s)—au (s)x*(5)]

esitsizligi elde edilir.

O halde,
Mlap()< o0+ #LT)+ 3 (t-s-0plshs ploh (O-afhs] @19
olur.

Lemma 3.5 kullanilarak X ve Y,

X=y™a”
Yy = J0-2) 7/7//1/1 7) pl//1 y)q ri4lr=2) (4.19)
seklinde tanimlanabilir.
Bu durumda,
px y _qlx A _ (7,*7//1 y/ix;/x]:l?,y/l pq*y/l)_ (yflqlel)
= AXTY T XA <(A=y )" =g,(t) (4.20)
bulunur.
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(4.20) esitsizligi (4.18)’de yerine yazilirsa,
C(a)x(t)< o)+ P, T,)+ Zt s—1)“v(s)+ g,(s)] (4.21)

elde edilir.

Elde edilen esitsizligin her iki tarafi 4™ jle carpildiginda,

t-a

M (a)x(t) <t Mot) +t (R T+t St -s-1)Pu(s)+ g,(5)]  (4.22)
s=T,—a
elde edilir.
O halde bu esitsizlik de,
t-a
tm 3" (-5 —1)“[o(s)+ g, (s)] 2 -tV (t) + (R, T, )] (4.23)
s=T—-«a
seklinde yazilabilir.

Teorem 4.2 nin ispatinda oldugu gibi T, >T, kabul edilip 0 < <1 ve o >1 durumlar

asagida sirasiyla incelenecektir.

I. 0<a <1 durumu ele alinsin. Teorem 4.2’nin ispatinda elde edilen asagidaki ifadeler,

tm o) =x, ve tCWET,)| <c(T,,T,)

(4.23)’te yerlerine yazildiginda,
Z t—s— 1 )+gl(S)]2—[X0 +C(T1’T2)]

elde edilir.

Bu esitsizligin her iki tarafinin t — oo iken limiti alindiginda,

t-a

fim inf t&™ > (-5 -1)“ P u(s)+ g, ()] 2 %, + (T, T)]>—0  (4.24)

t—ow T

bulunur. Bu sonug (4.14) ile ¢elisir. Boylece ispat tamamlanmis olur. Yani X(t) her

zaman pozitif degildir. X(t) < 0 oldugu durumda da benzer sekilde celiski elde edilir.
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li. a>1 olsun. m>2 icin ispata baslandiginda Teorem 4.2’nin ispatinda elde edilen
asagidaki esitsizlikler,
t Mo <c,(T,) ve [fEMWET) <c,(T,)

(4.23)’te yerlerine yazildiginda,

t(l—m) t_za(t —S _1)(a_1) [V(S)+ gl(S)] > _[Cl (Tz) + Cz (Tl)]

s=T,—a

elde edilir.

Bu esitsizligin her iki tarafinin t — oo iken limiti alindiginda,

t-a
lim inf 4™ S (-5 -2)“V[v(s)+ g,(5)] > e, (T,) + ¢, (T,)]> —o0 (4.25)
- s=T,—a

elde edilir. Yani bu sonug (4.14) ile ¢elisir. Boylece ispat tamamlanmis olur. X(t)< 0

oldugu durumda benzer sekilde ¢eliski elde edilir.

Teorem 4.4 Eger, A =1 ve y <1 igin,

lim inf £ tzgi (t—s—1)“Y[v(s)+ g,(s)] = —0, (4.26)
ve
lim sup tl-m I_Za:(t —s=1)*y(s)+ g,(s)]= 0, (4.27)

S=a+v

sartlar1 saglaniyorsa (4.2) denkleminin her ¢6ziimii salinimlidir.

Burada,

g, (S) _ (l _ y)li/(7*/1)77/(/1*7)5/1/(/1*7) pl/(ﬂfy)qlﬂ(%ﬁ)

(4.28)
+ (,U _ j/)luﬂ/(}’*ﬂ)}/}//(ﬂ*?/)(l_F 5)#/(/1—7) py/(ﬂf;/)qg/(yf//)

olarak tanimlanmustir.

Ispat: X(t) (4.2) denkleminin salinimli olmayan bir ¢6zimi olsun. Kabul edilsin ki
yeterince blylk T, >t, igin t>T, >t, >0 olmak tzere x(t)>0 olsun. Teorem 3.3’e

gbre Taylor Fark denklemi,
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o k!
+Fé;;;§_s_ﬂvwwg+g@+a_Lx@+a_n)
—f(s+a-Lx(s+a-1)-f,(s+a-1Lx(s+a-1)))

olarak elde edilir.

Buradan,

F(s)=v(s)+g(s+a—Lx(s+a—1)- f(s+a-Lx(s+a-1))- f,(s+a—Lx(s+a—1))

seklinde tanimlanir.

Bu durumda Taylor Fark denklemi,

Plex) =S " aixa)s S s 1)V (s)

k=0 k! s=a+v
seklinde yazilabilir. O halde,
m-1 (k) Tl t—a
[(e)x(t)=T(a) « kla) Ax@)+ Y (t-s-1)“VE(s)+ Z(t_s_l)( DE(s)
k=0 ’ s=a+v s=T, -«

elde edilir.

Diger taraftan,

ve

T -1«

PET)= D] (t—s—1)*YF(s)

S=a+v

seklinde tanimlanirsa (4.29) denklemi,
t-a
T(a)x(t)= o)+ PET,)+ > (t-s-1)“VF(s)
s=T—-a
seklinde yazilabilir. (3.6) da verilen esitsizlikler kullanilarak,

F ()< [ols)+ bl —au(s)x + L O)p(s)x” —a,(s)x
seklinde yazilabilir.
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Bu durumda,
[(a)x(t) < o(t)+ P(t,T,)

+ ti(t—s—1)(""1)[1)(s)+5p(s)x7 —q,(s)x* + (- )p(s)x” —qz(s)x”]

s=T—-a

elde edilir.

X, X,20 veY,Y, >0 olarak tanimlansin. Bu durumda,

X, =7_quﬂx 4 X, :7_1/#qu/ﬂx

Y, = 2Y0=2) },7/(/1(/1—7)) SY7) pl/(/l—y)q l7/(/1(7—4))

Y, = ﬂl/(y_#)77/(#(#—7))(1 i 5)]/(%7) pl/(ﬂ—y)qu/(#(y—ﬂ))

olur.

Bu ifadeler Lemma 3.5’te yerine yazilirsa,

Hx7 — qlxﬂ — /1(},*]/1 qi//1 X)7 (ﬂ}/(V*/I)7/7/(/1(’1*7))51/(’1*7) p]/(/lﬂ)ql}'/(i(%ﬂ)) )/1*7

= AX]Y T = X{ < (’1_7)Y1ﬂ

~ g x)

(1+ 5) X’ — ,X* = lu(y—l/uqlz/ﬂ X)7 (ﬂ1/(7—/1)},7/(/1(/1—7))(1+ 5)3/(#*7) pl/(#—y)qu/(ﬂ(y—#)) )“”

—rly v gdex)

= pXYT =Ky < (u=p )Yy

elde edilir.

O halde,
t—-a

(e )x(t) < o)+ P, T,)+ Z —s-1) _l[v + (A=), +(u
s=T,—a

elde edilir.
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(4.30) esitsizligi t**) ile carpildiginda,

t-a

(@ )x(t) <t D)+t ET) 0™ S (-5 1) “Vo(s)+ g, (s)]
s=T,—a
bulunur.
Bu esitsizlik,
t-a
tm 3" (-5 —1)“[o(s)+ g, ()] = [t gt T,)]
s=T—a
seklinde yazilabilir.

O halde Teorem 4.2’nin ispatinda oldugu gibi T, >T, kabul edilip 0<a <1 ve o >1

durumlari asagida sirastyla incelenecektir.

I. 0<a <1 olsun. Teorem 4.2’nin ispatinda elde edilen (4.8) ve (4.9) ifadeleri yerlerine

yazildiginda,
t-a
(3 (t-5-1)Vu(s)+ g,(s)]= fa + (T, T,)]
s=T—a
elde edilir.

Bu esitsizligin her iki tarafinin t — oo iken limiti alindiginda,

t-a

lim inf t* Tz —s=1)“Y[v(s)+g,(s)]= c(T,,T,)]> —» (4.31)

t—o0
s=ly

bulunur. O halde bu sonug (4.26) ile ¢elisir. Boylece ispat tamamlanmig olur. Yani X(t)

her zaman pozitif degildir. X(t) < 0 oldugu durumda benzer sekilde celiski elde edilir.

Il. @ >1olsun. m>2 igin ispata baslandiginda Teorem 4.2’nin ispatinda elde edilen

(4.12) ve (4.13) esitsizlikleri (4.23)’te yerlerine yazildiginda,

) 3 -5 -2V u(s)+ 0,(5)]2 -[e, (1) + ¢, (1]

s=T,—a

elde edilir.
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Bu esitsizligin her iki tarafinin t — oo iken limiti alindiginda,

t-a
!im inf t(l_m) Z(t =S _1)(0571) [V(S)+ gl(s)] 2 _[Cl (Tz) +C, (Tl)] > =0
-® s=T,—a

elde edilir. Yani bu sonug (4.26) ile gelisir. Boylece ispat tamamlanmis olur. X(t)< 0

oldugu durumda benzer sekilde ¢eliski elde edilir.
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