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ÖZET 

Yüksek Lisans Tezi 

 

LİNEER OLMAYAN KESİRLİ FARK DENKLEMLERİ İÇİN  

SALINIMLILIK KRİTERLERİ 

 

Ebru YILMAZ 

Afyon Kocatepe Üniversitesi  

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

Danışman: Prof. Dr. Mustafa Kemal YILDIZ 

 

Kesirli mertebeden denklemler üzerinde uzun yıllardır çalışılmaktadır ve birçok bilim 

dalında uygulaması mevcuttur. Son yıllarda yüksek mertebeden lineer olmayan kesirli 

fark denklemlerinin salınımlılığını inceleyen çok sayıda çalışma yapılmıştır. Bu tezde 

Caputo fark denkleminin salınımlılığı incelenmiştir. Tez dört bölümden oluşmaktadır. 

İlk bölüm girişe ayrılmıştır. İkinci bölümde, fark hesabı, lineer olmayan fark 

denklemleri ve kesirli toplam gibi bazı temel konular ele alınmış ve bu kavramlarla 

ilgili bilinen bazı teorem ve lemmalar da hatırlatılmıştır. Üçüncü bölümde, aşağıdaki 

formda yüksek mertebeden lineer olmayan kesirli fark denklemlerinin bazı salınım 

kriterleri verilmiştir. 

         ttxtftxtgtx   1,11,1 1*  

            ttxtftxtftxtgtx   1,11,11,1 21*  

Burada 
*  Caputo kesirli diferansiyel fark operatörüdür, aNt ,  

 ,...2,1,  aaaNa . mm  1  ve 1m  olacak şekilde bir 

tamsayıdır.   RRfg i ,0:, , 2,1i  ve   R,0:  fonksiyonları t  ve x ’te 

süreklidir. Bu bölümde 1m  şartı ele alınmıştır. Dördüncü bölümde, yüksek 

mertebeden lineer olmayan kesirli fark denklemi incelenmiştir. mm  1  ve 1m  

olduğu durumla ilgili bazı kriterler elde edilmiştir. 

 

2018, v + 44 sayfa 

 

Anahtar Kelimeler: Kesirli fark denklemi, salınımlılık, caputo türevi 
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ABSTRACT 

M. Sc. Thesis 

 

OSCİLLATİON CRİTERİA FOR FRACTİONAL DİFFERENCE  

EQUATİONS WİTH NONLİNEARİTİES 

  

Ebru YILMAZ 

Afyon Kocatepe University  

Graduate School of Natural and Applied sciences 

Department of Mathematics 

Supervisor: Prof. Dr. Mustafa Kemal YILDIZ 

 

Fractional equations has been studied for a long time and its applications is avaliable in 

many scientific branches. In many years there has been much research activity 

concerning the oscillaton of fractional difference equations. This thesis consists of four 

chapter. The first chapter has been devoted to the introduction. In the second chapter, 

some main topics of difference calculus, theory of nonlinear difference equations, 

fractional sum have been given and some known theorems and lemmas concerning 

these concepts have also been reminded. In the third chapter, some oscillation criteria of 

higher order nonlinear fractional difference equations of the form 

         ttxtftxtgtx   1,11,1 1*  

            ttxtftxtftxtgtx   1,11,11,1 21*  

where 
*  is a Caputo like discrete fractional difference operatör, aNt ,  

 ,...2,1,  aaaNa . mm  1  and 1m  is an integer,   RRfg i ,0:, , 

2,1i  and   R,0:  are continuous with respect t  and x . This chapter has 

1m condition. In the four chapter, we consider oscillation criteria of  higher order 

nonlinear fractional difference equation. We obtain some oscillation criteria for 

mm  1  and 1m  about the equations. 

 

2018, v + 44 pages 

 

Keywords: Fractional difference equations, oscillation, caputo derivative 
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1. GİRİŞ 

Türev ve integral operatörleri reel sayılar üzerinde tanımlı hesaplamaların iki temel 

kavramıdır. Benzer şekilde, fark  ve toplam operatörleri de tam sayılar üzerinde tanımlı 

fark hesaplamasının iki  temel kavramıdır. Genellikle n  bir tamsayı olmak üzere türev 

ve fark operatörleri n  kez bir fonksiyona uygulanabilir. Bunlar da sırasıyla 

  nn dxxfd / ,  xfn  şeklinde tanımlanmıştır. Aslında kesirli hesap, integral ya da 

türev operatörlerinin mertebelerinin keyfi sayılar olabileceğini belirtir. Örneğin; bir 

fonksiyonun 2/1 -nci mertebeden türevi ya da 3 . mertebeden integrali hesaplanabilir. 

Keyfi mertebeden türevler ve integraller ile ilgilenen kesirli hesap uygulamalı 

matematiğin bir alanıdır ve bunun uygulamaları, mühendislik, uygulamalı matematik, 

ekonomi ve birçok alanda görülür. Bilindiği gibi, 
dx

d
D   operatörünü içeren 

diferansiyel hesabın özellikleri ve ileri fark operatörü olarak bilinen 

     xfxfxf  1  operatörünü içeren fark hesabının özellikleri arasında bir 

benzerlik vardır. Kesirli hesabın özellikleri ve fark kesirli hesabının özellikleri arasında 

da benzerlikler vardır (Sengul 2010).  

 

İlk olarak 300 yıl önce, kesirli hesap, L’Hospital tarafından Leibnez’e gönderilen bir 

mektupta, L’Hospital’in “ 2/1n  olduğunda xdyd nn /  notasyonu ne anlama gelir? ” 

sorusuyla gündeme gelmiştir. 30 Eylül 1695 tarihli cevapta, Leibniz “Bu paradoksun bir 

gün yararlı sonuçları olacaktır. ” diye yazmıştır (Sengul 2010). 

 

Sonra, Leibniz, Johann Bernoulli ile yazışarak, genel mertebenin türevlerinden bahsetti. 

2/1 -nci mertebeden türevi yd 2/1  notasyonunu kullanarak gösterdi. Daha sonra kesirli 

türevlerden çok sayıda kaynakta bahsedilmiştir (Sengul 2010).  

 

fD  kesirli mertebeden türev literatürde yaygın olarak yer almasına rağmen kesirli 

mertebeden fark daha az ilgi çekmiştir. Kesirli mertebeden farka ilk kez Kuttner (1957) 

tarafından değinilmiştir (Sengul 2010). 
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na  kompleks sayıların herhangi bir dizisi ve s  herhangi bir reel sabit olmak üzere, 

Kuttner, s -mertebeden farkı aşağıdaki şekilde tanımladı (Sengul 2010). 

 1.1
1

0













 


m

mn

s

a a
m

ms
n

 

  

Diaz ve Osler (1974) kesirli farkı, 

     














0

)2.1(1
k

k
kxf

k
xf 


  

 
  !.1

1

kkk 















 

şeklinde tanımlamışlardır, burada   herhangi bir reel ya da kompleks sayıdır (Sengul 

2010). 

  

Miller ve Ross (1989) kesirli mertebeden toplam ve fark operatörlerini sırasıyla 

aşağıdaki gibi tanımladı (Sengul 2010). 

 
 

      )3.1(
1 1






 





 


t

as

sfsttf  

     
 

      )4.1(
1

1 1
11 





 





 


t

as

sfsttftf

Burada )1(modt  ve 10   dir. 

 

Anastassiou (2009) Caputo ayrık kesirli farkını, 

     
 

      )5.1(
1 1






 



amt

as

mmmm sfst
m

tftf
 



şeklinde tanımlamıştır. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR ve TEOREMLER 

 

2.1 Fark Operatörü 

 

Tanım 2.1.1  ,...2,1,  aaaa  ve Ry a :  olsun. Fark operatörü “ ” , 

     tytyty  1  

şeklinde tanımlanmıştır. 

 

Yüksek mertebeden farklar, fark operatörünün kendisine tekrarlı olarak uygulanması ile 

elde edilir (Kelley ve Peterson 2004). İkinci mertebeden fark, 

    
    
   
         
     tytyty

tytytyty

tyty

tyty

tyty











122

112

1

1

2

 

şeklindedir. 

 

Tümevarım kullanılarak n -inci mertebeden fark, 

     
 

 

   

   



















n

k

k

n

n

knty
k

n

ty

nty
nn

ntnyntyty

0

1

1...

2
!2

1
1

 

olarak elde edilir (Charoenphon 2014). 

 

Tanım 2.1.2 (İleri Fark Operatörü)   bir sabit olsun.  

   ttt  1  

 

Teorem 2.1.3 Aşağıdaki faktöriyel fonksiyonlar iyi tanımlanmış olsun. 

(i) 
   1 vv tvt  burada   ileri fark operatörüdür. 

(ii)      1  ttt  burada  R dir. 

(iii)
   1    burada R  dir. 
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(iv) Eğer rt   ise, her rv   için    vv rt   dir. 

 (v) Eğer 10  v  ise      vv tt    dir. 

(vi)
        ttt 

 dir (Charoenphon 2014). 

 

İspat: Faktöriyel fonksiyonunun tanımına göre ispat aşağıdaki gibidir. Ve v ,   ve   

pozitif tamsayı olsun. 

 

(i) Tanım 2.1.1’i kullanarak, 

      

            
         

 1

112...1

12...212...11

1









v

vvv

tv

vttvttt

vtvttttvtttt

ttt

 

elde edilir. 

 

(ii) 

     
 

 

 
 

 

 
 

   
 
  

 .

11

1

1

1

1

1

1
.

1




































t

t

t

tt

t
t

t

t
t

t

t
ttt

 

 

(iii) 
   

 
 1

1

1





 




 

 olduğu tanımdan açıktır. 

 

(iv) Herhangi bir rv   için rt   olsun. 

Euler’in sonsuz çarpımı, 
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  
























1 1

1
1

1

n

u

n

u

n

u
u  

şeklindedir. rt   olduğundan, 
11 






r

v

t

v
 yazılabilir. O halde, Euler’in sonsuz 

çarpımı da kullanılarak, 

 

   
 

 v

n

v

n

v

n

v

n

vt

n

t

v

r
tn

v

nr

v

tn

v

nt

v

n

t

n

vt

nt

vt

n

vt

n

vt

n

t

n

t

vt

t
t








































































 









 
























 





















 























































1

1

1

1

1

1

1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1

1

1
1

1
1

1

1

1
1

1
1

1

1

1

1

 

elde edilir. 

 

(v) R  üzerinde tanımlı f konveks fonksiyonu, 

        

       1,0,,

11

1





uveyxyfxf

yfuxfuyuuxf

uu
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    vttv

vtvtvvtv

vvtvtvvtvt







111

1

11







  

olduğu için, 

   
 

 
     vttv

t

vt

t
t av











111

1

1

1




 

elde edilir. Gamma fonksiyonunun konveks özelliği kullanılarak, 

         ,10,1
1

içinvyxyvxv
vv




 

 1tx  ve 1 ty  alındığında, 

           

            vv

vv

ttvttv

ttvttv












1

1

11

1

111

1

11111





 

olur. Bu eşitsizlik  1 t  ile çarpıldığında, 

 
     

 
     

 
 

v

vv

t

t

tt

t

vttv

t





























1

1

11

1

111

1
1

 

elde edilir. Böylece, 

     vv tt    

olur. 

 

 (vi) 
   

 
 1,

1

1





 



 t
t

t
t  ile çarpılıp bölünerek, 

 

 
 

 
 

    



tt

t

t

t

t










1

1

1

1
 

elde edilir. 
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2.2 Ayrık Hesap ve Adi Hesap Arasında Bir Benzerlik 

 

Ayrık hesabın teorisi, adi hesabın teorisine paraleldir. Kavram olarak benzerlik 

göstermelerine rağmen hesaplamada bazı farklılıklar vardır. Örneğin, diferansiyel 

operatörü “ D ” , fark operatörü “ ” ile, integral operatörü “  ” , toplam operatörü 

“ ” ile benzerdir (Charoenphon 2014). 

 

Aşağıda bu kavramlar arasındaki benzerliği göstermek amacıyla Teorem 2.2.1 ve  

Lemma 2.2.1 verilmiştir. 

 

Teorem 2.2.1 ( Analizin Temel Teoremi) 

(i)       

b

a

afbfxdf  

(ii)    xfdttfd

b

a














  

(Elaydi 2004). 

 

Lemma 2.2.2 Aşağıdaki durumlar sağlanır;  

(i)      





1

0

0

n

nk

nxnxkx  

(ii)    nxkx
n

nk















 





1

0

 

(Elaydi 2004). 

 

Ayrık hesap ve adi hesap arasındaki benzerlik açıkça görülmektedir. 

 

 

 

 

 

 



8 

 

2.3 Shift Operatörü 

 

Herhangi bir b sabiti için, E  shift operatörünün k  derece polinomu nb  koşuluyla, 

  IaEaEaEp k

kk   ...1

10  

şeklindedir. 

 

 

 
  n

n

k

kk

n

k

knknn

bbp

bababa

babababEp











...

...

1

10

1

10

 

(Elaydi 2004). 

 

Lemma 2.3.1  Ep  polinomu ve  ng  herhangi bir fark fonksiyonu ele alındığında, 

        ngbEpbngbEp nn   

olur (Elaydi 2004). 

 

2.4 Gamma Fonksiyonu 

 

Gamma fonksiyonu  x  ile gösterilen özel bir transandantal fonksiyondur ve tamsayı 

olmayan değerler için faktöriyel genelleştirmesi ilk kez Euler tarafından yapılmıştır 

(Sengul 2010). 

 

Tanım 2.4.1   R ,0:  fonksiyonu,  

  



0

1 dtetx tx  

şeklinde tanımlanmıştır (Diethelm 2010). 

 

1x  için, 

      11limlimlim1 0

00

 
















z

z

zt

z

z

t

z

t eedtedte  

olduğu görülür (Diethelm 2010). 
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Teorem 2.4.2 (  için Fonksiyonel Denklem) Eğer 0x  ise, 

   1 xxx  

dir (Diethelm 2010). 

 

İspat: 

   

  .

limlim1

0

1

0

1

0,0,

xxdtet

dtettedtetdtetx

tx

z

y

z

y

txzt

yt

xt

yz

tx

yz

tx




















  





















 

 

Teorem 2.4.3 Nn  için,   !1 nn   dir (Podlubny 1999). 

 

İspat: Matematiksel tümvarım kullanılır. Sırasıyla,   11   ve Teorem 2.3.1 

kullanılarak ,...3,2,1x  için, 

   
   
   

      !!11

............

!3!2.33.34

!2!1.22.23

!111.12

nnnnnn 







 

  !1 nn   elde edilir.  

 

Teorem 2.4.4 Zn  ve 0Nk   olsun. O halde, 

        111  nnnkkn
k

 

dir (Diethelm 2010). 

 

Teorem 2.4.5 (  için Yansıma Formülü) 10  x  olsun. 

   
x

xx




sin
1   

dir (Diethelm 2010). 
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Teorem 2.4.6 (  için Gauss Çarpım Formülü) 0, NxRx   olsun. O halde, 

 
    nxxxx

nn
x

x

n 


 ....21

!
lim   

 

dir (Diethelm 2010). 

 

2.5 Faktöriyel Fonksiyonu 

 

Faktöriyel fonksiyonu 
 nt , her 0n  tamsayısı için, 

         
 

 


 




1

0 1

1
1...21

n

k

n

nt

t
ktnttttt  

ile tanımlanır ve  , Gamma fonksiyonunu belirtir (Sengul 2010). 

 

Not : Her 0  reel sayısı için, 1   tt
dt

d
 ve ayrık hesapta    1   tt  dir. 

Bundan dolayı adi hesaptaki 
nx  ile ayrık hesaptaki 

 nx  benzerlik gösterir (Sengul 

2010). 

 

2.6 Belirsiz Toplam 

 

Tanım 2.6.1 Reel değerli bir  tf  fonksiyonu için, belirsiz toplam   tf  şeklinde 

yazılmıştır, 

   )(tftf   

dir (Charoenphon 2014). 

 

Sonuç 2.6.2 Ra , olmak üzere,  tF  fonksiyonu  ,...1, aa  kümesinde tanımlanmış 

olsun.  tf ,  tF ’nin belirsiz toplamı ve C herhangi bir sabit olmak üzere,  

     0, CCtftF  

dır (Charoenphon 2014). 
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Teorem 2.6.3   ve C sabitler olsun.  

(i)  


 1,
1





 C

t
t  

(ii)  
 

 





1,
1

1





 C

t
t  

dir (Charoenphon 2014). 

 

Teorem 2.6.4  tF ,  tf ’nin  ba,  aralığı üzerinde belirli toplamı ve C herhangi bir 

sabit olmak üzere, 

        0,1
1





CCaFbFtFtf

b

at

b

a
 

dır (Kelley ve Peterson 2004). 

 

İspat:      aFbFtf
b

at




1  olduğunu göstermeye ihtiyaç vardır.  ,  


b

at

tf  ye 

uygulanarak, 

     

 1

1



  




 

bf

tftftf
b

at

b

at

b

at  

elde edilir. 

 

   aFbF 1  ya   uygulanarak, 

        
 

 1
1

11







bf

bF

aFbFaFbF

 

elde edilir. O halde,      



b

at

aFbFtf 1  dır. Buradan, 

      0,1 


CCaFbFtf
b

at

 

elde edilir. 
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2.7 Fark Operatörü İçin Çarpım ve Bölüm Kuralları 

 

Teorem 2.7.1 ( Çarpım Kuralı) 

                         tgtftftgtgtgtftftgtgtf    

dir. Burada   1 tt  dir (Kelley ve Peterson 2004). 

 

İspat: Tanım 2.1.1 kullanılarak, ilk eşitlik için, 

            
               
             
        tftgtgtf

tftftgtgtgtf

tgtftgtftgtftgtf

tgtftgtftgtf











111

1111

11

 

elde edilir.  

 

İkinci eşitlik için, 

            
               
             
        tgtftftg

tgtgtftftftg

tgtftftgtftgtgtf

tgtftgtftgtf











111

1111

11

 

elde edilir. 

 

Teorem 2.7.2 (Bölüm Kuralı)  

 
 

       
    tgtg

tgtftftg

tg

tf













  

dir. Burada   1 tt  dir (Kelley ve Peterson 2004). 

 

İspat: Tanım 2.1.1 kullanılarak, 

 
 

 
 

 
 

       
   

               
   

       
    tgtg

tgtftftg

tgtg

tgtftgtftgtftgtf

tgtg

tgtftgtf

tg

tf

tg

tf

tg

tf






















1

11

1

11

1

1

 

elde edilir. 
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2.8 Tamsayı Mertebeden Toplamlar 

0  doğal sayılar kümesini göstermek üzere, Rf a :  bir fonksiyon olsun. Burada 

    )(,...2,1,0 Raaaaaa   kümesini belirtir. 

f  fonksiyonunun n  katlı belirli integrali, 

    

 
 

    )1.8.2(,,
!1

......

1

1211

1 2



   















t

a

n

t

a

s

a a a

nn

atdssf
n

st

dsdddfty
n 



 

şeklinde tanımlansın. 

 

n -inci mertebeden başlangıç değer probleminin tek çözümü, 

       
   









1,...,1,0,0

,,

niay

attfty

i

n

 

dir (Kısalar 2015). 

 

Benzer olarak, bir f  ayrık fonksiyonunun n  kez tekrarlanmış belirli toplamları 

   

 

 
 



 



































nt

as

a

n

aj

t

as

s

a a

n

tsf
n

jst

fty
n

n

)2.8.2(,
!1

1

...

1

1 1 1

1

1

2

1







 

dir. 

Ayrık n -inci mertebeden başlangıç değer probleminin tek çözümü 

   

 









1,...,1,0,0

,

niay

ttfty

i

a

n

 

dir. Bundan dolayı, (2.8.2) toplamının çekirdeği Ayrık Cauchy fonksiyonudur. Bu 

çekirdek,  

    







1

0

1
11

n

j

n
jstst  

şeklinde tanımlanır. 
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      0... 1   ayayay n  

başlangıç şartlarından yararlanılarak, 

      01...1  nayayay  

olduğu görülür. 

 

(2.8.2) toplamından, f ’nin n -inci mertebeden toplamı fn

a

  ile gösterilmiştir ve 

       

 
 







 





nt

as

a

n

n

a tsf
n

st
tfty ,

!1

1
1

 

yazılır (Kısalar 2015). 

 

2.9 Kesirli Toplam Operatörü ve Kesirli Fark Operatörü 

 

Bu kesimde bazı temel tanımlar ve sonuçlar verilecektir. Bir  xf  fonksiyonunun 

kesirli toplamı  xfa

  şeklinde ve kesirli farkı da  xf  şeklinde gösterilecektir. 

 

Tanım 2.9.1 a  herhangi bir reel sayı ve   herhangi bir pozitif reel sayı olsun. f  

fonksiyonunun  . mertebeden kesirli toplamı,  

 
 

      )1.9.2(
1 1






 





 


t

as

a sfsttf  

şeklinde tanımlanır. 

 

Burada f ,  1modas   için tanımlanır ve fa

 ,  1mod at  için tanımlanır. 

Özel olarak; 




  aa :  tanımlanır, burada  ,...2,1,  tttt dir (Sengul 2010). 

 

Not : 1  için Tanım 2.9.1 e göre, ayrık toplam operatörü 

   




 
1

1
t

as

a sftf  

şeklindedir (Sengul 2010). 
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Tanım 2.9.2 a  herhangi bir reel sayı, m  bir tamsayı ve  , mm  1 aralığında 

herhangi bir pozitif reel sayı olsun. f  fonksiyonunun . mertebeden kesirli farklı, 

     
 

      )2.9.2(
1 1






 





 


mt

as

mmmm sfst
m

tftf  

şeklinde tanımlanır (Sengul 2010). 

 

2.9.1 Kesirli Toplamlar İçin Üs Kuralı 

 

Kesirli toplamların üs kuralı Atıcı ve Eloe tarafından aşağıdaki gibi ispatlanmıştır ve 

benzer tipte toplamların hesaplanması için çok kullanışlıdır (Sengul 2010). 

 

Teorem 2.9.1.1 f  bir reel değerli fonksiyon ve 0,   olsun.  1mod mt  

olmak üzere, bütün t ’ler için,  

         tftftf     

dir (Atıcı ve Eloe 2007). 

 

İspat: Kesirli toplamın tanımından, 

  
 

     

   
  

 

     

   
         








































































t

s

s

r

s

r

t

s

t

r

rfrsst

rfrsst

rfrttf

0

11

0

1

1

0

1

1

1

1

 

bulunur. Burada gerekli düzenlemeler yapılarak, 

  
   

         
 

 








 



 



 


t

r

t

rs

rfrssttf
0

111
 

elde edilir.  

 

 1 rsx  alınırsa eşitlik, 
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  
   

    
   

 
 

 rfxxrttf
t

r

rt

x

 





































 
 0

1

1

1

1
 

haline gelir. 

 

Kesirli toplam operatörünün tanımından, 

  
 

      
 

 
 

 
     

 

   tf

rfrt

rfrttf

t

r

t

r




















































0

1

0

1

1

1

 

elde edilir. 

 

Not : f , tamsayılar kümesinde tanımlanmış reel değerli bir fonksiyon olsun. Ayrık 

hesapta, ff 1  dir. Her pozitif reel   sayısı için, bu eşitlik ayrık kesirli hesapta da 

geçerlidir. Ayrık kesirli farkın tanımından, 

     xfxf    1  

dir. Burada 10   dir (Sengul 2010). 

Bundan dolayı üs kuralı kullanılarak (Teorem 2.9.1.1), 

       xfxfxf   11   

yazılabilir (Kısalar 2015). 

 

2.9.2 Ayrık Kesirli Hesap İçin Kuvvet Fonksiyonu 

 

Kuvvet fonksiyonu bir faktöriyel fonksiyonun  -inci mertebeden kesirli toplamını 

ifade eder (Sengul 2010).  

 

Lemma 2.9.2.1 

   
 

 



 




 tt

1

1
 

dir (Atıcı ve Eloe 2007). 
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Not : Her sabit c için, c sıfır değildir. Toplam operatörünün lineerlik özelliği ve 

kuvvet fonksiyonu kullanılarak, c sabitinin kesirli farkı, 

 

 
 

 
 









 t

c
t

c
c

12

11  

bulunur, burada 10   dir (Sengül 2010). 

 

2.9.3 Kesirli Toplam ve Kesirli Farkın Değişme Özelliği 

 

Değişme özelliği, toplam ve fark operatörlerinin mertebesinin yer değiştirebileceğini 

ifade eder (Sengül 2010). 

 

Teorem 2.9.3.1 0  için, aşağıdaki eşitlik sağlanır: 

   
  

 
  )3.9.2(

1

af
at

tftf













 . 

 

Burada, f , a ’da tanımlanmıştır (Atıcı ve Eloe 2007). 

 

İspat: Parçalı formülden toplam hatırlanırsa, 

                   sfstsfstsfst ss

211
1





  

dir.  

Toplam kullanılarak, 

 
     

 
     

    
 

 
     

    
 

  

 
 

 
     

  

 
 

 








































































1 1
2

11

2

1
1

21

1

1

11

1

11

 














































t

as

t

as

t

as

t

a

s

t

as

sf
t

sfst

af
ttf

sfst

sfst
sfstsfst
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yazılır. Burada,  

 
 

     
 






 



1

2

1

1 
 



t

as

sfsttf  

dir. İstenilen eşitlik sağlanır. 

 

2.10 Lineer Olmayan Fark Denklemleri 

 

 Zk  ve  ZN için, 

         )1.10.2(01  knxfnpnxnx . 

 

Teorem 2.10.1 Kabul edelim ki f fonksiyonu R  üzerinde sürekli, 

(i)   ,0,0  xxxf  

(ii) 
 

,0,inflim
0




LL
x

xf

x
 

(iii)
 

isek
k

k
pL

k

k

1,
1

1






 

      isekpL 0,1   burada   0inflim 


npp
n

dır.  

Bunları sağlayan (2.10.1) denkleminin her çözümü salınımlıdır. 

 

İspat:  nx , (2.10.1) denkleminin salınımlı olmayan bir çözümü olsun. Varsayalım ki, 

Nn   için   0nx  olsun. (i)’den    0nxf  olur. Bundan dolayı, 

         01  knxfnpnxnx  

ve böylece  nx  azalandır. Bundan dolayı   0lim 


cnx
n

dır.  

 

  0cf  olduğunda ve (2.10.1) denkleminin her iki taraftan limiti alındığında (i)’den 

dolayı 0c  olur.  Bundan dolayı   0lim 
n

nx dır. (2.10.1) denklemi  nx  ile 

bölündüğünde ve   1)1()(  nxnxnz  alındığında, 

 
     

  
 

)2.10.2(...11
1

knx

knxf
knznznp

nz 


  

elde edilir.  
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  rnz
n



inflim dir. (2.10.2) denkleminin üst limiti alınarak, 

kpLr
r

 1
1

 

ya da 

)3.10.2(
1
1




kr

r
pL  

elde edilir. Kolaylıkla görülür ki     11  krrrh  fonksiyonu   kkr 1 ’da 

maksimum değerini alır. Bu değer   1
1




kk kk  olur. Böylece (2.10.3) eşitsizliği, 

  1
1





k

k

k

k
pL  

olur. Ki bu da (iii) ile çelişir (Elaydi 2004). 
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3. CAPUTO KESİRLİ FARK DENKLEMLERİNİN SALINIMLILIĞI 

 

Bu bölümde kesirli lineer olmayan fark denklemlerinin salınımlılığını incelenecektir. 

Bunun için aşağıdaki kesirli fark denklemleri göz önüne alınacaktır.  

         ttxtftxtgtx   1,11,1 1*                    (3.1) 

       

    ttxtf

txtftxtgtx









1,1

1,11,1

2

1*                                  (3.2) 

 Burada, 
*  Caputo kesirli fark operatörüdür,  1t  ve   00 xx  dır. 

  2,1,,0:,  iRRfg i  ve   R,0: , fonksiyonları sürekli olup 

 ,...2,11     dir. 

 

Bu kesimde, kesirli fark hesaplamalarının bazı sonuçlarından bahsedilecektir. 

  

Tanım 3.1 0  olmak üzere, f’nin  inci'  mertebeden kesirli toplamı, 

 
 

 
 

 sfsttf
t

as

1

1
1





  








 

şeklinde tanımlanır. Burada f fonksiyonu için as   1mod  ve f ,   at  1mod  

için tanımlıdır. 

 

Ayrıca, 

    
 1

1










t

t
t  

şeklindedir.  f  kesirli toplamı a ’da tanımlı fonksiyonları  a ’de tanımlı 

fonksiyonlara dönüştürür (Marian et al. 2013). 

 

Tanım 3.2 0  ve mm  1 , m pozitif tamsayı ve  m .   m  olarak 

alınırsa  ’ inci kesirli Caputo fark operatörü, 

    
 

 
 

   











 


  a

m
t

as

m Ntsfsttftf ,1
1

1

*  

şeklinde tanımlanır. Burada m  operatörü incim'  mertebeden ileri fark operatörü, 
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      ksf
k

m
sf

km
m

k

m 













 1
0

 

şeklindedir (Marian et al. 2013). 

 

Teorem 3.3 0  ve mm  1 , m pozitif bir tamsayı ve  m ,    m  

olsun. Bu durumda, 

 
  

 
 

 
 

 sfstaf
k

at
tf

t

as

k
m

k

k






*

11

0

1
1

!
















  

şeklinde tanımlanır. Burada  ,...2,1,0 Za  olmak üzere f , aN  üzerinde 

tanımlıdır. 

 

Özellikle, 10    ve 0a  olduğunda f aşağıdaki gibi olur (Marian et al. 2013). 

   
 

    sfstftf
t

s









*

1

1
1

1
0 


 






 

 

Lemma 3.4 (Taylor Fark Formülü)   RNtx :  olarak tanımlanan  tx  fonksiyonu 

 1.3  başlangıç değer probleminin bir çözümüdür ancak ve ancak  tx  fonksiyonu, 

 
 

           1,11,11
1

1

1

1

0 


 














sxsfsxsgsvstxtx

t

s

 

10  ,    00 xx   için                                                                                              (3.3) 

şeklinde tanımlanan Taylor Fark Formülünün bir çözümüdür (Marian et al. 2013). 

 

İspat: Kabul edilsin ki  tx , Nt için  1.3  denkleminin bir çözümü olmak üzere, 

         1,11,1 1*   txtftxtgtvtx ,     1Nt  

şeklindedir.  

 

O halde  tx  çözümü, 

 
 

           1,11,11
1

1

1

1

0 


 














sxsfsxsgsvstxtx

t

s

 

olarak yazılabilir. 
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Diğer taraftan, Teorem 3.3’ten 

   
 

    sxstxtx
t

s









*

1

1
1

1
0 


 






 

olduğu görülür. 

 

Yukarıdaki iki denklemden, 

 
           

 
 

    sxstx

sxsfsxsgsvstx

t

s

t

s



















*

1

1

1

1

1

0

1
1

0

1,11,11
1


























 

bulunur. 

 

  00 xx   olduğundan, 

 
               01,11,11

1
1*

1

1



















sxsfsxsgsvsxst

t

s

 

elde edilir.  

 

Bu durumda ...,2,1t  olmak üzere ve  1Nt  için,  

         1,11,1 1*   sxsfsxsgsvsx  

bulunur. Görülür ki  tx ,  1.3  denkleminin bir çözümüdür. 

 

Lemma 3.5 00  YveX  olmak üzere 0   için, 

  0   YXYX                                      )4.3(  

eşitsizliği sağlanır (Marian et al. 2013). 

 

Aşağıda verilen teoremlerin ispatında kullanılmak üzere bazı şartlar göz önüne 

alınacaktır. 

    )5.3(,0,2,1,0, 0ttxixtxfi   

            )6.3(,0,,,,, 02211 ttxxtqxtfvextqxtfxtpxtg 


 

olduğu kabul edilecektir. Burada,   ,0,, 21 Cqqp  ve 0,   reel sayılardır.  
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Teorem 3.6 Eğer, 

     )7.3(1inflim
1

1
















t

s
t

svst

ve 

    














t

s
t

svst
1

1
)8.3(1suplim  

şartları sağlanıyorsa (3.1) denkleminin her çözümü salınımlıdır (Marian et al. 2013). 

 

İspat: 0g  olmak üzere  tx , (3.1) denkleminin salınımlı olmayan bir çözümü olsun. 

Yani 0tT   yeterince büyük bir pozitif sayı ve Tt   için   0tx  olsun. Taylor Fark 

denkleminden,  

 
 

           1,11,11
1

1

1

1

0 


 














sxsfsxsgsvstxtx

t

s

 

formülü elde edilir.  

 

Yukarıdaki eşitliğin her iki tarafı )( ile çarpıldığında, 

       

           1,11,11

0

1

1

1



















sxsfsxsgsvst

xtx

t

s

             (3.9) 

denklemi bulunur. Eğer, 

         1,11,1 1   txtftxtgtvtF  

olarak tanımlanırsa (3.9) denklemi, 

          
)(10

1

1
tFstxtx

t

s














  

şeklinde yazılabilir.  

 

Buradan,  

              TtsFstsFstxtx
t

Ts

T

s

 










,1)(1

1
1

1

1

0











  

elde edilir. Eğer,  

   
 

 sF
st

xTc
T

s



























1

1

1

0
1

1  

şeklinde tanımlanırsa ve gerekli düzenlemeler yapılırsa Tt   için yukarıdaki eşitlik, 
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           )10.3(,1
1

svstTctx
t

Ts














  

olarak yazılabilir. 

 

(3.10)’un her iki tarafının t  iken limiti alınırsa,  

   Mtctlim ,         Tt   

olduğu görülür. Bu sonuçlar (3.7) ile çelişir. Böylece teoremin ispatı tamamlanmış olur. 

 

Teorem 3.7 Eğer, 

       







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




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ve 
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






t

s
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sgsvst
1

1

1
)12.3(1suplim  

şartları sağlanıyorsa (3.1) denkleminin her çözümü salınımlıdır. 

 

Burada,   

           
)13.3(

/

1

//

1

 
 qpsg      

olarak tanımlanmıştır (Marian et al. 2013). 

 

İspat:  tx  (3.1) denkleminin salınımlı olmayan bir çözümü olsun. Yani 0tTt   için 

  0tx  olsun. Taylor Fark denkleminden, 

 
 

           1,11,11
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denklemi elde edilir.  

 

Yukarıdaki denklemin her iki tarafı )( ile çarpıldığında, 

       
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eşitliği elde edilir. 
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Elde edilen bu eşitlik, 

       
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şeklinde yazılabilir. 

 

Buradan, 

               svstsFstxtx
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1

0 11  

eşitsizliği elde edilir.  

 

O halde, 

   
 

  TtsF
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s
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şeklinde tanımlanırsa, 

          svstTctx
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1
1  

elde edilir. Bu eşitsizlikte (3.6) şartları kullanılırsa, 

                )14.3(1 1
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eşitsizliği elde edilir. Lemma 3.5’den,  

xqX  1

1

1 ,                              
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olmak üzere, 

    

   tgY

XYX

xqpqxqXqpX

1

1

1

1

1

11























 

elde edilir. Buradan, 

              TtsgsvstTctx
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bulunur. O halde, 
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olacağından ve Teorem (3.6) nın ispatından   MTc
t
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lim  olduğu görülür.  

 

Bu durumda, 
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 olduğu görülür ki bu da (3.11) ile çelişir. Böylece teoremin ispatı tamamlanmış olur. 

 

Teorem 3.8 Eğer, 
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şartları sağlanıyorsa (3.2) denkleminin her çözümü salınımlıdır.  

 

Burada, 

             
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
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/

1

/

2

1 qp

qpsg
                      (3.17) 

olarak tanımlanmıştır (Marian et al. 2013). 

 

İspat:  tx  (3.2) denkleminin salınımlı olmayan bir çözümü olsun. Yani 0tTt   için 

  0tx  olsun. Taylor Fark denkleminden, 
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denklemi elde edilir.  
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Bu durumda denklemin her iki tarafı )( ile çarpıldığında, 

             

     1,11,1

1,11

21

1

1

0



 















sxsfsxsf

sxsgsvstxtx
t

s  

denklemi elde edilir. Ve bu denklem (3.6) şartları kullanılarak, 
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eşitsizliği şeklinde yazılabilir. Buradan, 
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yazılabilir.  

 

Bu eşitsizlikten, 

                     
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elde edilir. 

 

0, 21 XX   ve 0, 21 YY  olmak üzere, 
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şeklinde tanımlansın. Lemma 3.5 kullanılarak, 
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elde edilir. Bu eşitsizliklerden (3.18), 
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şeklinde yazılır. Burada, 
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şeklinde tanımlanmıştır. O halde,  
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elde edilir. 

 

Yukarıdaki eşitsizliğin her iki tarafının t  iken limiti alınırsa, 
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elde edilir. Bu eşitsizlikten, 

   
 

            






 xsqxspxsqxsps
st

xTc
t

s
ttt

21

1

1

0 1
1

1
limlimlim 










 









 

  MTc
t




lim  

ve 

       
 

     0
1

1
lim1lim 2

1

2

1











 
















sgsv

st
sgsvst

t

Ts
t

t

Ts
t










 

bulunur. 

 

Bu durumda, 

    Mtx
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
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lim0  

sonucu (3.15) ile çelişir. Böylece teoremin ispatı tamamlanmış olur. 
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4. LİNEER OLMAYAN KESİRLİ FARK DENKLEMLERİ İÇİN 

SALINIMLILIK KRİTERLERİ 

 

Bu bölümde yüksek mertebeden kesirli lineer olmayan fark denklemlerin salınımlılığı 

incelenecektir. Bunun için aşağıdaki kesirli fark denklemleri göz önüne alınacaktır. 

         ttxtftxtgtx   1,11,1 1*                   (4.1) 
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1*                       (4.2) 

  1,...,2,1,0,* 


mkxtx k
at

k  

Burada, 
*  Caputo kesirli fark operatörüdür, at  , mm  1  dır. 

  2,1,,0:,  iRRfg i  ve   R,0: , t  ve x  de sürekli olup 

 ...2,1,  aaaa  dir. 

 

Tanım 4.1 0  ve bir tamsayı değil, mm  1 , m pozitif tamsayı ve  m ,  

  m  olarak tanımlansın,   0 afk , 1,...,2,1,0  mk  için ve f , aN  üzerinde 

tanımlıdır Za . Bu şartlarla, 
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elde edilir (Anastassiou 2009). 

 

Teorem 4.2 Eğer, 
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11  

şartları sağlanıyorsa (4.1) denkleminin her çözümü salınımlıdır. 

 

İspat: 0g  olmak üzere  tx , (4.1) denkleminin salınımlı olmayan çözümü olsun. 

Farz edelim ki 01 tT  , yeterince büyük pozitif bir sayı olsun 1Tt   için   0tx  dır.  
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Teorem 3.3’e göre Taylor Fark denklemi, 
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olarak elde edilir. 
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 olarak tanımlandığında   tx  denklemi, 
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şeklinde yazılabilir. 

 

Bu durumda bu denklemin her iki tarafı    ile çarpıldığında, 
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elde edilir.  

 

O halde, 
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 sF ’nin tanımı kullanılarak,  

           ssxsfsxsgsvsF   1,11,1 1
 

yazılabilir.  

 

Yukarıdaki eşitsizlikten, 
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 1t  ile çarpıldığında, 

                     )7.4(1,0
1

11

1

111 




 







t

Ts

mmmm ssttTtttttxt  

bulunur. 

  

3. bölümde yapılan çalışma sadece 10   için yapılmıştır. Bu bölümde 

mm  1  olarak genelleştirilmiş hali inceleneceği için, 
12 TT   alarak 10   ve 

1  şeklinde iki ayrı durumda incelenecektir; 

 

i. 10   olsun.  

2Tt   ve 1m  için    axt   elde edilir. 
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   (4.9) 

şeklinde yazılabilen (4.8) ve (4.9) kullanılarak, (4.7) eşitsizliği, 
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şeklinde yazılabilir. 

 

Bu durumda eşitsizlik, 
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şeklinde yazılabilir. Buradan, 
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olduğu görülür. 

 

Eşitsizliğin her iki tarafının t  iken limiti alındığında (4.3) ile çelişki elde edilir. 

Böylece ispat tamamlanmış olur. Yani  tx  her zaman pozitif değildir.   0tx  olduğu 

durumda da benzer şekilde çelişki elde edilerek ispat yapılır. 

 

ii. 1  ve mm  1  olsun, 
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 (4.13) 

elde edilir. 

 

(4.12) ve (4.13) eşitsizliklerinde bulunan sonuçlar (4.7) eşitsizliğinde yerine 

yazıldığında, 

          




 







t

Ts

m ssttTcTc
1

11

1221 10  

elde edilir. O halde eşitsizlik, 
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olarak yazılabilir.  

 

Buradan, 
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olduğu görülür. 
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Eşitsizliğin her iki tarafının t  iken limiti alındığında (4.3) ile çelişki elde edilir. 

Böylece ispat tamamlanmış olur. Yani  tx  her zaman pozitif değildir.   0tx  olduğu 

durumda da benzer şekilde ispat yapılır. 

 

Teorem 4.3 Eğer, 
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şartlarını sağlanıyorsa (4.1) denkleminin her çözümü salınımlıdır.  
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olarak tanımlanmıştır. 

 

İspat:  tx  (4.1) denkleminin salınımlı olmayan çözümü olsun, yani 0tTt   için 

  0tx  olsun. Taylor Fark denkleminden, 
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elde edilir.  

 

Bu durumda bu denklemin her iki tarafı    ile çarpıldığında, 
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elde edilir. (4.5) ve (4.6) denklemleri yukarıdaki eşitlikten, 
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(4.17) 

şeklinde yazılabilir.  

 

Bu durumda (3.6) şartlarından, 
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eşitsizliği elde edilir. 

 

O halde, 
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 bulunur.  
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(4.20) eşitsizliği (4.18)’de yerine yazılırsa, 
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                        )22.4(1,
1

1

11

1

111 




 







t

Ts

mmmm sgssttTtttttxt  

elde edilir.  

 

O halde bu eşitsizlik de, 

                   )23.4(,1 1

11

1

11

1

Tttttsgsstt mm
t

Ts

m  




 





  

şeklinde yazılabilir. 

 

Teorem 4.2’nin ispatında olduğu gibi 
12 TT   kabul edilip 10   ve 1  durumları 

aşağıda sırasıyla incelenecektir. 

 

i. 10   durumu ele alınsın. Teorem 4.2’nin ispatında elde edilen aşağıdaki ifadeler,  
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elde edilir.  

 

Bu eşitsizliğin her iki tarafının t  iken limiti alındığında, 

            







),(1inflim 2101

11

1

TTcxsgsvstt
t

Ts

m

t






       (4.24) 

bulunur. Bu sonuç (4.14) ile çelişir. Böylece ispat tamamlanmış olur. Yani  tx  her 

zaman pozitif değildir.   0tx  olduğu durumda da benzer şekilde çelişki elde edilir. 
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 ii. 1  olsun. 2m  için ispata başlandığında Teorem 4.2’nin ispatında elde edilen 

aşağıdaki eşitsizlikler, 

 21

.)1( )( Tctt m        ve        121

.)1( ),( TcTtt m   

(4.23)’te yerlerine yazıldığında, 

           )()(1 12211

11

1

TcTcsgsvstt
t

Ts

m 










 

elde edilir.  

 

Bu eşitsizliğin her iki tarafının t  iken limiti alındığında, 

            







)()(1inflim 12211

11

1

TcTcsgsvstt
t

Ts

m

t






           (4.25) 

elde edilir. Yani bu sonuç (4.14) ile çelişir. Böylece ispat tamamlanmış olur.   0tx  

olduğu durumda benzer şekilde çelişki elde edilir. 

 

Teorem 4.4 Eğer, 1  ve 1  için, 

         














t
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m

t
sgsvstt )26.4(,1inflim 2

11  

ve 

         














t
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m

t
sgsvstt )27.4(,1suplim 2

11  

şartları sağlanıyorsa (4.2) denkleminin her çözümü salınımlıdır. 

 

Burada, 

             

             















2

/

1

/

2

1 qp

qpsg
                   (4.28) 

olarak tanımlanmıştır.  

 

İspat:  tx  (4.2) denkleminin salınımlı olmayan bir çözümü olsun. Kabul edilsin ki  

yeterince büyük 01 tT   için 001  tTt  olmak üzere   0tx  olsun. Teorem 3.3’e 

göre  Taylor Fark denklemi, 
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 
 

 

 
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olarak elde edilir. 

 

Buradan, 

            1,11,11,1 21   sxsfsxsfsxsgsvsF  

şeklinde tanımlanır.  

 

Bu durumda Taylor Fark denklemi, 

     
 
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şeklinde yazılabilir. O halde, 
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elde edilir.  

 

Diğer taraftan, 

   
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T
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sFstTt  

şeklinde tanımlanırsa (4.29) denklemi, 

            
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






t

Ts

sFstTtttx
1

1

1 1,  

şeklinde yazılabilir. (3.6) da verilen eşitsizlikler kullanılarak, 

                xsqxspxsqxspssF 21 1   

şeklinde yazılabilir.  
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Bu durumda, 

       
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elde edilir. 

 

0, 21 XX   ve 0, 21 YY   olarak tanımlansın. Bu durumda, 

xqX  1

1

1

1

          ve                 xqX  1

2
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2 1 qpY  

olur. 

  

Bu ifadeler Lemma 3.5’te yerine yazılırsa, 
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elde edilir.  

 

O halde, 
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(4.30) eşitsizliği  1t  ile çarpıldığında, 
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bulunur.  

 

Bu eşitsizlik, 
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şeklinde yazılabilir. 

 

O halde Teorem 4.2’nin ispatında olduğu gibi 
12 TT   kabul edilip 10   ve 1  

durumları aşağıda sırasıyla incelenecektir. 

 

i. 10   olsun. Teorem 4.2’nin ispatında elde edilen (4.8) ve (4.9) ifadeleri yerlerine 

yazıldığında, 
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elde edilir.  

 

Bu eşitsizliğin her iki tarafının t  iken limiti alındığında, 
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
 

bulunur. O halde bu sonuç (4.26) ile çelişir. Böylece ispat tamamlanmış olur. Yani  tx  

her zaman pozitif değildir.   0tx  olduğu durumda benzer şekilde çelişki elde edilir. 

 

ii. 1  olsun. 2m  için ispata başlandığında Teorem 4.2’nin ispatında elde edilen 

(4.12) ve (4.13) eşitsizlikleri (4.23)’te yerlerine yazıldığında, 
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elde edilir.  
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Bu eşitsizliğin her iki tarafının t  iken limiti alındığında, 

            
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elde edilir. Yani bu sonuç (4.26) ile çelişir. Böylece ispat tamamlanmış olur.   0tx  

olduğu durumda benzer şekilde çelişki elde edilir. 
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