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OZET
Doktora Tezi

RIEMANN-LIOUVILLE VE HADAMARD TiPLI
GENELLESTIRILMIS KESIRLI DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Tugba YALCIN UZUN
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist
Matematik Anabilim Dali
Danigsman: Prof. Dr. Mustafa Kemal YILDIZ

Kesirli hesabin gecmisi oldukc¢a 6nceye dayanmaktadir. Kesirli mertebeli diferensiyel ve
integrasyon kavramlari, tam say1 mertebeli tiirev ve n kath integrali genellestiren kavram-
lardir. Bu kavramlar ilk olarak 17. yiizyilda Leibniz tarafindan ortaya atilmig, sonrasinda

Euler, Lagrange, Abel, Liouville gibi bir ¢cok matematikc¢inin ¢alistig1 bir alan olmustur.

Doért boliimden olusan bu ¢aligmada Reimann-Liouville ve Hadamard tipli genellegtirilmis

kesirli integrali « € R, p € R* ve f:(0,00) — R olmak iizere

LA K5 (t,m) f(n)dn, a € R\Z,
f(@),

a=0

(T3 11(0) =

(7(1)14701,2‘/7 d\’ _

; %(a) f(t), ael

seklinde tanimlanmigtir. Bu tanim daha once Katugampola'nin yaptigi tanimdan yola gi-
kilarak elde edilmigtir. Caligmanin ilk boliimiinde kesirli tiirev kavrami hakkinda genel bir
bilgi verilmis, ikinci boliimde ¢alisma icin gerekli olan temel tanim ve teoremler verilmistir.
Uciincii boliimde Reimann-Liouville ve Hadamard tipli genellestirilmis kesirli integrali ve
tlirevi tanimlanmig ve temel 6zellikleri verilmis, son boliimde ise bu kesirli tiirevi igeren

diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri {izerinde durulmusgtur.

2018, vi+45 sayfa

Anahtar Kelimeler: Kesirli Tiirevler, Kesirli integraller, Kesirli Diferansiyel

Denklemler



ABSTRACT
Ph.D. Thesis

RIEMANN-LIOUVILLE AND HADAMARD TYPE GENERALIZED
FRACTIONAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

Tugba YALCIN UZUN
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Mustafa Kemal YILDIZ

Fractional calculus is based on a very long history. Fractional differential and integration
are generalization of integer order derivative and n-times integrals. These notions were
originally proposed by Leibniz in the 17th century and then many mathematician worked

on this subject like Euler, Lagrange, Abel, Liouville.

In this work, which is consisted of four chapters, Riemann-Liouville and Hadamard type

generalized fractional integral defined by

a=0

(/O Ko (t.n) f(n)dn, a € R\Z,
77110 = {1

— A—ayilp) [ d _
ZW(E) i), acZ

\ =1

where a € R, p € RT and f : (0,00) — R. In the first chapter of this work,a general
knowledge about the fractional derivative. In the second chapter of this work, some basic
definitions and theorems, necessary for this work, are given. In the third chapter, Riemann-
Liouville and Hadamard type generalized fractional integral and derivative are defined and
basic features are given, in the last chapter focused on solution of Riemann-Liouville and

Hadamard type generalized fractional differential equations.

2018, vi+45 pages

Keywords: Fractional Derivative, Fractional Integral, Fractional Differ-

ential Equations
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1. GIRIS

Kesirli hesabin ge¢misi oldukca 6nceye dayanmaktadir. Kesirli mertebeli diferensiyel
ve integrasyon kavramlari, tam say1 mertebeli tiirev ve n kath integrali genellegtiren
kavramlardir. Bu kavramlar ilk olarak 17. yiizyilda Leibniz tarafindan orataya
atilmig, sonrasinda Euler, Lagrange, Abel, Liouville gibi bir ¢cok matematik¢inin

calistigr bir alan olmustur.

Kesirli diferansiyel teorisi, gesitli madde ve iglemlerin kalitsal 6zelliklerinin tanimlan-
masinda kullanilabilecek ¢ok iyi bir aractir. Kesirli mertebeden tiirev, tam mertebe-
den tiireve gore bu alanlarda ¢ok daha iyi sonuglar vermektedir ve bu kesirli mertebe
tlirev icin ¢ok Onemli bir avantajdir. Kesirli mertebe tiirevler ozellikle nesnelerin
mekanik ve elektriksel ozelliklerinin matematiksel modellemesinde, akigkanlar teori-

sinde, elektrik devreleri, elektro-analitik kimya ve bir ¢cok alanda kullanilmaktadir.

17. yiizyildan bu yana kesirli tiirev ve integral igin bir ¢ok farkli tanim verilmistir.
Bunlardan en onemlileri Riemann-Liouville, Hadamard, Griinwald-Letkinov, Riesz
ve Caputo tiirevleridir. Bu tiirevler tizerine bir ¢ok ¢aligma yapilmistir ve eksikleri
va da yetersizlikleri fark edilmis, diizeltilmeye calisilmigtir. Bu alanda, Diethelm
(2010), Kilbas (2006), Samko vd. (1993), Podlubny (1999) ve Oldham vd. (1974)

gibi bircok matematik¢inin caligmalar: vardir.

Kesirli mertebe tiirevler, cekirdegi kesirli mertebe olan integraller yardimiyla ta-
nimlanir. Bu tezde, Diethelm (2010), Kilbas (2006), Samko vd. (1993), Podlubny
(1999) ve Oldham vd. (1974) nin daha 6nce galigtig1 Reimann-Liouville ve Butzer vd.
(2002), Kilbas (2001), Kilbas (2003) ve Pooseh vd. (2012) nin ¢aligtigy Hadamard

tipli kesirli tirevlerin bir genellegtirmesi yapilmigtir.

Katugampola (2011) Riemann-Liouville ve Hadamard tipli kesirli tiirev ve integralin
genellegtirmesini yapmig fakat daha sonraki caligmasinda kesirli tiirev tanimini ye-
nien vermistir. Ayrica, Katugampola (2016) tanimlamig oldugu bu tiirevi igeren
kesirli difernsiyel denklemlerin varligi ve tekligini incelemistir. Katugampola (2016)
daha sonra Riemann-Liouville ve Hadamard disinda dort integrali daha iceren genel

bir tanim vermistir.



Katugampola’nin tanimladigi genellestirilmis integral ve tiirev tanimi Akkurt vd.
(2015), Almeida vd. (2015), Almeida vd. (2016), Anderson ve Ulness (2015), Atan-
gana vd. (2015), Bayour ve Torres (2017), Iyiola ve Nwaezw (2016), Jaradd vd.
(2017), Kagar vd. (2015), Kacar vd. (2018), Sarikaya vd. (2014), Thaiprayoon
vd. (2015), Yang vd. (2016), Yildirnm vd. (2016), Zeng (2017) gibi matem-
atikciler tarafindan caligilmig, yeni esitsizlikler tanimlanmig ve bu tiirevin farkh

genellegtirmeleri yapilmigtir.

Katugampola (2011) nin tamimladigl Reimann-Liouville ve Hadamard tipli genelles-
tirilmis kesirli integral ve tiirev tanimlar1 mertebenin sadece 0 ve 1 arasinda oldugu
durumlarda dogru sonuglar verirken, mertebenin 1’den biiyiik oldugu durumlarda
ise hatali sonuclar veriyordu. Bu tezde Katugampola (2014) min verdigi tanimdan
yararlanarak yeni bir genellestirilmis kesirli tiirev ve integral tanimi verilmis ve bu

kesirli tiirevi iceren diferensiyel denklemlerin ¢éziimii iizerinde durulmustur.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolumde, daha sonraki boliimlerde kullanilacak olana temel tanim ve teoremler-
den bahsedilecektir. Bu boltimde 6zellikle Gamma, Beta ve Mittag-Lefller fonksiyon-
lar1 iizerinde durulacak ki bu fonksiyonlar kesirli integral hesap ve kesirli diferansiyel
denklemlerde 6nemli bir rol oynar. Ayrica Riemann-Liouville ve Hadamard kesirli

integral ve tiirevin temel 6zelliklerinden bahsedilecektir.

2.1. Gamma Fonksiyonu

Tanim 2.1.1. Gamma fonksiyonu, Re(z) > 0 i¢in

['(z) = / e 't*ldt
0
integrali yardimiyla tanimlanir.
Gamma fonksiyonunun énemli ozelliklerinden biri z € C, n € Nj i¢gin

I(z+1)=2zI'(2)

I'n+1)=n!
dir. n € Z~ noktalar1 gamma fonksiyonunun tekil kutup noktalaridir.

2.2. Beta Fonksiyonu

Tanim 2.2.1. Beta fonksiyonu Re(z) > 0, Re(w) > 0 i¢in

1
B(z,w) = / 11 —7)* ldr
0

integrali ile tanimlanir.

Beta fonksiyonunu,
I'(z)l'(w)
B ===

seklinde Gamma fonksiyonu yardimiyla da ifade edilebilir.



2.3. Mittag-Leffler Fonksiyonu

Ustel fonksiyon tam mertebeli diferansiyel denklemlerde énemli bir rol oynar ve 1903
te G. M. Mittag-Leffler tarafindan tanimlanan Mittag-Leffler fonksiyonunun 6zel bir
halidir (Podlubny 1999).

Tanim 2.3.1. Mittag-Leffler fonksiyonu o > 0 i¢in

kZ:OFak+

seklinde tanimhdir (Podlubny 1999).

Bu fonksiyon bir degiskenli Mittag-Leffler fonksiyonu olarak bilinir. Daha sonra
1953 te Agarwal tarafindan iki degigskenli Mittag-Leffler fonksiyonu tanimlanmigtir
(Podlubny 1999). Bu fonksiyon 6zellikle kesirli analizde 6nemli bir role sahiptir ve

agagidaki seri yardimiyla tanimlanir:

k

= z
Eop(2) = —, a>0, >0.
Bu tanimdan acik¢a goriiliiyor ki
Eru Z T'(k
k=0
ve
=2 Tarsy ~ B
prs I( ak +1)
saglanir.

2.4. Reimann-Liouville Kesirli integrali ve Tirevi

Tanim 2.4.1. Re(v) > 0 ve f fonksiyonu, J' = (a,b) araliginda parcal stirekli ve
J = [a,b] smurh alt aralikta integrallenebilir olsun. Bu durumda v. mertebeden

sagdan ve soldan Riemann-Liouville kesirli integralleri sirasiyla,

[ oDV fl(t) = 1"(1;/) / (t—7)" f(r)dr, t>a (2.4.1)



[+D,7 f1(t) = ﬁ/t (t—7)"1f(r)dr, t<b (2.4.2)

seklinde tanimlanir (Kimeu 2009).

Cauchy formulii, bir f fonksiyonunun n. mertebeden integrali seklinde yazlabilir:

/am 4”: L /am;f(t)dtdxl odr, = ﬁ /G:(x Ot
/x /mn_1 o /m f(®)dtdxy ... dx, 1 = ﬁ/x (z — )" f(1)dt.

Bu egitliklerin sag taraflarindaki integraller tam say1 olmayan n degerleri icin de
gecerli oldugundan Riemann-Liouville kesirli integrali bu integrallerin bir genelles-

tirmesi olarak ifade edilebilir. Ayrica,

(t —a)"f(a) 1

D) = et i+ e / (t =) (7).

liy oD770) = Fla)+ [ )i = )+ (50 - @) = 10
oldugundan ,D? f(t) = f(t) olarak almabilir.

Lemma 2.4.2. Eger f(t) fonksiyonu ¢ > a igin siirekli ise, bu durumda herhangi

mertebeden kesirli integral icin

D7 (WD7MF() =o DIV E(L) (2.4.3)
esitligi saglanir (Podlubny 1999).
Ispat Re(v), Re(u) > 0 icin,

1

)
o o [ = / (r = P F()de

/f dé/ — 1) ldr

B m/ (t =" (€)= D (1)

D (WD (1)) = / (t =)' WD f(7)dr

olur. O



Acgik olarak;

D (D (1) = oD (D (1) = oD (1)

saglandig1 goriiliir.

Ornek 2.4.3. f(t) = (t — a)® fonksiyonunun v. mertebeden kesirli integrali,
Re(v) > 0 igin

D= )" = s [ (= e =

1
— t— Oé+V _ 1/ 1ad
Fl/ /0 ‘

:F<v) B(v,a+1)(t — a)*t

_ [a+1) )t
_F(V+a+1)<t )

elde edilir.
Kesirli tiirevin varligi, Abel integral denkleminin c¢oziilebilirligi ile alakalidir.
f € Li(a,b) fonksiyonu i¢in Abel integral denklemi

1

m/ﬂ (x —t)*tp(t)dt = f(z), =>a, a>0 (2.4.4)

ile verilir. 0 < a < 1 i¢in

1

m/ﬂ (t—1)""o(r)dr = f(t), t>a.

Abel integral denklemi alinsin ve bu esitligin her iki yani (s — )~ ile garpilarak

a’dan s’ye integrali alinirsa,

:ﬁ / ) / t(t_f)a—l(s_t)—%(f)dT] dt

_ ﬁ/ o(7) [/TS(t—T)a_l(s—t)_“dt] dr




:%/Sas( ) / g1 5>—ad§]df
/gb a)dr
:F(l—a)/a S(r)dr

[ o = [ =0 s

olur. Bu esitligin her iki yaninin s’ye gore tiirevi alinirsa,

elde edilir. O halde,

é(s) = ﬁd% / (s — O F(t)dt (2.4.5)

bulunur. (2.4.5) ifadesine «. mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirevi denir

(Ozen 2003, Ozen ve Oztiirk 2004).

Tanim 2.4.4. (a,b) araliginda siirekli ve integrallenebilir bir f fonksiyonu igin,
k—1<v <k, k€N olmak tlizere v. mertebeden sagdan ve soldan Riemann kesirli

tiirevi sirasiyla,

k t
DO = sy | = e

Nk ak b
7TEI€ 1_)1/) % /t (t — )" f(r)dr

seklinde tanimhdir (Kimeu 2009).

tDll;f(t) =

Tanmimdan agikca goriiliyor ki, £ — 1 < v < k icin

k
D) = S (WDF 1)

saglanir.

Lemma 2.4.5. v > 0 i¢in

D (WD 1) = 1) (2.4.6)

saglanir (Podlubny 1999).



Ispat k¥ —1<v <k icin

D) = oDy (WD)

oldugundan
or(0rrw) = [ ot (Lo s )]
d* Dt
— [ D] = 1)
elde edilir. 0

Lemma 2.4.6. Eger k — 1 < v < k olmak {izere ,Dy f(t) kesirli tiirevi integrallene-

biliyorsa, bu durumda

k .
(t _ a)u—z
D DV DV i _ 2.4.
D (o 221 /) t oaT(v—i+1) (247)
olur (Podlubny 1999).
ispat Tk olarak,
1 t 1
D (WDLI0) = 5 [ =) WDz

_ %{ﬁ /at@ ) aD:f<T)dT} (2.4.8)

esitligi kullanilir ve kismi integrasyon uygulanirsa,

1 t , , B 1 t de o
m/a (t=7)" D7 f(r)dr = m/a (t—r) @{ aDT(k )f(T)}dT

_; ! _7_1/ V) .
_F(V—k—l—l)/(t D )}

dk i k) (t_a)ufzﬂrl
_Z[dﬂﬂ oD f<t>)L:aF(2+y—z')

1 ! l/ 14
:m/“— D 4 (7)

)ufiJrl

i (t—a
—Z DOl r



_ aD;(ukarl)( ath(kfu)f@))
k

i (t _ a)l/*H’l
_ DV (2 t N
;[“ -l )L:“F(2+l/—i)
k _\w—itl
N )= 2 [P ta&zf)y—’)
1=1 g
(2.4.9)
elde edilir. (2.4.8) ve (2.4.9) esitlikleri kullamlarak ispat tamamlanir. O
Bu durumda 0 < v < 1 igin
—v v v—1 (t — a)yil
D77 (WDYf(1) = f(t) = [ oDi f(t)}t:aw (2.4.10)
olur. (2.4.6) ve (2.4.7) ozellikleri agagidaki ozelliklerin birer 6zel halleridir:
oDy (oD f() = D), v p >0, (2.4.11)
k (t _ a)y—i—i—l
D;V( DY = DI f D“ i Y < k-1 .
at (a tf<t>) al’t ; “F(l—l—l/—i)’o_k <u<k

(2.4.12)

Ornek 2.4.7. f(t) = (t — a)* fonksiyonunun v. mertebeden kesirli tiirevi,
k — 1 < v < k olmak tizere

y _dk —(k—v)
DEF() = S (D7 ()

D7 (=0 =
oldugundan
° Y o N1+ a) b
Dy ((t —a)%) = m(t—a)

elde edilir.
2.5. Hadamard Kesirli integral ve Tirevi

Tanim 2.5.1. f € [Pla,b], 0<a <t <b< oo fonksiyonunun «. mertebeden
Hadamard kesirli integrali

(nT310 = s | t (1og§)a_1f<s>@ 25.1)



seklinde tammlamr. Ayrica, (g 72 )f(t) = f(t) dir (Samko et al. 1993 ).

Tamm 2.5.2. 0 < a <b < oo, d =t% ve ACY[a,b] = {f : [a,b] = R : " 7'[f(t)] €
AC[a,b]} olsun. f € ACY[a,b] fonksiyonunun «. mertebeden Hadamard kesirli

tiirevi,
(WDL)I0 = (T2 DO = 7= (t%) / (logé)"‘“‘l oL
(2.5.2)

seklindedir. Burada, n — 1 < o < n ve AC|a,b|, [a,b] araliginda mutlak strekli
fonksiyonlarim kiimesidir (Kilbas 2003).

Bu tamimlar ¢ = 0 i¢in Hadamard tarafindan 1892 de verilmistir. 1993 te Kilbas, a.

mertebeden Hadamard tipli kesirli integral ve tiirevi

(w0 = i [ (;)“(mgé)alﬂs)? (25.3)

(aDgy ) (t) = 710"t ( u T 1 )(t) (2.5.4)

seklinde daha genel bir tanimla vermistir. g = 0 i¢in (2.5.1) ve (2.5.2) Hadamard
kesirli integral ve tiirevi elde edilir (Kilbas 2003).

Tanim 2.5.3. Reel degerli bir f(t) fonksiyonu i¢in fi(t) € C[0,00] olmak iizere
f(t) = t?f1(t) olacak gekilde en az bir p > p, p € R varsa f fonksiyonuna C,
uzaymdadir denir (Yildirim and Kirtay 2014).

Tanim 2.5.4. Bir f(t) € C,,t > 0 fonksiyonu icin

b v
L,x(a,b) = {f NSl e = (/ |f(t)|Ptkdt) <o, 1<p<oo, k> 0}

oluyorsa f fonksiyonuna L, x(a,b) uzayindadir denir (Yildirim and Kirtay 2014).

Tanim 2.5.5. X?(a,b), (c € R,1 < p > o) [a,b] arahiginda reel degerli Lebesgue

olctilebilir fonksiyonlarin uzayidir, 6yle ki,

b d %
Il = ([ 1es0pd) < e em < o0)

ve p = 00 igin
| fllxr = ess Sup [t°f(t)],c € R. (2.5.5)

a<t<
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Ozel olarak, ¢ = % (1 <p<oo,k>0)alimrsa XP(a,b) uzayi ile L, x(a,b) uzay:
ve ¢ = % (1 < p < o0) almirsa XP(a,b) uzay ile LP(a,b) uzay: gakisir (Yildirim and
Kirtay 2014).

Lemma 2.5.6. o, > 0,0 < a <b < oo ve p € R olsun. Budurumda f € X, (a,b)
fonksiyonu icin
a—l—u Hja+ y,f = H a+ﬁf (256)

yari-grup Ozelligi saglanir (Kilbas 2003).

ispat Fubini teoremi uygulanarak

ittty Y () [ [ (s02)” 8]
e () [ () e
_ t t a—1 B—1
I COMCH

(2.5.7)

elde edilir. Icerideki integralde u = log(7/s)/log(t/s) doniigiimii yapilirsa,

t a—1 B—1 1 B—1 a—1
/ (log E) <log ) dr = / (ulog E) ((1 —u) logf) log Edu
s T s T 0 s s s
" a+p—1 1
- (log —) / P71 — ) du
s 0

_ (log E)QHHB(@ a) = (mg E)WI%

bulunur. Bu ifade (2.5.7)'de yazilirsa

(i ni D0 = i [[(2) (062) ™ s % = Gz

MNa+p

elde edilir. O

Lemma 2.5.7. a > 3> 0 ve u € R olsun. Bu durumda f € X, (a,b) i¢in

uDly , wTe = nTihf (2.5.8)
olur. Ozel olarak 3 = m € N ise

#Dgy 8T W = vT0v ) (2.5.9)
saglanir (Kilbas 2003).
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Ispat m —1 < 8 <m, m € N olsun. O halde 8 = m ise

d
(nDz 0 =t (1) 1)
olur. Buradan,

m—ltg
d

m—1

7
=
~
‘ -
—
o
o

(uDey 15 ) =

~
)1

[

(c

~—

<+
~~

(c

3
L

~
V)
=

N— N— 7 S
ﬁ‘
~
—_ ~—

=

I
( a T80

Q
|
—_
S
o

~
Sl Zla &la &~

i e N Y
~
Sl

olur. Bu iglem k, 1 < k < m kere tekrarlanirsa

. . - a\"" k
(nD2 w5, D0 =+ (1) P CaTEED
olur ki £ = m igin (2.5.9) elde edilir. Eger m —1 < 5 < m ise
m+a—F

B o _
HDaJr,ﬂ Hja+,uf Da_l,_u H ﬂ Hja+ Mf G+M HJa+,p f

olur.

Lemma 2.5.8. a > 0 ve y € R olsun. Bu durumda f € X, (a,b) icin

HD(aX_hM H aoiﬁuf = f

saglanir.

N
/a s“% (log é) (Hf(S)—
(roe!) " 0

(2.5.10)

S
ds

S

a+,uf

(2.5.11)

Bir kuvvet fonksiyonun Hadamard tipli kesirli integrali hesaplandiginda tamamlan-

mamig Gamma fonksiyonu,
x
v(v,z) = / ' letdt, v>0, >0
0

elde edilir.

12
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Lemma 2.5.9. a>0,a>0, pe Rver € R, u+ v > 0 olsun. Bu durumda,

(T, o) (1) = 1l ??i)log@/a)) (+v) et (2.5.13)

olur. Ozel olarak = 0 ve v > 0 icin

(w2 () = 1 '/Fl(oj)@/ ) oy (2.5.14)

olur (Kilbas 2003).

ispat

(g0 = s () (nd) s

t log(t/a) (w4) )
— —7(ptv) La-1g
—F(a) /a' € T T

v (ptv) log(t/a)
= (n+v)™@ e u* tdu

olup ispat biter. O

Sonug 2.5.10. a >0, pu € Rverv € R, p+ v > 0 olsun. Bu durumda,
(aJgs ")) = (u+v)" ", (uDgy ,#) (1) = (n+v)*t" (2.5.15)
ve Ozel olarak u =0, v > 0 icin
(adyx")(t) =v=t", (uDg.*")(t) =0vt" (2.5.16)
olur (Kilbas 2003).

2.6. Laplace Doniigiimii

Tanim 2.6.1. f karmasik degerli bir fonksiyon ve s € C olsun. f fonksiyonunun

Laplace dontigiimii .
F(s) = £(f(1)) :/0 e £ (1)dt (2.6.1)

integrali ile tanimlanir (Schiff 1999).
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Laplace doniigiimiiniin var olmasi i¢in f fonksiyonunun bir tistel fonksiyondan daha

hizli biiyiimemesi gerekir. Bu ise fonksiyonun iistel mertebeden olmasi demektir.

Tanim 2.6.2. Bir f fonksiyonuna eger t, > 0 igin
[f()] < Me™, t >t
olacak sekilde M > 0 ve a varsa f listel mertebedendir denir.

Laplace dontistimii lineer bir operatordiir ve bu doniistimiin en 6nemli 6zelliklerinden
biri konvoliisyon teoremidir. Bu teorem, iki fonksiyonun konvoliisyonunun Laplace

doniigiimiiniin Laplace doniigtimlerinin ¢arpimina egit oldugunu ifade eder. Yani,

(f % g)(t) = / F(t — r)g(r)dr = / F(r)g(t — 7)dr

iki fonksiyonun konvoliisyonu olmak tizere

L((f9)(®) = L(£(1)£(g(1))

saglanir.

Ornek 2.6.3. @ > —1ve a € R olsun.

< Loy, T+l
L{tu} — /0‘ e tdt — m/o‘ uPe vdt = W (262)

ve
1

S—a

L{e"} :/ et dt = (2.6.3)
0

olur.

2.6.1. Reimann-Liouville Kesirli integralinin Laplace Dontisimii

f(t) fonksiyonunun v. mertebeden Reimann-Liouville kesirli integrali

D7) = g7 [ =7 (e

aslinda bir konvoliisyon integralidir.
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Bu durumda,

L{[o D" fI(1)} = ﬁﬁ{t”l}ﬁ{f(t)} =5 "F(s), v>0 (2.6.4)

olur. (2.6.4) denklemi kesirli integralin Laplace déniigtimiidiir.

Ornek 2.6.4. > —1veae€Rolsun. v > 0 icin

I 1 1
ci by = TEED e pevaty - -

ghAV+1 v(s—a)

(2.6.5)

olur.

2.6.2. Reimann-Liouville Kesirli Tiirevinin Laplace Dontisiimii

Tam mertebeden tiirevin Laplace dontisimii

n—1

LLO()} = s"Fs) =Y 5" f(0%)
k=0
seklindedir. Ayrica
LoDy £1(8) = [DF (oD " 1(E)

oldugundan Reimann-Liouville kesirli integralinin Laplace doniigimii, n—1 <v <n

icin
£{ oDy (1)} = L{D} oD, " [ (1)}
n—1
=s"L{ oD ")} =Y DA 0D Y F(1)] o
k=0
n—1
_ sn(s—(n—u)F(S)) o Z sn—k—le—(n—V)f(O—i—)
k=0
n—1
— g — Z Sn—k—le—n-l-Vf(O-l—) (266)
k=0
olur.
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2.6.3. Mittag-Lefler Fonksiyonunun Laplace Doniistimii

p,a, 3,5 € C, Re(a) > 0,Re(B) > 0,Re(y) > 0,Re(p) > 0,Re(a) > 0 ve }Sip} <1

olmak tizere Mittag-Leffler fonksiyonunun Laplace dontigiimii,

3] (2.6.7)

olur. Burada  91; genellestirilmis Wright fonksiyonudur. Ozel olarak,

p= 0, v=a, Re(a) > 0 alinirsa,

/ e~ A1 E, 4(at®)dt = — (2.6.8)
0 s —a
olur. (2.6.8) te s = 1 alinirsa,
> —t 46—1 « 1
e " t" Eyplat®)dt = ——, |a| <1 (2.6.9)
0 l1—a
(2.6.9) denkleminde § = 1 alimirsa,
- —t fo' 1
e "Eqi(at®)dt = ——, |a| <1 (2.6.10)
0 l1—a
olur. Ayrica, (2.6.8) denkleminde 5 = 1 i¢in
00 soz—l a
/ e " By (at®)dt = , |=|>1 (2.6.11)
0 s —a s

olur.

Laplace teoreminin konvoliisyon teoreminden

[ 77 Basar®) e = 7 B (e~ 7)°)7 = £ By )} L0~ Bap(-at))

0
s0—P s* 7
- [sa — a] [sa +a}
SQG—(ﬁ'i"Y)

52a _ CL2

= 1P By gy (a%79) (2.6.12)

elde edilir.
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3. RIEMANN-LIOUVILLE VE HADAMARD TIiPLi
GENELLESTIRILMIS KESIRLI INTEGRAL VE TUREV

Katugampola (2011), Riemann-Liouville ve Hadamard kesirli integrallerinin bir genel-

lestirmesini yapmigtir. Bu genellestirme, n € N i¢in

x T1 Tn—1 1 1—n x
/ dr / THdry ... / 70 f(1p)dT, = 702;_ >1)' / (trtt — ppyn=lee f(7)dr
a a a a (3.1>

katli integralin bir sonucu olarak ortaya c¢ikmigtir ve Katugampola genellegtirilmis

kesirli integralin tanimini o, p € R, p # —1 olmak iizere

o0 = s [ - ar (32

seklinde vermistir. p = 0 i¢in Riemann-Liouville kesirli integrali, p — —17 i¢in
ise Hadamard kesirli integrali elde edilir. Katugampola (2011) yaptigi ¢aligmada
Riemann-Liouville ve Hadamard kesirli tiirevlerinin bir genellestirmesini o € C,
Re(a) > 0, n = [Re(a)] + 1 ve p > 0 i¢in

(p+ 1)a—n+1 d»

"Diflt) = T(n—a) di*

t
/ (trtt — pethyn—e=ler £()dr (3.3)
seklinde vermistir.

Daha sonra Katugampola (2014), genellestirilmis kesirli tiirevi o € C, Re(a) > 0,
n = [Re(a)] + 1 ve p > 0 igin

oD (t) = —(pF—|<—n1)_“:L)+ (tl_”%) / (! — el p(nydr (34)

seklinde tamimlamigtir. Katugampolanin verdigi her iki kesirli tiirev tanmimi da
0 < Re(a) < 1 oldugu durumda diizgiin bir sekilde caligmasma ragmen

n—1 < Re(a) < n igin dogru sonuglar vermemektedir.

Bu ¢aligmada, Katugampolanin vermis oldugu genellestirilmig kesirli integralin daha
genel hali ve yeni tanimlanan genellestirilmis kesirli tiirevi kullanilacaktir. Cekirdek
fonksiyonu su sekilde verilsin: « € C\Z; ve p € RT olmak iizere Ky :RxR—=C

cekirdek fonksiyonu, s,t € R i¢in

[tp _ Sp]aqqu

/Cg‘(t, s) = ()

(3.5)
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olarak tammhdir. a € Z; i¢in K5(¢, s) = 0 almsin. Ayrica, n € N, k € {1,2,--- ,n}

ve p € RT i¢in

[1 = (n—1)plAn-11(p), k=
Ani(p) = An_roa(p) + [k — (n—D)plAn_1k(p), k=2,3,---,n—1 (3.6)
1, k=n

fonksiyonu tanimlansin. Simdi Katugampolanin yapmig oldugu kesirli integral

taniminin daha genel hali verilebilir.

Tanim 3.1 a« € R, p € RT ve f : (0,00) — Rolsun. f fonksiyonunun «. mertebeden
kesirli integrali ¢ > 0

/ Kot m) f(n)dn, a € R\Z,
0
(

[T () = t ) | a=0 (3.7)

\ i=1
seklindedir (Karpuz et al. 2017).

Uyart 3.2 Acgk olarak goriiliyor ki, 6 Kronecker’in deltasi olmak iizere,
A k(1) = 0, dir. Buradan, o € Z~ i¢in T3 f= =) olur.

Ornek 3.3 a € R}, v € (—1,00) ve p € R igin

Fv+1)

) ¢ > 0.
pPrT(v+a+1)

[T5 " ] (8) =

a = 0 icin sonuc asikardir. o € R™ olsun ve ¢ > 0 icin hesaplanirsa,
t
7o )0 = [ K
0

_ /t [tp - np]ailnpilnpudn
o p'I(a)

platr) 1
— 1 — a—1 l/d

| e

trlatv)
T Y

P(V + ]') tp(a+V)
pl(a+v+1)

olur.
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Lemma 3.4 K c¢ekirdek fonksiyonunun baz temel ozellikleri su sekildedir.
t
(i) t>s>0veq,f€R" igin / Ko (t, n)le(n, s)dn = ICg‘Jrﬁ(t, s) dir.
(i) s,t € Rve a e Cigin t"'K4(t,s) = (1) s K5 (s, 1) dir.
0
(iii) s,t € R ve a € C\Z, i¢in —th§+1(t, s) =t Ko (t, s) dir.

0
KCoti(t,
(iv) s e R\{0}, t € R ve a € C\Z, igin %% = —K5(t, s) dir.

Ispat (i) t > s >0 icin

' B e ) U et
*(t,n)K5(n, s)dn =
| stenrg = [y
1 t
= p_ ppla—lop=1rp _ p]1B—1p—1
e J, T ey

[tp _ Sp]oz-l—ﬁ—lsp—l 1 o B
=ty J, 14
B [tp _ Sp]oﬂrﬁflspfl
~ g P

[tp _ Sp]ori’ﬁ*lspfl N
= 1T (a + B) = K57 ).

[tp _ Sp]aqqu

()

P — tp]a—ltp—l
p*~'I'(a)
= (—1)0‘_1sp_1ng(s,t).

o (t,s) = 7!

— Sp—1<_1>a—1 [

(iii) t > s >0 i¢in,

0 0 [tr — sP]gP~1
EICZ[H@’ 8) = ot [paF(a]+ 1)
B aptP~ Lt — sP]atsrl
pel(a+ 1)
tPL[tr — sP]a—lsPmt
T ()

—1a
="K, 5).
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(iv) Ispat, (iii) dekine benzer sekilde yapihr.

0 Kot t,s) 9 1 (1P —s)osi!

9s  sL  Os|se ! pel(a+1)
1
— _ p_ a1 p—1
AT(a 1 1)a(t ") ps
(tp _ sp)aflspfl
- T (o)
= — IC;’f(t, s).
O
Lemma 3.5 a € R icin
« 1 d a+1
T f}(t):tp—,l&[jp flt), t>0 (3.8)

saglanir.

ispat Ispat i¢in a’nin tiim durumlar: ayr1 ayr incelenecektir.

e o€ R\Z olsun. Bu durumda, ¢ > 0 i¢in

d 1 d ! a+1
G0 =5 [ rensman
a [t [l

= & . m]‘(n)dn

A=
= /0 &mﬂn)dn+

t (1p _ pla—1,p—1
— p—1 [t Ui ] Ui

N A
—t“/o 1) f(m)dn

=t TS ()

17—ty

f(t)

olur.

e o= —1 olsun.

1 d

d. g _d T _ =1 -1
ST = S f0) = 7S p () =7 T @), >0

elde edilir.
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e ac{ - ,-3 -2} olsun. Bu durumda n := —« almursa, t > 0 i¢in

dr o1 N d « Ap_1 d\’ _n_l d A1, d\’
Flno =5 X e (5) 10 =X G (3) 70

i—1
nt i+l Z_
An-1; (d 2 Ano1 d
_ | H0p (a) —[(n—=1)p— z]m (&) ]f(t)
n—1 i1 i
A, d A 74
— p—1 n—1,7 a B _ B neli d
- Z tne=(+D) \ dt [(n=1)p—1] fnp—i (dt) ]f(’f)

Ap_inor (A"
_4p—1 n—ln—1/(
=1 tn(p—1) <dt) )
+ 5 [An—l i—1 = [(n - 1)p - Z]A -1 ] 1 g Zf(t)
P e\ dt
Anfl,l d
(P e <>]
App (A" — A, (A Ay d
:tp_l n,n -~ n,zA ~ nl Y
) (dt) f0+2 tnp—z(dt) TO+ 5T @ (t)]
" A (A
:tpfl TM- _ t) = p—1 (o'
>t () 0=
bulunur. Boylelikle ispat tamamlanir. O

Lemma 3.5 ten bir fonksiyonun kesirli tiirevinin tanimi asagidaki sekilde verilebilir.

21



Tamim 3.6 « € R, p € R ve f: (0,00) = R olsun. f fonksiyonun «. mertebeden

kesirli tiirevi
X [jp_o‘f] (1), aeRy
0= 1 a Do f](t), aeRY
tp=tdet” ’

seklindedir (Karpuz et al. 2017).
Ornek 3.7 a,v € R{ ve p € RT igin

T 1
wﬂ)(l’*a) t>0. (3.9)

[Dg*PV}@):F(V_a_'_l) ,

€ [0,1) olsun. Bu durumda ¢ > 0 i¢in

o pv 1 d a—1 v 1 d l-a  pv
(D5 () = = [P+ [(0) = =3 [T+ ()
_ 1 i F(V + 1) tp(qu(lfa))
tr=tdt pleT(v 4 (1 —a) +1)
_ pal—‘(y+ ]') p(v—a)
MNv—a+1)

olur. O halde a € [0,1) i¢in (3.9) dogrudur. n € Z{ olsun ve her a € [n,n +
1) i¢in (3.9) esitliginin dogru oldugu kabul edilsin. Tanim 3.6 dan herhangi bir
a€n+1,n+2)icn

1L d_ 7T+ o)
tr—1dt T(l/ —(a—=1)+ 1)

I dr o1
S (D) =

_ p T +1)
CT(v—a+1)

[P+ J(1) =
P >0

olur. Ispat tamamlanir.

Lemma 3.8 a,p € R" icin

d 7
D] Z G (L) [, >0

saglanir (Karpuz et al. 2017).

ispat

o B 1 d .1 B 1
[Dpf](t)—tp—qa[pp f](t)_tp——l
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1 df 14 1 d ]
- = G| = =S paial
Cteldt | ted dt{ tr=1dt LAY }

1 df 14 1 d ]
- = S| =S =S 7l
Cteldt | ted dt{ tr=1dt 751 ]

[a]—
p

olur. Burada [a] kere tiirev almmigtir. g := ¢ f aliir ve (3.8) uygulanirsa

d d d
Gy plldt[”lldt[ ' %&[‘7 o)) H

. tplli[j ) (6) = [, T1g] (1)

elde edilir. (3.6) kullanmlarak ispat tamamlanir. O

3.1. Reimann-Liouville ve Hadarmad Tipli Kesirli Tiirev ve integralin
Temel Ozellikleri

Bu boliimde Reimann-Liouville ve Hadarmad tipli kesirli tiirev ve integralin sagladigi

temel Ozellikler uizerinde durulacakur.

Teorem 3.1.1. Asagidaki ozellikler saglanir.
(i) ae€Rigin Dy = J,* olur.
(ii) «,B € Ry igin jpo‘jpﬁ = jpo“rﬂ olur.
(ili) « € Z§ ve B € R§ veya o, f € RF\Z", (a4 ) € Z* igin DYDY = D5 olur.
(iv) T operatérii birim operator olmak iizere o € R igin Dy J* = T olur.

[] 4ola—i)
(v) @ €R*igin [TeDsf](t) = f(t) = T )

=1

(DS £](07) olur.

Ispat (i) a« € R{ icin, ispat Lemma 3.8 dekine benzer sekilde ilerlemektedir.
a € R™ icin ispat Tanim 3.6 dan elde edilir.

(il) @ =0 veya 8 = 0 i¢in sonug agikardir. O halde, «, 5 € R" igin,
o7 1) = / K2 (t,m) / K2 (1, ) £ (C)dcd
0 0
t o
- / / K (¢, m)KE (7, O) F(O)dCdy
0 0
- / / K (6, 2 (0, ) £ (C)dnd
0 J¢
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= /Ot {/Cthﬁ(t,n)/Cf(mC)dn F(¢)d¢
K

olur.
(iii) o =0 veya 8 = 0 i¢in sonug agikardir. « # 0 ve  # 0 olsun. Bu durumda,

(a) a€Z" ve g eR" igin

olur.
(b) a,8e€RNZ", (a+ ) ¢ Z* icin (ii) deki gibi D$D; = D4*F olur.

(iv) (i) ifadesi, (ii) ve (iii) de kullanilirsa ispat tamamlanmig olur.

(v) a € RT kismi integrasyon uygulanirsa,

t ICOH—l(t, ,’7) o ,
pnT[Dp 1f} (n)dn

n=t+ _/Otg(w) [Dy=" ] (m)dn

p—1

[T D) = = Jp‘)‘“i[Dﬁ“lf]/} ) :/0

*p—1
_Kyt(tn)
=~

(D51 f](n)

on
- %[Dﬁ_lﬂ (n) n_m +/0 K& (t,n) [DS~ ] (n)dn
aTyoa—1 tpa a—1 +
=77, ﬂ(t)‘m[pp f1(07)

bulunur. Burada, (ii) kullanilarak

o
1 7amMya . 1 7a—11ya—1 a—1
T TrDp I = [T 77D ) = oy (P 1(00)
elde edilir. Her iki tarafa D uygulamrsa (iv) den
tpla—1)

[Ty D f1() = [T Dy ] (1) —

P 1T () [fo* ﬂ (0 )
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olur. Bu iglem [«/] kere uygulamrsa,

[a] i
spla—i) ,
ape 1) = a—[a] Doz—foz] 1) — : pa—i +
[jp pﬂ() [jp P () ;pazp(a_i+1)[ ) F1(07)
(3.1.1)
elde edilir. Tamim 3.1, Tamim 3.6 ve (ii) den
JODY =1, aeN

joz—fa] Do [a] _
o gy lelglelte = gletleDlele) g0~ 1, 0 e RN

olur. (3.1.1) kullanilarak ispat tamamlanir. O
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4. RIEMANN-LIOUVILLE VE HADAMARD TiPLi
GENELLESTIRILMIS KESIRLI DIFERANSIYEL DENKLEMLER

4.1. Reimann-Liouville ve Hadamard Tipli Kesirli Diferansiyel Denklem-

ler icin Varlik ve Teklik Teoremi

Bu kesimde asagidaki baslangic deger probleminin ¢oziimlerinin varhgi ve tekligi

incelenecektir. o € R ve 4o, 41, -+, Y[aj—1 € R olmak fizere

[Day](t) = f(t,y(t), t>0

(4.1.1)
(D3 ) (0%) = yrag 4, ki =1,2,++,[a]

baslangi¢ deger problemi verilsin. f fonksiyonu (¢,y) diizleminin bir 2 bolgesinde
tamml ve R(h, K') C §2 bolgesi h ve K birer sabit olmak iizere

(o] tola—i) . ,
t) — : < te (0
y(t) Zpa*zr(a—wl) <K, te(0,h)

i=1

esitsizligini saglayan (¢,y) € € noktalarinin bir kiimesi olsun.

Teorem 4.1.1 (Varlik Teklik Teoremi). f : Q@ — R fonksiyonu ikinci bilesenine gore

Lipschitz kosulunu saglayan bir fonksiyon, yani, bir L € R* icin

|f(t7y1)_f(tay2)| SL|yl_yQ|7 (tayl)v(tayQ) €

ve € kiimesi tizerinde sinirh, yani, bir M € R" icin
fEy)l <M, (ty) e

olsun. Ayrica
po
Mh <

plla+1)
kogulunu saglayan en az bir h, K € Rt oldugu kabul edilsin. Bu durumda, (4.1.1)
baglangi¢ deger probleminin R(h, K) C 2 bolgesinde siirekli ve tek bir ¢oziimii

vardir.
Ispat Teorem 3.1.1in (v) kogulu goz éniine alinirsa (4.1.1) baslangig deger problemi
o] _— o
) = 3 st 1 [ fym)dn. e (O8] (412

i=1
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kesirli integral denklemi seklinde yazilabilir. Eger y, (4.1.1) baglangi¢ deger prob-
lemini sagliyorsa bu durumda (4.1.2) denklemini de saglar. Diger taraftan eger v,
(4.1.2) denkleminin bir ¢oziimii ise (4.1.1) baglangig deger problemini de saglayacak-
tir. O halde (4.1.2) denklemi (4.1.1) baslangi¢ deger problemine esittir. ¢ € (0, h]

icin {Ym }men, fonksiyon serisi agagidaki sekilde tanimlansin.

[a]

Ylal—i (a—i)
E A , t* , m =20
ym(t) = i=1 pa—zl"(a -1+ 1)

yo(t) + [T f (4, ym-1(x))] (1), m €N,

(4.1.3)

Burada lim,, s ¥y, limiti var ve bu limit (4.1.2) integral denkleminin y ¢dziimiine
esit ise (4.1.1) baglangig deger probleminin ¢éziimiiniin varligi gosterilmis olacaktur.
Her t € (0,h] ve m € Ny i¢in y,,(t) € R(h, K) oldugu tiimevarim ile gosterilebilir.
Gergekten, her ¢t € (0, h] ve m € Ny i¢in

yn®) = 10l8)] = ] [ Kt )an
<[ K1) (s s () |l

t
< M/O K5 (t,m)dn
M
poT (o +1)
MHhpe
< — <
~pT(a+1)

olur ve buradan

() — o) < —IM g pe(0,0] (4.1.4)
n Yo = paF<Oé+ 1) = ) ; 1.
elde edilir. Timevarim ile

Mmeltmpa

Y (t) = Ym-1(t)] < te(0,h], meN (4.1.5)

prel (ma+ 1)’
oldugu gosterilsin. (4.1.4) esitsizliginden, m = 1 i¢in (4.1.5) saglanir. Herhangi bir

m € N icin
Mmeltmpa
prel (ma + 1)

‘ym@) - ym71<t)‘ < ) te (07 h] (4'1'6)

27



saglandigl kabul edilsin. Bu durumda, (4.1.3) ve (4.1.6) kullamlarak ¢ € (0, h] i¢in

t

Y1 () = ym(t)| = /Cﬁ‘(t,n) L (0, ym(m) = f (1, Ym—1(n))]dn

SQZ:K%(tﬂ)ﬁ(nv%nﬁﬂ)-'fOLym—dU»\dﬁ
QAWWWMMW—%AWMH

ML
< K& (¢, m)n™ed
e AT
ML™ !
= 1 — a—1 mad
p(m"'l)at(mﬂ)pal—‘(a)r(ma + 1) /0 [ C] S S
MLmt(erl)pa 1 -
- JR—
T (@)D (ma + 1) Jy
MLmt(erl)pa
= B 1
pmEDal ()T (ma + 1) (a,ma+1)
MLmt(erl)pa

elde edilir. O halde (4.1.5) esitsizligi saglanir. Limit fonksiyonu

m—r00

y(t) == lim y,(t) = yo(t +Z —y;1(1)], te(0,h] (4.1.7)

seklinde tammlansin. ¢ € (0, h] igin (4.1.5) esitsizligi g6z 6niine alinirsa terimlerinin

mutlak degeri karsilik gelen yakinsak sayisal dizinin terimlerinden daha azdir, yani

o0 [e.9]

ML-thiee M Lihire
Z|?/j — Yj—1( )|§Z - ‘—:_Z—‘a 4
= Fja+1) L = F(ja+1)

M po
-7|m ()]
L ’ pe

olur. Burada E iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonudur. O halde, (4.1.7) serisi

diizgiin yakinsaktir. (4.1.3)’de m — oo limiti alinirsa (4.1.7) esitligi kullanilirsa,

y@:m@+Anwmvmmmm,taam

elde edilir. O halde (4.1.7) esitligi ile tammlanan y, (4.1.2) denkleminin ve (4.1.1)
baglangi¢ deger probleminin bir ¢éziimiidiir. Boylelikle (4.1.1) baglangig deger prob-
leminin ¢dziimiiniin varhg gésterilmis olur. Coziimiin tekligini gdstermek igin (4.1.2)

denkleminin bagka bir z ¢oziimii oldugu kabul edilsin. Bu durumda, ¢ € (0, h| igin
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w(t) :=y(t) — z(t) olmak lizere

w(t)z/0 Ko (t,n) [ f(n,y(m) — f(n,z(n))]dn (4.1.8)

denklemi saglanir. Buradan w(0%) = 0 olur. Bu nedenle, w fonksiyonu |0, A]
araligina siirekli olarak genigletilebilir. O halde, C' € R olmak {izere her ¢ € (0, h]
i¢in |w(t)| < C olur ve (4.1.8) denkleminden

C Litre
wit)| < ————, te(0,h
wlt) €m0
elde edilir. Bu durum m € N kez tekrarlanirsa
C Lmgmee
lw(t)] < t € (0, h]

prel (ma+ 1)’

olur. Esitsizligin sag tarafinda Ea,l(L;Za) Mittag-Leffler fonksiyonunun genel terimi

vardir ve mgmpa
lim =0, te(0,h]
m—oo pmeT(ma + 1)

olur. O halde t € (0, h] icin w(t) = 0 olup y(t) = 2(t) elde edilir. Ispat tamamlanir.

O
4.2. Reimann-Liouville ve Hadamard Tipli Otonom Denklem
Bu kesimde otonom denklem igeren
Doy|(t) = y(t), t>0, AeR
EAOEPYO o)

[Dgiky] <O+) = Ylal-k> k= 17 27 Ty "a'l

baslangi¢ deger problemi ele alinacaktir. (4.2.1) probleminin ¢oztimiinii iki sekilde
elde edilecektir.
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4.2.1. Yerine Koyma Yontemi

a, B € R ve E iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu olmak tizere

t7h AP
Ya,8(t) = — E,, +1< ), t >0,
B 0P B P

olarak tanimlansi. Bu durumda, D'y = Ay olur. Gergekten, ¢ > 0 i¢in

«PB AxPO o N xP(ai+B)
D° t)= |D*—E — (@) = |D¢ » t
[D2yes] (1) [ b aﬂ+1< )]() [ pzpaa+ﬁr(aj+6+1) (®)

pa j=0
_ i )\j‘[pg *p(ajJrB)}(t) :i Melal=1)+58)
TR T R
(B N tpla(G—1)+8)

= +
pPeT(f—a+1 Z =D (ou(j — 1) + B+ 1)

tﬂ(ﬁ a) tﬁﬁ )\]tpa]
_pﬁ—af‘(ﬁ—a+1 Z pT (aj + 5+ 1)
tr(B—a)
+ )\yaﬁ(t).

T T —at )

Burada goriiliiyor ki, (8 — «) bir negatif say1 oldugunda y, g, Djy = Ay denkleminin
bir ¢oziimiidiir. O halde, i = 1,2, -+, [a] olmak iizere y, o—i, Djy = Ay denklemini
saglar. Ayricat > 0ve k=1,2,--- [a] igin

B i B wpa—i) AP
[Dg kyoz,a—i] (t) = Da g pa,i Ea,a—i—i—l( o )] (t)

DO‘ . )\J*P(a(]-f-l) i)
- oS s

(t)

_ i )\J[Dg k yp(a(i+1)—i )}(t)
, pa(j+1)—iF(a(j +1)—i+ 1)

=0

N ¢plag—i+k)
Z aj H—kr j-Z-'-k-'-l)

olur. Buradan, § Kronecker delta olmak tizere,

(D5 Yaai] (07) = bik, k=1,2,---,[c]
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elde edilir. Bu nedenle, {ya,a_i}l-[ﬂ, Djy = Ay denkleminin temel ¢oziimler kiimesidir.

O halde,

[o] tp(Oé i) \tPe
Zy[tﬂ —1 a—i aafz'Jrl ( pa ), t>0

lineer birlegimi (4.2.1) denkleminin istenen ¢6ziimiinii verir.

4.2.2. Picard iterasyonu

Teorem 4.1.1 ispatina uygun olmasi igin ¢ € (0, h| olmak iizere

o] tp(aii) zDCM*Z’ O+ 0
- - y m =
Um(t) = ; p il —i+ 1)[ , ul(0) (4.2.2)
Yo(t) + AT Ym—1] (1), m€EN
olarak secilsin.
Tlmevarim ile
m o(a(i+1)—i) \j

Zycq Z (el T T 1) te(0,h], meN, (4.2.3)

oldugu gosterilecektir. (4.2.2) den m = 0 igin bu esitlik saglanir. Herhangi bir

m € Ny i¢in

m p(a(i+1)—i) \j

Zy{(ﬂ ZZp (G+1)— ZF( (,]"‘1)—24—1)7 t€<07h]

7=0

olsun. Bu durumda Ornek 3.3 ve (4.2.2) esitliginden ¢ € (0, h] icin

Ym41(t) = yo(t) + AT ym] (1)

[a] m i j+1)—i
b [ja wP(a(i+1)—1) }(t)
= yo(t) + X ol —
yo(t) + ZW 1 ;0 peUtD= (a(j +1) — i+ 1)
pola—i)

g Zy[a] Zpa ZF( Z+1)

m A+ go((2)a—i)
_'_ CM 7
Zy 1- Jzopﬁz)a ZF((]+2)a—z+1)
m+1

Aielali+)=)

- Zy“ﬂ Z GO0 (a(j +1) — i + 1)
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elde edilir. O halde (4.2.3) esitligi saglanir.

(4.2.3) esitliginde m — oo igin limit alinirsa, (4.2.2) probleminin ¢6ziimii

"a] o) . . .
N telali+1)—9)
y(t) = lim yn(t) = > Yraj— —— : :
m—co ZZ1 [e jZO peUtD=iT (a(j +1) — i + 1)
[e] ppla—i) AtPo
= > Y-~ Baanin < . )

olarak elde edilir. Burada E iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonudur.

4.3. Baslangi¢c Kosullarina Hassas Bagimlilik

Bu béliimde (4.1.1) probleminin baglangig kosullarinda kiigiik degisiklikler yapildi-
gmda bu durumun ¢ozumleri nasil etkiledigi incelenecektir. ep4)—x herhangi bir sabit

olmak ftizere baglangi¢c problemi

[D2y](t) = f(ty(t), t>0

s (4.3.1)
[Dg_ y] <O+) = yfa]—k +€[a]—k7 k= 1727 Tty ’VO[—I

seklinde verilsin. Bu durumda asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.3.1. Teorem 4.1.1 kogullar saglansin. y ve z sirasiyla (4.1.1) ve (4.3.1)

baglangi¢ deger problemlerinin bir ¢oziimii olsun. Bu durumda,

’—O[l p@ Atpa
ly(t) — 2(t)] < Z }Em]—i}m Ea1-i (7)7 t € (0,h]
i=1

olur.

Ispat Teorem 4.1.1 e uygun olmasi acisimdan {ym tmen,, (4.1.3) de tammlanan

fonksiyon dizisi olmak tizere

y(t) = lim y,,(t), te€(0,h]

m—0o0

almsm. Benzer sekilde, ¢ € (0, h] i¢in

[o] tpla—i)
nlt) = { 2 TG e S =0
20(t) + [T (%, 2m-1())] (1), meN
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olmak lizere
z(t) = lim z,(t), te€ (0,h]

m—r00

olsun. Bu durumda tumevarim ile

A]tp(a(]-f'l) i)
Yo (t) — 2ot |<Z\ea1 Z\Z Tl 11 =T )’ t € (0,h], me N

Jj=0 P
(4.3.3)

oldugu kolay bir sekilde gosterilebilir. (4.3.2) ve (4.1.3) esitliklerinden

trla—i)
- < [ z ) t ’h'
[yo(t) — 2o(t)] Z }5 1— T (a—i+1) € (0,n]

olup m = 0 igin (4.3.3) saglanir. Herhangi bir m € N igin

[a] i
AJtP a(j+1)—i)
- < . .
|ym( Zm | E }g[(ﬂ z} E a(]_H ]+1) —Z+1) t e (O, h] (434)

oldugu kabul edilsin. Bu durumda, (4.1.3) ve (4.3.2) esitliklerinden ve Lipschitz
kogulu ile birlikte (4.3.4) esitliginden ¢ € (0, k] igin

[o]
r(a—i)
— <
Y1 (£) = 2 (8)] Z}eaw T 1)

1A / K (6, 1) () — 2o () iy

M p(a—i)

SZ“EM Z‘azr _'_1>

Aan a(j+1)—i)

+A/O Kp(t,n);\%w Z‘Z o(j+1)— j+1)_i+1)dn

JOp

[o] p(a—i)

:Z‘&'a]z O‘ZF Z-'-l)

Ad+1e((+2)a—i)

+Z‘€a1 Z‘Zp(]JrQa ZF j—|—2)OZ—’l—|—1)

[a] m+1
Adgpla(i+1)—0)
_Z‘ga] Z‘Jzopa(frl j+1)—l+1)

elde edilir. O halde (4.3.3) saglamir. (4.3.4) esitsizliginde m — oo limiti alinirsa
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€ (0, h] i¢in

Adgela+1)—i)

| —Z |<Z}5a] Z}Zp (J+1)— zl" ]+1)—Z+1)

=0

Ai+1H)pa

B Z}E [~ ’}Atmz GO (a(j +1) —i+ 1)
—Z\e - B ()
[a]—1 Agpi a,lfz o

olup ispat tamamlanir. O

4.4. Lineer Denklemler i¢in Green Fonksiyonu

Bu boliimde, p, f : [0, 00) — R siirekli fonksiyonlar olmak tizere

[Day](t) = p(t)y(t) + f(t), t>0

(4.4.1)
(D2 *y](07) = yragn, b =1,2,--,[a]

baglangic deger problemi i¢in Green fonksiyonu tanimlanacak ve denklemin ¢oztimiiniin

bulunmasindaki rolii tizerinde durulacaktir.

A= {(t,s): t>s >0} olsun. ;D5f ve J;f sirasiyla f fonksiyonunun s € [0, 00)

deki kesirli tiirevini ve kesirli integralini gostersin.

Tanim 4.4.1 (Green fonksiyonu). G, : A — R siirekli fonksiyonu agagidaki kosullar
saglasin.

() (t.s) € A icin [[DG, (x,5)](1) = p(t)G, (¢, &) di.
(i) t>0vek=1,2,---,[a] i¢in lim_ [\DY*G, (%, 5)|(t) = Ok, dir.

(iti) k=1,2,---, [a] = 1igin lim [[D57*G,(x, 5)](t) = 0'dir.
ot
Bu durumda, G, fonksiyonuna (4.4.1) baglangic deger probleminin Green fonksi-yonu

denir.
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Teorem 4.4.2. G,, (4.4.1) baslangi¢ deger probleminin Green fonksiyonu olsun. Bu

durumda,

:/0 G,(t, )" f(n)dn, t>0 (4.4.2)

{ (Do) () =p()y(®) + f(t), >0 (4.4.3)

[Ds*yl(0F) =0, k=1,2,--- [c]
baglangi¢ deger probleminin tek ¢oztimiidiir.

Ispat (4.4.2) esitligi ile tanimlanan y fonksiyonu (4.4.3) baslangic deger problemin-
deki diferansiyel denklemin bir ¢oziimiidiir. Gergekten, § = « — [a]| + 1 alimirsa
g € (0,1] olur ve (4.4.2)’dan ¢t > 0 igin

d d
[D](1) = 3 [P0 () = 5 [T P0) 0
d t
— o | [ e [ Gm o0 o
d
- [ R g ae i)

d
L4 / / KL (¢, m)G, (1, C)C 1 (0) dndc]

:tpi_l% /Ot l/ K;‘ﬁ(t,n)gp(n,C)dn}C”‘lf(C)dC]

¢

- b [ e ol sow]

1 d

= | ey Gelx QIO (g

ok i [, 001 Q)]

elde edilir.

Kesirli tiirev tanimindan ¢ > 0 igin

D)= | (D26, (+, O] (P F(C)
§ 1im [(D51G, (=, 007 ()

C—t—
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olur. D! operatorii ([a] — 1) uygulamr ve Tamim 4.4.1 (ii) kullanihrsa ¢ > 0 igin

Dy (1) = / (DG, (+, O] ()¢ F(C)dC
T lim [(D21G,(%, O] (0 (1)

(—t—

_ /0 [(DoG(x, O] ()¢ F()dC + £ (1)

(4.4.4)

= p(t) /Ot Gp(t, Q)¢ f(C)AC + f(t)
=p()y(t) + f(t)

bulunur. Buradan, y fonksiyonu (4.4.3) denkleminin bir ¢oztimiidiir.

(44.4)dent >0ve k=1,2,---,[a] i¢in

Dy (1) = / [ DG, (3, O] (0P £(C)dC

T lim [(DEG, (. O] (011

(—t—

elde edilir. Tamm 4.4.1 (iii) kullanihrsa ve ¢ — 07 almrsa, k = 1,2,--- | [a] igin

[Dfﬁky] (07) = 0 olur. Boylelikle baglangig kosullar: saglanmig olur.

(4.4.2) esitligi ile tamimlanan y fonksiyonu (4.4.3) baglangig deger probleminin bir

¢Oziimiudr. =
Sonug 4.4.3. {H,}Iﬂ,

[DSH() = p(O)Hi(t), >0

(4.4.5)
[D?ikHZ](OJF) = 51'719, k= 1, 2, S |_0z-|

homojen baglangi¢ deger probleminin temel ¢oziimlerinin bir kiimesi ve G, (4.4.1)
baglangi¢ deger proble-minin Green fonksiyonu ise, (4.4.1) baslangig deger problem-
inin ¢ozumu
[a] t
o) =D v+ [ Gyltm fadn, €0
k=1 0

seklindedir.
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4.4.1. Otonom Denklemlerin Coziimleri

[Day](t) = My(t) + f(t), >0
Dy (0%) = Yraj -k, k=1,2,---,[a]

lineer otonom baglangi¢ deger problemi verilsin. Lineer otonom denklemler icin

(4.4.6)

Go(t,s) = G,(Vtr —s,0), (t,s) €A (4.4.7)

olur. Ayrica, G,(*,0)

[ijy] (t) = My(t), t>0
Dby} (0%) = Gty k=12, [a]

homojen denkleminin bir ¢oztimiidiir. Boliim 4.2.1 den (4.4.6) probleminin Green

fonksiyonu

G,(t,5) = Ll (M

, (t,s) € A
poz—l pa ) ( )

olarak verilir. Buradan, (4.4.6) baglangi¢ deger probleminin ¢dziimii ¢ > 0 i¢in

tpla—i

[a] )
AtPe
y(t) = Zyl—a]—i%Ea,a—i—l—l ( PR )
i=1

pOé—’l

ttp_npa—l A[tP — nP]® B
+/ % Eoz,a <[7a])77p 1f(7l)d7l
0 P p

(4.4.8)

elde edilir (Kilbas et al. 2016 ).

Ornek 4.4.4. a e R}, v € (—1,00) ve p € R* icin

Fv+1)
pel(v+a+1)

[ To [+ — s71"] () = [P — sP]"T, >8>0

olur.

Ornek 4.4.5. a,v € R ve p € R* icin

pT(v+1)

[ D[+ — s°)] (t) = Tw—at1)

[t — sP70 t>s5>0

olur.
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4.5. Riemann-Liouville ve Hadamard Tipli Kesirli Diferansiyel Denklem-

ler i¢in Laplace Doniisimii

Tanim 4.5.1. ¢t > 0 igin tanimh bir f fonksiyonu verilsin. f fonksiyonun Laplace-p

dontiigtimii
Pls.p) = LA} = [ o1 )
0
seklinde tanimlanir.

Integralin tamimh olmast icin, f (t1/7) fonksiyonu iistel mertbeden olmahdir. Ciinkii,

u = 1* icin

LUONs) = [ e e
0
1 > —SsUu
o[ e ) = (7))
P Jo
olur. E, s(z) Mittag-Leffler fonksiyonu, e* iistel fonksiyonunun genel hali ve {istel
fonksiyonu da Mittag-Leffler fonksiyonun bir 6zel halidir. Bu durumda Mittag-

Leffler fonksiyonunun Laplace-p dontisiimii,

() tp(Bfl) 2P oo B—-1 A
/ R T 51 Ea s < )dt = / e % u_ﬁ Ea s (L) du
0 p P 0 p P

a—pB a—f
S - (4.5.1)
SAp* — A

seklindedir.

Onerme 4.5.2.
(fi*f2)(t) = /0 Tp71f1<7')f2(\p/tp — TP)dT

konvoliisyonunun Laplace-p doniigimiini, f; ve fo fonksiyonlarinin Laplace-p donii-

siimlerinin ¢arpimina esittir:
Lo{(fr ) () }(s) = Fi(s, p)Fa(s, p)-
Burada L£,{fi(t)} = Fi(s,p) ve L,{f2(t)} = F5(s, p)'dir.

ispat Laplace-p dontigtimiiniin tanimindan acik olarak

LAR) * (D)} (s) = /0 st g1 /0 () o (V= 7Y drt
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= /00 ™1 f1(7) /00 et o (Yt — 7o) dtdr
0 T

= /OOO 1 f1(T) /OOO e s+ u "t fy(u)dudr

= /00 e P () /OO e P~ fy(u)dudr
0 0

- /ooo e " 707 fi(T) Fy(s, p)dr

= F1<37 p)F2<S, p)

elde edilir. 0

Ornek 4.5.3. f (t) = t*¥ fonksiyonun Laplace-p doniigiimii
LAfO)}(s) = / e s P dt
0

1 oo
= —/ e " u’du
P Jo

1
= -T(r+1)sv !
P ( )

olur.

Lemma 4.54. a € R, 0<p<1and f:(0,00) — R tiirevlenebilir bir fonksiyon

olsun. Bu durumda,

() L [T 10} () = L LA f(H}(s)
(i) s*p"L{f()}(s) = Sul " shph [Dp* 1] (0%)

olur.

Ispat Ackea,

{1

o= [ ez

0

/00 e S P 1/ 7(# t Tp)ailTpflﬂT)det
0

p* 1P(fz)
= 7p°‘ ll"(oz)/o S 1/0 (tP — 7P) P f () drde
S ST R O GE
= LSO}
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olup

oo

e =D fl(t)dt
> —stP T 1 1 d
0 tr=1dt

/ (DS f](t)de
o i om
iy /0 et e (1)t — [P ] (0°)

= spL,{ [Dp™ ' £1(1) }s) - [P~ 1] (0)
[a]-1
=L f(D}(5) — Y s [P f](0)

k=0

L{ [P0} (s) =

elde edilir. O

Laplace-p doniigimii yardimiyla homojen olmayan

D3] (1) = My(t) + £(1), ¢ >0
(D Y] (07) = Yra—, k=1,2,---,[a]

baglangi¢ deger probleminin ¢oziimii kolaylikla bulunabilir. Baglangic deger proble-

mindeki denklemin Laplace-p doniigiimii

™Y (s,p) = Y $*pF[DSFY](07) = XY (s, p) + F(s, p)

olup buradan
el b ok o

Y(S p) Z )\y [a]—k

k=

elde edilir. (4.5.1) kullanilarak verilen baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii
pla—1t) \gPe
Z Yla]—i afi a ,a—i+1 -
p

+/0 %Ea,a (W)nplf(n)dn

olarak bulunur.
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