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1. GİRİŞ 

 

Reel sayılar kümesinde türev ve integral operatörleri analizin iki temel içeriğidir. 

Benzer olarak tam sayılar kümesinde de toplam ve fark operatörleri de ayrık analizin iki 

temel içeriğidir. Genellikle türev veya integral operatörleri 𝑛 − inci mertebeden bir 

fonksiyona uygulanabilir burada 𝑛 tamsayıdır ve 
𝑑𝑛𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑛
, ∆𝑛𝑓(𝑥) şeklinde gösterilir.  

 

Aslında kesirli analiz, türev veya integral operatörlerinin mertebelerinin keyfi sayılar 

olabildiğini ifade eder. Örneğin bir fonksiyonun 1
2⁄ − inci mertebeden türevi veya              

√3 − üncü mertebeden integrali gibi.  

 

Kesirli analiz uygulamalı matematiğin bir dalıdır, keyfi mertebeden türev ve 

integrallerle ilgilidir. Bunların uygulamaları fen, mühendislik, uygulamalı matematik ve 

diğer dallarda görülür. 𝐷 =
𝑑

𝑑𝑥
 operatörünü içeren diferansiyel analizin özellikleri ile 

fark operatörü olarak bilinen ∆𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 1) − 𝑓(𝑥) operatörünü içeren ayrık kesirli 

analizin özellikleri arasında bir benzerlik olduğu bilinir. Aynı benzerlik kesirli ve ayrık 

kesirli analizin operatörleri arasında da vardır.  

 

Kesirli analizin kökleri yaklaşık üçyüz yıl önce L-Hospital’den Leibniz’e gönderilen bir 

mektupla ekildi. Burada L-Hospital 𝑛 = 1
2⁄  ise 𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛⁄  in anlamı hakkında bir soru 

ortaya çıkardı. Leibniz mektuba verdiği cevap ile kesirli analiz hakkındaki araştırmalar 

başlamış oldu. Sonra John Bernoulli’nin cevabı ile birlikte, Leibniz genel mertebelerin 

türevlerini ispatladı. Leibniz 1 2⁄  mertebeden türevin ifadesine 𝑑
1

2⁄ 𝑦 gösterimini kullandı. 

Kesirli türevler birçok farklı içerikle ispatlandı  (Podlubny 1999). 

 

𝐷𝑎𝑓 mertebeden kesirli türev, kapsamlı bir şekilde düşünülmesine rağmen, kesirli 

mertebeden fark yıllardır daha az dikkat çekti. Kesirli mertebeden farklar ispatlandı ve 

1974’de farkın içeriğine doğal bir yaklaşımla kesirli fark tanımlandı (Spanier and 

Oldham 1974). 
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Ayrık kesirli hesap üzerine yapılan çalışmalar ivme kazanarak Atıcı ve Eloe (2007), 

kesirli fark operatörü için kuvvet kurallarını ve genelleştirilmiş fonksiyonun 

özelliklerini verdiler. Atıcı ve Eloe (2009) yılında ise nabla operatör ile ayrık kesirli 

hesaplamalar ifade edip geliştirdiler (Atıcı and Eloe et al. 2007a, b, 2009). 

 

Bu tezde, Atıcı ve Eloe (2009) ve Holm (2011) tarafından yapılan çalışmaların ışığında 

ayrık kesirli analiz incelenecektir. Zaman skalası analizindeki terimleri kullanarak, geri 

fark veya Nabla türev göz önüne alınacaktır. Laplace dönüşümünün ayrık Nabla 

benzeşimini ve bazı temel özelliklerin gelişimi verilecektir. Kesirli Nabla fark denklemi 

çözümü için dönüşüm yöntemi incelenecek ve Gamma fonksiyonu için iki özdeşlik 

ifade edilecektir. Son olarak kesirli bir başlangıç değeri problemini çözmek için Laplace 

Dönüşüm Yöntemi uygulanacaktır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

3 

 

2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

𝑡𝑛 =𝑡 (𝑡 + 1) … (𝑡 + n − 1),    n ∈ ℕ,  

 

şeklinde tanımlanır ve artan faktöriyel kuvvet olarak adlandırılır. 𝑡0 = 1  dır. Artan 

faktöriyeli ifade etmek için Pochhammer sembolü kullanılır. 

 

𝛼 ∈ ℝ  olsun. Bu durumda  

 

𝑡�̅� =
𝛤(𝑡 + 𝛼)

𝛤(𝑡)
 

 

olarak tanımlanır. Burada 𝑡 ∈ ℝ\{… , −2, −1,0} ve 0�̅� = 0 dır.  

 

Ayrıca 𝛻𝑦(𝑡) = 𝑦(𝑡) − 𝑦(𝑡 − 1)  olmak üzere, 

 

𝛻(𝑡�̅�) = 𝛼𝑡𝛼−1̅̅ ̅̅ ̅̅
 

 

şeklindedir.  

 

𝑘 = 2,3, … için, 𝛻𝑘 = 𝛻 𝛻𝑘−1 tarafından tümevarım ile 𝛻𝑘 tanımlanır. 

 

𝑓: ℕ𝑎 → ℝ  tanımlı olsun. 𝑎 ∈ ℝ ve ℕ𝑎 = {𝑎, 𝑎 + 1, … } olmak üzere, 

 

𝛻𝑛𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡) 

 

𝛻𝑖𝑦(𝑎) = 0,          0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 

 

ayrık 𝑛-inci mertebeden başlangıç değer problemini düşünelim.  
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Bu başlangıç değer probleminin çözümü  

 

𝑦(𝑡) = ∑
(𝑡 − 𝜌(𝑠))

𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅

(𝑛 − 1)!
𝑓(𝑠)

𝑡

𝑠=𝑎+1

 

 

olarak verilir.  

 

Burada 𝑡 ≡ 𝑎 + 1 (𝑚𝑜𝑑 1) , 𝜌(𝑠) = 𝑠 − 1  ve 
  (𝑡−𝜌(𝑠))

𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅

(𝑛−1)!
 ; 𝛻𝑛𝑦(𝑡) = 0  için Cauchy 

fonksiyonudur. 

 

𝑓(𝑡) nin 𝑛-inci mertebeden toplam formülü, 

 

                                                  𝛻𝑎
−𝑛𝑓(𝑡) = ∑

(𝑡 − 𝜌(𝑠))
𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛤(𝑛)
𝑓(𝑠)

𝑡

𝑠=𝑎

                                   (2.1) 

 

olarak tanımlanır. 

 

Bundan dolayı başlangıç değer probleminin çözümü 𝛻𝑎+1
−𝑛 𝑓(𝑡)’ dir.  

 

Böylelikle 𝑓’ nin 𝜐-inci mertebeden kesirli toplamı, 

 

            𝛻𝑎
−𝜐𝑓(𝑡) = ∑

(𝑡 − 𝜌(𝑠))
𝜐−1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛤(𝜐)
𝑓(𝑠)

𝑡

𝑠=𝑎

;     𝜐 ∈ ℝ\{… , −2, −1, 0}                           (2.2) 

 

şeklinde tanımlıdır. 

 

Sonraki bölümde ileri farka benzer biçimde kesirli Nabla fark tanımlanacaktır, (K. S. 

Miller and B. Ross, 1993). 
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𝜇 > 0  ve 𝑚  bir pozitif tamsayı olmak üzere, 𝑚 − 1 < 𝜇 < 𝑚  olduğunu varsayalım. 

– 𝜐 = 𝜇 − 𝑚 olarak belirlensin. Bu durumda 

 

                                              𝛻𝜇𝑢(𝑡) = 𝛻𝑚−𝜐𝑢(𝑡) = 𝛻𝑚(𝛻−𝜐𝑢(𝑡))                                 (2.3)  

 

şeklindedir.  

 

𝑡𝛼 =
𝛤(𝑡 + 1)

𝛤(𝑡 + 1 − 𝛼)
 ,  𝑡𝑛 = 𝑡(𝑡 − 1) … (𝑡 − 𝑛 + 1) 

 

şeklinde tanımlıdır. 

 

                                                         𝑡�̅� = (𝑡 + 𝛼 − 1)𝛼                                                           (2.4) 

 

ifadesini sık sık kullanacağız. 

 

𝑚 pozitif bir tamsayı, – 𝜐 = 𝜇 − 𝑚 ve  𝑚 − 1 < 𝜇 < 𝑚 olmak üzere, 

 

                                        𝛥𝑎
−𝜐𝑓(𝑡) =

1

𝛤(𝜐)
∑(𝑡 − 𝜎(𝑠))

𝜐−1
𝑓(𝑠)                                      (2.5)

𝑡−𝜐

𝑠=𝑎

 

 

𝛥𝜇𝑢(𝑡) = 𝛥𝑚−𝜐𝑢(𝑡) = 𝛥𝑚(𝛥−𝜐𝑢(𝑡))        

 

tanımlanır. 

 

Herhangi bir 𝑚  pozitif sayısı için 𝛥𝑚𝑦(𝑡 − 𝑚) = 𝛻𝑚𝑦(𝑡)  olduğu tümevarım ile 

kolayca gösterilebilir. Herhangi bir 𝜐 pozitif reel sayısı için bu formülü genelleştirilecek 

ve ∇ − kesirli toplam ve ∆ − kesirli toplam operatörleri arasında bir ilişki verilecektir. 
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Lemma 2.1 𝑚  bir tam sayı olmak üzere 0 ≤ 𝑚 − 1 ≤ 𝜐 ≤ 𝑚  olsun. 𝑎  pozitif bir 

tamsayı ve 𝑦(𝑡) , ℕ𝑎 = {𝑎, 𝑎 + 1, 𝑎 + 2, … }  üzerinde tanımlı olmak üzere aşağıdaki 

ifadeler geçerlidir. 

 

          (𝑖)    ∆𝑎
𝜐𝑦(𝑡 − 𝜐) = 𝛻𝑎

𝜐𝑦(𝑡) ;                 𝑡 ∈ ℕ𝑚+𝑎   

 

(𝑖𝑖)   ∆𝑎
−𝜐𝑦(𝑡 + 𝜐) = 𝛻𝑎

−𝜐𝑦(𝑡) ;             𝑡 ∈ ℕ𝑎      

 

İspat (𝑖) Özdeşliğinin sol tarafından başlayalım.  

 

∆𝑎
𝜈 𝑦(𝑡 − 𝜈) = 𝛥𝑚𝛥𝑎

− (𝑚−𝜈)
𝑦(𝑡 − 𝜈) 

 

                                   = 𝛥𝑚 ∑
(𝑡 − 𝜈 − 𝜎(𝑠))

𝑚−𝜈−1

𝛤(𝑚 − 𝑣)
. 𝑦(𝑠)

𝑡−𝑚

𝑠=𝑎

 

 

                      = 𝛻𝑚 ∑
(𝑡 + 𝑚 − 𝜈 − 𝜎(𝑠))

𝑚−𝜈−1

𝛤(𝑚 − 𝑣)
. 𝑦(𝑠)

𝑡

𝑠=𝑎

 

 

   = 𝛻𝑚 ∑
(𝑡 − 𝜌(𝑠))

𝑚−𝜈−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝛤(𝑚 − 𝑣)
. 𝑦(𝑠)

𝑡

𝑠=𝑎

 

 

= 𝛻𝑚𝛻𝑎
− (𝑚−𝜈)

𝑦(𝑡) 

 

= 𝛻𝑎
𝜐𝑦(𝑡) 

 

elde edilir. Burada ∆ ve ∇ kesirli operatörlerin tanımları kullanılmıştır. 
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(𝑖𝑖) Özdeşliğinin sol tarafından başlayalım. Bu durumda 

 

   ∆𝑎
−𝜈𝑦(𝑡 + 𝜈) = ∑

(𝑡 + 𝜈 − 𝜎(𝑠))
𝜈−1

𝛤(𝑣)
 

𝑡+𝜈−𝜈

𝑠=𝑎

. 𝑦(𝑠) 

 

            = ∑
(𝑡 − 𝜌(𝑠))

𝜈−1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛤(𝑣)
 

𝑡

𝑠=𝑎

. 𝑦(𝑠) 

 

                                                         = 𝛻𝑎
−𝜐𝑦(𝑡)                                                                          

 

yazılır. 

 

Lemma 2.2 𝑚  pozitif bir tamsayı olmak üzere, 0 ≤ 𝑚 − 1 < 𝜈 ≤ 𝑚  ve 𝑦(𝑡) de                          

ℕ𝜈−𝑚 = {𝜈 − 𝑚, 𝜈 − 𝑚 + 1, … }  üzerinde tanımlı olmak üzere aşağıdaki ifadeler 

geçerlidir.  

 

 (𝑖)    𝛥𝜈−𝑚
𝜈 𝑦(𝑡) = 𝛻𝜈−𝑚

𝜈 𝑦(𝑡 + 𝜈);                          𝑡 ∈ ℕ−𝑚   

 

(𝑖𝑖)    𝛥𝜈−𝑚
−(𝑚−𝜈)

𝑦(𝑡) = 𝛻𝜈−𝑚
−(𝑚−𝜈)

𝑦(𝑡 − 𝑚 + 𝜈);       𝑡 ∈ ℕ0  

 

İspat (𝑖) Özdeşliğin sağ tarafından başlayalım. 

 

𝛻𝜈−𝑚
𝜈 𝑦(𝑡 + 𝜈) = ∇𝑚𝛻𝜈−𝑚

−(𝑚−𝜈)
𝑦(𝑡 + 𝜈)    

 

                                                  = 𝛻𝑚 ∑
(𝑡 + 𝜈 − 𝜌(𝑠))

𝑚−𝜈−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝛤(𝑚 − 𝜈)
. 𝑦(𝑠)

𝑡+𝑣

𝑠=𝜈−𝑚

 

 

                                                  = 𝛻𝑚 ∑
(𝑡 + 𝑚 − 𝜎(𝑠))

 𝑚−𝜈−1

𝛤(𝑚 − 𝜈)
. 𝑦(𝑠)

𝑡+𝑣

𝑠=𝜈−𝑚
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                                      = 𝛥𝑚 ∑
(𝑡 − 𝜎(𝑠))

 𝑚−𝜈−1

𝛤(𝑚 − 𝜈)
. 𝑦(𝑠)

𝑡−𝑚+𝑣

𝑠=𝜈−𝑚

 

 

                                                    = 𝛥𝑚𝛥𝜈−𝑚
−(𝑚−𝜈)

𝑦(𝑡) = 𝛥𝜈−𝑚
𝜈 𝑦(𝑡)                      

 

dir. Burada ∆ ve ∇ kesirli operatörlerin tanımları kullanılmıştır. 

 

(𝑖𝑖) Özdeşliğin sağ tarafından başlayalım. 

 

𝛥𝜈−𝑚
−(𝑚−𝜈)

𝑦(𝑡 − 𝑚 + 𝜈) = ∑
(𝑡 − +m + 𝜈 − 𝜎(𝑠))

 𝑚−𝜈−1

𝛤(𝑚 − 𝜈)
. 𝑦(𝑠)

𝑡−𝑚+𝑣

𝑠=𝜈−𝑚

 

 

                     = ∑
(𝑡 − 𝜌(𝑠))

𝑚−𝜈−1

𝛤(𝑚 − 𝜈)
. 𝑦(𝑠)

𝑡−𝑚+𝑣

𝑠=𝜈−𝑚

 

 

                     = 𝛻𝜈−𝑚
−(𝑚−𝜈)

𝑦(𝑡)                                

 

elde edilir. 

 

Şimdi 𝛻-kesirli operatörlerin bazı temel özellikleri ve bazı kesirli fark denklemlerinin 

çözümü için önemli bir role sahip olan kuvvet kuralını ispatlayalım. 

 

Lemma 2.3 

 

𝛻𝟏
−𝝂𝑡�̅� =

𝛤(𝜇 + 1)

𝛤(𝜇 + 𝜈 + 1)
𝑡𝜇+𝜈̅̅ ̅̅ ̅̅  

 

dir. 
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İspat 

𝛻𝟏
−𝝂𝑡�̅� =

1

𝛤(𝜈)
∑(𝑡 − 𝜌(𝑠))

𝜈−1̅̅ ̅̅ ̅̅
𝑠�̅�

𝑡

𝑠=1

 

 

           =
1

𝛤(𝜈)
∑(𝑡 − 𝜌(𝑠 + 1))

𝜈−1̅̅ ̅̅ ̅̅
(𝑠 + 1)�̅�

𝑡−1

𝑠=0

 

 

                    =
1

𝛤(𝜈)
∑

𝛤(𝑡 − 𝑠 + 𝜈 − 1)

𝛤(𝑡 − 𝑠)
.
𝛤(𝑠 + 𝜇 + 1)

𝛤(𝑠 + 1)

𝑡−1

𝑠=0

 

 

                               =
1

𝛤(𝜈)
∑

𝛤(𝑡)

𝛤(𝑡)
.
𝛤(𝑡 − 𝑠 + 𝜈 − 1)

Γ(𝑡 − 𝑠)
.
𝛤(𝑠 + 𝜇 + 1)

𝛤(𝑠 + 1)

𝑡−1

𝑠=0

 

 

                                =
1

𝛤(𝜈)
∑ (

𝑡 − 1

𝑠
)

𝛤(𝑡 − 𝑠 + 𝜈 − 1)𝛤(𝑠 + 𝜇 + 1)

𝛤(𝑡)

𝑡−1

𝑠=0

 

 

                                           =
𝛤(𝜇 + 1)

𝛤(𝑡)
∑ (

𝑡 − 1

𝑠
)

𝛤(𝑡 − 𝑠 + 𝜈 − 1)

𝛤(𝜈)

𝑡−1

𝑠=0

.
𝛤(𝑠 + 𝜇 + 1)

𝛤(𝜇 + 1)
 

 

             =
𝛤(𝜇 + 1)

𝛤(𝑡)
∑ (

𝑡 − 1

𝑠
) 𝜈𝑡−𝑠−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(𝜇 + 1)�̅�

𝑡−1

𝑠=0

 

 

    =
𝛤(𝜇 + 1)

𝛤(𝑡)
(𝜈 + 𝜇 + 1)𝑡−1̅̅ ̅̅ ̅̅

 

 

=
𝛤(𝜇 + 1)

𝛤(𝑡)
 𝑡𝜈+𝜇̅̅ ̅̅ ̅̅  

 

olarak bulunur. 
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Uyarı 2.1 

𝛥𝝁
−𝝂𝑡𝜇 =

𝛤(𝜇 + 1)

𝛤(𝜇 + 𝜈 + 1)
. 𝑡𝜇+𝜐

 

 

kuvvet kuralı ispatlanmıştır (Atıcı and Eloe 2007). 

 

𝛻𝟏
−𝝂𝑡�̅� = ∆𝟏

−𝝂(𝑡 + 𝜈)�̅� =
1

𝛤(𝜈)
∑ (𝑡 + 𝜈 − 𝜎(𝑠))

𝜈−1
𝑠�̅�

𝑡+𝜈−𝜈

𝑠=1

 

 

      =
1

𝛤(𝜈)
∑(𝑡 + 𝜈 − 𝜎(𝑠))

𝜈−1
(𝑠 + 𝜇 − 1)𝜇

𝑡

𝑠=1

 

 

                                           =
1

𝛤(𝜈)
∑ (𝑡 + 𝜈 − 𝜎(s + 1 − 𝜇))

𝜈−1
(𝑠 + 1 − 𝜇 + 𝜇 − 1)𝜇

𝑡−(1−𝜇)

𝑠=1−(1−𝜇)

 

 

       =
1

𝛤(𝜈)
∑ (𝑡 + 𝜈 + 𝜇 − 1 − 𝜎(𝑠))

𝜈−1
𝑠𝜇

𝑡−1+𝜇

𝑠=𝜇

 

 

                                            = 𝛥𝜇
−𝜈(𝑡 + 𝜈 + 𝜇 − 1)𝜇

 

 

        =
𝛤(𝜇 + 1)

𝛤(𝜇 + 𝜈 + 1)
. (𝑡 + 𝜈 + 𝜇 − 1)𝜇+𝜈̅̅ ̅̅ ̅̅  

 

                                =
𝛤(𝜇 + 1)

𝛤(𝜇 + 𝜈 + 1)
. 𝑡𝜇+𝜈̅̅ ̅̅ ̅̅  

 

olarak bulunur. 

 

Teorem 2.1 𝑓 reel değerli bir fonksiyon ve 𝜇, 𝜈 > 0 olsun. Bu durumda 
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𝛻𝑎
−𝜈[𝛻𝑎

−𝜇
𝑓(𝑡)] = 𝛻𝑎

−(𝜇+𝜈)
𝑓(𝑡) = 𝛻𝑎

−𝜇[𝛻𝑎
−𝜈𝑓(𝑡)] 

 

dir.  

İspat  

     𝛻𝑎
−𝜈[𝛻𝑎

−𝜇
𝑓(𝑡)] =

1

𝛤(𝜈)
∑(𝑡 − 𝜌(𝑠))

𝜈−1̅̅ ̅̅ ̅̅
𝑡

𝑠=𝑎

𝛻𝑎
−𝜇

𝑓(𝑠) 

 

                                 =
1

𝛤(𝜈)
∑(𝑡 − 𝜌(𝑠))

𝜈−1̅̅ ̅̅ ̅̅
𝑡

𝑠=𝑎

1

𝛤(𝜇)
∑(𝑠 − 𝜌(𝜏))

𝜇−1̅̅ ̅̅ ̅̅
𝑓(𝜏)

𝑠

𝜏=𝑎

 

 

                               = ∑ ∑
(𝑡 − 𝜌(𝑠))

𝜈−1̅̅ ̅̅ ̅̅
(𝑠 − 𝜌(𝜏))

𝜇−1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛤(𝜈)𝛤(𝜇)

𝑠

𝜏=𝑎

𝑡

𝑠=𝑎

𝑓(𝜏) 

 

                               = ∑ ∑
(𝑡 − 𝜌(𝑠))

𝜈−1̅̅ ̅̅ ̅̅
(𝑠 − 𝜌(𝜏))

𝜇−1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛤(𝜈)𝛤(𝜇)

𝑡

𝑠=𝜏

𝑡

𝜏=𝑎

𝑓(𝜏) 

 

                                     =
1

𝛤(𝜇)
∑ ∑

(𝑡 − 𝜌(𝑠 + 𝜌(𝜏)))
𝜈−1̅̅ ̅̅ ̅̅

(𝑠 + 𝜌(𝜏) − 𝜌(𝜏))
𝜇−1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛤(𝜈)

𝑡−𝜌(𝜏)

𝑠=𝜏−𝜌(𝜏)

𝑡

𝜏=𝑎

𝑓(𝜏) 

 

                                            =
1

𝛤(𝜇)
∑ ∑

(𝑡 − 𝜌(𝑠) − 𝜌(𝜏))
𝜈−1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛤(𝜈)

𝑡−𝜌(𝜏)

𝑠=1

𝑠𝜇−1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑡

𝜏=𝑎

𝑓(𝜏)                     

 

  =
1

𝛤(𝜇)
∑ 𝛻1

−𝜈(𝑡 − 𝜌(𝜏))
𝜇−1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑡

𝜏=𝑎

𝑓(𝜏)      

 

          =
𝛤(𝜇 − 1 + 1)

𝛤(𝜇)𝛤(𝜇 + 𝜈)
∑(𝑡 − 𝜌(𝜏))

𝜇+𝜈−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
𝑡

𝜏=𝑎

𝑓(𝜏) 
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 =
1

𝛤(𝜇 + 𝜈)
∑(𝑡 − 𝜌(𝜏))

𝜇+𝜈−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
𝑡

𝜏=𝑎

𝑓(𝜏) 

 

                                                        = 𝛻𝑎
−(𝜇+𝜈)

𝑓(𝑡).  

2.1 Ayrık Dönüşümün Uygulaması 

 

Ayrık dönüşüm (𝒩 −dönüşümü) 

 

                                         𝒩𝑡0
(𝑓(𝑡))(𝑠) = ∑(1 − 𝑠)𝑡−1𝑓(𝑡)                                            (2.6)

∞

𝑡=𝑡0

 

 

şeklinde tanımlıdır. 𝑓  fonksiyonunun tanım kümesi ℕ1  ise 𝒩  veya 𝒩1  notasyonları 

kullanılır. 

 

Lemma 2.1.1 Herhangi bir  𝜈 ∈ ℝ\{… , −2, −1, 0} için  

 

                              (𝑖)     𝒩(𝑡𝜈−1̅̅ ̅̅ ̅̅ )(𝑠) =
𝛤(𝜈)

𝑠𝜐
;                              |1 − 𝑠| < 1 

 

(𝑖𝑖)    𝒩(𝑡𝜈−1̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝛼−𝑡)(𝑠) =
𝛼𝜈−1𝛤(𝜈)

(𝑠 + 𝛼 − 1)𝜈
;       |1 − 𝑠| < 1 

 

şeklindedir. 

 

İspat (𝑖) Öncelikle 0 < 𝜈 < 1 olduğunu varsayalım. Bu durumda 

 

𝒩(𝑡𝜈−1̅̅ ̅̅ ̅̅ )(𝑠) = ∑(1 − 𝑠)𝑡−1 𝑡𝜈−1̅̅ ̅̅ ̅̅                                        

∞

𝑡=1

 

 

     = ∑(1 − 𝑠)𝑡−1  
𝛤(𝑡 + 𝜈 − 1)

𝛤(𝑡)
    

∞

𝑡=1
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       = ∑(1 − 𝑠)𝑡+1−1
𝛤(𝑡 + 𝜈)

𝛤(𝑡 + 1)

∞

𝑡=0

 

 

= 𝛤(𝜈)2𝐹1(1, 𝜈; 1; 1 − 𝑠) 

 

                     =
1

𝛤(1 − 𝜈)
∫

𝑢𝜈−1(1 − 𝑢)1−𝜈−1

(1 − 𝑢(1 − 𝑠))

1

0

𝑑𝑢 =
𝛤(𝜈)

𝑠𝜈
 

 

olur. Buradan aşağıdaki özdeşlikler yazılır. 

 

 2𝐹1(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) =
𝛤(𝑐)

𝛤(𝑏)𝛤(𝑐 − 𝑏)
∫

𝑢𝑏−1(1 − 𝑢)𝑐−𝑏−1

(1 − 𝑢𝑧)𝑎

1

0

𝑑𝑢 

ve 

∫
𝑢𝑥−1(1 − 𝑢)𝑦−1

(𝑎𝑢 + 𝑏(1 − 𝑢))
𝑥+𝑦

1

0

𝑑𝑢 =
𝛤(𝑥)𝛤(𝑦)

𝑎𝑥𝑏𝑦𝛤(𝑥 + 𝑦)
 

 

(𝑖)  de bulunan yakınsaklık yarıçapı,  2𝐹1(1, 𝜈; 1; 1 − 𝑠)  için genişletilmiş serilerin 

yakınsaklık yarıçapı ile verilir. Genellikle 

 

                               𝒩(𝑡�̅�)(𝑠) =
𝜈

𝑠
𝒩(𝑡𝜈−1̅̅ ̅̅ ̅̅ );         𝜈 ∈ ℝ\{… , −2, −1, 0}                         (2.7)    

                               

şeklindedir. Bu durumda 

 

∑(1 − 𝑠)𝑡−1𝑡𝜈−1̅̅ ̅̅ ̅̅ =
1

𝜈

∞

𝑡=1

∑(1 − 𝑠)𝑡−1𝛻(𝑡�̅�)

∞

𝑡=1

                        

 

                                          =
1

𝜈
∑(𝛻((1 − 𝑠)𝑡𝑡�̅�) − (𝛻(1 − 𝑠)𝑡)𝑡�̅�)

∞

𝑡=1
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                       = −
1

𝜈
0�̅� +

𝑠

𝜈
∑(1 − 𝑠)𝑡−1

∞

𝑡=1

𝑡�̅� 

 

olur. 

Gamma fonksiyonu 0 noktasında kutup noktasına sahip olduğundan 0�̅� = 0 olup (𝑖)’ in 

ispatı tamamlanır.  

 

(i𝑖) ise (𝑖) den dolayı  

 

∑(1 − 𝑠)𝑡−1𝑡𝜈−1̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝛼−𝑡 =
1

𝛼
∑ (1 −

𝑠 + 𝛼 + 1

𝛼
)

𝑡−1

𝑡𝜈−1̅̅ ̅̅ ̅̅

∞

𝑡=1

∞

𝑡=1

 

 

olarak yazılır. 

 

Lemma 2.1.2 𝑓 fonksiyonu ℕ𝑎+1 üzerinde tanımlı olsun. Bu durumda 

 

𝒩𝑎𝑓(𝑡 + 1) = (1 − 𝑠)−1𝒩𝑎+1𝑓(𝑡) 

 

eşitliği geçerlidir. 

 

İspat 

𝒩𝑎𝑓(𝑡 + 1) = ∑(1 − 𝑠)𝑡−1𝑓(𝑡 + 1)          

∞

𝑡=𝑎

 

 

                       = ∑ (1 − 𝑠)𝑡−2𝑓(𝑡)

∞

𝑡=𝑎+1

 

 

                                               = (1 − 𝑠)−1 ∑ (1 − 𝑠)𝑡−1𝑓(𝑡)

∞

𝑡=𝑎+1

 

 

                              = (1 − 𝑠)−1 𝒩𝑎+1𝑓(𝑡) 
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olup ispat tamamlanır.  

 

 

Lemma 2.1.3 Herhangi bir 𝜈 pozitif reel sayısı için 

 

𝒩𝑎(𝛻𝑎
−𝜈𝑓(𝑡)) = 𝑠−𝜈 𝒩𝑎(𝑓(𝑡))(𝑠) 

 

dir. Burada 𝑓, ℕ𝑎 üzerinde tanımlıdır. 

 

İspat 

𝒩𝑎(𝛻𝑎
−𝜈𝑓(𝑡)) = ∑(1 − 𝑠)𝑡−1𝛻𝑎

−𝜈𝑓(𝑡)

∞

𝑡=𝑎

              

 

                              = ∑(1 − 𝑠)𝑡−1
1

𝛤(𝜈)
∑(𝑡 − 𝜌(𝜏))

𝜈−1̅̅ ̅̅ ̅̅
𝑓(𝜏)        

𝑡

𝜏=𝑎

∞

𝑡=𝑎

       

 

                      = ∑ ∑(1 − 𝑠)𝑡−1

𝑡

𝜏=𝑎

∞

𝑡=𝑎

(𝑡 − 𝜌(𝜏))
𝜈−1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛤(𝜈)
𝑓(𝜏)              

 

= ∑ ∑(1 − 𝑠)𝑡−1

∞

𝑡=𝜏

∞

𝜏=𝑎

(𝑡 − 𝜌(𝜏))
𝜈−1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛤(𝜈)
𝑓(𝜏)         

 

     = ∑ ∑(1 − 𝑠)𝑟−1+𝜏−1

∞

𝑟=1

∞

𝜏=𝑎

1

𝛤(𝜈)
𝑟𝜈−1̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑓(𝜏)              

 

                   =
1

𝛤(𝜈)
∑(1 − 𝑠)𝜏−1𝑓(𝜏) ∑(1 − 𝑠)𝑟−1𝑟𝜈−1̅̅ ̅̅ ̅̅

∞

𝑟=1

∞

𝜏=𝑎

 

 

                                                =
1

𝛤(𝜈)
𝒩𝑎(𝑓(𝑡))(𝑠)𝒩(𝑡𝜈−1̅̅ ̅̅ ̅̅ )(𝑠) 
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   = 𝑠−𝜈𝒩𝑎(𝑓(𝑡))(𝑠)                            

 

dir. Böylelikle ispat tamamlanır.  

Lemma 2.1.4  0 < 𝜈 ≤ 1 için ve 𝑓, ℕ𝑎 üzerinde tanımlı olmak üzere,  

 

𝒩𝑎+1(𝛻𝑎
𝜈𝑓(𝑡))(𝑠) = 𝑠𝜈 𝒩𝑎(𝑓(𝑡))(𝑠) − (1 − 𝑠)𝑎−1𝑓(𝑎)  

 

dir. 

 

İspat Öncelikle dikkat edelim ki  

 

𝒩𝑎+1(𝛻 
 𝑓(𝑡))(𝑠) = 𝑠   𝒩𝑎(𝑓(𝑡))(𝑠) − (1 − 𝑠)𝑎−1𝑓(𝑎) 

 

şeklindedir. Gerçekten; 

 

𝒩𝑎+1(𝛻 
 𝑓(𝑡))(𝑠) = ∑ (1 − 𝑠)𝑡−1𝛻𝑓(𝑡) =

∞

𝑡=𝑎+1

∑ (1 − 𝑠)𝑡−1[𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑡 − 1)]

∞

𝑡=𝑎+1

 

 

            = ∑ (1 − 𝑠)𝑡−1𝑓(𝑡) −

∞

𝑡=𝑎+1

∑ (1 − 𝑠)𝑡−1𝑓(𝑡 − 1)

∞

𝑡=𝑎+1

 

 

                            = ∑(1 − 𝑠)𝑡−1𝑓(𝑡) − (1 − 𝑠)𝑎−1𝑓(𝑎) −

∞

𝑡=𝑎

∑(1 − 𝑠)𝑡 𝑓(𝑡)

∞

𝑡=𝑎

 

 

            = (
1

1 − 𝑠
− 1) ∑(1 − 𝑠)𝑡𝑓(𝑡) − (1 − 𝑠)𝑎−1𝑓(𝑎)

∞

𝑡=𝑎

 

 

= 𝑠 ∑(1 − 𝑠)𝑡−1𝑓(𝑡) − (1 − 𝑠)𝑎−1𝑓(𝑎)    

∞

𝑡=𝑎
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olur.  

 

 

 

 

Bu nedenle 

 

𝒩𝑎+1(𝛻𝑎
𝜈𝑓(𝑡))(𝑠) = 𝒩𝑎+1 (𝛻𝛻𝑎

−(1−𝜈)
𝑓(𝑡)) (𝑠) 

 

                        = 𝑠𝒩𝑎 (𝛻𝑎
−(1−𝜈)

𝑓(𝑡)) (𝑠) − (1 − 𝑠)𝑎−1𝛻𝑎
−(1−𝜈)

𝑓(𝑡)| 𝑡=𝑎 

 

 = 𝑠𝜈𝒩𝑎(𝑓(𝑡))(𝑠) − (1 − 𝑠)𝑎−1𝑓(𝑎) 

 

olur. Burada 

 

𝛻𝑎
−(1−𝜈)

𝑓(𝑡)| 𝑡=𝑎 =
1

𝛤(1 − 𝜈)
∑(𝑡 − 𝜌(𝑠))

−𝜈̅̅ ̅̅
𝑓(𝑠)| 𝑡=𝑎 = 𝑓(𝑎)

𝑡

𝑠=𝑎

 

 

şeklindedir. 

 

Örnek 2.1.1 

       𝛻0
1/2

𝑦(𝑡) = 5;             𝑡 = 1, 2, … 

 

𝛻0
−1/2

𝑦(𝑡)| 𝑡=0 = 𝑦(0) = 𝑎 

 

başlangıç değer problemini ele alalım.  

 

Denklemin her iki tarafına 𝒩1 − dönüşümünü uygularsak 
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𝒩1 (𝛻0
1/2

𝑦(𝑡)) = 𝒩1(5) 

 

olur.  

 

 

Lemma 2.2 ve Lemma 2.1.4’ den 

 

𝑠1/2𝒩0(𝑦(𝑡))(𝑠) − (1 − 𝑠)−1𝑦(0) =
5

𝑠
 

 

𝒩0(𝑦(𝑡))(𝑠) =
5

𝑠3/2
+

𝑦(0)

(1 − 𝑠)𝑠1/2
 

 

elde edilir. Lemma 2.1.2’ den  

 

                  𝒩0(𝑦(𝑡))(𝑠) = 5𝑠−3/2 + 𝑦(0)(1 − 𝑠)−1𝑠−1/2 

 

  = 5
𝒩(𝑡1/2̅̅ ̅̅ ̅

)

𝛤(3/2)
+ 𝑦(0)(1 − 𝑠)−1

𝒩(𝑡−1/2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
)

𝛤(1/2)
 

 

  = 5
𝒩0(𝑡1/2̅̅ ̅̅ ̅

)

𝛤(3/2)
+ 𝑦(0)(1 − 𝑠)−1

𝒩(𝑡−1/2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
)

𝛤(1/2)
 

 

             =
5

𝛤(3/2)
𝒩0(𝑡1/2̅̅ ̅̅ ̅

) +
𝑦(0)

𝛤(1/2)
𝒩0((𝑡 + 1)−1/2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

) 

 

bulunur. 

 

Son denklemin her tarafına 𝒩0 −  dönüşümünün tersini uygulayarak başlangıç değer 

probleminin çözümü 
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𝑦(𝑡) =
5

𝛤(3/2)
𝑡1/2̅̅ ̅̅ ̅

+
𝑦(0)

𝛤(1/2)
(𝑡 + 1)−1/2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

;        𝑡 = 0, 1, 2, … 

 

 olarak elde edilir. 

 

Bir sonraki örnekte kesirli ∇ −  fark denklemini, kesirli ∆ −  fark denklemini ve 

çözümlerini karşılaştıracağız. 

Örnek 2.1.2: 

∆1/2𝑦(𝑡) = 5;              𝑡 = 0, 1, 2, … 

 

∆−1/2𝑦(𝑡)| 𝑡=0 = 𝑦 (−
1

2
) = 𝑎 

 

başlangıç değer problemini ele alalım.  

 

Bu başlangıç değer probleminin çözümü  

 

                                      𝑦(𝑡) =
5

𝛤(3/2)
𝑡1/2 +

𝑦(−1/2)

𝛤(1/2)
𝑡−1/2                                           (2.8) 

 

şeklindedir. 

 

Lemma 2.2’ yi kullanarak kesirli ∆ −  fark denklemini kesirli ∇ −  fark denklemine 

dönüştüreceğiz.  

 

Dolayısıyla  

 

∆ ∆−1/2
−1/2

 𝑦(𝑡) = ∆ 𝛻−1/2
−1/2

 𝑦(𝑡 − 1 + 1/2) = 𝛻 𝛻−1/2
−1/2

 𝑦(𝑡 + 1/2) = 5;     𝑡 = 0, 1, 2, … 

 

yazılır.  

 

Ayrıca 𝒩1 − dönüşümünü uygulayabilmek için 
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𝛻−1/2
−1/2

 𝑦(𝑡 + 1/2) = 𝛻0
−1/2

𝑧(𝑡 + 1);         𝑡 = 0, 1, 2, … 

 

eşitliğini ispatlamalıyız.  

 

                    𝛻−1/2
−1/2

 𝑦(𝑡 + 1/2) = ∑ (𝑡 + 1/2 − 𝜌(𝑠))
−1/2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑦(𝑠)

𝑡+1/2

𝑠=−1/2

 

 

                                                     = ∑(𝑡 + 1/2 − 𝜌(𝑢 − 1/2))
−1/2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑦(𝑢 − 1/2)

𝑡+1

𝑢=0

 

 

                                                     = ∑(𝑡 + 1 − 𝜌(𝑢))
−1/2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑦(𝑢 − 1/2)

𝑡+1

𝑢=0

 

                                                     = 𝛻0
−1/2

𝑧(𝑡 + 1);                   𝑧(𝑡) = 𝑦(𝑡 − 1/2) 

 

olur. Burada 𝑧(𝑡) = 𝑦(𝑡 − 1/2) dır. 

 

Bu eşitlik sonucunda ∇ − farka karşılık gelen denklem  

 

       𝛻0
1/2

𝑧(𝑡) = 5;             𝑡 = 1, 2, … 

 

𝛻0
−1/2

𝑧(𝑡)| 𝑡=0 = 𝑧(0) = 𝑎 

 

olarak bulunur.  

 

Örnek 2.1.1’ den bu kesirli ∇ − fark denkleminin çözümü 

 

                             𝑧(𝑡) =
5

𝛤(3/2)
𝑡1/2̅̅ ̅̅ ̅

+
𝑧(0)

𝛤(1/2)
(𝑡 + 1)−1/2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

;        𝑡 ∈ ℕ0                       (2.9) 
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olur.  

 

Basit bir hesaplama ile (2.8) ve (2.9) çözümlerinin benzer olduğu görülebilir.   

  

Şimdi Gamma fonksiyonu için iki yeni özdeşlik verilebilir. Bunun için 𝛼 − Laplace 

dönüşüm kullanılmıştır.  

 

Özellikle 

 

ℛ𝑎(𝑓(𝑡))(𝑠) = ∑ (
1

𝑠 + 1
)

𝑡+1

𝑓(𝑡)

∞

𝑡=𝑎

 

 

kullanılmış ve  

 

ℛ𝜈−1(𝑡𝜈−1)(𝑠) =
𝛤(𝜈)

𝑠𝜈
                                

 

olduğu gösterilmiştir.  

 

Bu özdeşliğin 𝑠 = 1 için değeri  

 

                          𝛤(𝜈) = ∑ (
1

2
)

𝑡+1

𝑡𝜈−1;        𝜈 ∈ ℝ\{… , −2, −1, 0}                         (2.10)

∞

𝑡=𝜈−1

 

 

olarak elde edilir. 

 

Nabla Laplace dönüşümünün tanımıyla Lemma 2.1.1, (𝑖) de verilen özdeşliğin s=1/2 

değeri için  

 

                         𝛤(𝜈) = ∑ (
1

2
)

𝑡+𝜈−1

𝑡𝜈−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ;         𝜈 ∈ ℝ\{… , −2, −1, 0}                         (2.11)

∞

𝑡=1
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olarak elde edilir. ∎ 

 

2.2 Laplace Dönüşümü 

 

𝑓: 𝕋𝑎 → ℝ fonsiyonunun genel zaman skalası üzerinde ki Laplace dönüşümü, 𝑠 ∈ 𝒟{𝑓} 

için 

 

                                     ℒ𝑎{𝑓}(𝑠) ≔ ∫ 𝑒𝜃𝑠
𝜎 (𝑡, 𝑎)𝑓(𝑡)∆𝑡,                       

∞

𝑎

                           (2.12) 

 

şeklinde tanımlanır. 

 

Burada 𝑎 ∈ ℝ  sabit, 𝕋𝑎 , 𝑎  dan başlayan sınırsız zaman skalası ve  𝒟{𝑓}  karmaşık 

sabitlerin kümesidir. 

 

ℕ𝑎 ≔ ℕ0 + {𝑎} = {𝑎, 𝑎 + 1, 𝑎 + 2, … }                   

 

izole zaman skalasını göz önüne alalım.𝑎 ∈ ℝ sabit sayı olmak üzere (2.12) serisinin 

sadeleştirilmiş gösterimi 

 

                                             ℒ𝑎{𝑓}(𝑠) = ∑
𝑓(𝑘 + 𝑎)

(𝑠 + 1)𝑘+1

∞

𝑘=0

                                                    (2.13) 

 

şeklindedir.  

 

Tanım 2.2.1 Yeteri kadar büyük 𝑡 ∈ ℕ𝑎 için |𝑓(𝑡)| ≤ 𝐴𝑟𝑡 olacak şekilde 𝐴 > 0 sabiti 

varsa 𝑓: ℕ𝑎 → ℝ  fonksiyonuna 𝑟  üstel mertebedendir denir. Burada 𝑟 > 0  dır.  Eğer 

𝑓: ℕ𝑎 → ℝ , 𝑟 > 0 üstel mertebeden ise tüm 𝑠 ∈  ℂ \ 𝛣−1(𝑟)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ler için  

 

                                                                   ℒ𝑎{𝑓}(𝑠)                                                                (2.14) 
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mevcuttur. 

 

Örneğin,  𝑒𝑝(𝑡, 𝑎) = (1 + 𝑝)(𝑡−𝑎)  genelleşmiş üstel fonksiyonunun Laplace dönüşümü  

1

𝑠−𝑝
 olup  ∀ 𝑠 ∈  ℂ \ 𝛣−1(1 + 𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  için yakınsaktır. Özel olarak, 𝑠 ∈  ℂ \ 𝛣−1(1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  için 

 

       ℒ𝑎{1}(𝑠) =
1

𝑠
                             

 

şeklindedir. 

 

Laplace dönüşümü lineer ve birebirdir. Bu iki özellik, aşağıdaki dönüşüm formülleri ile 

birlikte daha sonra geliştirilecek sonuçları elde etmek için oldukça önemlidir.  

 

𝑚 ∈ ℕ0 olarak verilsin ve varsayalım ki  𝑓: ℕ𝑎−𝑚 → ℝ   ve  𝑔: ℕ𝑎 → ℝ  fonksiyonları  

𝑟 > 0 üstel mertebeden fonksiyonlar olsun. Bu durumda  𝑠 ∈  ℂ \ 𝛣−1(𝑟)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅    için, 

 

                      ℒ𝑎−𝑚{𝑓}(𝑠) =
1

(𝑠 + 1)𝑚
 ℒ𝑎{𝑓}(𝑠) + ∑

𝑓(𝑘 + 𝑎 − 𝑚)

(𝑠 + 1)(𝑘+1)

𝑚−1

𝑘=0

                     (2.15) 

 

ve 

 

                 ℒ𝑎+𝑚{𝑔}(𝑠) = (𝑠 + 1)𝑚 ℒ𝑎{𝑔}(𝑠) − ∑ (𝑠 + 1)𝑚−1−𝑘

𝑚−1

𝑘=0

𝑔(𝑘 + 𝑎)          (2.16) 

 

şeklindedir. 

 

Tanım 2.2.2 

 

                        {

ℎ0(𝑡, 𝑎) ≔ 1                                                                         

ℎ(𝑛+1)(𝑡, 𝑎) ≔ ∫ ℎ𝑛(𝑠, 𝑎)∆𝑠   ;                          𝑛 ∈ ℕ0

𝑡

𝑎

                        (2.17) 
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ardışık ifadeleri Taylor tek terimlileri olarak tanımlanır.  

ℕ𝑎 özel tanım kümesi için,  

 

ℎ𝑛(𝑡, 𝑎) =
(𝑡 − 𝑎)𝑛

𝑛!
,                           𝑛 ∈ ℕ0 , 𝑡 ∈ ℕ𝑎   

 

yazılabilir öyle ki burada genelleştirilmiş azalan fonksiyon ifadesi  𝑡, 𝜇 ∈ ℝ 

 

𝑡𝜇 ∶=
𝛤(𝑡 + 1)

𝛤(𝑡 + 1 − 𝜇)
;                        

 

şeklinde verilmektedir.  

 

Burada  𝑡 + 1 − 𝜇 ∈ (−ℕ0)  olduğunda 𝑡𝜇 = 0 dir. 

 

Tanım 2.2.3 Her  𝜇 ∈ ℝ\(−ℕ)  için 𝜇-inci Taylor tek terimlisi, 𝑡 ∈ ℕ𝑎  için 

 

                        ℎ𝜇(𝑡, 𝑎) =
(𝑡 − 𝑎)𝜇

𝛤(𝜇 + 1)
                             

 

şeklinde tanımlıdır. 

 

Lemma 2.2.1 𝜇 ∈ ℝ\(−ℕ) olsun. Kabul edelim ki 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ  öyle ki b − a = μ olsun. 

Bu durumda 𝑠 ∈  ℂ \ 𝛣−1(1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   için  

 

                                                ℒ𝑏{ℎ𝜇(𝑡, 𝑎)}(𝑠) =
(𝑠 + 1)𝜇

𝑠𝜇+1
                                                (2.18) 

 

dir. 

 

İspat Genel binom formülü, |𝑥| < |𝑦| olmak üzere, 𝜈, 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ için 

 

                              (𝑥 + 𝑦)𝜈 = ∑ (
𝜈

𝑘
) 𝑥𝑘𝑦𝜈−𝑘

∞

𝑘=0
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şeklinde olup 

(
𝜈

𝑘
) ≔

𝛤(𝜈 + 1)

𝛤(𝜈 + 1 − 𝑘)𝛤(𝑘 + 1)
=

𝜈𝑘

𝑘!
 

 

dir. 𝑘 ∈ ℕ0  ve 𝜈 > 0 için,  

 

   (
−𝜈

𝑘
) =

(−𝜈)𝑘

𝑘!
=

(−𝜈) … (−𝜈 − 𝑘 + 1)

𝑘!
 

 

= (−1)𝑘
(𝑘 + 𝜈 − 1)𝑘

𝑘!
        

 

 = (−1)𝑘 (
𝑘 + 𝜈 − 1

𝜈 − 1
)            

 

dir. Yukarıda ki bilgilere dayanarak  𝜈 ∈ ℝ  ve |𝑦| < 1 için,  

 

  
1

(1 − 𝑦)𝜈
= ((−𝑦) + 1)−𝜈                                       

 

                          = ∑ (
−𝜈

𝑘
) (−𝑦)𝑘1−𝜈−𝑘

∞

𝑘=0

                               

 

                       = ∑(−1)𝑘 (
−𝜈

𝑘
) 𝑦𝑘

∞

𝑘=0

                                  

 

   = ∑ (
𝑘 + 𝜈 − 1

𝜈 − 1
) 𝑦𝑘

∞

𝑘=0

              

 

yazılabilir.  
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Dolayısıyla,  𝑏 − 𝑎 = 𝜇  olduğundan  𝑠 ∈  ℂ \ 𝛣−1(1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   için  

 

(𝑠 + 1)𝜇

𝑠𝜇+1
=

1

𝑠 + 1

1

(1 −
1

𝑠 + 1)
𝜇+1                   

 

         =
1

𝑠 + 1
∑ (

𝑘 + 𝜇

𝜇
)

1

(𝑠 + 1)𝑘

∞

𝑘=0

 

 

= ∑
(𝑘 + 𝜇)𝜇

𝛤(𝜇 + 1)

1

(𝑠 + 1)𝑘+1

∞

𝑘=0

 

 

      = ∑ ℎ𝜇(𝑘 + 𝑏, 𝑎)

∞

𝑘=0

1

(𝑠 + 1)𝑘+1
 

 

= ℒ𝑏{ℎ𝜇(𝑡, 𝑎)}(𝑠)                 

 

elde edilir.  

 

Uyarı 2.2.1 (14) den de biliyoruz ki; eğer ℎ𝜇(𝑡, 𝑎)  𝑟 > 0 üstel mertebeden ise tüm  

𝑠 ∈  ℂ \ 𝛣−1(𝑟)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  için 

 

 ℒ𝑏{ℎ𝜇(𝑡, 𝑎)}(𝑠)  

 

mevcuttur. Şimdi her 𝑟 > 1  için ℎ𝜇(𝑡, 𝑎)  Taylor tek terimlisinin 𝑟   üstel mertebeden 

olduğunu göstereceğiz. ℎ𝜇 , 𝜇 ∈ ℝ(−ℕ) için tanımlı olduğundan aşağıdaki iki durumu 

göz önüne alalım.  

 

İlk olarak  𝜇 ∉ (−ℕ)  ve  𝜇 ≤ 0 olduğunu varsayalım. 𝑡 ∈  ℕ𝑎  için, 

 

ℎ𝜇(𝑡, 𝑎) =
𝛤(𝑡 − 𝑎 + 1)

𝛤(𝜇 + 1)𝛤(𝑡 − 𝑎 + 1 − 𝜇)
≤

1

𝛤(𝜇 + 1)
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yazılır. Yani ℎ𝜇 sınırlıdır. 

İkinci olarak 𝑀 ∈ ℕ  olmak üzere 𝑀 − 1 ≤ 𝜇 ≤ 𝑀 ve  𝜇 > 0  olduğunu varsayalım. 

Herhangi bir 𝑟 > 1 için, 

 

ℎ𝜇(𝑡, 𝑎) =
(𝑡 − 𝑎)𝜇

𝛤(𝜇 + 1)
                                                 

 

 =
𝛤(𝑡 − 𝑎 + 1)

𝛤(𝜇 + 1)𝛤(𝑡 − 𝑎 + 1 − 𝜇)
 

 

  <
𝛤(𝑡 − 𝑎 + 1)

𝛤(𝜇 + 1)𝛤(𝑡 − 𝑎 + 1 − 𝑀)
  

 

 =
(𝑡 − 𝑎) … (𝑡 − 𝑎 − 𝑀 + 1)

𝛤(𝜇 + 1)
 

 

  <
(𝑡 − 𝑎)𝑀

𝛤(𝜇 + 1)
                                   

 

              <
𝑟𝑡

𝛤(𝜇 + 1)
 ;               𝑡 ∈ ℕ𝑎                   

 

şeklindedir. 

 

Dolayısıyla 𝑟 > 1 olmak üzere her 𝜇 ∈ ℝ\(−ℕ) için ℎ𝜇  r üstel mertebedendir. (2.14) 

den ℒ𝑎{ℎ𝜇(𝑡, 𝑎)𝑡}(𝑠),  

 

⋃(ℂ \ 𝛣−1(𝑟)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   )

𝑟>1

= ℂ \ (⋂  𝛣−1(𝑟)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

𝑟>1

) = ℂ \ 𝛣−1(1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   

 

üzerinde mevcuttur.  
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Fakat bu durum ℎ𝜇, bir üstel mertebedendir anlamına gelmez. Başka bir deyişle (2.14) 

ün tersi genellikle geçerli değildir.  

 

Gerçekten 𝜇 > 0 olduğunda,  𝑡 ∈ ℕ𝑎 için 

 

ℎ𝜇(𝑡, 𝑎) =
𝛤(𝑡 − 𝑎 + 1)

𝛤(𝜇 + 1)𝛤(𝑡 − 𝑎 + 1 − 𝜇)
               

 

>
𝛤(𝑡 − 𝑎 + 1)

𝛤(𝜇 + 1)𝛤(𝑡 − 𝑎 + 2 − 𝜇)
 

 

                           =
(𝑡 − 𝑎) … (𝑡 − 𝑎 − 𝑀 + 2)

𝛤(𝜇 + 1)
                             

 

dir.  

 

Yani 𝑡 → ∞ için ℎ𝜇(𝑡, 𝑎) ⟶ ∞ olur. 

 

Tanım 2.2.4 𝑓, 𝑔: ℕ𝑎 → ℝ  için, 𝑓 ve 𝑔 nin konvolüsyonu, 𝑡 ∈ ℕ𝑎 için 

 

                              (𝑓 ∗ 𝑔)(𝑡) ≔ ∑ 𝑓(𝑟)𝑔(𝑡 − 1 − 𝑟 + 𝑎)

𝑡−1

𝑟=𝑎

                                            (2.19) 

 

şeklinde tanımlanır.  

 

Burada (𝑓 ∗ 𝑔)(𝑎) = 0 dır. 

 

Lemma 2.2.2 𝑓, 𝑔: ℕ𝑎 → ℝ,  𝑟 > 0 üstel mertebeden olsun. 𝑠 ∈ ℂ \ 𝛣−1(𝑟)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  için 

 

                                          ℒ𝑎{𝑓 ∗ 𝑔}(𝑠) = ℒ𝑎{𝑓}(𝑠)ℒ𝑎{𝑔}(𝑠)                                        (2.20)  
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şeklindedir.  

İspat 𝑠 ∈ ℂ \ 𝛣−1(𝑟)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   için, 

 

ℒ𝑎{𝑓 ∗ 𝑔}(𝑠) = ∑
(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑘 + 𝑎)

(𝑠 + 1)𝑘+1

∞

𝑘=0

                                              

 

                                  = ∑
1

(𝑠 + 1)𝑘+1

∞

𝑘=1

∑ 𝑓(𝑟)𝑔(𝑘 + 𝑎 − 𝑟 − 1 + 𝑎)

𝑘+𝑎−1

𝑟=𝑎

 

 

       = ∑ ∑
𝑓(𝑟 + 𝑎)𝑔(𝑘 − 𝑟 − 1 + 𝑎)

(𝑠 + 1)𝑘+1

𝑘−1

𝑟=0

∞

𝑘=1

 

 

olur.  

 

𝜏 = 𝑘 − 𝑟 − 1 değişken değişimi yaparsak, 

 

ℒ𝑎{𝑓 ∗ 𝑔}(𝑠) = ∑ ∑
𝑓(𝑟 + 𝑎)𝑔(𝜏 + 𝑎)

(𝑠 + 1)𝜏+𝑟+2

∞

𝑟=0

∞

𝜏=0

                              

 

        = ∑
𝑓(𝑟 + 𝑎)

(𝑠 + 1)𝑟+1

∞

𝑟=0

∑
𝑔(𝜏 + 𝑎)

(𝑠 + 1)𝜏+1

∞

𝜏=0

         

 

                      = ℒ𝑎{𝑓}(𝑠)ℒ𝑎{𝑔}(𝑠),             𝑠 ∈ ℂ \ 𝛣−1(𝑟)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 

elde edilir.  
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3. AYRIK KESİRLİ ANALİZDE LAPLACE DÖNÜŞÜMÜ 

 

Bu bölümde, doğal sayılar üzerinde kesirli bir başlangıç değeri probleminin Laplace 

dönüşümü ile çözümünü inceleyeceğiz. 

 

𝑓: ℕ𝑎 → ℝ  ve  𝜈 > 0  olmak üzere 𝑁 ∈ ℕ , 𝑁 − 1 < 𝜈 < N  aralığından seçilsin. 

Hatırlayalım ki 𝑓 fonksiyonunun 𝜈-ncü mertebeden kesirli toplamı 

 

𝛥𝑎
−𝜈𝑓(𝑡) ≔

1

𝛤(𝜈)
∑(𝑡 − 𝜎(𝑟))

𝜈−1
𝑓(𝑟),                𝑡 ∈ ℕ𝑎+𝜈−𝑁

𝑡−𝜈

𝑟=𝑎

 

 

şeklinde tanımlanır ve burada 𝛥𝑎
−𝜈𝑓  , {𝑎 + 𝜈 − 𝑁, … , 𝑎 + 𝜈 − 1}  kümesi üzerinde 

sıfırdır. 

 

Benzer şekilde 𝑓  fonksiyonunun 𝜈-ncü mertebeden kesirli farkı  

 

𝛥𝑎
𝜈 𝑓(𝑡) ≔ 𝛥𝑁𝛥𝑎

−(𝑁−𝜈)
𝑓(𝑡),                    𝑡 ∈ ℕ𝑎+𝑁−𝜈 

 

olarak tanımlanır.  

 

Yukarıda ki tanım 𝛥𝑎
𝜈 𝑓  için  

 

𝛥𝑎
𝜈 𝑓(𝑡) ≔ { 

1

𝛤(−𝜈)
 ∑(𝑡 − 𝜎(𝑠))

𝜈−1
𝑡+𝜈

𝑠=𝑎

𝑓(𝑠)

 𝛥𝑁𝑓(𝑡),             𝜈 = 𝑁                

,                  𝑡 ∈ ℕ𝑎+𝑁−𝜈  

 

tanımına eşdeğerdir.  

 

Laplace dönüşümleri teoreminden hatırlanacağı üzere 𝑁 ∈ ℕ0 için,  

 

                                     ℒ𝑎{𝛥𝑎
−𝑁𝑓}(𝑠) =

ℒ𝑎{𝑓}(𝑠)

𝑠𝑁
                                                                 (3.1) 
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ve 

                                    ℒ𝑎  {𝛥𝑁𝑓}(𝑠) = 𝑠𝑁ℒ𝑎{𝑓}(𝑠) − ∑ 𝑠𝑗𝛥𝑁−1−𝑗𝑓(𝑎)

𝑁−1

𝑗=0

                       (3.2) 

 

sonuçları bilinmektedir.  

 

Şimdi kesirli mertebeden toplamların ve farkların Laplace dönüşümünü inceleyelim. 

 

3.1 Üstel Mertebeden Kesirli Operatörler 

 

Öncelikle 𝑓 nin üstel mertebesinin 𝛥𝑎
−𝜈𝑓  ve 𝛥𝑎

𝜈 𝑓 nin üstel mertebeleriyle nasıl ilişkili 

olduğunu belirlemeliyiz.  

 

Lemma 3.1.1 Varsayalım ki 𝑓: ℕ𝑎 ⟶ ℝ , 𝑟 ≥ 1  üstel mertebeden bir fonksiyon ve 

𝜈 > 0  olarak verilsin. ∀ 𝜖 > 0  için  𝛥𝑎
−𝜈𝑓   ve  𝛥𝑎

𝜈  𝑓   kesirli operatörleri 𝑟 + 𝜖  üstel 

mertebedendir.  

 

İspat 𝑓, 𝑟 üstel merteben bir fonksiyon olduğundan, 𝑡 ∈ ℕ𝑎 ve 𝑡 ≥ 𝑇 için  

 

                                                             |𝑓(𝑡)| ≤ 𝐴𝑟𝑡                                                                 (3.3)  

 

olacak şekilde 𝐴 > 0 ve 𝑇 ∈ ℕ𝑎mevcuttur.  

 

(0, ∞)  aralığında 𝛤(𝑥) > 0  ve [2, ∞)  aralığında 𝛤(𝑥)  monoton artan olduğundan 

𝑁 − 1 < 𝜈 < 𝑁  ve  𝑡 ≥ 𝜈 + 2 olmak üzere herhangi bir 𝜈, 𝑁 𝑣𝑒 𝑡 için,  

 

                𝑡𝜈 =
𝛤(𝑡 + 1)

𝛤(𝑡 + 1 − 𝜈)
≤

𝛤(𝑡 + 1)

𝛤(𝑡 + 1 − 𝑁)
= 𝑡(𝑡 − 1) … (𝑡 − (𝑁 − 1)) < 𝑡𝑁      (3.4) 

 

şeklindedir.  
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Bu doğrultuda, öncelikle 𝛥𝑎
−𝜈𝑓  kesirli toplamın üstel mertebesini inceleyelim. 𝜖 > 0 ve 

𝑡 ∈ ℕ𝑇+𝜈+2 belirlendiğine göre,  

 

|𝛥𝑎
−𝜈𝑓(𝑡)| = |∑

(𝑡 − 𝜎(𝑠))
𝜈−1

𝛤(𝜈)

𝑇−1

𝑠=𝑎

𝑓(𝑠) + ∑
(𝑡 − 𝜎(𝑠))

𝜈−1

𝛤(𝜈)

𝑡−𝜈−2

𝑠=𝑎

𝑓(𝑠) + 𝜈𝑓(𝑡 − 𝜈 − 1) + 𝑓(𝑡 − 𝜈)| 

 

(3.3) eşitsizliğinden 

 

                 ≤ ∑
(𝑡 − 𝜎(𝑠))

𝜈−1

𝛤(𝜈)
|𝑓(𝑠)| + ∑

(𝑡 − 𝜎(𝑠))
𝜈−1

𝛤(𝜈)

𝑡−𝜈−2

𝑠=𝑎

𝑇−1

𝑠=𝑎

𝐴𝑟𝑠 + 𝜈𝐴𝑟𝑡−𝜈−1 + 𝐴𝑟𝑡−𝜈 

 

yazılır. (3.4) eşitsizliği kullanılarak ve 𝑡 − 𝜎(𝑠) ≥ (𝜈 − 1) + 2 ⟺ 𝑠 ≤ 𝑡 − 𝜈 − 2 

olduğundan 

 

< (∑
|𝑓(𝑠)|

Γ(𝜈)

𝑇−1

𝑠=𝑎

) 𝑡𝑁−1 +
𝐴𝑡𝑁−1

𝛤(𝜈)
∑ 𝑟𝑠 +

𝐴

𝑟𝜈
(

𝜈

𝑟
+ 1) 𝑟𝑡

𝑡−𝜈−2

𝑠=𝑇

 

 

yazılır.  

 

Eğer 𝑟 = 1 ise  

 

|𝛥𝑎
−𝜈𝑓(𝑡)| < (∑

|𝑓(𝑠)|

𝛤(𝜈)

𝑇−1

𝑠=𝑎

) 𝑡𝑁−1 +
𝐴𝑡𝑁

𝛤(𝜈)
+ 𝐴(𝜈 + 1) 

 

< (1 + 𝜖)𝑡,                𝑡 ∈ ℕ𝑎+𝜈 

 

olur.  

 

Diğer yandan, 𝑟 > 1 ise  
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|𝛥𝑎
−𝜈𝑓(𝑡)| < (∑

|𝑓(𝑠)|

𝛤(𝜈)

𝑇−1

𝑠=𝑎

) 𝑡𝑁−1 +
𝐴𝑡𝑁−1

𝛤(𝑣)

𝑟𝑡−𝜈−1 − 𝑟𝑎

𝑟 − 1
+

𝐴

𝑟𝜈
(

𝜈

𝑟
+ 1) 𝑟𝑡 

 

               < (∑
|𝑓(𝑠)|

𝛤(𝜈)

𝑇−1

𝑠=𝑎

) 𝑡𝑁−1 (
𝐴

𝑟𝜈
(1 +

𝜈

𝑟
) +

𝐴𝑡𝑁−1

𝛤(𝑣)(𝑟 − 1)𝑟𝜈+1
) 𝑟𝑡 

 

< (𝑟 + 𝜖)𝑡,                𝑡 ∈ ℕ𝑎+𝜈                                                 

 

olur.  

 

Çünkü (𝑟 + 𝜖)𝑡, sonunda 𝛼𝑡𝑁−1 + (𝛽 + 𝛾𝑡𝑁−1)𝑟𝑡 formundan daha hızlı büyür. Bundan 

dolayı 𝛥𝑎
−𝜈𝑓,  𝑟 + 𝜖 üstel mertebedendir.  

 

Şimdi ise  𝛥𝑎
𝜈 𝑓 = 𝛥𝑁𝛥𝑎

−(𝑁−𝜈)
𝑓   kesirli farkına dönelim. İspatın ilk bölümünden 

bildiğimiz üzere  𝛥𝑎
−(𝑁−𝜈)

𝑓 ,   𝑟 + 𝜖  üstel mertebedendir. Öyleyse 𝑡 ≥ 𝑇2  olan her 

𝑡 ∈  ℕ𝑎+𝑁−𝜈 için bir 𝑇2 ∈  ℕ𝑎+𝑁−𝜈 mevcuttur ve  

 

|𝛥𝑎
−(𝑁−𝜈)

𝑓(𝑡)| ≤ (𝑟 + 𝜖)𝑡 

 

olur.  

 

𝑡 ≥ 𝑇𝜖 olan her 𝑡 ∈  ℕ𝑎+𝑁−𝜈 için, 

 

|𝛥𝑎
𝜈 𝑓(𝑡)| = |𝛥𝑁𝛥𝑎

−(𝑁−𝜈)
𝑓(𝑡)|                     

 

                                    = |∑(−1)𝑘 (
𝑁

𝑘
)

𝑁

𝑘=0

𝛥𝑎
−(𝑁−𝜈)

𝑓(𝑡 + 𝑁 − 𝑘)| 

 

                        ≤ ∑ (
𝑁

𝑘
)

𝑁

𝑘=0

|𝛥𝑎
−(𝑁−𝜈)

𝑓(𝑡 + 𝑁 − 𝑘)| 
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       ≤ ∑ (
𝑁

𝑘
)

𝑁

𝑘=0

. (𝑟 + 𝜖)𝑡+𝑁−𝑘 

 

                        = (∑ (
𝑁

𝑘
)

𝑁

𝑘=0

. (𝑟 + 𝜖)𝑁−𝑘) (𝑟 + 𝜖)𝑡 

 

şeklindedir. Sonuç olarak 𝛥𝑎
𝜈 𝑓 , 𝑟 + 𝜖 üstel mertebedendir.  

 

Sonuç 3.1.1 Varsayalım ki 𝑓: ℕ𝑎 ⟶ ℝ , 𝑟 ≥ 1  üstel mertebeden bir fonksiyon ve                                 

𝑁 − 1 < 𝜈 ≤ 𝑁  aralığında 𝜈 > 0  olarak verilsin. ∀ 𝑠 ∈ ℂ\𝐵−1(𝑟)  için 

ℒ𝑎+𝜈−𝑁{𝛥𝑎
−𝜈𝑓}(𝑠) ve  ℒ𝑎+𝜈−𝑁{𝛥𝑎

𝜈 𝑓}(𝑠) yakınsaktır.  

 

İspat 𝑓, 𝑟 𝑣𝑒 𝜈 sonuç ifadesinde olduğu gibi olduğunu varsayalım ve 𝑠0 ∈  ℂ\𝐵−1(𝑟)   

olarak seçilsin ve sabit olsun. 𝑑(𝑠0, 𝐵−1(𝑟)) > 0  olduğu için 𝑠0 ∈  ℂ\𝐵−1(𝑟 + 𝜖0) 

olacak şekilde yeterince küçük bir 𝜖0 > 0 vardır. Lemma 3.1.1, 𝛥𝑎
−𝜈𝑓 ve  𝛥𝑎

𝜈 𝑓  kesirli 

operatörleri 𝑟 + 𝜖0  üstel mertebeden olduğunu söyler. (14)’ den hem 

ℒ𝑎+𝜈−𝑁{𝛥𝑎
−𝜈𝑓}(𝑠0) hem de  ℒ𝑎+𝜈−𝑁{𝛥𝑎

−𝜈𝑓}(𝑠0) iyi tanımlanmış olduğu görülür.  

 

3.2 Ayrık Kesirli Operatörlerin Laplace Dönüşümü 

 

Bu bölümde Laplace dönüşümünün kesirli operatörlere uygulanması incelenecektir.  

 

Teorem 3.2.1 𝑓: ℕ𝑎 ⟶ ℝ, 𝑟 ≥ 1 üstel mertebeden bir fonksiyon ve 𝑁 − 1 < 𝜈 ≤ 𝑁 

aralığında 𝜈 > 0 olduğunu varsayalım. 𝑠 ∈ ℂ\𝐵−1(𝑟) için, 

 

                                    ℒ𝑎+𝜈{𝛥𝑎
−𝜈𝑓}(𝑠) =

(𝑠 + 1)𝜈

𝑠𝜈
 ℒ𝑎{𝑓}(𝑠)                                             (3.5) 
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ve 

                              ℒ𝑎+𝜈−𝑁{𝛥𝑎
−𝜈𝑓}(𝑠) =

(𝑠 + 1)𝜈−𝑁

𝑠𝜈
 ℒ𝑎{𝑓}(𝑠)                                         (3.6) 

 

eşitlikleri sağlanır.  

 

İspat 𝑓, 𝑟, 𝜈 𝑣𝑒 𝑁  teoremin ifadesinde verildiği gibi olsun. 𝑓 , 𝑟 ∈ (0,1)  üstel 

mertebeden bir fonksiyon ise 𝑓 , 1. üstel mertebeden bir fonksiyon olduğunu 

hatırlayalım.  

 

𝑟 ≥ 1  olarak varsaymanın amacı 𝑟 ∈ (0,1)  üstel mertebeden 𝑓  fonksiyonlarını hariç 

tutmamaktır. Daha doğrusu 𝑠’ nin ℒ𝑎+𝜈{𝛥𝑎
−𝜈𝑓} için yakınsama kümesinde olduğunda 

Lemma 2.2.1 in uygulanacağını garanti etmektir.  

 

Öncelikle (3.5) ve (3.6) arasında olan ilişkiyi ortaya çıkarmak için (2.15) dönüşüm 

formülünü uygulayalım.  

 

Gerçekten de her 𝑠 ∈ ℂ\𝐵−1(𝑟) için, 

 

          ℒ𝑎+𝜈−𝑁{𝛥𝑎
−𝜈𝑓}(𝑠) =

1

(𝑠 + 1)𝑁
ℒ𝑎+𝜈{𝛥𝑎

−𝜈𝑓}(𝑠) + ∑
𝛥𝑎

−𝜈𝑓(𝑘 + 𝑎 + 𝜈 − 𝑁)

(𝑠 + 1)𝑘+1

𝑁−1

𝑘=0

 

 

    =
1

(𝑠 + 1)𝑁
ℒ𝑎+𝜈{𝛥𝑎

−𝜈𝑓}(𝑠)              

 

olarak aldıktan sonra 𝛥𝑎
−𝜈𝑓 kesirli operatörün sıfırları hesaba katılır.  

 

Diğer taraftan, 

 

ℒ𝑎+𝜈{𝛥𝑎
−𝜈𝑓}(𝑠) = ∑

𝛥𝑎
−𝜈𝑓(𝑘 + 𝑎 + 𝜈)

(𝑠 + 1)𝑘+1

∞

𝑘=0
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 = ∑
1

(𝑠 + 1)𝑘+1
∑

(𝑘 + 𝑎 + 𝜈 − 𝜎(𝑟))𝜈−1

𝛤(𝜈)

𝑘+𝑎

𝑟=𝑎

∞

𝑘=0

𝑓(𝑟)                           

 

=  ∑
1

(𝑠 + 1)𝑘+1
∑ 𝑓

𝑘+𝑎

𝑟=𝑎

∞

𝑘=0

(𝑟)ℎ𝜈−1((𝑘 + 𝑎) − 𝑟 + 𝑎, 𝑎 − (𝜈 − 1))  

 

                    = ∑
(𝑓 ∗ ℎ𝜈−1(𝑡, 𝑎 − (𝜈 − 1))) (𝑘 + 𝑎 + 1)

(𝑠 + 1)𝑘+1
 , (2.19)𝑡anımını uygularsak 

∞

𝑘=0

 

 

                     = ℒ𝑎+1{𝑓 ∗ ℎ𝜈−1(𝑡, 𝑎 − (𝜈 − 1))}(𝑠),  (2.16) ve (2.19) kullanılarak 

 

 = (𝑠 + 1)ℒ𝑎{𝑓 ∗ ℎ𝜈−1(𝑡, 𝑎 − (𝜈 − 1))}(𝑠)                                           

 

                   = (𝑠 + 1) ℒ𝑎{𝑓}(𝑠) ℒ𝑎{ℎ𝜈−1(𝑡, 𝑎 − (𝜈 − 1))}(𝑠) 

 

=
(𝑠 + 1)𝜈

𝑠𝜈
  ℒ𝑎{𝑓}(𝑠)                                                                               

 

olur.  

 

Diğer taraftan (2.15) dönüşüm formülü uygulanırsa  

 

ℒ𝑎+𝜈−𝑁{𝛥𝑎
−𝜈𝑓}(𝑠) =

1

(𝑠 + 1)𝑁
 ℒ𝑎+𝜈{𝛥𝑎

−𝜈𝑓}(𝑠)                                              

 

                       =
(𝑠 + 1)𝜈−𝑁

𝑠𝜈
 ℒ𝑎{𝑓}(𝑠);               𝑠 ∈ ℂ\𝐵−1(𝑟)  

 

(3.6) eşitliği ispatlanmış olur.  
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Uyarı 3.2.1 Yukarıdaki (3.6) eşitliğinde  𝜈 = 𝑁 olduğu zaman iyi bilinen (3.1) formülü 

elde edilir. Bu durum kesirli bir farkın Laplace dönüşümü için de geçerlidir.  

 

Teorem 3.2.2 𝑓: ℕ𝑎 ⟶ ℝ, 𝑟 ≥ 1 üstel mertebeden bir fonksiyon ve 𝑁 − 1 < 𝜈 ≤ 𝑁 

aralığında 𝜈 > 0 olduğunu varsayalım. 

 

 𝑠 ∈ ℂ\𝐵−1(𝑟) için,  

 

       ℒ𝑎+𝑁−𝜈{𝛥𝑎
𝜈 𝑓}(𝑠) = 𝑠𝜈 (𝑠 + 1)𝑁−𝜈 ℒ𝑎{𝑓}(𝑠) − ∑ 𝑠𝑗𝛥𝑎

𝜈−1−𝑗
𝑓(𝑎 + 𝑁 − 𝜈)      (3.7)

𝑁−1

𝑗=0

 

 

dir.  

 

İspat 𝑓, 𝑟, 𝜈 𝑣𝑒 𝑁 teoremin ifadesinde verildiği gibi olsun. Biliyoruz ki (3.7) eşitliğinde 

𝜈 = 𝑁 olursa iyi bilinen (3.2) formülü elde edilir. Diğer taraftan eğer 𝑁 − 1 < 𝜈 < 𝑁 

ise 0 < 𝑁 − 𝜈 < 1 olur ve (3.2) ve (3.5) uygulanırsa 

 

ℒ𝑎+𝑁−𝜈{𝛥𝑎
𝜈 𝑓}(𝑠) = ℒ𝑎+𝑁−𝜈{𝛥𝑁𝛥𝑎

−(𝑁−𝜈)
𝑓}(𝑠)                                                               

 

                                     = 𝑠𝑁ℒ𝑎+𝑁−𝜈{𝛥𝑎
−(𝑁−𝜈)

𝑓}(𝑠) − ∑ 𝑠𝑗𝛥𝑁−1−𝑗𝛥𝑎
−(𝑁−𝜈)

𝑓(𝑎 + 𝑁 − 𝜈) 

𝑁−1

𝑗=0

 

 

                                      = 𝑠𝑁
(𝑠 + 1)𝑁−𝜈

𝑠𝑁−𝜈
ℒ𝑎{𝑓}(𝑠) − ∑ 𝑠𝑗𝛥𝑁−1−𝑗𝛥𝑎

−(𝑁−𝜈)
𝑓(𝑎 + 𝑁 − 𝜈)

𝑁−1

𝑗=0

 

 

                      = 𝑠𝜈(𝑠 + 1)𝑁−𝜈ℒ𝑎{𝑓}(𝑠) − ∑ 𝑠𝑗𝛥𝑎
𝜈−1−𝑗

𝑓(𝑎 + 𝑁 − 𝜈)

𝑁−1

𝑗=0

 

 

ispat tamamlanır. 
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Örnek 3.2.1  𝑡 ∈ ℕ5+𝜋 için 

 

 𝑓(𝑡) ≔ (𝑡 − 5)𝜋 = 𝛤(𝜋 + 1)ℎ𝜋(𝑡, 5)    

 

şeklinde tanımlansın.  

 

Uyarı 2.2.1’ i hatırlatarak 𝑠 ∈  ℂ \ 𝐵−1(1) için  

 

ℒ 5+𝜋{𝑓}(𝑠) = 𝛤(𝜋 + 1)ℒ5+𝜋{ℎ𝜋(𝑡, 5)}(𝑠) 

 

     = 𝛤(𝜋 + 1)
(𝑠 + 1)𝜋

𝑠𝜋+1
 

 

     ≈ 7,188
(𝑠 + 1)3,142

𝑠4,142
 

 

elde edilir.  

 

Diğer taraftan (3.6) ile 

 

ℒ 2+𝜋+𝑒{∆5+𝜋
−𝑒  𝑓}(𝑠) =

(𝑠 + 1)𝑒−3

𝑠𝑒
(𝛤(𝜋 + 1)

(𝑠 + 1)𝜋

𝑠𝜋+1
)                             

 

                                 = 𝛤(𝜋 + 1)
(𝑠 + 1)𝜋+𝑒−3

𝑠𝜋+𝑒+1
                                           

 

                            ≈ 7,188
(𝑠 + 1)2,860

𝑠6,860
,      𝑠 ∈  ℂ \ 𝐵−1(1)  𝑖ç𝑖𝑛 

 

hesaplanır ve (3.7) uygun kuvvet kuralı ile birlikte 

 

ℒ 8+𝜋−𝑒{∆5+𝜋
𝑒  𝑓}(𝑠) = 𝑠𝑒(𝑠 + 1)3−𝑒 (𝛤(𝜋 + 1)

(𝑠 + 1)𝜋

𝑠π+1
) − ∑ 𝑠𝑗𝛥5+𝜋

𝑒−1−𝑗
𝑓(8 + 𝜋 − 𝑒)

2

𝑗=0
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                             = 𝛤(𝜋 + 1) (
(𝑠 + 1)𝜋−𝑒+3

𝑠𝜋−𝑒+1
− ∑ 𝑠𝑗

(3 + 𝜋 − 𝑒)𝜋−𝑒+𝑗+1

𝛤(𝜋 − 𝑒 + 𝑗 + 2)

2

𝑗=0

)         

 

                                        = 𝛤(𝜋 + 1) (
(𝑠 + 1)𝜋−𝑒+3

𝑠𝜋−𝑒+1
−

(3 + 𝜋 − 𝑒)(2 + 𝜋 − 𝑒)

2
− (3 + 𝜋 − 𝑒)𝑠 − 𝑠2) 

 

               ≈ 7,188
(𝑠 + 1)3,423

𝑠1,423
− 29,815 − 24,607𝑠 − 7,188𝑠2 

 

bulunur. Burada 𝑠 ∈  ℂ \ 𝐵−1(1)  dir. 

 

3.3 Kuvvet Kuralı ve Bileşim Kuralı  

 

Kesirli toplam ve fark operatörleri ile ilgili birçok özellik ve formül geliştirilmiştir. 

Bunlar Laplace dönüşümü olmasa da çeşitli araçlar kullanılarak ispatlanan bileşim 

kurallarını ve kesirli kuvvet kurallarını içerir. Ancak bu sonuçların bazıları da Laplace 

dönüşümü kullanılarak ispatlanabilir.  

 

Teorem 3.3.1 𝜈, 𝜇 > 0 olarak verilsin. 𝑡 ∈  ℕ𝑎+𝜇+𝜈 için, 

 

𝛥𝑎+𝜇
−𝜈 (𝑡 − 𝑎)𝜇 =

𝛤(𝜇 + 1)

𝛤(𝜇 + 1 + 𝜈)
(𝑡 − 𝑎)𝜇+𝜈         

 

olur. 

 

İspat Lemma 3.1.1 ile beraber Uyarı 2.2.1 uygulanırsa her 𝜖 > 0 için (𝑡 − 𝑎)𝜇
, 1 + 𝜖 

üstel mertebeden ve dolayısıyla 𝛥𝑎+𝜇
−𝜈 (𝑡 − 𝑎)𝜇

 ise 1 + 2𝜖  üstel mertebeden olduğu 

sonucuna varılır. Böylece Sonuç 3.1.1 de verilen ispatlara benzer bir ispat kullanılarak          

ℒ𝑎+𝜇{(𝑡 − 𝑎)𝜇}   ve ℒ𝑎+𝜇+𝜈{𝛥𝑎+𝜇
−𝜈 (𝑡 − 𝑎)𝜇}   nin tüm 𝑠 ∈  ℂ \ 𝐵−1(1)  için  yakınsak 

olduğu sonucuna varılır.  
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Dolayısıyla herhangi bir 𝑠 ∈  ℂ \ 𝐵−1(1) için, (3.5) eşitliğini kullanarak 

  

 ℒa+𝜇+𝜈{𝛥𝑎+𝜇
−𝜈 (𝑡 − 𝑎)𝜇}(𝑠) =

(𝑠 + 1)𝜈

𝑠𝜈
ℒ𝑎+𝜇{(𝑡 − 𝑎)𝜇}(𝑠)                                          

 

                                                     =
(𝑠 + 1)𝜈

𝑠𝜈
𝛤(𝜇 + 1)ℒ𝑎+𝜇{ℎ𝜇(𝑡, 𝑎)}(𝑠),    (2.18)′ den   

 

                      =
(𝑠 + 1)𝜈

𝑠𝜈
𝛤(𝜇 + 1)

(𝑠 + 1)𝜇

𝑠𝜇+1
               

 

                   = 𝛤(𝜇 + 1)
(𝑠 + 1)𝜇+𝜈

𝑠𝜇+𝜈+1
                        

 

                  = 𝛤(𝜇 + 1)ℒ𝑎+𝜇+𝜈{ℎ𝜇+𝜈(𝑡, 𝑎)}(𝑠) 

 

                               = ℒ𝑎+𝜇+𝜈 {
𝛤(𝜇 + 1)

𝛤(𝜇 + 𝜈 + 1)
(𝑡 − 𝑎)𝜇+𝜈} (𝑠)  

 

olur.  

 

Laplace dönüşümünün birebir olma özelliğinden  

 

𝛥𝑎+𝜇
−𝜈 (𝑡 − 𝑎)𝜇 =

𝛤(𝜇 + 1)

𝛤(𝜇 + 𝜈 + 1)
(𝑡 − 𝑎)𝜇+𝜈 ,    𝑡 ∈ ℕ𝑎+𝜇+𝜈                  

dir. 

 

Teorem 3.3.2 Varsayalım ki 𝑓: ℕ𝑎 ⟶ ℝ  𝑟 ≥ 1 üstel mertebeden bir fonksiyon olsun. 

𝜈, 𝜇 > 0 olarak verilsin. Her 𝑡 ∈ ℕ𝑎+𝜇+𝜈  için, 

 

𝛥𝑎+𝜇
−𝜈  𝛥𝑎

−𝜇
𝑓(𝑡) = 𝛥𝑎

−𝜈−𝜇
𝑓(𝑡) = 𝛥𝑎+𝜈

−𝜇
 𝛥𝑎

−𝜈𝑓(𝑡) 

 

olur.  
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İspat Teoremin açıklamasında olduğu gibi 𝑓, 𝑟, 𝜈 𝑣𝑒 𝜇  değerleri verilsin. Sonuç 3.1.1’ 

den 

 

                     ℒ𝑎+𝜇+𝜈{𝛥𝑎+𝜇
−𝜈  𝛥𝑎

−𝜇
𝑓},   ℒ𝑎+𝜇{ 𝛥𝑎

−𝜇
𝑓}  ve  ℒ𝑎+(𝜈+𝜇){ 𝛥𝑎

−(𝜈+𝜇)
𝑓} 

 

her biri ℂ \ 𝐵−1(1)  üzerindedir. Dolayısıyla her 𝑠 ∈  ℂ \ 𝐵−1(1)  için (3.5) eşitliğini 

birden çok uygulayarak 

 

 ℒ𝑎+𝜇+𝜈{𝛥𝑎+𝜇
−𝜈  𝛥𝑎

−𝜇
𝑓}(𝑠) =

(𝑠 + 1)𝜈

𝑠𝜈
 ℒ𝑎+𝜇{ 𝛥𝑎

−𝜇
𝑓}(𝑠)                           

 

                       =
(𝑠 + 1)𝜈

𝑠𝜈

(𝑠 + 1)𝜇

𝑠𝜇
 ℒ𝑎{𝑓}(𝑠) 

 

                          =
(𝑠 + 1)𝜈+𝜇

𝑠𝜈+𝜇
  ℒ𝑎{𝑓}(𝑠)                 

 

                          = ℒ𝑎+(𝜈+𝜇) { 𝛥𝑎
−(𝜈+𝜇)

𝑓} (𝑠)          

 

                            = ℒ𝑎+𝜇+𝜈{ 𝛥𝑎
−𝜈−𝜇

𝑓}(𝑠)                  

 

dir. 
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4. LAPLACE DÖNÜŞÜM YÖNTEMİ 

 

Bu bölümde Laplace dönüşüm yöntemini kullanarak bir kesirli başlangıç değeri 

probleminin çözümünü inceleyelim. 

  

Teorem 4.1 𝑓: ℕ𝑎 ⟶ ℝ , 𝑟 ≥ 1  üstel mertebeden bir fonksiyon ve 𝑁 − 1 < 𝜈 ≤ 𝑁 

aralığında 𝜈 > 0 olduğunu varsayalım. 

 

                           {
  𝛥𝑎+𝜈−𝑁

𝜈 𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡),           𝑡 ∈ ℕ𝑎                                                 

𝛥𝑖𝑦(𝑎 + 𝜈 − 𝑁) = 𝐴𝑖 , 𝑖 ∈  {0, 1, … , 𝑁 − 1}; 𝐴𝑖 ∈ ℝ     
         (4.1) 

 

kesirli başlangıç değer probleminin tek çözümü  𝑖 ∈  {0, 1, … , 𝑁 − 1} için  

 

𝛼𝑖 ≔ ∑ ∑
(−1)𝑘

𝑖!

𝑖−𝑝

𝑘=0

(𝑖 − 𝑘)𝑁−𝜈 (
𝑖

𝑝
) (

𝑖 − 𝑝

𝑘
)

𝑖

𝑝=0

𝐴𝑝 

 

olmak üzere  

  𝑦(𝑡) =  ∑ 𝛼𝑖(𝑡 − 𝑎)𝑖+𝜈−𝑁 + 𝛥𝑎
−𝜈𝑓(𝑡),     𝑡 ∈ ℕ𝑎+𝜇+ν  

𝑁−1

𝑖=0

 

  

şeklindedir. 

 

İspat 𝑓 , 𝑟  üstel mertebeden bir fonksiyon olduğu için ℂ \ 𝐵−1(1)  üzerinde  ℒ𝑎{𝑓} 

mevcut olduğunu biliyoruz. Yani, Laplace dönüşümünü (4.1) diferensiyel denkleminin 

her iki tarafına uygulanır ve ardından (3.7) kullanılarak 𝑠 ∈  ℂ \ 𝐵−1(1) için, 

 

 ℒ𝑎{𝛥𝑎+𝜈−𝑁
𝜈 𝑦}(𝑠) =  ℒ𝑎{𝑓}(𝑠)                       

 

            ⟹ 𝑠𝜈(𝑠 + 1)𝑁−𝜈 ℒ𝑎+𝜈−𝑁{𝑦}(𝑠) − ∑ 𝑠𝑗𝛥𝑎+𝜈−𝑁
𝜈−𝑗−1

𝑦(𝑎) =  ℒ𝑎{𝑓}(𝑠)

𝑁−1

𝑗=0
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⟹  ℒ𝑎+𝜈−𝑁{𝑦}(𝑠) =
 ℒ𝑎{𝑓}(𝑠)

𝑠𝜈(𝑠 + 1)𝑁−𝜈
+ ∑ 𝑠𝑗

𝛥𝑎+𝜈−𝑁
𝜈−𝑗−1

𝑦(𝑎)

𝑠𝜈−𝑗(𝑠 + 1)N−𝜈

𝑁−1

𝑗=0

 

 

olur. Önceki (3.6) eşitliğinden  

 

 ℒ𝑎{𝑓}(𝑠)

𝑠𝜈(𝑠 + 1)𝑁−𝜈
=  ℒ𝑎+𝜈−𝑁{𝛥𝑎

−𝜈𝑓}(𝑠) 

 

olarak bulunur. Sonraki toplam terimleri göz önünde bulundurarak her sabit  𝑗 ∈

 {0, 1, … , 𝑁 − 1} için, 

 

1

𝑠𝜈−𝑗(𝑠 + 1)𝑁−𝜈
=

1

(𝑠 + 1)𝑁−𝑗−1

(𝑠 + 1)𝜈−𝑗−1

𝑠𝜈−𝑗 
 , (2.18) eşitliğinden         

 

                                =
1

(𝑠 + 1)𝑁−𝑗−1
 ℒ𝑎+𝜈−𝑗−1{ℎ𝜈−𝑗−1(𝑡, 𝑎)}(𝑠), (2.15) ile     

 

                                    =  ℒ𝑎+𝜈−𝑁{ℎ𝜈−𝑗−1(𝑡, 𝑎)}(𝑠) − ∑
ℎ𝜈−𝑗−1(𝑘 + 𝑎 + 𝜈 − 𝑁, 𝑎)

(𝑠 + 1)𝑘+1

𝑁−𝑗−2

𝑘=0

 

 

=  ℒ𝑎+𝜈−𝑁{ℎ𝜈−𝑗−1(𝑡, 𝑎)}(𝑠)                              

 

olur. Burada her 𝑘 ∈  {0, … , 𝑁 − 𝑗 − 2} için, 

 

ℎ𝜈−𝑗−1(𝑘 + 𝑎 + 𝜈 − 𝑁, 𝑎) =
(𝑘 + 𝜈 − 𝑁)𝜈−𝑗−1

𝛤(𝜈 − 𝑗)
                                                   

 

                    =
𝛤(𝑘 + 𝜈 − 𝑁 + 1)

𝛤(𝑘 − (𝑁 − 𝑗 − 2))𝛤(𝜈 − 𝑗)
 

 

            = 0                                             

 

dır.  
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Yukarıdaki adımları bir araya getirdiğimizde 𝑠 ∈  ℂ \ 𝐵−1(1) için, 

 

 ℒ𝑎+𝜈−𝑁{𝑦}(𝑠) =  ℒ𝑎+𝜈−𝑁{𝛥𝑎
−𝜈𝑓}(𝑠) + ∑ 𝛥𝑎+𝜈−𝑁

𝜈−𝑗−1
𝑦(𝑎) ℒ𝑎+𝜈−𝑁{ℎ𝜈−𝑗−1(𝑡, 𝑎)}(𝑠)

𝑁−1

𝑗=0

 

 

    =  ℒ𝑎+𝜈−𝑁 {∑ 𝛥𝑎+𝜈−𝑁
𝜈−𝑗−1

𝑦(𝑎)ℎ𝜈−𝑗−1(𝑡, 𝑎) + 𝛥𝑎
−𝜈𝑓

𝑁−1

𝑗=0

} (𝑠) 

 

olur.  

 

Laplace dönüşümünün birebir özelliğinin uygulanması 𝑡 ∈ ℕ𝑎+𝜇+𝜈 için, 

 

𝑦(t) = ∑ 𝛥𝑎+𝜈−𝑁
𝜈−𝑗−1

𝑦(𝑎)ℎ𝜈−𝑗−1(𝑡, 𝑎) +

𝑁−1

𝑗=0

𝛥𝑎
−𝜈𝑓(𝑡) 

 

            = ∑
𝛥𝑎+𝜈−𝑁

𝜈−𝑗−1
 𝑦(𝑎)

𝛤(𝜈 − 𝑗)
(𝑡 − 𝑎)𝜈−𝑗−1 + 𝛥𝑎

−𝜈𝑓(𝑡)

𝑁−1

𝑗=0

 

 

                          = ∑ (
𝛥𝑎+𝜈−𝑁

𝑖+𝜈−𝑁  𝑦(𝑎)

𝛤(𝑖 + 𝜈 − 𝑁 + 1)
)

𝑁−1

𝑖=0

(𝑡 − 𝑎)𝑖+𝜈−𝑁 + 𝛥𝑎
−𝜈𝑓(𝑡) 

 

sonucuna ulaşmamızı sağlar. 

 

Diğer taraftan  𝑖 ∈  {0, 1, … , 𝑁 − 1} için  

 

𝛥𝑎+𝜈−𝑁
𝑖+𝜈−𝑁  y(a)

Γ(i + ν − N + 1)
= ∑ ∑

(−1)k

i!
(i − k)N−ν (

i

p
) (

i − p

k
)

i−p

k=0

∆iy(a + ν − N)

i

p=0

 

 

elde edilir. 
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Teorem 4.1’ in ispatı Laplace dönüşüm yöntemi kullanılarak (4.1) kesirli başlangıç 

değer probleminin nasıl çözüldüğünü gösterir.  

 

Örnek 4.1: 

 

 { 
∆π−4

π  y(t) = π4t2,    t ∈ ℕ0                                                                                       

y(π − 4) = 2,        ∆y(π − 4) = 3,      ∆2y(π − 4) = 5,       ∆3y(π − 4) = 7
     (4.2) 

 

π’inci mertebeden başlangıç değer problemini göz önüne alalım. 

 

(4.1) ve (4.2) ifadelerinden 

 

a = 0, ν = π, N = 4, f(t) = π4t2 

A0 = 2, A1 = 3, A2 = 5, A3 = 7       

 

yazılır. Buna göre, 

 

y(t) = ∑ αit
i+π−4 + ∆0

−π(π4t2)                          

3

i=0

                                 

 

  = ∑ αit
i+π−4

3

i=0

+ ∆2
−π(π4t2), t2 = t(t − 1)                  

 

                            ≈ 0,303tπ−4 + 5,040tπ−3 + 6,977tπ−2 + 4,876tπ−1 + 3,272tπ+2         

 

dir. Burada  

 

αi = ∑ ∑
(−1)k

i!
(i − k)4−π (

i

p
) (

i − p

k
)

i−p

k=0

Ap,      i = 0,1,2,3

i

p=0

 

 

şeklindedir. 
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5. SONUÇ ve ÖNERİLER 

 

Mühendislik ve bilimin farklı alanlarında yaygın olarak kullanılan ayrık kesirli 

hesaplamalar birçok matematikçi tarafından çalışılmaktadır ve ayrıca kesirli 

hesaplamalarla ilgili yapılmakta olan çalışmalar teknolojik gelişmelere de büyük 

katkılar sağlamaktadır. Bu sayede bu alanda yapılan çalışmalar daha çok önem 

kazanmaktadır.  
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