






















1 G·IR·IŞ

Diferensiyel denklemler gerçek hayatta kaŗs¬laşt¬¼g¬m¬z birçok heyecan verici problem için

matematiksel model olarak rol oynamas¬n¬n yan¬s¬ra, sadece bilim ve teknoloji alan¬nda

de¼gil, ekonomi, �zyoloji, savunma ve nüfus bilimi gibi bir çok alanda da kaŗs¬m¬za

ç¬kmaktad¬r. Mühendislik ve matematik biliminin ortak konusu olmas¬ diferensiyel

denklem geli̧simini h¬zland¬rm¬̧st¬r. Yeni problemler ve yeni denklemlerin üretilmesine

neden olmuştur.

Bilindi¼gi üzere uygulamal¬bilim dallar¬n¬n birço¼gunda ele al¬nan problemlerin matema-

tiksel modellemesine bir diferensiyel denklem kaŗs¬l¬k gelmektedir. Matematiksel model-

lemeler yap¬l¬rken gecikmeler ortaya ç¬kabilir. Ortaya ç¬kan bu gecikmeler göz önünde

bulundurulursa, bu modellemeler adi diferensiyel denklemlerden farkl¬bir yap¬sergiler-

ler. Bu durumda gecikmeli ve ileri şeklinde grupland¬r¬lan diferensiyel denklemler

kaŗs¬m¬za ç¬kar.

Bir gecikmeli diferensiyel denklem, �(t) : R ! R reel de¼gerli bir fonksiyon,

lim
t!1

�(t) =1 ve �(t) < t koşullar¬sa¼glanmak üzere

u0(t) = f(t; u(t); u(�(t))) (1.1)

şeklindedir. Yani bu tür denklemler, bilinmeyen bir fonksiyon ve onun en yüksek mer-

tebeden türevi hariç di¼ger türevlerinin ya da daha çok gecikme de¼gi̧skenlerine ba¼gl¬

kal¬narak ifade edilen diferensiyel denklemlerdir. Görüldü¼gü üzere u0(t) nin de¼gi̧sim

oran¬sadece u(t) de¼gerine de¼gil, ayn¬zamanda u(�(t)) de¼gerine de ba¼gl¬d¬r.

u0(t) + u(t� 3) + u(t+ 1
3
) = 0;

u0(t) + u(t+ 2)� 5 = 0;

u00(t) + 3u0(t) + u(t� 3
2
) = 1;

u00(t)� 4u0(t� sin2 t)� u( t
2
) + t = 1
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şeklindeki denklemler gecikmeli diferensiyel denklemlerdir.

Gecikmeli diferensiyel denklemler ile ilgili çal¬̧smalar literatüre ilk olarak 1770 y¬l¬ndan

sonra girmi̧stir. Ancak gecikmeli diferensiyel denklemler ile ilgili yap¬lan sistematik ve

kayda de¼ger çal¬̧smalar son 70 y¬lda ortaya ç¬km¬̧st¬r. Gecikmeli diferensiyel denklemler,

�zik, biyoloji, ekonomi ve �zyoloji (i̧slev bilim) gibi bilim dallar¬nda kullan¬m alan¬na

sahiptirler. Ancak literatür tarand¬¼g¬nda bu kullan¬m alanlar¬n¬n çok daha geni̧s alana

yay¬ld¬¼g¬n¬görmek mümkündür. Şimdi gecikmeli diferensiyel denklemlerin kullan¬ld¬¼g¬

�ziksel ve biyolojik sistemler üzerine örnekler vererek neden gecikmeli diferensiyel denk-

lem teorisine ihtiyaç duyuldu¼gunu aç¬klayal¬m.

Gecikmeli diferensiyel denklemler ile ilgili çal¬̧smalara bak¬ld¬¼g¬nda kaŗs¬m¬za ç¬kacak ilk

problem, Driver�¬n tuzlu su problemidir. Bir kab¬n içinde A litre tuzlu su bulundu¼gunu

varsayal¬m. Bu kab¬n içine dakikada a litre saf su ilave edildi¼gini düşünelim. Kar¬̧s¬m

sürekli kar¬̧st¬r¬l¬p, kab¬n alt¬nda bulunan bir musluktan yine dakikada a litre kar¬̧s¬m

d¬̧sar¬ aks¬n. u(t); t an¬nda kar¬̧s¬mdaki tuz miktar¬n¬ kilogram cinsinden göstersin.

Kar¬̧st¬rma i̧sleminin sürekli ve tank içinde homojen bir şekilde gerçekleşti¼gini kabul

edersek, kap içinde 1 litre için u(t)
A
(kg) oran¬nda tuz bulunur. Dakikada a litre kar¬̧s¬m

kap içinden boşald¬¼g¬na göre, belirli bir t an¬nda kap içindeki tuz miktar¬n¬n de¼gi̧simi

u0(t) = �au(t)
A

diferensiyel denklemi ile modellenebilir. Ancak Driver�¬n belirtti¼gi üzere, gerçekte kar¬̧st¬rma

i̧slemi yap¬l¬rken kap içinde her yerde tuz oran¬ sabit olmayaca¼g¬ndan homojen bir

da¼g¬l¬m elde etmek asla mümkün olmayacakt¬r. Bu durumda t an¬nda kap içinden

boşalan tuz oran¬da daha önceki bir andaki � oran¬na ba¼gl¬olacakt¬r. Bu durumlar

göz önüne al¬narak sistem yeniden modellenirse,

u0(t) = �au(t� �)
A

gecikmeli diferensiyel denklemi elde edilir (Bildik 2012).

Gecikmeli diferensiyel denklemler t¬p bilimi için de büyük ölçüde önem taş¬maktad¬r.

Amerikan Kanser Toplulu¼gun araşt¬rmalar¬na göre sadece Amerika�da her y¬l bir mil-

yonun üzerinde insana kanser teşhisi konulmakta ve 500.000�in üzerinde insan kanser

yüzünden hayat¬n¬kaybetmektedir. Bu nedenle tüm dünyada bilim adamlar¬n¬n kanser
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hücrelerinin ço¼galmas¬ile ilgili modelleme yapmalar¬çok ola¼gand¬r. Bu konuda Vil-

lasana ve Radunskaya (2003) taraf¬ndan yap¬lan bir çal¬̧sma, kanser hücrelerinin ço¼gal-

mas¬ve ba¼g¬̧s¬kl¬k sistemi hücreleri ile baz¬özel ilaçlar¬n kanser hücrelerinin ço¼galmas¬

üzerindeki etkilerini inceleyen matematiksel bir modelleme vermektedir. Bu çal¬̧smay¬,

di¼ger çal¬̧smalardan ay¬ran en önemli nokta ise modelleme yap¬l¬rken gecikmeli diferen-

siyel denklem kullan¬lmas¬d¬r.

Geri beslemeli kontrol sistemlerinin neredeyse tamam¬nda gecikme mevcuttur. Bu ne-

denle kontrol sistemlerinin tasar¬m¬nda gecikmeli diferensiyel denklem kullan¬lmaktad¬r.

Gecikmeli diferensiyel denklem kullan¬larak bir kontrol sisteminin modellenmesine ilk

örneklerden biri de, Minorsky�nin II. Dünya Savaş¬ s¬ras¬nda gemilerin dalgalardan

dolay¬sa¼ga sola yalpalamas¬n¬engellemek için yapm¬̧s oldu¼gu çal¬̧smad¬r (Bildik 2012).

Gecikmeli diferensiyel denklemlerin nümerik çözümlerinin bulunabilmesi için çeşitli

çözüm yöntemleri geli̧stirilmi̧stir. Belirli bir başlang¬ç fonksiyonu kabul edilerek çözümü

aral¬klar içerisinde bulduran ad¬mlar yöntemi, sabit gecikmeli ve de¼gi̧sken gecikmeli du-

rumlar için Euler yöntemi, tek ad¬m yöntemi gibi yöntemler mevcuttur. Di¼ger taraftan

gecikmeli diferensiyel denklemlerin analitik çözümlerini çok basit haller ve istisnai de-

nilebilecek durumlar d¬̧s¬nda hesaplamak mümkün de¼gildir. Ancak gecikmeli diferen-

siyel denklemleri analitik olarak çözemesek bile denklemlerin davran¬̧s¬n¬görmeye ve

buna göre denklemlerin çözümlerinin niteli¼gini belirlemeye ihtiyaç duyar¬z.

Gecikmeli diferensiyel denklemler teorisi son y¬llarda h¬zl¬bir geli̧sme yaşamaktad¬r ve

lineer gecikmeli diferensiyel denklemler ile ilgili literatürde çok say¬da çal¬̧sma mevcut-

tur. Ancak lineer olmayan gecikmeli diferensiyel denklemler ile ilgili çal¬̧smalar, lineer

denklemlere oranla daha az say¬dad¬r. Özellikle bu tür denklemlerin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ ile

ilgili çok az say¬da çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r.

Sal¬n¬ml¬l¬k teorisi ise geni̧s anlamda teknoloji, do¼ga ve sosyal bilimlerdeki uygulamal¬

problemlerden kaynaklanan sal¬n¬msal olaylar¬inceleyen modern diferensiyel denklemler

teorisinin önemli ve köklü bir dal¬d¬r. Ayr¬ca sal¬n¬m teorisinin kuramsal yönleri, belirli

bir denkleme veya sisteme sal¬nan (periyodik, hemen hemen periyodik vb.) çözüm-

lerinin varl¬¼g¬n¬, yoklu¼gunu ve bu tür çözümlerin asimptotik davran¬̧slar¬n¬tan¬mlamak-

tad¬r. Di¼ger taraftan sal¬n¬m teorisi, matematiksel biyolojide yer alan baz¬denklem-
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lerin çözümü için de büyük ölçüde önem arz etmektedir. Bu denklemlerin çözümlerinin

sal¬n¬ml¬l¬k karakterizasyonlar¬ile ilgili de birçok sonuca yer vermektedir. Şimdi

u0(t) + p(t)u(�(t)) = 0 (1.2)

gecikmeli diferensiyel denklemini göz önüne alal¬m. (1.2) denkleminin tüm çözümlerinin

sal¬n¬ml¬olmas¬ile ilgili ilk sistematik çal¬̧sma Myshkis (1950) taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r.

E¼ger

lim sup
t!1

[t� �(t)] <1 ve lim inf
t!1

[t� �(t)] lim inf
t!1

p(t) >
1

e

ise (1.2) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r. Koplatazde ve Chanturija (1982),

(1.2) denkleminin tüm çözümlerinin sal¬n¬ml¬olmas¬ için aşa¼g¬da verilen sonucu elde

etmi̧slerdir. �(t) monoton olmayan yada azalmayan olmak üzere,

lim inf
t!1

tZ
�(t)

p(s)ds >
1

e
:

Di¼ger taraftan e¼ger

tZ
�(t)

p(s)ds � 1

e

ise (1.2) denklemi sal¬n¬ml¬olmayan bir çözüme sahiptir.

Gyóri ve Ladas (1991),

u0(t) + pu(t� �) = 0 (1.3)

denklemi için p; � 2 R olmak üzere,

(i) (1.3) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬,

(ii) p� > 1
e

ifadelerinin birbirine denk oldu¼gunu söylemi̧stir.

Yukar¬da verilen bilgiler ¬̧s¬¼g¬nda, bu doktora tez çal¬̧smas¬nda birinci mertebeden lineer

olmayan gecikmeli ve ileri diferensiyel denklemlerin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬k davran¬̧slar¬

incelenmi̧s ve denklemlerin çözümlerinin sal¬n¬ml¬olmas¬ için yeni sal¬n¬ml¬l¬k kriter-

leri elde edilmi̧stir. Elde edilen sal¬n¬ml¬l¬k koşullar¬nda, di¼ger koşullardan farkl¬olarak

gecikme terimlerinin monoton olma zorunlulu¼gu ortadan kald¬r¬lm¬̧s ve böylece sonuçlar
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daha i̧slevsel hale getirilmi̧stir.

Bu tez çal¬̧smas¬nda ilk olarak, birinci mertebeden gecikmeli ve ileri diferensiyel denk-

lemler ile ilgili genel bir literatür bilgisine yer verilmi̧stir.

Daha sonra, p(t) � 0; �(t) � t ve u 6= 0 için uf(u) > 0 olmak üzere,

u0(t) + p(t)f(u(�(t))) = 0

şeklinde birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli diferensiyel denklemin çözümleri

için yeni sal¬n¬ml¬l¬k şartlar¬elde edilmi̧stir.

Bu çal¬̧smaya ek olarak, 1 � i � m için pi(t) � 0, �i(t) � t ve u 6= 0 için ufi(u) > 0

olmak üzere,

u0(t) +
mX
i=1

pi(t)fi(u(�i(t))) = 0

şeklinde birinci mertebeden lineer olmayan birkaç gecikme terimli diferensiyel denklemin

çözümleri için yeni sal¬n¬ml¬l¬k şartlar¬elde edilmi̧stir.

Tez çal¬̧smas¬n¬n di¼ger bir bölümünde ise, p(t) � 0; �(t) � t ve u 6= 0 için uf(u) > 0

olmak üzere,

u0(t)� p(t)f(u(�(t))) = 0

şeklinde birinci mertebeden lineer olmayan ileri diferensiyel denklemin çözümleri için

elde edilen yeni sal¬n¬ml¬l¬k kriterlerine yer verilmi̧stir.

Tüm bu çal¬̧smalara ek olarak, 1 � i � m için pi(t) � 0, �i(t) � t ve u 6= 0 için

ufi(u) > 0 olmak üzere

u0(t)�
mX
i=1

pi(t)fi(u(�i(t))) = 0

şeklinde birinci mertebeden lineer olmayan birkaç ileri terimli diferensiyel denklemin

çözümleri için de yeni sal¬n¬ml¬l¬k koşullar¬elde edilmi̧stir.

Son olarak tart¬̧sma ve sonuç k¬sm¬na yer verilmi̧stir.
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2 TEMEL TANIMLAR ve KAVRAMLAR

Bu bölümde sabit ve de¼gi̧sken katsay¬l¬gecikmeli ve ileri diferensiyel denklemler ile ilgili

sal¬n¬ml¬l¬k teorisinde yer alan baz¬temel tan¬m, teorem ve sonuçlara yer verilmi̧stir.

2.1 Gecikmeli Diferensiyel Denklemler

Birinci mertebeden bir lineer gecikmeli diferensiyel denklem 1 � i � m, �i(t) � t ve

pi 2 C [[t0;1) ;R] olmak üzere,

u0(t) +
mX
i=1

pi(t)u(�i(t)) = 0 (2.1)

denklemi ile verilir.

m = 1 için (2.1) denklemi

u0(t) + p(t)u(�(t)) = 0 (2.2)

şeklini al¬r.

Birinci mertebeden bir lineer olmayan gecikmeli diferensiyel denklem ise 1 � i � m,

�i(t) � t ve pi 2 C [[t0;1) ;R] olmak üzere,

u0(t) +
mX
i=1

pi(t)fi(u(�i(t))) = 0 (2.3)

denklemi ile verilir.

m = 1 için (2.3) denklemi

u0(t) + p(t)f(u(�(t))) = 0 (2.4)

şeklini al¬r.

Tan¬m 2.1.1 1 � i � m için �i 2 R+; �i(t) = t� �i ve � = max f�1; �2; :::; �mg olmak

üzere t � t1 için u; [t1;1) aral¬¼g¬nda sürekli diferensiyellenebilir ve u; (2.1) denklemini

sa¼gl¬yorsa u 2 C [[t1 � �;1) ;R] fonksiyonu (2.1) denkleminin bir çözümüdür ve bu

çözüm [t1;1) üzerinde bir çözüm olarak adland¬r¬l¬r.
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t1 bir başlang¬ç noktas¬olmak üzere, � 2 C [[t1 � �; t1) ;R] başlang¬ç fonksiyonu verilmi̧s

olsun. Böylece (2.1) denklemi t1 � � � t � t1 için

u(t) = �(t) (2.5)

olacak şekilde [t1;1) aral¬¼g¬nda birtek u çözümüne sahiptir.

Tan¬m 2.1.2 Bir diferensiyel denklemin aşikar olmayan bir çözümü u olsun. E¼ger

u çözümü key� say¬da s¬f¬ra sahipse, yani; lim
n!1

tn = 1 olacak şekilde bir ftng dizisi

vard¬r öyle ki u(tn) = 0 ise u çözümüne sal¬n¬ml¬d¬r denir. Aksi taktirde sal¬n¬ml¬

de¼gildir denir. Sal¬n¬ml¬olmayan bir çözüm, ergeç pozitif yada ergeç negatiftir. Yani,

8t > t1 için u(t) 6= 0 olacak biçimde bir t1 vard¬r. E¼ger denklemin her çözümü sal¬n¬ml¬

ise denklemin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r, sal¬n¬ml¬ olmayan en az bir çözümü varsa

denklemin çözümleri sal¬n¬ml¬de¼gildir denir (Ladde et al. 1987).

Tan¬m 2.1.3 Aşikar olmayan bir u çözümü T herhangi bir say¬olmak üzere (T;1)

aral¬¼g¬nda i̧saret de¼gi̧stiriyorsa u çözümüne sal¬n¬ml¬d¬r denir (Ladde et al. 1987).

u00(t)� u(�t) = 0

diferensiyel denkleminin u1(t) = sin t sal¬n¬ml¬çözümü, u2(t) = et + e�t ise sal¬n¬ml¬

olmayan bir çözümüdür.

Baz¬sal¬n¬ml¬l¬k durumlar¬gecikmelerle oluşur. Örnek vermek gerekirse,

u0(t) + u(t) = 0

ve

u00(t)� u(t) = 0

diferensiyel denklemlerin çözümleri sal¬n¬ml¬olmamas¬na ra¼gmen,

u0(t) + u
�
t� �

2

�
= 0

ve

u00(t)� u(t� �) = 0
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gecikmeli diferensiyel denklemlerin çözümleri s¬ras¬yla u = sin t ve u = cos t oldu¼gundan

sal¬n¬ml¬d¬r (Ladde et al. 1987).

E¼ger bir u çözümü sal¬n¬ml¬de¼gilse, u ergeç pozitif veya ergeç negatif olmak zorundad¬r.

Yani, t � T için u(t) pozitif olacak şekilde T 2 R vard¬r yada t � T için u(t) negatif

olacak şekilde T 2 R vard¬r.

E¼ger bir gecikmeli diferensiyel denklemin sal¬n¬ml¬olmayan pozitif bir u(t) çözümü mev-

cut ise, buna kaŗs¬l¬k negatif bir �u(t) çözümü de mevcuttur. Bu yüzden bir gecikmeli

diferensiyel denklem sal¬n¬ml¬olmayan bir çözüme sahipse bu çözüm pozitif (negatif)

bir çözümdür. Ayr¬ca, (2.1) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r denildi¼ginde, her

t1 � t0 başlang¬ç noktas¬ve her � 2 C [[t1 � �; t1) ;R] başlang¬ç fonksiyonu için, (2.1)

ve (2.5) başlang¬ç de¼ger probleminin tek çözümü olan u sal¬n¬ml¬d¬r anlam¬na gelmek-

tedir. Yani u sonsuz çoklukta s¬f¬ra sahiptir. Di¼ger taraftan (2.1) denkleminin sal¬n¬ml¬

olmayan bir çözüme sahip oldu¼gunu ispatlamak istedi¼gimizde ise, (2.1) denkleminin

pozitif (negatif) bir u çözümüne sahip oldu¼gunu ispatlamam¬z yeterlidir.

Şimdi ilk olarak, monoton gecikme terimine sahip gecikmeli diferensiyel denklemlerin

çözümleri için verilen sal¬n¬ml¬l¬k koşullar¬n¬inceleyelim.

Aşa¼g¬da Gyori ve Ladas�¬n (1991), gecikmeli diferensiyel denklemlerin baz¬formlar¬için

elde etmi̧s olduklar¬sal¬n¬ml¬l¬k koşullar¬na yer verilmi̧stir.

Teorem 2.1.1 p; � 2 R olmak üzere,

u0(t) + pu(t� �) = 0 (2.6)

gecikmeli diferensiyel denklemini göz önüne alal¬m. Böylece aşa¼g¬daki ifadeler birbirine

denktir.

(i) (2:6) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬,

(ii) p� > 1
e

(Györi and Ladas 1991).

Teorem 2.1.2 i = 1; 2; :::;m için pi; �i 2 R+ olmak üzere,

u0(t) +
mX
i=1

piu(t� �i) = 0 (2.7)
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denkleminin her çözümünün sal¬n¬ml¬olmas¬için yeter koşul

mX
i=1

pi�i >
1

e

olmas¬d¬r (Györi and Ladas 1991).

Teorem 2.1.3 p 2 C [[t0;1) ;R+] ; � > 0 olmak üzere

u0(t) + p(t)u(t� �) = 0; t � t0 (2.8)

gecikmeli diferensiyel denklemini göz önüne alal¬m. E¼ger

lim inf
t!1

tZ
t��

p(s)ds >
1

e

ise (2.8) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.

E¼ger p 2 C [[t0 � �;1) ;R+] ; � > 0 olmak üzere

tZ
t��

p(s)ds � 1

e
; t � t0

ise (2.8) denklemi sal¬n¬ml¬olmayan bir çözüme sahip olur (Györi and Ladas 1991).

Örnek 2.1.1

u0(t) + u

�
t� 1

e

�
= 0 (2.9)

denklemini göz önüne alal¬m. Burada p = 1, � = 1
e
oldu¼gundan p�e = 1 olur.

Böylece Teorem 2.1.1 gere¼gince (2.9) gecikmeli diferensiyel denklemi sal¬n¬ml¬olmayan

bir çözüme sahiptir.

Aşa¼g¬da verilen sonuç ise Ladas vd. (1972) taraf¬ndan elde edilmi̧stir.

Teorem 2.1.4 (2.2) gecikmeli diferensiyel denklemini göz önüne alal¬m. Bu durumda

t � t0 için �(t) � t ve lim
t!1

�(t) =1 (2.10)

olmak üzere, azalmayan �(t) fonksiyonu için

lim sup
t!1

tZ
�(t)

p(s)ds > 1
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ise (2.2) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r (Ladas et al. 1972).

Koplatadze ve Chanturija (1982) (2.2) denkleminin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için aşa¼g¬-

daki sonucu elde etmi̧slerdir.

Teorem 2.1.5 (2.10) sa¼glans¬n. E¼ger

lim inf
t!1

tZ
�(t)

p(s)ds >
1

e

ise (2.2) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.

Di¼ger yandan

lim sup
t!1

tZ
�(t)

p(s)ds <
1

e

ise (2.2) denklemi sal¬n¬ml¬olmayan bir çözüme sahiptir (Koplatadze and Chanturija

1982).

Şimdi monoton olmayan gecikme terimine sahip lineer gecikmeli diferensiyel denklem-

lerin çözümleri için verilen sal¬n¬ml¬l¬k koşullar¬n¬inceleyelim.

Braverman ve Karpuz (2011) taraf¬ndan aşa¼g¬daki sonuç elde edilmi̧stir.

Teorem 2.1.6 t � t0 ve monoton olmayan �(t) fonksiyonu için �(t) := sup
s�t
�(s) olmak

üzere,

lim sup
t!1

tZ
�(t)

p(s) exp

8><>:
�(t)Z
�(s)

p(�)d�

9>=>; ds > 1
ise (2.2) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r (Braverman and Karpuz 2011).

Chatzarakis ve Öcalan (2016) monoton olmayan gecikme terimine sahip gecikmeli dife-

rensiyel denklemlerin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ile ilgili aşa¼g¬daki sonucu elde etmi̧slerdir.
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Teorem 2.1.7 (2.10) sa¼glans¬n. �(t) monoton olmayan bir fonksiyon olmak üzere,

�(t) := sup
s�t
�(s); t � 0 (2.11)

olarak tan¬mlans¬n. Bu durumda

lim inf
t!1

tZ
�(t)

p(s) exp

8><>:
�(t)Z
�(s)

p(�)d�

9>=>; ds > 1

e
;

ise (2.2) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r (Chatzarakis and Öcalan 2016).

Yine ayn¬çal¬̧smada aşa¼g¬daki örne¼ge yer vermi̧slerdir.

Örnek 2.1.2

u0(t) +
10

11e
u(�(t)) = 0; t � 0 (2.12)

birinci mertebeden lineer gecikmeli diferensiyel denklem verilmi̧s olsun. Burada

�(t) =

8>>><>>>:
t� 1; t 2 [3k; 3k + 1]

�3t+ 12k + 3; t 2 [3k + 1; 3k + 2]

5t� 12k � 13; t 2 [3k + 2; 3k + 3]

k 2 N0;

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r. (2.11) den

�(t) := sup
s�t
�(s) =

8>>><>>>:
t� 1; t 2 [3k; 3k + 1]

3k; t 2 [3k + 1; 3k + 2:6]

5t� 12k � 13; t 2 [3k + 2:6; 3k + 3]

k 2 N0

olur. f : R0 ! [0;1) olmak üzere,

f(t) =

tZ
�(t)

p(s) exp

8><>:
�(t)Z
�(s)

p(�)d�

9>=>; ds
fonksiyonunu tan¬mlanm¬̧s olsun. Verilen f fonksiyonu en küçük de¼gerini t = 3k nok-

tas¬nda al¬r. Yani
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fmin =

3kZ
�(3k)

p(s) exp

8><>:
�(3k)Z
�(s)

p(�)d�

9>=>; ds;
=

10

11e

3kZ
3k�1

exp

8<: 10

11e

3k�1Z
s�1

d�

9=; ds;
=

10

11e

3kZ
3k�1

exp

�
10

11e
(3k � s)

�
ds;

= exp(
10

11e
)� 1 �= 0:397151967

olur ve

lim inf
t!1

tZ
�(t)

p(s) exp

8><>:
�(t)Z
�(s)

p(�)d�

9>=>; ds �= 0:397151967 > 1

e

oldu¼gundan Teorem 2.1.7 nin tüm koşullar¬sa¼glan¬r. Böylece (2.12) denkleminin tüm

çözümleri sal¬n¬ml¬olur.

Di¼ger yandan,

lim inf
t!1

tZ
�(t)

p(s)ds = lim inf
t!1

tZ
t�1

10

11e
ds =

10

11e
<
1

e

elde edilir ve daha önce bilinen sal¬n¬ml¬l¬k koşulu burada sa¼glanmaz (Chatzarakis and

Öcalan 2016).

Şimdi birinci mertebeden lineer birkaç gecikme terimli

u0(t) +

mX
i=1

pi(t)u(�i(t)) = 0 (2.13)

diferensiyel denklemini göz önüne alal¬m. ·Ilk olarak monoton gecikme terimlerine

sahip birinci mertebeden lineer gecikmeli diferensiyel denklemlerin çözümleri için verilen

sal¬n¬ml¬l¬k koşullar¬n¬ve daha sonra monoton olmayan gecikme terimlerine sahip birinci

mertebeden lineer gecikmeli diferensiyel denklemlerin çözümleri için verilen sal¬n¬ml¬l¬k

koşullar¬n¬ele alal¬m.
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Fukagai ve Kusano�nun (1984) (2.13) denkleminin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ ile ilgili

yapm¬̧s oldu¼gu çal¬̧smaya aşa¼g¬da yer verilmi̧stir.

Teorem 2.1.8 1 � i � m, t � t0 için �i(t) � ��(t) � t olacak şekilde sürekli, azalmayan

��(t) fonksiyonu mevcut ve lim
t!1

��(t) =1 olsun. E¼ger

lim inf
t!1

tZ
��(t)

mX
i=1

pi(s)ds >
1

e

ise (2.13) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.

Di¼ger taraftan 1 � i � m, t � t0 için ��(t) � �i(t) olacak şekilde sürekli, azalmayan

��(t) fonksiyonu mevcut, lim
t!1

��(t) =1 ve

tZ
��(t)

mX
i=1

pi(s)ds �
1

e

ise (2.13) denklemi sal¬n¬ms¬z bir çözüme sahiptir (Fukagai and Kusano 1984).

Yine ayn¬çal¬̧smada aşa¼g¬daki örne¼ge yer vermi̧slerdir.

Örnek 2.1.3

u0(t) +
1

et
u

�
t

e

�
+
1

2et
u

�
t

e2

�
= 0 (2.14)

denklemi veilmi̧s olsun. Bu denklem, (2.13) denkleminin bir özel halidir.

Burada p1(t) =
1
et
; p2(t) =

1
2et
; �1(t) =

t
e
ve �2(t) =

t
e2
ve 1 � i � m için

�i(t) � ��(t) � t olacak şekilde ��(t) = t
e
olarak seçilebilir. Ayr¬ca

tZ
��(t)

mX
i=1

pi(s)ds =

tZ
��(t)

(p1(s) + p2(s))ds =

tZ
t
e

�
1

es
+

1

2es

�
ds =

3

2e
>
1

e

oldu¼gundan Teorem 2.1.8 in tüm şartlar¬ sa¼glan¬r ve böylece verilen denklemin tüm

çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r (Fukagai and Kusano 1984).

Grammatikopoulos vd. (2000) (2.13) denkleminin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için aşa¼g¬-

daki sonuçlar¬elde etmi̧slerdir.
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Teorem 2.1.9 1 � i � m için �i(t) fonksiyonlar¬azalmayan fonksiyonlar olmak üzere,

1Z
0

jpi(t)� pj(t)j dt <1, 1 � i; j � m

ve

lim inf
t!1

tZ
�i(t)

pi(s)ds > 0; 1 � i � m

olsun. E¼ger

mX
i=1

0B@lim inf
t!1

tZ
�i(t)

pi(s)ds

1CA >
1

e

ise (2.13) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r (Grammatikopoulos et al. 2000).

Teorem 2.1.10 1 � i � m için �i(t) fonksiyonlar¬azalmayan fonksiyonlar olmak üzere,

1Z
0

jpi(t)� pj(t)j dt <1; 1 � i; j � m

ve

�i = lim inf
t!1

tZ
�i(t)

pi(s)ds > 0; 1 � i � m

olsun. E¼ger

min

(
mX
i=1

e�i�

�
: � 2 (0;1)

)
> 1

ise (2.13) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r (Grammatikopoulos et al. 2000).

Örnek 2.1.4

u0(t) + u(t� �) + u
�
t�
�
1

e
� �

��
= 0 (2.15)

gecikmeli diferensiyel denklemini göz önüne alal¬m. Burada � 2
�
0; 1

e

�
sa¼glan¬r. Buna

göre, daha önce verilen sal¬n¬ml¬l¬k şartlar¬n¬n sa¼glanmad¬¼g¬n¬ve son olarak ifade et-

ti¼gimiz teoremde bulunan sal¬n¬ml¬l¬k şart¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬göstermek için,
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min

(
mX
i=1

e��

�
+
e(

1
e
��)�

�
: � 2 (0;1)

)
> 1

eşitsizli¼ginin geçerli oldu¼gunu göstermek yeterlidir.

min

(
mX
i=1

e��

�
: � 2 (0;1)

)
= �e;

min

(
mX
i=1

e(
1
e
��)�

�
: � 2 (0;1)

)
= 1� �e

oldu¼gundan ve e��

�
; e
( 1e��)�
�

ifadeleri minimum de¼gerlerini farkl¬noktalarda ald¬¼g¬için,

gösterilmek istenilen eşitsizli¼gin geçerlili¼gi aç¬k olur. Böylece, teoremin tüm koşullar¬

sa¼glan¬r ve denklemin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬olur (Grammatikopoulos et al. 2000).

Infante vd.(2015), (2.13) denkleminin sal¬n¬ml¬l¬k davran¬̧s¬ ile ilgili aşa¼g¬da verilen

sonucu ve bu sonucu içeren örne¼gi elde etmi̧slerdir.

Teorem 2.1.11 1 � i � m olmak üzere monoton olmayan �i(t) fonksiyonlar¬ için

�i(t) � �i(t) � t olacak şekilde azalmayan �i 2 C ([t0;1) ;R) fonksiyonlar¬mevcut

olsun. E¼ger

lim sup
t!1

mY
j=1

264 mY
i=1

tZ
�j(t)

pi(s) exp

0B@�i(t)Z
�i(s)

mX
i=1

pi(�)� exp

0B@ �Z
�i(�)

mX
i=1

pi(u)du

1CA d�
1CA ds

375
1
m

>
1

mm

ise (2.13) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r (Infante et al. 2015).

Örnek 2.1.5

u0(t) + p1(t)u(�1(t)) + p2(t)u(�2(t)) = 0; t � 0; p1; p2 > 0 (2.16)

gecikmeli diferensiyel denklemini göz önüne alal¬m. Burada

�1(t) =

8>>><>>>:
t� 1; t 2 [3k; 3k + 1]

�3t+ 12k + 3; t 2 [3k + 1; 3k + 2]

5t� 12k � 13; t 2 [3k + 2; 3k + 3]
ve
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�2(t) =

8>>><>>>:
t� 2; t 2 [3k; 3k + 1]

�t+ 6; t 2 [3k + 1; 3k + 2]

3t� 6k � 8; t 2 [3k + 2; 3k + 3]

d¬r. Di¼ger taraftan

�1(t) =

8>>><>>>:
t� 1; t 2 [3k; 3k + 1]

3k; t 2 [3k + 1; 3k + 2:6]

5t� 12k � 13; t 2 [3k + 2:6; 3k + 3]
ve

�2(t) =

8>>><>>>:
t� 2; t 2 [3k; 3k + 1]

�3k � 1; t 2
�
3k + 1; 3k + 2:3

�
3t� 6k � 8; t 2

�
3k + 2:3; 3k + 3

�
olarak seçilebilir.

�1(t) � t� 1 ve �2(t) � t� 2 oldu¼gundan

tZ
�1(t)

du �
tZ
t�1

du = 1 ve

tZ
�2(t)

du �
tZ
t�2

du = 2

olur.

P = p1 exp(p1 + p2) + p2 exp(2p1 + 2p2) olsun. tn = 3n+ 3 olarak seçilirse

lim sup
t!1

2Y
j=1

264 2Y
i=1

pi exp

0B@�i(t)Z
�i(s)

2X
i=1

pi exp

0B@ �Z
�i(�)

(p1 + p2)du

1CA d�
1CA ds

375
1
2

� lim
n!1

2Y
j=1

0B@ 2Y
i=1

3k+3Z
�j(3k+3)

pi exp

0B@�i(3k+3)Z
�i(s)

2X
i=1

pi � exp

0B@ �Z
�i(�)

(p1 + p2)du

1CA d�
1CA ds

1CA
1
2

� lim
n!1

2Y
j=1

0B@ 3k+3Z
�j(3k+3)

p1 exp

0B@3k+2Z
�1(s)

Pd�

1CA ds
1CA

1
2

�

0B@ 3k+3Z
�j(3k+3)

p2 exp

0B@3k+1Z
�2(s)

Pd�

1CA ds
1CA

1
2
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= lim
n!1

2666664
 
3k+3R
3k+2

p1 exp

 
3k+2R
�1(s)

Pd�

!
ds

! 1
2

�
 
3k+3R
3k+2

p2 exp

 
3k+1R
�2(s)

Pd�

!
ds

! 1
2

�
 
3k+3R
3k+1

p1 exp

 
3k+2R
�1(s)

Pd�

!
ds

! 1
2

�
 
3k+3R
3k+1

p2 exp

 
3k+2R
�2(s)

Pd�

!
ds

! 1
2

3777775

= lim
n!1

266666666664

 
3k+3R
3k+2

p1 exp

 
3k+2R

5s�12k�13
Pd�

!
ds

! 1
2

�
 
3k+3R
3k+2

p2 exp

 
3k+1R

3s�6k�8
Pd�

!
ds

! 1
2

�
 
3k+2R
3k+1

p1 exp

 
3k+2R

�3s+12k+3
Pd�

!
ds+

3k+3R
3k+2

p1 exp

 
3k+2R

5s�12k�13
Pd�

!
ds

! 1
2

�
 
3k+2R
3k+1

p2 exp

 
3k+1R
�s+6k

Pd�

!
ds+

3k+3R
3k+2

p2 exp

 
3k+1R

3s�6k�8
Pd�

!
ds

! 1
2

377777777775
= : D(p1; p2)

olur. Ayr¬ca p1 = 0; 1 olsun. Buradan p2 � 0; 158 ise D > 1
4
olur. Yani, verilen

denklemde p1 = 0; 1 ve p2 � 0; 158 oldu¼gunda Teorem 2.1.15 in tüm şartlar¬sa¼glan¬r.

Böylece (2.16) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬olur. Denklemde verilen gecikme

terimleri monoton olmad¬¼g¬için Grammatikopoulos vd. (2000) taraf¬ndan verilen teo-

rem bu örne¼ge uygulanamaz. Bu nedenle şimdi bu sonuç Fukagai�nin (1984) vermi̧s

oldu¼gu sonuç ile k¬yaslan¬rsa; 8t > 0 için �1(t); �2(t) � �1(t) oldu¼gundan p1 = 0; 1 ve

p2 � 0; 158 seçersek,

lim inf
t!1

tZ
�1(t)

(p1 + p2)ds = p1 + p2 = 0; 258 <
1

e

elde edilir. Yani, verilen denklem Fukagai�nin sonucuna göre sal¬n¬ml¬ olmayan bir

çözüme sahip olur (Infante et al. 2015).
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2.2 ·Ileri Diferensiyel Denklemler

Birinci mertebeden bir lineer ileri diferensiyel denklem 1 � i � m, �i(t) � t ve pi 2

C [[t0;1) ;R] olmak üzere

u0(t)�
mX
i=1

pi(t)u(�i(t)) = 0 (2.17)

denklemi ile verilir.

m = 1 için (2.17) denklemi

u0(t)� p(t)u(�(t)) = 0 (2.18)

denklemine dönüşür.

T > 0 olmak üzere �(t) = t+ T al¬n¬rsa (2.18) denklemi

u0(t)� p(t)u(t+ T ) = 0; t � t0 (2.19)

şeklini al¬r.

Birinci mertebeden bir lineer olmayan ileri diferensiyel denklem ise 1 � i � m, �i(t) � t

ve pi 2 C [[t0;1) ;R] olmak üzere

u0(t)�
mX
i=1

pi(t)fi(u(�i(t))) = 0 (2.20)

şeklindedir.

m = 1 için (2.20) denklemi

u0(t)� p(t)f(u(�(t))) = 0 (2.21)

denklemine dönüşür.

Aşa¼g¬da verilen teorem Ladas ve Stavroulakis (1982) taraf¬ndan elde edilmi̧stir.
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Teorem 2.2.1

lim inf
t!1

t+TZ
t

p(s)ds >
1

e

ise (2.19) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r (Ladas and Stavroulakis 1982).

p(t) � p 2 (0;1) oldu¼gunda ise aşa¼g¬daki koşul elde edilmi̧stir.

Teorem 2.2.2

(i) u0(t)�pu(t+�) � 0; t � t0 eşitsizli¼ginin ergeç hiç bir pozitif çözüme sahip olmamas¬,

(ii) u0(t)�pu(t+�) � 0; t � t0 eşitsizli¼ginin ergeç hiç bir negatif çözüme sahip olmamas¬,

(iii) u0(t) � pu(t + �) = 0; t � t0 denkleminin tüm çözümlerinin sal¬n¬ml¬olmas¬için

gerek ve yeter koşul

p� >
1

e

olmas¬d¬r (Ladas and Stavroulakis 1982).

Aşa¼g¬da verilen sonuçlar ise Li ve Zhu (2002) taraf¬ndan elde edilmi̧stir.

Teorem 2.2.3

pk(t) �
1

ek
; qk(t) �

1

ek
; t � t1 + kT

ve

1Z
t1+kT

p(t)

�
exp

�
ek�1pk(t)�

1

e

�
� 1
�
dt =1

olacak şekilde t1 > t0 + T ve k pozitif tamsay¬s¬mevcut ise (2.19) denkleminin tüm

çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r. Burada

p1(t) =

t+TZ
t

p(s)ds;

pn(t) =

t+TZ
t

p(s)pn�1(s)ds; n � 2; t � t0

ve

q1(t) =

tZ
t�T

p(s)ds; t � t0 + T;
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qn(t) =

tZ
t�T

p(s)qn�1(s)ds; n � 2; t � t0 + nT

şeklindedir (Li and Zhu 2002).

Teorem 2.2.4

lim inf
t!1

pk(t) >
1

ek
ve lim inf

t!1
qk(t) >

1

ek

olacak şekilde pozitif bir k tamsay¬s¬varsa (2.19) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬m-

l¬d¬r. pk(t) ve qk(t) ifadeleri Teorem 2.2.3 teki gibi tan¬mlanm¬̧st¬r (Li and Zhu 2002).

Örnek 2.2.1

u0(t)� 1

2e
(1 + sin t)u(t+ �) = 0; t � 0 (2.22)

ileri diferensiyel denklemi verilmi̧s olsun. Burada p(t) = 1
2e
(1+sin t); T = � şeklindedir.

Böylece

lim inf
t!1

t+TZ
t

p(s)ds = lim inf
t!1

t+�Z
t

1

2e
(1 + sin s)ds =

1

2e
(� � 2) < 1

e

oldu¼gundan

lim inf
t!1

t+TZ
t

p(s)ds >
1

e

olma koşulu sa¼glanmaz. Ancak

p1(t) =
t+TR
t

p(s)ds = 1
2e
(� + 2 cos t)

p2(t) =
t+TR
t

p(s)p1(s)ds =
�2+2� cos t�4 sin t

4e2

p3(t) =
t+TR
t

p(s)p2(s)ds =
1
8e3
(�3 � 2� + (2�2 � 8) cos t� 4� sin t)

p4(t) =
t+TR
t

p(s)p3(s)ds =
1

16e4
[�4 � 4�2 � 2� + 2(�3 � 6�) cos t� 4(�2 � 4) sin t]

olur ki;

lim inf
t!1

p4(t) >
22

4e4

d¬r. Ayn¬zamanda
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q1(t) =
tR

t�T
p(s)ds = 1

2e
(� � 2 cos t)

q2(t) =
tR

t�T
p(s)q1(s)ds =

1
4e2
(�2 � 2� cos t� 4 sin t)

q3(t) =
tR

t�T
p(s)q2(s)ds =

1
8e3
(�3 � 2� + (2�2 � 8) cos t� 4� sin t)

q4(t) =
tR

t�T
p(s)q3(s)ds =

1
16e4

[�4 � 4�2 � 2� + 2(�3 � 6�) cos t� 4(�2 � 4) sin t]

olaca¼g¬ndan

lim inf
t!1

q4(t) >
22

4e4

olur. Böylece, Teorem 2.2.4 gere¼gince (2.22) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r

(Li and Zhu 2002).

Teorem 2.2.5 p(t) � 0; t � t0; azalmayan �(t) fonksiyonu için �(t) � t ve lim
t!1

�(t) =1

olmak üzere

lim inf
t!1

�(t)Z
t

p(s)ds >
1

e

ise (2.18) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r. Ancak

�(t)Z
t

p(s)ds � 1

e

ise (2.18) denklemi sal¬n¬ms¬z bir çözüme sahiptir (Fukagai and Kusano 1984).

Örnek 2.2.2 a > 0 ve � bir sabit olmak üzere

u0(t) + at�u(log t) = 0

gecikmeli diferensiyel denklemini ve

u0(t)� at�u(et) = 0

ileri diferensiyel denklemini göz önüne alal¬m. Burada p(t) = at� ve �(t) = log t al¬n¬rsa,

gecikmeli diferensiyel denklem için
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lim
t!1

tZ
�(t)

p(s)ds =

�
1; � � �1
0; � < �1

elde edilir.

E¼ger p(t) = at� ve �(t) = et al¬n¬rsa, ileri diferensiyel denklem için

lim
t!1

�(t)Z
t

p(s)ds =

�
1; � � �1
0; � < �1

sonucu elde edilir. Böylece verilen her iki denklemin tüm çözümlerinin sal¬n¬ml¬olmas¬

için gerek ve yeter koşul � � �1 olmas¬d¬r (Fukagai and Kusano 1984).

Örnek 2.2.3 a > 0 bir sabit olmak üzere

u0(t) + atu

�
t� 1

t

�
= 0

gecikmeli diferensiyel denklemini ve

u0(t)� atu
�
t+

1

t

�
= 0

ileri diferensiyel denklemini göz önüne alal¬m. Burada p(t) = at ve �(t) = t� 1
t
al¬n¬rsa,

gecikmeli diferensiyel denklem için

lim inf
t!1

tZ
�(t)

p(s)ds = a

sonucu elde edilir. E¼ger, p(t) = at ve �(t) = t + 1
t
al¬n¬rsa, ileri diferensiyel denklem

için

lim inf
t!1

�(t)Z
t

p(s)ds = a

sonucu elde edilir. Böylece a > 1
e
ise verilen denklemlerin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬,

a � 1
e
ise verilen denklemlerin sal¬n¬ml¬olmayan çözümü vard¬r (Fukagai and Kusano

1984).
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Teorem 2.2.6 1 � i � m olmak üzere azalmayan �i(t) fonksiyonlar¬için,

lim inf
t!1

mX
i=1

�min(t)Z
t

pi(s)ds >
1

e

ise (2.17) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r. Burada, �min(t) = min
1�i�m

f�i(s)g

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r (Ladde et al. 1987).

Teorem 2.2.7 1 � i � m; t > t0 için pi(t) � 0; �i(t) fonksiyonlar¬monoton olmayan

gecikmeler ve �i(t) > t olmak üzere,

lim sup
t!1

'(t)Z
t

mX
i=1

pi(s) exp

8><>:
mX
j=1

�i(s)Z
'i(t)

pj(�)d�

9>=>; ds > 1
ise (2.17) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r. Burada t � 0 için 'i(t) := inf

t�s
�i(s)

ve '(t) = min
1�i�m

'i(t) şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r (Chatzarakis and Öcalan 2015).

Teorem 2.2.8 1 � i � m; t > t0 için pi(t) � 0; �i(t) fonksiyonlar¬monoton olmayan

gecikmeler ve �i(t) > t olmak üzere,

lim inf
t!1

'(t)Z
t

mX
i=1

pi(s) exp

8><>:
mX
j=1

�i(s)Z
'i(t)

pj(�)d�

9>=>; ds > 1

e

ise (2.17) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r. Burada t � 0 için 'i(t) := inf
t�s
�i(s)

ve '(t) = min
1�i�m

'i(t) şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r (Chatzarakis and Öcalan 2015).
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3 B·IR·INC·I MERTEBEDEN L·INEER OLMAYAN GEC·IK-

MEL·I D·IFERENS·IYELDENKLEMLER·INÇÖZÜMLER·IN·IN

SALINIMI

Sal¬ml¬l¬k teorisi ile ilgili çal¬̧smalarda genellikle aşa¼g¬da belirtilen durumlar üzerinde

durulmuştur:

(i) Sal¬n¬ml¬olmayan çözümün varl¬¼g¬için yeter şartlar.

(ii) Her çözümün sal¬n¬ml¬olmas¬için yeter şartlar.

Verilen bu durumlar için yap¬lan çal¬̧smalar birbirinden farkl¬d¬r. ·Ilk durum için sabit

i̧saretli olan bir çözümün var oldu¼gunu göstermek yeterlidir. Bu durumda çeşitli sabit

nokta teoremleri uygulanabilir yada sal¬n¬ml¬olmayan bir çözüme yak¬nsak, monoton

bir dizi tan¬mlanabilir. ·Ikinci durumda ise denklemin baz¬çözümleri için bu yöntemlerin

kullan¬lmas¬uygun de¼gildir. Bu yüzden çeli̧ski yöntemi kullan¬larak ispat yap¬l¬r. Yani

verilen denkleme ait sal¬n¬ml¬olmayan bir çözümün varl¬¼g¬kabul edilir ve bu denklemin

parametreleri için kabul edilen şartlar¬n sa¼gland¬¼g¬gösterilerek çeli̧ski elde edilir.

Birinci mertebeden lineer gecikmeli diferensiyel denklemlerin sal¬n¬ml¬l¬k davran¬̧s¬ile

ilgili birçok çal¬̧sma olmas¬na ra¼gmen birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli difer-

ensiyel denklemlerin sal¬n¬ml¬l¬k davran¬̧s¬ ile ilgili lineer denklemlere oranla daha az

say¬da çal¬̧sma mevcuttur. Bu bölümde, öncelikle lineer olmayan gecikmeli diferensiyel

denklemlerin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ile ilgili yap¬lan çal¬̧smalardan k¬saca bahsedile-

cek ard¬ndan elde etti¼gimiz sonuçlara yer verilecektir.

Teorem 3.1

u0(t) + p(t)f(u(�(t))) = 0 (3.1)

denkleminde bulunan f; p ve � fonksiyonlar¬aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼glas¬n.

(i) t 2 R+ için �(t) < t; � 2 C(R+;R) olsun. Ayr¬ca �(t), R+ üzerinde kesin olarak

artan bir fonksiyon ve lim
t!1

�(t) =1;

(ii) p(t) fonksiyonu bölgesel olarak integrallenebilir ve p(t) � 0;

(iii) f 2 C(R;R); u 6= 0 için uf(u) > 0; f artan bir fonksiyon ve lim
u!0

u
f(u)

= N <1

olsun.
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Bu durumda

lim sup
t!1

tZ
�(t)

p(s)ds > N (3.2)

ise (3.1) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r (Ladde et al. 1987).

Sonuç 3.1 Teorem 3.1 f fonksiyonunun hem lineer hemde yar¬lineer olma durumunu

içerir. N = 0 olursa f fonksiyonu yar¬lineer bir fonksiyon olur. E¼ger

lim
u!0

u

f(u)
=1

ise f fonksiyonu genelleştirilmi̧s süperlineer fonksiyon olarak adland¬r¬l¬r (Ladde et al.

1987).

Örnek 3.1

u0(t) + (t�
p
t)3t�2u3(t�

p
t) = 0; t � 2

gecikmeli diferensiyel denklemini göz önüne alal¬m. Burada t!1 iken

lim
t!1

tZ
�(t)

p(s)ds = lim
t!1

tZ
t�
p
t

(s�
p
s)
3

s2
ds!1

olmas¬na ra¼gmen verilen denklem u(t) = 1
t
sal¬n¬ml¬olmayan çözüme sahiptir (Ladde

et al. 1987).

Teorem 3.2 (i); (ii) ve (iii) şartlar¬sa¼glans¬n. Böylece

lim inf
t!1

tZ
�(t)

p(s)ds >
N

e
(3.3)

ise (3.1) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r (Ladde et al. 1987).

Örnek 3.2

u0(t)� 2

(e ln�) t
u(�t) = 0; 0 < � < 1

gecikmeli diferensiyel denklemi göz önüne alal¬m. Buradan

tZ
�(t)

p(s)ds =

tZ
�t

� 2

(e ln�) s
ds =

2

e
>
N

e
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elde edilir. Böylece Teorem 3.2 gere¼gince verilen denklemin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬

olur (Ladde et al. 1987).

Teorem 3.3 t � t0 için �(t) azalmayan bir fonksiyon, �(t) � t; lim
t!1

�(t) =1 ve u 6= 0

için uf(u) > 0; f sürekli bir fonksiyon ve

N = lim sup
u!0

juj
jf(u)j <1

olsun. E¼ger

lim inf
t!1

tZ
�(t)

p(s)ds >
N

e
(3.4)

ise (3.1) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r (Fukagai and Kusano 1984).

Ladde vd. (1987), birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli diferensiyel denklem-

lerin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için elde etmi̧s olduklar¬koşulu aşa¼g¬da belirtilen sonuca

geni̧sletmi̧slerdir.

Teorem 3.4

u0(t) +
mX
i=1

pi(t)fi(u(�i(t))) = 0 (3.5)

gecikmeli diferensiyel denklemini göz önüne alal¬m. Burada 1 � i � m olmak üzere,

(i) t 2 R+ için �i 2 C(R+;R) olmak üzere �i(t) < t; �i(t) fonksiyonlar¬R+ üzerinde

kesin olarak artan ve lim
t!1

�i(t) =1;

(ii) pi(t) fonksiyonu bölgesel olarak integrallenebilir ve pi(t) � 0;

(iii) fi 2 C(R;R); u 6= 0 için ufi(u) > 0; fi fonksiyonlar¬artan fonksiyonlar ve

lim
u!0

u
fi(u)

= Ni <1

olsun. E¼ger

lim inf
t!1

tZ
��(t)

 
mX
i=1

pi(s)ds

!
>
N�

e
(3.6)

veya

lim sup
t!1

tZ
��(t)

 
mX
i=1

pi(s)ds

!
> N� (3.7)
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ise (3.5) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r. Burada N� = max fN1; :::; Nmg ve

��(t) = max f�1(t); :::; �m(t)g şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r (Ladde et al. 1987).

Teorem 3.5 (3.5) denkleminin bir özel formu olan

u0(t) + p(t)f(u(�1(t)); :::; u(�m(t))) = 0 (3.8)

diferensiyel denklemini ele alal¬m. Burada 1 � i � m ve t � a için p(t) ve �i(t) fonksi-

yonlar¬[a;1) aral¬¼g¬üzerinde sürekli fonksiyonlar, p(t) � 0; �i(t) � t ve lim
t!1

�i(t) =1

olsun. Ayr¬ca Rm üzerinde 1 � i � m ve u1ui > 0 için u1f(u1; :::; um) > 0, sürekli

f(u1; :::; um) fonksiyonu ve negatif olmayan �i sabitleri için
mP
i=1

�i = 1 olmak üzere,

N = lim sup
ui!0
1�i�m

ju1j�1 ::: jumj�m

jf(u1; :::; um)j
<1

olsun. Di¼ger yandan 1 � i � m ve t � a için �i(t) � ��(t) � t olacak şekilde azalmayan

��(t) fonksiyonu var ve

lim inf
t!1

tZ
��(t)

p(s)ds >
N

e

ise (3.8) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r (Fukagai and Kusano 1984).

3.1 Birinci Mertebeden Lineer Olmayan Gecikmeli Diferen-

siyel Denklemlerin Çözümlerinin Sal¬n¬m¬·Için Elde Edilen

Kriterler

u0(t) + p(t)f(u(�(t))) = 0 (3.1.1)

birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli bir diferensiyel denklemi göz önüne alal¬m.

Burada, p(t) � 0; �(t) � 0 ve

t � t0 için �(t) � t ve lim
t!1

�(t) =1; (3.1.2)

f 2 C(R;R) ve u 6= 0 için uf(u) > 0 (3.1.3)
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olmak üzere, �(t) fonksiyonu için

�(t) := sup
s�t
�(s) (3.1.4)

tan¬mlayal¬m. Aç¬k olarak t � 0 için �(t) � �(t) ve �(t) azalmayan bir fonksiyon olur.

Ayr¬ca

lim sup
u!0

u

f(u)
= N; 0 � N <1 (3.1.5)

olsun. Böylece aşa¼g¬da verilen sonuçlar elde edilmi̧stir.

Teorem 3.1.1 (3.1.2), (3.1.3) ve (3.1.5) sa¼glans¬n. E¼ger

lim inf
t!1

tZ
�(t)

p(s)ds >
N

e
(3.1.6)

ise (3.1.1) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat Çeli̧ski oluşturmak ad¬na (3.1.1) denkleminin sal¬n¬ml¬olmayan pozitif bir u(t)

çözümünün varl¬¼g¬n¬kabul edelim. Ayn¬şekilde negatif bir �u(t) fonksiyonu da (3.1.1)

denkleminin sal¬n¬ml¬olmayan bir çözümü olarak kabul edilebilir. Ancak biz ispat¬m¬z¬

yaln¬zca u(t) pozitif çözümü üzerinden yapaca¼g¬z. O halde, her t � t1 için u(t);

u(�(t)) > 0 olacak şekilde t1 � t0 mevcuttur. Ayr¬ca (3.1.1) denkleminden

u0(t) = �p(t)f(u(�(t))) � 0; t � t1

ifadesi elde edilir. Böylece u(t) artmayan bir fonksiyon olur. (3.1.6) şart¬ndan

1Z
a

p(t)dt =1 (3.1.7)

eşitli¼gi yaz¬l¬r. Böylece (3.1.7) ifadesinin varl¬¼g¬göz önünde bulunduruldu¼gunda, (3.1.1)

denkleminin tüm sal¬n¬ms¬z çözümleri t ! 1 iken s¬f¬ra yak¬nsad¬¼g¬ndan lim
t!1

u(t) = 0

elde edilir [Teorem 3.1.5, Ladde et al. (1987)] : N > 0 olsun. Di¼ger yandan (3.1.5)

ifadesi yard¬m¬yla

f(u(t)) � 1

2N
u(t); t � t2 (3.1.8)
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olacak şekilde t2 > t1 seçebiliriz. Ayr¬ca

lim inf
t!1

tZ
�(t)

p(s)ds = lim inf
t!1

tZ
�(t)

p(s)ds (3.1.9)

eşitli¼ginin var oldu¼gunu biliyoruz [Lemma 2.1.1, Erbe et al. (1995)] : Böylece (3.1.1)

denklemi, �(t) � �(t), u(t) artmayan bir fonksiyon olmas¬ve (3.1.8) eşitsizli¼gi yard¬m¬yla

u0(t) +
1

2N
p(t)u(�(t)) � 0; t � t3 (3.1.10)

eşitsizli¼gine dönüşür. Ayr¬ca (3.1.6) ve (3.1.9) ifadelerinden

tZ
�(t)

p(s)ds � c > N

e
; t � t3 � t2 (3.1.11)

olacak şekilde c > 0 sabiti mevcuttur. Böylece (3.1.11) eşitsizli¼ginden

t�Z
�(t)

p(s)ds >
N

2e
ve

tZ
t�

p(s)ds >
N

2e
(3.1.12)

olacak şekilde t� 2 (�(t); t) mevcuttur.
·Ilk olarak (3.1.10) eşitsizli¼gi, u(t) fonksiyonunun artmayan olmas¬kullan¬larak �(t) den

t� a integre edilirse,

u(t�)� u(�(t)) + 1

2N

t�Z
�(t)

p(s)u(�(s))ds � 0;

u(t�)� u(�(t)) + 1

2N
u(�(t�))

t�Z
�(t)

p(s)ds � 0

elde edilir. Böylece (3.1.12) ifadesi yard¬m¬yla

�u(�(t)) + 1

2N
u(�(t�))

N

2e
< 0 (3.1.13)

bulunur.

(3.1.10) eşitsizli¼gi t� dan t ye integre edilirse,
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u(t)� u(t�) + 1

2N

tZ
t�

p(s)u(�(s))ds � 0;

u(t)� u(t�) + 1

2N
u(�(t))

tZ
t�

p(s)ds � 0

bulunur. Di¼ger yandan (3.1.12) ifadesi yard¬m¬yla

�u(t�) + 1

2N
u(�(t))

N

2e
< 0 (3.1.14)

olur. Böylece (3.1.13) ve (3.1.14) eşitsizlikleri birleştirildi¼ginde,

u(t�) > u(�(t))
1

4e
> u(�(t�))

�
1

4e

�2
ifadesi elde edilir ve

u(�(t�))

u(t�)
< (4e)2 ; t � t4

olur. Ayr¬ca

z =
u(�(t�))

u(t�)
� 1 (3.1.15)

olarak tan¬mlan¬rsa 1 � z < (4e)2 oldu¼gundan, z s¬n¬rl¬d¬r.

Di¼ger taraftan (3.1.1) denklemi u(t) ile bölünüp �(t) den t ye integre edilirse,

tZ
�(t)

u0(s)

u(s)
ds+

tZ
�(t)

p(s)
f(u(�(s)))

u(s)
ds = 0;

ln
u(t)

u(�(t))
+

tZ
�(t)

p(s)
f(u(�(s)))

u(�(s))

u(�(s))

u(s)
ds = 0

ifadeleri elde edilir. u(t) artmayan bir fonksiyon oldu¼gundan

ln
u(t)

u(�(t))
+

tZ
�(t)

p(s)
f(u(�(s)))

u(�(s))

u(�(s))

u(s)
ds � 0

olur. Ayr¬ca �; t!1; � !1 iken �(t) < � < t olacak şekilde tan¬mlan¬rsa, �(t)!1

olur. Böylece son eşitsizlik
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ln
u(�(t))

u(t)
� f(u(�(�)))

u(�(�))

u(�(�))

u(�)

tZ
�(t)

p(s)ds (3.1.16)

şeklini al¬r. Di¼ger taraftan (3.1.16) ifadesinin her iki taraf¬n¬n alt limiti al¬n¬rsa ln z > z
e

bulunur. Ancak, her x > 0 için lnx � x
e
oldu¼gundan bu durum imkans¬zd¬r. Böylece

çeli̧ski elde edilir.

Şimdi ise N = 0 olmas¬durumunu inceleyelim. Bu durumda u
f(u)

> 0 oldu¼gu aç¬kt¬r.

Ayr¬ca

lim
u!0

u

f(u)
= 0 (3.1.17)

olsun. (3.1.17) ifadesinden

u

f(u)
< �

veya

f(u)

u
>
1

�
(3.1.18)

olacak şekilde � > 0 reel say¬s¬mevcuttur. Böylece �(t) � �(t); u(t) artmayan ve �(t)

azalmayan fonksiyonlar oldu¼gundan (3.1.1) denklemi, (3.1.18) ifadesi yard¬m¬yla

u0(t) +
1

�
p(t)u(�(t)) � 0 (3.1.19)

eşitsizli¼gine dönüşür.

(3.1.19) ifadesi �(t) den t ye integre edilirse,

u(t)� u(�(t)) + 1
�

tZ
�(t)

p(s)u(�(s))ds � 0;

�u(�(t)) + 1
�
u(�(t))

tZ
�(t)

p(s)ds � 0;

u(�(t))� 1
�
u(�(t))

tZ
�(t)

p(s)ds � 0;
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u(�(t))

2641� 1
�

tZ
�(t)

p(s)ds

375 � 0
1

�

tZ
�(t)

p(s)ds < 1

eşitsizlikleri elde edilir. Buradan

1 >
c

�

veya

� > c

elde edilir. Ancak bu durum lim
u!0

u
f(u)

= 0 olmas¬ ile çeli̧sir. Böylece teoremin ispat¬

tamamlan¬r.

Teorem 3.1.2 (3.1.2), (3.1.3), (3.1.5) ve (3.1.7) sa¼glans¬n. 0 < N <1 ve

�(t) := sup
s�t
�(s) olmak üzere, e¼ger

lim sup
t!1

tZ
�(t)

p(s)ds > N (3.1.20)

ise (3.1.1) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat Çeli̧ski oluşturmak ad¬na (3.1.1) denkleminin sal¬n¬ml¬olmayan pozitif bir u(t)

çözümünün varl¬¼g¬n¬kabul edelim. O halde, her t � t1 için u(t); u(�(t)) > 0 olacak

şekilde t1 � t0 mevcuttur. Ayr¬ca u(t) artmayan bir fonksiyondur. Di¼ger taraftan

(3.1.7) ifadesi ve Teorem 3.1.1 den lim
t!1

u(t) = 0 oldu¼gunu biliyoruz. (3.1.5) ifadesinden

� > 1 olmak üzere,

f(u(t)) � 1

�N
u(t) (3.1.21)

eşitsizli¼gi yaz¬l¬r.

Kabülden

lim sup
t!1

tZ
�(t)

p(s)ds = K > N
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olacak şekilde bir K > 0 sabiti vard¬r. Böylece K > N oldu¼gundan N < K+N
2

< K

elde edilir. Di¼ger taraftan (3.1.1) denklemi, (3.1.21) ifadesi yard¬m¬yla

u0(t) +
1

�N
p(t)u(�(t)) � 0

şeklinde yaz¬l¬r. �(t) � �(t) oldu¼gundan son ifade

u0(t) +
1

�N
p(t)u(�(t)) � 0 (3.1.22)

eşitsizli¼gine dönüşür.

(3.1.22) eşitsizli¼gi, u(t) fonksiyonunun artmayan ve �(t) fonksiyonunun azalmayan oldu¼gu

düşünülerek �(t) den t ye integre edilirse,

u(t)� u(�(t)) + 1

�N

tZ
�(t)

p(s)u(�(s))ds � 0

veya

u(t)� u(�(t)) + 1

�N
u(�(t))

tZ
�(t)

p(s)ds � 0

eşitsizlikleri bulunur. Buradan

u(t)� u(�(t))

2641� 1

�N

tZ
�(t)

p(s)ds

375 � 0
olur. Böylece yeterince büyük t ler için

tZ
�(t)

p(s)ds < �N

bulunur. Yani

lim sup
t!1

tZ
�(t)

p(s)ds � �N
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olur. � > 1 ve K+N
2N

> 1 oldu¼gundan bu ifade � olarak seçilebilir. Elde edilen son

eşitsizlikte � = K+N
2N

> 1 ifadesi yerine yaz¬l¬rsa

lim sup
t!1

tZ
�(t)

p(s)ds = K � K +N

2

bulunur. Ancak K > K+N
2

oldu¼gundan çeli̧ski elde edilir ve ispat tamamlan¬r.

Sonuç 3.1.1 �(t) azalmayan bir fonksiyon oldu¼gunda her t için �(t) = �(t) olur. Bu

durumda (3.1.20) şart¬

lim sup
t!1

tZ
�(t)

p(s)ds > N (3.1.23)

şart¬na dönüşür.

Örnek 3.1.1

u0(t) +
1

e
u(�(t)) ln(10 + ju(�(t))j) = 0; t > 0 (3.1.24)

birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli diferensiyel denklemi göz önüne alal¬m.

Burada �(t) fonksiyonu,

�(t) =

8>>><>>>:
t� 1; t 2 [3k; 3k + 1]

�3t+ 12k + 3; t 2 [3k + 1; 3k + 2]

5t� 12k � 13; t 2 [3k + 2; 3k + 3]

; k 2 N0;

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r. (3.1.4) yard¬m¬yla

�(t) := sup
s�t
�(s) =

8>>><>>>:
t� 1; t 2 [3k; 3k + 1]

3k; t 2 [3k + 1; 3k + 2:6]

5t� 12k � 13; t 2 [3k + 2:6; 3k + 3]

; k 2 N0

fonksiyonunu elde ederiz. p(t) = 1
e
ve f(u) = u ln(10 + juj) olarak seçilirse,

N = lim sup
u!0

u

f(u)
= lim sup

u!0

u

u ln(10 + juj) =
1

ln 10

ve

lim inf
t!1

tZ
�(t)

p(s)ds =
1

e
>
N

e
=

1

e ln 10

elde edilir. Yani Teorem 3.1.1 in tüm şartlar¬sa¼glan¬r. Böylece (3.1.24) denkleminin

tüm çözümleri sal¬nml¬olur.
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3.2 Birinci Mertebeden Lineer Olmayan Birkaç Gecikme Terim-

li Diferensiyel Denklemlerin Çözümlerinin Sal¬n¬m¬ ·Için

Elde Edilen Kriterler

u0(t) +

mX
i=1

pi(t)fi(u(�i(t))) = 0 (3.2.1)

birinci mertebeden lineer olmayan birkaç gecikme terimli diferensiyel denklemi göz

önüne alal¬m. Burada m 2 N; 1 � i � m için pi(t) ve �i(t) negatif olmayan reel

fonksiyonlar olmak üzere

1 � i � m için �i(t) � t; t � t0 ve lim
t!1

�i(t) =1; (3.2.2)

1 � i � m; u 6= 0 için fi 2 C(R;R) ve ufi(u) > 0 (3.2.3)

olsun. Di¼ger taraftan 1 � i � m için

�i(t) := sup
s�t
�i(s); t � 0 (3.2.4)

fonksiyonunu tan¬mlayal¬m. Böylece, 1 � i � m için �i(t) � �i(t) ve �i(t) fonksiy-

onlar¬n¬n azalmayan oldu¼gu aç¬kt¬r. Ayr¬ca 1 � i � m olmak üzere fi fonksiyonlar¬

için

lim sup
u!0

u

fi(u)
= Ni; 0 � Ni <1 (3.2.5)

olsun. Böylece bu şartlar alt¬nda aşa¼g¬da verilen sonuçlar elde edilmi̧stir.

Teorem 3.2.1 (3.2.2), (3.2.3) ve (3.2.5) şartlar¬sa¼glans¬n. E¼ger

lim inf
t!1

tZ
�(t)

mX
i=1

pi(s)ds >
N�

e
(3.2.6)

ise (3.2.1) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r. Burada N� = max fNig ve

�(t) = min f�i(t)g şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r.

·Ispat Çeli̧ski oluşturmak ad¬na (3.2.1) denkleminin pozitif sal¬n¬ms¬z bir u(t) çözümünün

varl¬¼g¬n¬kabul edelim. Bu durumda 1 � i � m, 8t � t1 için u(t); u(�i(t)) > 0 olacak

şekilde t1 � t0 mevcuttur. Ayr¬ca (3.2.1) denkleminden

u0(t) = �
mX
i=1

pi(t)fi(u(�i(t))) � 0; t � t1
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elde edilir. Böylece u(t) artmayan bir fonksiyon olur. Ayr¬ca (3.2.6) şart¬ndan

1Z
a

mX
i=1

pi(t)dt =1 (3.2.7)

oldu¼gu görülür. Böylece (3.2.7) ifadesinin varl¬¼g¬ göz önünde bulunduruldu¼gunda,

(3.2.1) denkleminin tüm sal¬n¬ms¬z çözümleri t!1 iken s¬f¬ra yak¬nsad¬¼g¬ndan lim
t!1

u(t) =

0 olur [Teorem 3.1.5, Ladde et al. (1987)] : Di¼ger taraftan 1 � i � m ve t � t2 için

(3.2.5) ifadesi yard¬m¬yla,

fi(u(t)) �
1

2Ni
u(t) � 1

2N�u(t) (3.2.8)

olacak şekilde t2 > t1 seçilebilir. N� > 0 oldu¼gunu kabul edelim. (3.2.1) denklemi,

1 � i � m için �i(t) � �(t) ve u(t) artmayan bir fonksiyon oldu¼gu için (3.2.8)

yard¬m¬yla,

u0(t) +
1

2N�

mX
i=1

pi(t)u(�(t)) � 0; t � t3 (3.2.9)

eşitsizli¼gine dönüşür. Ayr¬ca (3.2.6) ifadesinden

tZ
�(t)

mX
i=1

pi(s)ds � c >
N�

e
; t � t3 � t2 (3.2.10)

olacak şekilde c > 0 reel say¬s¬mevcuttur. Böylece (3.2.10) ifadesinden,

t�Z
�(t)

mX
i=1

pi(s)ds >
N�

2e
ve

tZ
t�

mX
i=1

pi(s)ds >
N�

2e
(3.2.11)

olacak şekilde her t � t3 için t� 2 (�(t); t)mevcuttur. Ayr¬ca (3.2.9) ifadesi, u(t) fonksiy-

onunun artmayan oldu¼gu göz önünde bulundurularak �(t) den t� a integre edilirse,

u(t�)� u(�(t)) + 1

2N�

t�Z
�(t)

mX
i=1

pi(s)u(�(s))ds � 0;

u(t�)� u(�(t)) + 1

2N�u(�(t
�))

t�Z
�(t)

mX
i=1

pi(s)ds � 0
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eşitsizlikleri elde edilir. Böylece (3.2.11) yard¬m¬yla

�u(�(t)) + 1

2N�u(�(t
�))
N�

2e
< 0 (3.2.12)

bulunur. Di¼ger yandan (3.2.9) ifadesi t� dan t ye integre edilirse,

u(t)� u(t�) + 1

2N�

tZ
t�

mX
i=1

pi(s)u(�(s))ds � 0;

u(t)� u(t�) + 1

2N�u(�(t))

tZ
t�

mX
i=1

pi(s)ds � 0

eşitsizlikleri elde edilir. Dolay¬s¬yla (3.2.11) yard¬m¬yla

�u(t�) + 1

2N�u(�(t))
N�

2e
< 0 (3.2.13)

olur. Di¼ger taraftan (3.2.12) ve (3.2.13) eşitsizlikleri birlikte düşünülürse,

u(t�) >
1

4e
u(�(t)) >

�
1

4e

�2
u(�(t�))

ifadesi elde edilir ve böylece

u(�(t�))

u(t�)
< (4e)2 ; t � t4

bulunur. Buradan

z =
u(�(t�))

u(t�)
� 1

olarak tan¬mlan¬rsa 1 � z < (4e)2 oldu¼gundan, z s¬n¬rl¬olur. Di¼ger taraftan (3.2.1)

denklemi u(t) ile bölünüp �(t) den t ye integre edilirse,

tZ
�(t)

u0(s)

u(s)
ds+

tZ
�(t)

mX
i=1

pi(s)
fi(u(�i(s)))

u(s)
ds = 0;

ln
u(t)

u(�(t))
+

tZ
�(t)

mX
i=1

pi(s)
fi(u(�i(s)))

u(s)
ds = 0;
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ln
u(t)

u(�(t))
+

tZ
�(t)

mX
i=1

pi(s)
fi(u(�i(s)))

u(�i(s))

u(�i(s))

u(s)
ds = 0

ifadeleri elde edilir. 1 � i � m için �i(t) � �(t) oldu¼gu için son ifadeden

ln
u(t)

u(�(t))
+

tZ
�(t)

mX
i=1

pi(s)
fi(u(�i(s)))

u(�i(s))

u(�(s))

u(s)
ds � 0

olur. Di¼ger taraftan �; t ! 1; � ! 1 iken �(t) < � < t olacak şekilde tan¬mlan¬rsa,

�(t)!1 olur. Böylece son eşitsizlik

ln
u(�(t))

u(t)
�

mX
i=1

fi(u(�i(�)))

u(�i(�))

u(�(�))

u(�)

tZ
�(t)

pi(s)ds (3.2.14)

eşitsizli¼gine dönüşür. Ayr¬ca (3.2.14) ifadesinin her iki taraf¬n¬n alt limiti al¬n¬rsa

ln z > z
e
bulunur. Ancak her x > 0 için lnx � x

e
oldu¼gundan bu durum imkans¬zd¬r.

Böylece çeli̧ski elde edilir.

Şimdi N� = 0 olmas¬durumunu inceleyelim. Bu durumda u
fi(u)

> 0 oldu¼gu aç¬kt¬r.

Ayr¬ca

lim
u!0

u

fi(u)
= 0 (3.2.15)

olsun. (3.2.15) ifadesinden 1 � i � m için

u

fi(u)
< �i < �

�

veya

fi(u)

u
<
1

��
(3.2.16)

olur. Burada max
1�i�m

f�ig = �� > 0 key� bir reel say¬d¬r. Böylece (3.2.1) denklemi,

1 � i � m için �i(t) � �(t), u(t) artmayan bir fonksiyon ve �(t) azalmayan bir fonksiyon

oldu¼gu için (3.2.16) ifadesi yard¬m¬yla,

u0(t) +
1

��

mX
i=1

pi(t)u(�(t)) � 0 (3.2.17)
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eşitsizli¼gine dönüşür.

(3.2.17) ifadesi �(t) den t ye integre edilirse,

u(t)� u(�(t)) + 1

��

tZ
�(t)

mX
i=1

pi(s)u(�(s))ds � 0;

�u(�(t)) + 1

��
u(�(t))

tZ
�(t)

mX
i=1

pi(s)ds � 0;

u(�(t))� 1

��
u(�(t))

tZ
�(t)

mX
i=1

pi(s)ds � 0;

u(�(t))

2641� 1

��

tZ
�(t)

mX
i=1

pi(s)ds

375 � 0;
1

��

tZ
�(t)

mX
i=1

pi(s)ds < 1

eşitsizlikleri elde edilir. Buradan

1 >
c

��

veya

�� > c

oldu¼gu görülür. Ancak bu durum lim
u!0

u
fi(u)

= 0 olmas¬ile çeli̧sir. Böylece teoremin ispat¬

tamamlan¬r.

Teorem 3.2.2 (3.2.2), (3.2.3), (3.2.5) ve (3.2.7) sa¼glans¬n. 0 < N� < 1 olmak üzere,

e¼ger

lim sup
t!1

tZ
�(t)

mX
i=1

pi(s)ds > N
� (3.2.18)

ise (3.2.1) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r. Burada N� = max fNig ve

�(t) = min f�i(t)g şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r.
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·Ispat Çeli̧ski oluşturmak ad¬na (3.2.1) denkleminin pozitif sal¬n¬ms¬z bir u(t) çözümünün

varl¬¼g¬n¬kabul edelim. 1 � i � m ve her t � t1 için u(t); u(�i(t)) > 0 olacak şekilde

t1 � t0 mevcuttur. Ayr¬ca u(t) artmayan bir fonksiyondur. Di¼ger taraftan (3.2.7) ifadesi

ve Teorem 3.2.1 gere¼gince lim
t!1

u(t) = 0 olur. � > 1 olmak üzere (3.2.5) ifadesinden

fi(u(t)) �
1

�Ni
u(t) � 1

�N�u(t) (3.2.19)

eşitsizli¼gi yaz¬l¬r.

Kabülden

lim sup
t!1

tZ
�(t)

mX
i=1

pi(s)ds = K > N�

olacak şekilde bir K > 0 sabiti mevcuttur. Böylece K > N� oldu¼gundan

N� < K+N�

2
< K elde edilir. Di¼ger taraftan (3.2.19) yard¬m¬yla, (3.2.1) denklemi

u0(t) +
1

�N�

mX
i=1

pi(t)u(�i(t)) � 0

eşitsizli¼gine dönüşür. 1 � i � m için �i(t) � �(t) ve u(t) artmayan oldu¼gundan son

eşitsizlik

u0(t) +
1

�N�

mX
i=1

pi(t)u(�(t)) � 0 (3.2.20)

şeklinde yaz¬l¬r.

u(t) fonksiyonunun artmayan ve �(t) fonksiyonunun azalmayan oldu¼gu düşünülerek,

(3.2.20) eşitsizli¼gi �(t) den t ye integre edilirse,

u(t)� u(�(t)) + 1

�N�

tZ
�(t)

mX
i=1

pi(s)u(�(s))ds � 0

veya

u(t)� u(�(t)) + 1

�N�u(�(t))

tZ
�(t)

mX
i=1

pi(s)ds � 0

ifadeleri elde edilir. Buradan
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u(t)� u(�(t))

2641� 1

�N�

tZ
�(t)

mX
i=1

pi(s)ds

375 � 0
olur. Böylece yeterince büyük t ler için

tZ
�(t)

mX
i=1

pi(s)ds < �N
�

olur. Yani

lim sup
t!1

tZ
�(t)

mX
i=1

pi(s)ds � �N�

bulunur. � > 1 ve K+N�

2N� > 1 oldu¼gu için bu ifade � olarak seçilebilir. Bu durumda

� = K+N�

2N� > 1 ifadesi son bulunan eşitsizlikte yerine yaz¬l¬rsa,

lim sup
t!1

tZ
�(t)

mX
i=1

pi(s)ds = K � K +N�

2

olur. Ancak K > K+N�

2
oldu¼gundan çeli̧ski elde edilir ve ispat tamamlan¬r.
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Örnek 3.2.1

u0(t) +
1

e
u(�1(t)) ln(10 + ju(�1(t))j) +

2

e
u(�2(t)) ln(8 + ju(�2(t))j) = 0; t > 0 (3.2.21)

birinci mertebeden lineer olmayan birkaç gecikme terimli diferensiyel denklemi göz

önüne alal¬m. Burada 1 � i � m için �i(t) fonksiyonlar¬aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanm¬̧st¬r.

�1(t) =

8>>><>>>:
t� 1; t 2 [3k; 3k + 1]

�3t+ 12k + 3; t 2 [3k + 1; 3k + 2]

5t� 12k � 13; t 2 [3k + 2; 3k + 3]

; k 2 N0;

�2(t) = �1(t)� 2 =

8>>><>>>:
t� 3; t 2 [3k; 3k + 1]

�3t+ 12k + 1; t 2 [3k + 1; 3k + 2]

5t� 12k � 15; t 2 [3k + 2; 3k + 3]

; k 2 N0:

Ayr¬ca (3.2.4) yard¬m¬yla,

�1(t) := sup
s�t
�1(s) =

8>>><>>>:
t� 1; t 2 [3k; 3k + 1]

3k; t 2 [3k + 1; 3k + 2:6]

5t� 12k � 13; t 2 [3k + 2:6; 3k + 3]

; k 2 N0

�2(t) := sup
s�t
�2(s) =

8>>><>>>:
t� 3; t 2 [3k; 3k + 1]

3k � 2; t 2 [3k + 1; 3k + 2:6]

5t� 12k � 15; t 2 [3k + 2:6; 3k + 3]

; k 2 N0

ifadeleri elde edilir. Böylece

�(t) = min
1�i�2

f�i(t)g = �2(t)

yaz¬labilir. Di¼ger taraftan p1(t) = 1
e
; p2(t) =

2
e
ve f1(u) = u ln(10 + juj); f2(u) =

u ln(8 + juj) olarak al¬n¬rsa;

N1 = lim sup
u!0

u

f1(u)
= lim sup

u!0

u

u ln(10 + juj) =
1

ln 10
;

N2 = lim sup
u!0

u

f2(u)
= lim sup

u!0

u

u ln(8 + juj) =
1

ln 8

ve
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max fN1; N2g = N� =
1

ln 8

bulunur. Böylece

lim inf
t!1

tZ
�(t)

mX
i=1

pi(s)ds =
9

e
>
N�

e
=

1

e ln 8

bulunur. Yani Teorem 3.2.1 in tüm şartlar¬sa¼glan¬r ve (3.2.21) denkleminin tüm çözüm-

leri sal¬n¬ml¬olur.

43



4 B·IR·INC·I MERTEBEDEN L·INEER OLMAYAN ·ILER·I

D·IFERENS·IYEL DENKLEMLER·IN ÇÖZÜMLER·IN·IN

SALINIMI

Bu bölümde birinci mertebeden lineer olmayan ileri diferensiyel denklemlerle ilgili yap¬lan

çal¬̧smalardan bahsedilecek ard¬ndan elde etti¼gimiz sal¬n¬ml¬l¬k koşullar¬na yer verilecek-

tir.

Fukagai ve Kusano (1984) birinci mertebeden lineer olmayan ileri diferensiyel denklem

için aşa¼g¬daki sal¬n¬ml¬l¬k kriterini elde etmi̧slerdir.

Teorem 4.1

u0(t) + p(t)f(u(�(t))) = 0; t � t0 (4.1)

denklemini göz önüne alal¬m. Burada p(t) � 0; �(t) azalmayan fonksiyon olmak üzere

�(t) � t; lim
t!1

�(t) =1 ve

N = lim sup
juj!1

juj
jf(u)j <1

olsun. E¼ger

lim inf
t!1

�(t)Z
t

[�p(s)ds] > N

e
(4.2)

ise (4.1) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r (Fukagai and Kusano 1984).

Yine ayn¬çal¬̧smada aşa¼g¬daki örne¼ge yer vermi̧slerdir.

Örnek 4.1

u0(t)� tm

2 log(1 + 2t)
u(2t) log [1 + ju(2t)j] = 0; m sabit (4.3)

ileri diferensiyel denklemini göz önüne alal¬m. Burada p(t) = � tm

2 log(1+2t)
; �(t) = 2t;

f(u) = u log (1 + juj) şeklindedir. Böylece

lim
juj!1

juj
jf(u)j = lim

juj!1

u

u log (1 + juj) = 0
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bulunur. Di¼ger yandan

lim
t!1

�(t)Z
t

[�p(s)ds] =

8<: 1; m > �1

0; m � �1

olur. Böylece m > �1 ise denklemin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r. m = �1 oldu¼gunda

ise denklem u(t) = t şeklinde sal¬n¬ms¬z bir çözüme sahip olur (Fukagai and Kusano

1984).

Teorem 4.2

u0(t) + p(t)f(u(�1(t)); :::; u(�m(t))) = 0 (4.4)

ileri diferensiyel denklemini göz önüne alal¬m. 1 � i � m ve t � a için p(t) ve �i(t)

fonksiyonlar¬ [a;1) aral¬¼g¬üzerinde sürekli fonksiyonlar, p(t) � 0; �i(t) fonksiyonlar¬

için �i(t) � t ve lim
t!1

�i(t) = 1 olsun. Ayr¬ca Rm üzerinde 1 � i � m ve u1ui > 0 için

u1f(u1; :::; um) > 0; sürekli f(u1; :::; um) fonksiyonu ve negatif olmayan �i sabitleri için
mP
i=1

�i = 1 olmak üzere

N = lim sup
juij!1
1�i�m

ju1j�1 ::: jumj�m
jf(u1; :::; um)j

<1

olsun. Di¼ger yandan 1 � i � m ve t � a için t � ��(t) � �i(t) olacak şekilde azalmayan

��(t) fonksiyonu var ve

lim inf
t!1

��(t)Z
t

[�p(s)] ds > N

e
(4.5)

ise (4.4) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r (Fukagai and Kusano 1984).

Örnek 4.2

u0(t)� atm [u(2t)]
1
3 [u(4t)]

2
3 = 0; a > 0 ve m sabit

ileri diferensiyel denklemi göz önüne alal¬m. Burada p(t) = �atm; f(u1; u2) = u
1
3
1 u

2
3
2

ve �1(t) = 2t; �2(t) = 4t şeklindedir. Di¼ger yandan 1 � i � m için t � ��(t) � �i(t)

olacak şekilde azalmayan ��(t) = 2t fonksiyonunu seçebiliriz. Ayr¬ca �1 =
1
3
; �2 =

2
3
ve

2P
i=1

�i = �1 + �2 = 1 olur. Böylece verilen teoremin tüm şartlar¬sa¼glan¬r ve
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��(t)Z
t

[�p(s)] ds =

8<: 1 ;m > �1

a log 2 ;m = �1

ifadesi elde edilir. Yani m � �1 olursa verilen denklemin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬olur

(Fukagai and Kusano 1984).

Ladde vd. (1987),

u0(t)�
mX
i=1

pi(t)fi(u(�i(t))) = 0 (4.6)

denklemini ele alm¬̧s ve aşa¼g¬da verilen sal¬n¬ml¬l¬k koşulunu elde etmi̧slerdir.

Teorem 4.3 1 � i � m için

(i) �i(t) 2 C(R+;R); �i(t) fonksiyonlar¬R+ üzerinde kesin olarak artan ve �i(t) > t;

lim
t!1

�(t) =1;

(ii) pi(t) � 0; pi(t) fonksiyonlar¬bölgesel olarak integrallenebilir,

(iii) fi 2 C(R;R); u 6= 0 için ufi(u) > 0; fi fonksiyonlar¬artan fonksiyonlar ve

lim
juj!1

u

fi(u)
= Ni > 0

olsun. E¼ger

lim inf
t!1

��(t)Z
t

 
mX
i=1

pi(s)ds

!
>
N�

e
(4.7)

veya

lim sup
t!1

��(t)Z
t

 
mX
i=1

pi(s)ds

!
> N� (4.8)

ise (4.6) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r. Burada N� = max fNig ve ��(t) =

min f�i(s)g şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r (Ladde et al. 1987).
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4.1 Birinci Mertebeden Lineer Olmayan ·Ileri Diferensiyel Denk-

lemlerin Çözümlerinin Sal¬n¬m¬·Için Elde Edilen Kriterler

u0(t)� p(t)f(u(�(t))) = 0; t � t0 (4.1.1)

birinci mertebeden lineer olmayan ileri diferensiyel denklemi göz önüne alal¬m. p(t) ve

�(t) negatif olmayan reel fonksiyonlar,

t � t0 için �(t) � t ve lim
t!1

�(t) =1; (4.1.2)

f 2 C(R;R) ve u 6= 0 için uf(u) > 0 (4.1.3)

olmak üzere �(t) fonksiyonu için

�(t) := inf
s�t
�(s); t � 0 (4.1.4)

olacak şekilde �(t) tan¬mlayal¬m. Aç¬k olarak t � 0 için �(t) � �(t) ve �(t) azalmayan

bir fonksiyon olur. Ayr¬ca

lim sup
juj!1

u

f(u)
= N; 0 � N <1 (4.1.5)

olsun. Böylece bu şartlar alt¬nda aşa¼g¬da verilen sonuçlar elde edilmi̧stir.

Teorem 4.1.1 (4.1.2), (4.1.3) ve (4.1.5) sa¼glans¬n. E¼ger

lim inf
t!1

�(t)Z
t

p(s)ds >
N

e
(4.1.6)

ise (4.1.1) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat Çeli̧ski oluşturmak ad¬na (4.1.1) denkleminin pozitif sal¬n¬ms¬z bir u(t) çözümünün

varl¬¼g¬n¬kabul edelim. Bu durumda t � t1 için u(t); u(�(t)) > 0 olacak şekilde t1 > t0
vard¬r. Ayr¬ca, (4.1.1) denkleminden

u0(t) = p(t)f(u(�(t))) � 0; t � t1

oldu¼gundan u(t) azalmayan bir fonksiyon olur. (4.1.6) şart¬ndan
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1Z
a

p(t)dt =1 (4.1.7)

yaz¬l¬r. (4.1.7) ifadesinden, (4.1.1) denkleminin tüm sal¬n¬ms¬z çözümleri t ! 1 iken

sonsuza yak¬nsar. Yani, lim
t!1

u(t) = 1 olur [Teorem 3.1.6, Ladde et al. (1987)] : Şimdi

N > 0 olsun. (4.1.5) ifadesi yard¬m¬yla t � t2 için

f(u(t)) � 1

2N
u(t) (4.1.8)

olacak şekilde t2 > t1 vard¬r. Di¼ger yandan Öcalan ve Özkan (2016) taraf¬ndan yap¬lan

çal¬̧smada,

lim inf
t!1

�(t)Z
t

p(s)ds = lim inf
t!1

�(t)Z
t

p(s)ds (4.1.9)

eşitli¼ginin var oldu¼gunu biliyoruz. (4.1.1) denklemi, �(t) � �(t); u(t) ve �(t) azalmayan

fonksiyonlar oldu¼gu için (4.1.8) ifadesi yard¬m¬yla

u0(t)� 1

2N
p(t)u(�(t)) � 0; t � t3 (4.1.10)

eşitsizli¼gine dönüşür. Ayr¬ca (4.1.6) ve (4.1.9) ifadelerinden

�(t)Z
t

p(s)ds � c > N

e
; t � t3 � t2 (4.1.11)

olacak şekilde c > 0 mevcuttur. Böylece (4.1.11) ifadesinden her t � t3 için

t�Z
t

p(s)ds >
N

2e
ve

�(t)Z
t�

p(s)ds >
N

2e
(4.1.12)

olacak şekilde t� 2 (t; �(t)) mevcuttur.
·Ilk olarak (4.1.10) eşitsizli¼gi t den t� a integre edilirse,

u(t�)� u(t)� 1

2N

t�Z
t

p(s)u(�(s))ds � 0

veya
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u(t�)� u(t)� 1

2N
u(�(t))

t�Z
t

p(s)ds � 0

ifadeleri elde edilir. Böylece (4.1.12) ifadesi yard¬m¬yla,

u(t�)� 1

2N
u(�(t))

N

2e
> 0 (4.1.13)

bulunur. Di¼ger taraftan (4.1.10) eşitsizli¼gi t� dan �(t) ye integre edilirse,

u(�(t))� u(t�)� 1

2N

�(t)Z
t�

p(s)u(�(s))ds � 0

veya

u(�(t))� u(t�)� 1

2N
u(�(t�))

�(t)Z
t�

p(s)ds � 0

ifadelerine ulaş¬l¬r. Böylece (4.1.12) ifadesi yard¬m¬yla,

u(�(t))� 1

2N
u(�(t�))

N

2e
> 0 (4.1.14)

eşitsizli¼gi elde edilir. (4.1.13) ve (4.1.14) ifadeleri birlikte düşünüldü¼günde ise

u(t�) > u(�(t))
1

4e
> u(�(t�))

�
1

4e

�2
olur. Buradan

u(�(t�))

u(t�)
< (4e)2 ; t � t4

ifadesi elde edilir.

z =
u(�(t�))

u(t�)
� 1

şeklinde tan¬mlan¬rsa 1 � z < (4e)2 oldu¼gundan, z s¬n¬rl¬d¬r.

Ayr¬ca (4.1.1) denklemi u(t) ile bölünüp t den �(t) ye integre edilirse,

�(t)Z
t

u0(s)

u(s)
ds�

�(t)Z
t

p(s)
f(u(�(s)))

u(s)
ds = 0;
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ln
u(�(t))

u(t)
�

�(t)Z
t

p(s)
f(u(�(s)))

u(�(s))

u(�(s))

u(s)
ds = 0

ifadeleri elde edilir. u(t) azalmayan bir fonksiyon oldu¼gundan

ln
u(�(t))

u(t)
�
�(t)Z
t

p(s)
f(u(�(s)))

u(�(s))

u(�(s))

u(s)
ds � 0

olur. Di¼ger taraftan �; t ! 1; � ! 1 iken t < � < �(t) olacak şekilde tan¬mlan¬rsa,

�(t)!1 olur. Böylece son eşitsizlik

ln
u(�(t))

u(t)
� f(u(�(�)))

u(�(�))

u(�(�))

u(�)

�(t)Z
t

p(s)ds � 0

veya

ln
u(�(t))

u(t)
� f(u(�(�)))

u(�(�))

u(�(�))

u(�)

�(t)Z
t

p(s)ds (4.1.15)

ifadelerine dönüşür. Böylece (4.1.15) ifadesinin her iki taraf¬n¬n alt limiti al¬n¬rsa

ln z > z
e
bulunur. Ancak her x > 0 için lnx � x

e
oldu¼gu için bu durum imkans¬zd¬r.

Böylece çeli̧ski elde edilir.

Şimdi N = 0 olmas¬durumunu inceleyelim. Bu durumda u
f(u)

> 0 ve

lim
juj�!1

u

f(u)
= 0 (4.1.16)

oldu¼gundan (4.1.16) ifadesi yard¬m¬yla

u

f(u)
< �

veya

f(u)

u
>
1

�
(4.1.17)

olacak şekilde � > 0 key� reel say¬s¬mevcuttur. Böylece (4.1.1) denklemi, �(t) � �(t)

ve u(t) ve �(t) azalmayan fonksiyonlar oldu¼gu için, (4.1.17) ifadesi yard¬m¬yla
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u0(t)� 1
�
p(t)u(�(t)) � 0 (4.1.18)

eşitsizli¼gine dönüşür.

Şimdi (4.1.18) ifadesi t den �(t) ye integre edilirse,

u(�(t))� u(t)� 1
�

�(t)Z
t

p(s)u(�(s))ds � 0;

u(�(t))� 1
�
u(�(t))

�(t)Z
t

p(s)ds � 0 (4.1.19)

eşitsizlikleri elde edilir. (4.1.11) ve (4.1.19) ifadelerinden

1 >
c

�

veya

� > c

olur. Ancak bu durum lim
juj�!1

u
f(u)

= 0 olmas¬ile çeli̧sir. Böylece teoremin ispat¬tamam-

lan¬r.

Teorem 4.1.2 (4.1.2), (4.1.3), (4.1.5) ve (4.1.7) sa¼glans¬n. 0 < N <1 ve

�(t) := inf
s�t
�(s) olmak üzere, e¼ger

lim sup
t!1

�(t)Z
t

p(s)ds > N (4.1.20)

ise (4.1.1) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat Çeli̧ski oluşturmak ad¬na (4.1.1) denkleminin pozitif sal¬n¬ms¬z bir u(t) çözümünün

varl¬¼g¬n¬kabul edelim. Bu durumda t � t1 için u(t); u(�(t)) > 0 olacak şekilde t1 > t0
vard¬r. Ayr¬ca u(t) azalmayan bir fonksiyondur. (4.1.7) ifadesi ve Teorem 4.1.1 den

lim
t!1

u(t) =1 olur. � > 1 olmak üzere (4.1.5) ifadesinden

f(u(t)) � 1

�N
u(t) (4.1.21)
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eşitsizli¼gi yaz¬l¬r.

Kabülden

lim sup
t!1

�(t)Z
t

p(s)ds = K > N

olacak şekilde bir K > 0 sabiti mevcuttur. Böylece K > N oldu¼gundan N < K+N
2
< K

elde edilir. (4.1.1) denklemi, (4.1.21) yard¬m¬yla

u0(t)� 1

�N
p(t)u(�(t)) � 0

eşitsizli¼gine dönüşür. �(t) � �(t) ve u(t) azalmayan oldu¼gundan, elde edilen

son eşitsizlik

u0(t)� 1

�N
p(t)u(�(t)) � 0 (4.1.22)

şeklinde yaz¬l¬r. Böylece (4.1.22) eşitsizli¼gi t den �(t) ye integre edilirse,

u(�(t))� u(t)� 1

�N

�(t)Z
t

p(s)u(�(s))ds � 0;

u(�(t))� 1

�N
u(�(t))

�(t)Z
t

p(s)ds � 0;

u(�(t))

241� 1

�N

�(t)Z
t

p(s)ds

35 � 0
bulunur. Yani

�(t)Z
t

p(s)ds < �N

elde edilir. Buradan

lim sup
t!1

�(t)Z
t

p(s)ds � �N

olur. � > 1 ve K+N
2N

> 1 oldu¼gu için bu ifade � olarak seçilebilir. Böylece � = K+N
2N

> 1

ifadesi son bulunan eşitsizlikte yerine yaz¬l¬rsa,

lim sup
t!1

�(t)Z
t

p(s)ds = K � K +N

2
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ifadesi elde edilir. Ancak K > K+N
2
oldu¼gundan çeli̧ski elde edilir ve ispat tamamlan¬r.

Sonuç 4.1.1 �(t) azalmayan bir fonksiyon oldu¼gunda her t için �(t) = �(t) olur. Bu

durumda (4.1.20) koşulu

lim sup
t!1

�(t)Z
t

p(s)ds > N (4.1.23)

koşuluna dönüşür.

Örnek 4.1.1

u0(t)� 3
e
u(�(t)) ln(3 + ju(�(t))j) = 0; t > 0 (4.1.24)

birinci mertebeden lineer olmayan ileri diferensiyel denklemi göz önüne alal¬m. Burada

�(t) fonksiyonu,

�(t) =

8<: 4t� 6k � 2; t 2 [2k + 1; 2k + 2]

�2t+ 6k + 10; t 2 [2k + 2; 2k + 3]
; k 2 N0

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r. Ayr¬ca (4.1.4) yard¬m¬yla,

�(t) := inf
s�t
�(s) =

8<: 4t� 6k � 2; t 2 [2k + 1; 2k + 1:5]

2k + 4; t 2 [2k + 1:5; 2k + 3]
; k 2 N0

ifadesi elde edilir. Burada p(t) = 3
e
ve f(u) = u ln(3 + juj) olarak al¬n¬rsa,

N = lim sup
juj!1

u

f(u)
= lim sup

juj!1

u

u ln(3 + juj) = 0

olur. Böylece t = 2k + 3; k 2 N0 için

lim inf
t!1

�(t)Z
t

p(s)ds =
3

e
>
N

e

olup Teorem 4.1.1 in tüm şartlar¬ sa¼glan¬r ve (4.1.24) denkleminin tüm çözümleri

sal¬n¬ml¬olur.
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4.2 Birinci Mertebeden Lineer Olmayan Birkaç ·Ileri Terimli

Diferensiyel Denklemlerin Çözümlerinin Sal¬n¬m¬·Için Elde

Edilen Kriterler

u0(t)�
mX
i=1

pi(t)fi(u(�i(t))) = 0 (4.2.1)

birinci mertebeden lineer olmayan birkaç ileri terimli diferensiyel denklemi göz önüne

alal¬m. Burada m 2 N; 1 � i � m için pi(t) ve �i(t) negatif olmayan reel fonksiyonlar

olmak üzere,

1 � i � m için �i(t) � t; t � t0 ve lim
t!1

�i(t) =1; (4.2.2)

1 � i � m; u 6= 0 için fi 2 C(R;R) ve ufi(u) > 0 (4.2.3)

olsun. Di¼ger taraftan

�i(t) := inf
s�t
�i(s); t � 0 (4.2.4)

fonksiyonunu tan¬mlayal¬m. Buradan, 1 � i � m için �i(t) � �i(t) ve �i(t) fonksi-

yonlar¬n¬n azalmayan oldu¼gu aç¬kca görülebilir. Ayr¬ca 1 � i � m olmak üzere fi

fonksiyonlar¬için

lim sup
juj!1

u

fi(u)
= Ni; 0 � Ni <1 (4.2.5)

olsun. Böylece bu şartlar alt¬nda aşa¼g¬da verilen sonuçlar elde edilmi̧stir.

Teorem 4.2.1 (4.2.2), (4.2.3) ve (4.2.5) şartlar¬sa¼glans¬n. E¼ger

lim inf
t!1

�(t)Z
t

mX
i=1

pi(s)ds >
N�

e
(4.2.6)

ise (4.2.1) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r. Burada N� = max fNig ve

�(t) = max f�i(t)g şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r.

·Ispat Çeli̧ski oluşturmak ad¬na (4.2.1) denkleminin pozitif sal¬n¬ms¬z bir u(t) çözümünün

varl¬¼g¬n¬kabul edelim. Böylece 1 � i � m ve t � t1 için u(t); u(�i(t)) > 0 olacak şekilde

t1 > t0 vard¬r. Ayr¬ca (4.2.1) denkleminden
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u0(t) =
mX
i=1

pi(t)fi(u(�i(t))) � 0

oldu¼gundan u(t) azalmayan bir fonksiyon olur. (4.2.6) şart¬ndan
1Z
a

mX
i=1

pi(t)dt =1 (4.2.7)

yaz¬l¬r. (4.2.7) ifadesinden, (4.2.1) denkleminin tüm sal¬n¬ms¬z çözümleri t ! 1 iken

sonsuza yak¬nsad¬¼g¬ndan lim
t!1

u(t) =1 olur [Teorem 3.1.6, Ladde et al. (1987)] : N > 0

olsun. (4.2.5) ifadesi yard¬m¬yla 1 � i � m ve t � t2 için

fi(u(t)) �
1

2Ni
u(t) � 1

2N�u(t) (4.2.8)

olacak şekilde t2 > t1 vard¬r. 1 � i � m için �i(t) � �(t); u(t) ve �(t) azalmayan

fonksiyonlar oldu¼gu için (4.2.1) ve (4.2.8) ifadelerinden

u0(t)� 1

2N�

mX
i=1

pi(t)u(�(t)) � 0 (4.2.9)

eşitsizli¼gi elde edilir. Ayr¬ca (4.2.6) ifadesinden

�(t)Z
t

mX
i=1

pi(s)ds � c >
N�

e
(4.2.10)

olacak şekilde c > 0 mevcuttur. Böylece (4.2.10) ifadesinden her t � t3 için

t�Z
t

mX
i=1

pi(s)ds >
N�

2e
ve

�(t)Z
t�

mX
i=1

pi(s)ds >
N�

2e
(4.2.11)

olacak şekilde t� 2 (t; �(t)) mevcuttur.
·Ilk olarak (4.2.9) eşitsizli¼gi t den t� a integre edilirse,

u(t�)� u(t)� 1

2N�

t�Z
t

mX
i=1

pi(s)u(�(s))ds � 0

veya

u(t�)� u(t)� 1

2N�u(�(t))

t�Z
t

mX
i=1

pi(s)ds � 0
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ifadeleri elde edilir. Di¼ger taraftan (4.2.11) ifadesi yard¬m¬yla

u(t�)� 1

2N�u(�(t))
N�

2e
> 0 (4.2.12)

eşitsizli¼gi bulunur. Ayr¬ca (4.2.9) eşitsizli¼gi t� dan �(t) ye integre edilirse,

u(�(t))� u(t�)� 1

2N�

�(t)Z
t�

mX
i=1

pi(s)u(�(s))ds � 0

veya

u(�(t))� u(t�)� 1

2N�u(�(t
�))

�(t)Z
t�

mX
i=1

pi(s)ds � 0

elde edilir. Di¼ger taraftan (4.2.11) ifadesi yard¬m¬yla

u(�(t))� 1

2N�u(�(t
�))
N�

2e
> 0 (4.2.13)

eşitsizli¼gi bulunur. (4.2.12) ve (4.2.13) ifadeleri birlikte düşünüldü¼günde ise

u(t�) > u(�(t))
1

4e
> u(�(t�))

�
1

4e

�2
;

ifadesi elde edilir. Böylece
u(�(t�))

u(t�)
< (4e)2 ; t � t4

olur.

z =
u(�(t�))

u(t�)
� 1

olarak tan¬mlan¬rsa 1 � z < (4e)2 oldu¼gundan, z s¬n¬rl¬d¬r.

Daha sonra (4.2.1) denklemi u(t) ile bölünüp t den �(t) ye integre edilirse,

�(t)Z
t

u0(s)

u(s)
ds�

�(t)Z
t

mX
i=1

pi(s)
fi(u(�i(s)))

u(s)
ds = 0;

ln
u(�(t))

u(t)
�

�(t)Z
t

mX
i=1

pi(s)
fi(u(�i(s)))

u(�i(s))

u(�i(s))

u(s)
ds = 0

ifadeleri elde edilir. u(t) azalmayan ve 1 � i � m için �(t) � �i(t) oldu¼gundan
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ln
u(�(t))

u(t)
�

�(t)Z
t

mX
i=1

pi(s)
fi(u(�i(s)))

u(�i(s))

u(�(s))

u(s)
ds � 0

eşitsizli¼gi elde edilir. Ayr¬ca �; t ! 1; � ! 1 iken t < � < �(t) olacak şekilde

tan¬mlan¬rsa, �(t)!1 olur. Böylece son eşitsizlik

ln
u(�(t))

u(t)
�

mX
i=1

fi(u(�i(�)))

u(�i(�))

u(�(�))

u(�)

�(t)Z
t

pi(s)ds � 0

veya

ln
u(�(t))

u(t)
�

mX
i=1

fi(u(�i(�)))

u(�i(�))

u(�(�))

u(�)

�(t)Z
t

pi(s)ds (4.2.14)

şekline dönüşür. Böylece (4.2.14) ifadesinin her iki taraf¬n¬n alt limiti al¬n¬rsa ln z > z
e

elde edilir. Ancak her x > 0 için lnx � x
e
oldu¼gu için bu durum imkans¬zd¬r. Böylece

çeli̧ski elde edilir.

Şimdi N� = 0 olmas¬durumunu inceleyelim. Bu durumda u
fi(u)

> 0 ve

lim
juj!1

u

fi(u)
= 0 (4.2.15)

oldu¼gundan (4.2.15) ifadesi yard¬m¬yla

u

fi(u)
< �i < �

�

veya
fi(u)

u
>
1

��
(4.2.16)

olur. Burada max
1�i�m

f�ig = �� > 0 key� bir reel say¬d¬r. Böylece (4.2.1) denklemi,

1 � i � m için �(t) � �i(t), u(t) ve �(t) azalmayan fonksiyonlar oldu¼gundan ve (4.2.16)

ifadesi yard¬m¬yla

u0(t)� 1

��

mX
i=1

pi(t)u(�(t)) � 0 (4.2.17)

eşitsizli¼gine dönüşür.

Şimdi (4.2.17) ifadesi t den �(t) ye integre edilirse,
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u(�(t))� u(t)� 1

��

�(t)Z
t

mX
i=1

pi(s)u(�(s))ds � 0;

u(�(t))� 1

��
u(�(t))

�(t)Z
t

mX
i=1

pi(s)ds � 0 (4.2.18)

eşitsizlikleri elde edilir. (4.2.10) ve (4.2.18) ifadelerinden

1 >
c

��

veya

�� > c

bulunur. Ancak bu durum lim
juj!1

u
fi(u)

= 0 olmas¬ile çeli̧sir ve teoremin ispat¬tamam-

lan¬r.

Teorem 4.2.2 (4.2.2), (4.2.3), (4.2.5) ve (4.2.7) sa¼glans¬n. 0 < N� < 1 olmak üzere,

e¼ger

lim sup
t!1

�(t)Z
t

mX
i=1

pi(s)ds > N
� (4.2.19)

ise (4.2.1) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r. Burada N� = max fNig ve

�(t) = max f�i(t)g şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r.

·Ispat Çeli̧ski oluşturmak ad¬na (4.2.1) denkleminin pozitif sal¬n¬ms¬z bir u(t) çözümünün

varl¬¼g¬n¬kabul edelim. Bu durumda t � t1 için u(t); u(�i(t)) > 0 olacak şekilde t1 > t0
vard¬r. Ayr¬ca u(t) azalmayan bir fonksiyondur. (4.2.7) ifadesi ve Teorem 4.2.1 den

lim
t!1

u(t) =1 olur. � > 1 olmak üzere (4.2.5) ifadesinden

fi(u(t)) �
1

�Ni
u(t) � 1

�N�u(t) (4.2.20)

eşitsizli¼gi yaz¬l¬r.

Kabülden

lim sup
t!1

�(t)Z
t

mX
i=1

pi(s)ds = K > N�
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olacak şekilde bir K > 0 sabiti mevcuttur. Böylece K > N� oldu¼gundan

N� < K+N�

2
< K elde edilir. (4.2.20) eşitsizli¼gi yard¬m¬yla, (4.2.1) denklemi

u0(t)� 1

�N�

mX
i=1

pi(t)u(�i(t)) � 0

eşitsizli¼gine dönüşür. Ayr¬ca 1 � i � m için �i(t) � �(t) ve u(t) azalmayan oldu¼gu için,

elde edilen son eşitsizlik

u0(t)� 1

�N�

mX
i=1

pi(t)u(�(t)) � 0 (4.2.21)

şeklinde yaz¬labilir. Böylece elde edilen (4.2.21) eşitsizli¼gi t den �(t) ye integre edilirse,

u(�(t))� u(t)� 1

�N�

�(t)Z
t

mX
i=1

pi(s)u(�(s))ds � 0;

u(�(t))� 1

�N�u(�(t))

�(t)Z
t

mX
i=1

pi(s)ds � 0;

u(�(t))

241� 1

�N�

�(t)Z
t

mX
i=1

pi(s)ds

35 � 0
olur. Buradan

�(t)Z
t

mX
i=1

pi(s)ds < �N
�

bulunur. Yani

lim sup
t!1

�(t)Z
t

mX
i=1

pi(s)ds � �N�

olur. � > 1 ve K+N�

2N� > 1 oldu¼gu için bu ifade � olarak seçilebilir. Bu durumda

� = K+N�

2N� > 1 ifadesi son bulunan eşitsizlikte yerine yaz¬l¬rsa,

lim sup
t!1

�(t)Z
t

mX
i=1

pi(s)ds = K � K +N�

2

ifadesi elde edilir. Ancak K > K+N�

2
oldu¼gundan çeli̧ski elde edilir ve ispat tamamlan¬r.
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Örnek 4.2.1

u0(t)� 2
e
u(�1(t)) log(5+ ju(�1(t))j)�

4

e
u(�2(t)) log(7+ ju(�2(t))j) = 0; t � 1 (4.2.22)

ileri diferensiyel denklemini göz önüne alal¬m. Burada 1 � i � m için �i(t) fonksiyonlar¬,

�1(t) =

8<: 4t� 6k � 2; t 2 [2k + 1; 2k + 2]

�2t+ 6k + 10; t 2 [2k + 2; 2k + 3]
k 2 N0;

�2(t) = �1(t) + 2 =

8<: 4t� 6k; t 2 [2k + 1; 2k + 2]

�2t+ 6k + 12; t 2 [2k + 2; 2k + 3]
k 2 N0

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r.

Ayr¬ca, (4.2.4) yard¬m¬yla,

�1(t) := inf
t�s
�1(s) =

8<: 4t� 6k � 2; t 2 [2k + 1; 2k + 1:5]

2k + 4; t 2 [2k + 1:5; 2k + 3]
; k 2 N0

�2(t) := inf
t�s
�2(s) =

8<: 4t� 6k; t 2 [2k + 1; 2k + 1:5]

2k + 6; t 2 [2k + 1:5; 2k + 3]
; k 2 N0

ifadeleri elde edilir. Böylece

�(t) = max
1�i�2

f�i(t)g = �2(t)

yaz¬labilir. Di¼ger taraftan p1(t) = 2
e
; p2(t) =

4
e
ve f1(u) = u log(5 + juj); f2(u) =

u log(7 + juj) olarak al¬n¬rsa,

N1 = lim sup
juj!1

u

f1(u)
= lim sup

juj!1

u

u log(5 + juj) = 0;

N2 = lim sup
juj!1

u

f2(u)
= lim sup

juj!1

u

u log(7 + juj) = 0

ve

max fN1; N2g = N� = 0

bulunur. Böylece t = 2k + 3; k 2 N0 için

lim inf
t!1

�(t)Z
t

mX
i=1

pi(s)ds =
18

e
>
N�

e

olur. Yani Teorem 4.2.1 in tüm şartlar¬sa¼glan¬r ve (4.2.22) denkleminin tüm çözümleri

sal¬n¬ml¬olur.
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5 TARTIŞMA ve SONUÇ

Bu tez çal¬̧smas¬nda aşa¼g¬daki sonuçlar elde edilmi̧stir.

u0(t) + p(t)f(u(�(t))) = 0 (5.1)

birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli diferensiyel denklemi göz önüne alal¬m.

Burada p(t) � 0; �(t) � 0; �(t) monoton olmas¬gerekmeyen gecikme ve

t � t0 için �(t) � t ve lim
t!1

�(t) =1;

f 2 C(R;R) ve u 6= 0 için uf(u) > 0

olsun. Ayr¬ca

lim sup
u!0

u

f(u)
= N; 0 � N <1

olmak üzere (5.1) denkleminin tüm çözümlerinin sal¬n¬ml¬olmas¬için aşa¼g¬daki koşullar

elde edilmi̧stir.

(i)

lim inf
t!1

tZ
�(t)

p(s)ds >
N

e
;

(ii) 0 < N <1 ve �(t) := sup
s�t
�(s) olmak üzere,

lim sup
t!1

tZ
�(t)

p(s)ds > N:

Elde edilen bu sonuçlar ile �Oscillation of Nonlinear Delay Di¤erential Equations with

Non-Monotone Arguments�isimli makale çal¬̧smas¬haz¬rlanm¬̧s ve �International Jour-

nal of Analysis and Applications�adl¬dergide yay¬nlanm¬̧st¬r.

Birinci mertebeden lineer olmayan ileri diferensiyel denklemi göz önüne alal¬m.

u0(t)� p(t)f(u(�(t))) = 0; (5.2)

p(t) � 0; �(t) � 0; �(t) monoton olmas¬gerekmeyen gecikme,
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t � t0 için �(t) � t ve lim
t!1

�(t) =1;

f 2 C(R;R) ve u 6= 0 için uf(u) > 0

olsun. Ayr¬ca

lim sup
juj!1

u

f(u)
= N; 0 � N <1

olmak üzere (5.2) denkleminin tüm çözümlerinin sal¬n¬ml¬olmas¬için aşa¼g¬daki koşullar

elde edilmi̧stir.

(i)

lim inf
t!1

�(t)Z
t

p(s)ds >
N

e
;

(ii) 0 < N <1 ve �(t) := inf
s�t
�(s) olmak üzere,

lim sup
t!1

�(t)Z
t

p(s)ds > N:

Buradan elde edilen sonuçlar ile �Oscillatory Behaviour of Non-Linear Advanced Dif-

ferential Equations with Non-Monotone Argument�isimli makale çal¬̧smas¬haz¬rlanm¬̧s

ve Acta Mathematica Universitatis Comenianae adl¬dergide yay¬na kabul edilmi̧stir.

Birinci mertebeden lineer olmayan birkaç gecikme terimli diferensiyel denklemi göz

önüne alal¬m.

u0(t) +
mX
i=1

pi(t)fi(u(�i(t))) = 0; (5.3)

burada m 2 N; 1 � i � m için pi(t) � 0; �i(t) � 0; �i(t) monoton olmas¬gerekmeyen

gecikmeler olmak üzere,

1 � i � m için �i(t) � t; t � t0 ve lim
t!1

�i(t) =1;

1 � i � m; u 6= 0 için fi 2 C(R;R) ve ufi(u) > 0

olsun. Ayr¬ca 1 � i � m için

lim sup
u!0

u

fi(u)
= Ni; 0 � Ni <1
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olmak üzere (5.3) denkleminin tüm çözümlerinin sal¬n¬ml¬olmas¬için aşa¼g¬daki şartlar

elde edilmi̧stir. m 2 N; 1 � i � m için

(i)

lim inf
t!1

tZ
�(t)

mX
i=1

pi(s)ds >
N�

e
;

(ii) 0 < N� <1 olmak üzere,

lim sup
t!1

tZ
�(t)

mX
i=1

pi(s)ds > N
�;

burada �i(t) := sup
t�s
�i(s); N

� = max fNig ve �(t) = min f�i(t)g şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r.

Elde edilen bu sal¬n¬ml¬l¬k koşullar¬ ile birlikte �Oscillatory Behaviour for Nonlinear

Delay Di¤erential Equations with Several Non-Monotone Arguments� isimli makale

çal¬̧smas¬haz¬rlanm¬̧s ve yay¬na sunulmuştur. Ayr¬ca �Lineer Olmayan Gecikmeli Dife-

rensiyel Denklemlerin Sal¬n¬ml¬l¬k Davran¬̧s¬�isimli BAPK proje çal¬̧smas¬başlat¬lm¬̧st¬r

ve �On Oscillation of Nonlinear Di¤erential Equations� isimli sözlü bildirimiz IJAS

(2018) isimli konferansta sunulmuştur.

Birinci mertebeden lineer olmayan birkaç ileri terimli diferensiyel denklemi göz önüne

alal¬m.

u0(t)�
mX
i=1

pi(t)fi(u(�i(t))) = 0; (5.4)

burada m 2 N; 1 � i � m için pi(t) � 0; �i(t) � 0; �i(t) monoton olmas¬gerekmeyen

gecikmeler olmak üzere,

1 � i � m için �i(t) � t; t � t0 ve lim
t!1

�i(t) =1;

1 � i � m; u 6= 0 için fi 2 C(R;R) ve ufi(u) > 0

olsun. Ayr¬ca 1 � i � m için

lim sup
juj!1

u

fi(u)
= Ni; 0 � Ni <1

olmak üzere (5.4) denkleminin tüm çözümlerinin sal¬n¬ml¬olmas¬için aşa¼g¬daki şartlar

elde edilmi̧stir. m 2 N; 1 � i � m için
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(i)

lim inf
t!1

�(t)Z
t

mX
i=1

pi(s)ds >
N�

e
;

(ii) 0 < N� <1 olmak üzere,

lim sup
t!1

�(t)Z
t

mX
i=1

pi(s)ds > N
�;

burada �i(t) := inf
s�t
�i(s); N

� = max fNig ve �(t) = max f�i(t)g şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r.

Burada elde etti¼gimiz sonuçlar ise makale çal¬̧smas¬olarak derlenip yay¬na sunulmak

üzere haz¬rlanmaktad¬r.

Birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli diferensiyel denklemlerle ilgili yap¬lan

önceki çal¬̧smalarda gecikme terimlerinin monoton olmas¬söz konusu idi ancak elde et-

ti¼gimiz sonuçlar ile birlikte gecikme terimlerinin monoton olma şart¬kald¬r¬ld¬. Böylece

elde edilen yeni sal¬n¬ml¬l¬k kriterleri ile birlikte monoton olmayan gecikmeleri içeren

birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli ve ileri diferensiyel denklemlerin çözüm-

lerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬gösterildi.
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