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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

BAZI ASIMPTOTIK DENKLIK TIPLERI

Arif OGREDEN
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Damisman: Yrd. Dog. Dr. Ugur ULUSU

Bu tez calismasi alt1 ana boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim giris kismina ayrilarak konunun tarihi gelisimi ve genel bir literatiir

bilgisi verilmistir.

Ikinci bolimde, c¢alismanin daha iyi anlasilabilmesi icin gerekli olan temel

kavramlardan bahsedilmistir.

Ugiincii boliimde ise, reel sayr dizilerinin asimptotik lacunary istatistiksel denkligi
konusu ile ilgili temel kavramlar tanitilarak bunlar arasindaki iliskiler ornekler ve

teoremlerle gosterilmistir.

Dordiincii boliimde, bir I ideali kullanilarak, reel say1 dizilerinin I-asimptotik lacunary
istatistiksel denkligi konusu ile ilgili temel kavramlar verilip; bunlarin kendine 6zgii

Ozellikleri ve bu kavramlar arasindaki iligkiler 6rnekler ve teoremlerle agiklanmistir.

Besinci boliimde, pozitif reel sayilarin p = (py) dizisini kullanarak, reel say1 dizilerinin

[-asimptotik lacunary istatistiksel denkligi konusu genellestirilmistir.

Son bolim olan altinci boliimde ise, calisma siliresince yararlanilan literatiirdeki

kaynaklar listelenmistir.
2017, v + 28 sayfa

Anahtar Kelimeler: Istatistiksel yakinsaklik, I-yakinsaklik, Cesaro toplanabilme,

lacunary dizi, asimptotik denklik.



ABSTRACT
M.Sc Thesis

SOME ASYMPTOTIC EQUIVALENCE TYPES

Arif OGREDEN
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Matematics
Supervisor: Assit. Prof. Ugur ULUSU

This thesis consists of six main parts.

The first part is devoted to the introduction part that contains of the historical

development of the subject and a general literature about it.
In the second part, the basic concepts necessary for our work are given.

In the third part, basic concepts related to the asymptotic lacunary statistical equivalence
of real number sequences are introduced and the relations between them are shown with

examples and theorems.

In the fourth part, basic concepts related to the I-asymptotic lacunary statistical
equivalence of real number sequences are given by using an [ ideal; their specific
properties and the relations between these concepts are explained by examples and

theoremes.

In the fifth part, the I-asymptotic lacunary statistical equivalence of real number

sequences is generalized using the p = (py) sequence of positive real numbers.

In the sixth section, which is the last chapter, the sources in the literature that we use

during our study are listed.
2017, v + 28 pages

Key Words: Statistical convergence, I-convergence, Cesaro summability, lacunary

sequence, asymptotically equivalence.
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SIMGELER DIiZINi

Simgeler
N Dogal sayilar kiimesi
R Reel sayilar kiimesi
x = (x) Reel say1 dizisi
loo Sinirli reel veya kompleks diziler kiimesi
0 ={k,} Lacunary dizi
2N Dogal sayilar kiimesinin kuvvet kiimesi
I¢ Sonlu elemanli kiimelerden olusan ideal
X~y Asimptotik denk diziler
x Sfy Asimptotik istatistiksel denk diziler
X Sé“y Asimptotik lacunary istatistiksel denk diziler
Sy Asimptotik lacunary istatistiksel denk diziler kiimesi
[N]L . . . ..
X ﬁy Kuvvetli Asimptotik lacunary denk diziler
[N15 Kuvvetli Asimptotik lacunary denk diziler kiimesi
infix x = (xp) dizisinin alt sinirlariin en biiyligi
SUP Xk x = (xy) dizisinin tst sinirlarinin en kiigtigi
50, I-asimptotik istatistiksel denk diziler
x 555’)}, I-asimptotik lacunary istatistiksel denk diziler
Sg(D [-asimptotik lacunary istatistiksel denk diziler kiimesi
(M1 Kuvvetli I-asimptotik lacunary denk diziler
[N15(D) Kuvvetli I-asimptotik lacunary denk diziler kiimesi
INEP) () e . . . ..
X e y p = (py) dizisi i¢in kuvvetli I-asimptotik lacunary denk diziler
L(p) p = (py) dizisi i¢in kuvvetli I-asimptotik lacunary denk diziler
[NTg™ (D) kiimesi
o’(p)(l)

p = (py) dizisi i¢in Kuvvetli Cesaro [-asimptotik denk diziler



1. GIRIS

Yakinsaklik kavrami, Analiz ve Fonksiyonel Analiz alaninin temel kavramlarindan
biridir. Yakinsaklik kavraminin bir genellestirmesi olan ve temeli pozitif tamsayilarin
dogal yogunlugu kavramma dayanan Istatistiksel Yakinsaklik kavrami ise Toplanabilme
Teorisinde biiylik Oneme sahiptir. Fast (1951)’in istatistiksel yakinsak kavramini
tanitmasindan bu yana bu kavramin uygulamalari ve bazi genellestirmeleri basta
Buck (1953), Schoenberg (1959), Salat (1980), Fridy (1985) olmak iizere birgok

arastirmaci tarafindan giiniimiize kadar verilmistir.

Fridy ve Orhan (1993) lacunary dizi kavramini kullanarak, istatistiksel yakinsaklikla
aralarinda O6nemli iligkiler bulunan lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramim

tanitmislardir.

Dogal sayilar kiimesi N nin altkiimelerinden olusan bir ideal kavramina dayanan ve
istatistiksel yakinsakligin bir genellestirmesi olan [-yakinsaklik kavrami ise Kostyrko
vd. (2000) tarafindan verilmistir. Bu kavramin da uygulamalari ve birkag
genellestirmesi basta Dems (2004), Kostyrko (2005), Savas ve Das (2011) olmak tizere

bir¢ok arastirmaci tarafindan gilinlimiize kadar ¢aligilmistir.

Son zamanlarda Das vd. (2011) ideal kavramini kullanarak, [-istatistiksel yakinsaklik ve

I[-lacunary istatistiksel yakinsaklik olarak adlandirilan kavramlari tanitmislardir.

Marouf (1993) asimptotik denk diziler ve asimptotik regiiler matrisler i¢in tanimlar
vermistir. Patterson (2003) bu tanimlarin asimptotik istatistiksel denk bir benzerini ve
negatif olmayan toplanabilir matrisler i¢in dogal regiilerlik sartlarin1 vererek bu

kavramlar1 genisletmistir.

Patterson ve Savas (2006) asimptotik denklik, istatistiksel yakinsaklik ve lacunary dizi
kavramlarinin dogal kombinasyonu olan asimptotik lacunary istatistiksel denklik

kavramini tanitmislardir.



Savas (2013) ise, asimptotik denklik ve [I-lacunary istatistiksel yakinsaklik
kavramlarinin dogal kombinasyonu olan [-asimptotik lacunary istatistiksel denklik

kavramini vermistir.

Son zamanlarda, Savas ve Giimiis (2013) pozitif reel sayilarin p = (p;) dizisini

kullanarak I-asimptotik lacunary istatistiksel denklik kavramini1 genellestirmislerdir.

Bu ¢alismanin ikinci boliimiinde, matematik alaninda 6nemli olan ve ¢alismamizin daha

iyi anlagilabilmesi i¢in gereken temel kavramlardan bahsedilmistir.

Ilerleyen boliimlerde, sirasiyla Patterson ve Savas (2006), Savas (2013) ve Savas ve
Glimiis (2013) tarafindan yapilan galigsmalardaki temel tanim, 6rnek ve teoremler analiz

edilmistir.

Son boliim olan altinct boliimde ise, calisma siiresince yararlanilan literatlirdeki

kaynaklar listelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ¢alismanin daha anlasilir olmasi igin gerekli olan bazi temel kavramlar

verilmistir.

Tammm 2.1 Tanmm kimesi N ={1,2,...,n,..} (dogal sayilar) kiimesi olan her

fonksiyona dizi denir (Balci 1999).

Diziler deger kiimelerine gore adlandirilir. Eger bir dizinin deger kiimesi reel sayilar
kiimesi ise, diziye reel terimli dizi veya reel say: dizisi ya da reel dizi denir. Yani reel
terimli bir dizi

f: N>R
seklinde bir fonksiyondur.

Genel terimi x,, olan bir dizi (x,) = {xy, x5, ..., X, ... } seklinde gosterilir.

Tamim 2.2 (x,) bir reel say1 dizisi ve x € R olsun. Her € > 0 igin, n > n; oldugunda
lx, — x| <e
olacak sekilde € a bagli bir ny € N sayis1 bulunabiliyorsa (x,) dizisi x e yakinsaktir
denir ve
limx, =x veya x, - x

seklinde gosterilir (Balc1 1999).
Herhangi bir sayiya yakinsayan diziye yakinsak dizi denir.

Tanmm 2.3 Eger her n > 0 sayisi igin |x,| < M olacak sekilde bir M > 0 sabit sayisi

bulunabiliyorsa (x,,) dizisine sinirl dizi denir (Balc1 1999).
Tiim sinirh reel veya kompleks dizilerin kiimesi [, ile gosterilir.

Tanmim 2.4 x = (x;.) bir dizi olsun. Eger,

1 n
lim— ) |x, —L| =0
n-on
k=1
oluyorsa, x = (x;) dizisi L sayisina kuvvetli Cesaro toplanabilirdir denir (Freedman et

al. 1978).



Tamm 2.5 x = (x;,) dizisi verilsin. Eger, her € > 0 i¢in

1
lim—-|{k<n:|x,—Ll=¢}|=0

n-on

oluyorsa, x = (xj) dizisi L vye istatistiksel yakinsaktir denir ve st—limx =1

bigiminde gosterilir (Fridy 1985).

Burada |{k <n: |x, —L| = &}| ifadesi {k <n: |x; —L| = &} kiimesinin eleman

sayisini gostermektedir.

Tanim 2.6 0 ={k,} dizisi (r=123..), k=0 ve r-o iken
h, = k, —k,_; = o olacak sekilde pozitif tamsayilarin artan bir dizisi ise,

lacunary dizi olarak adlandirilir (Fridy and Orhan 1993).

Calisma boyunca 6 = {k,-} lacunary dizisi tarafindan belirlenen araliklar I, = (k,_q, k,]

kr

ile belirtilip, ayrica orani ise q, ile gosterilecektir.

fer—q

Tamm 2.7 6 = {k,.} bir lacunary dizi olsun. Eger x = (x},) dizisi igin,

n
1
lim—Zka—LI =0

roe by kel
T

olacak sekilde bir L sayis1 varsa x = (x; ) dizisi L ye kuvvetli lacunary yakinsaktir denir
(Fridy and Orhan 1993).

Tanim 2.8 6 = {k,} bir lacunary dizi olsun. Eger her € > 0 i¢in,

1
lim—|{k€l. : |x,—L|=¢}]=0

T—00 r

oluyorsa, x = (x;) dizisi L ye lacunary istatistiksel yakinsaktir denir ve Sg —limx = L

bigiminde gosterilir (Fridy and Orhan 1993).



Tamm 2.9 Bir I c 2N ailesinin N de bir ideal olmasi igin gerek ve yeter sart,
. O€el,
ii. HerA,BelicinAUB €,
liiLHerAelveBcAiginB €|

sartlarin1 saglamasidir (Kostyrko et al. 2000).

Eger N ¢ I ise, I ya bir non-trivial ideal denir. Ayrica I bir non-trivial ideal ve her

n € N i¢in {n} € I oluyorsa, I idealine uygun ideal denir.

Bu caligmadaki biitlin idealler uygun ideal olarak kabul edilecektir.

Tamm 2.10 Bostan farkli bir F < 2N ailesinin N de bir siizge¢ olmasi i¢in gerek ve
yeter sart,

i. 0&F,

ii. HerA,BE FiginANBEF,

ili.HerAe FveherB>Ai¢inB € F
sartlarin1 saglamasidir (Kostyrko et al. 2000).

Onerme 2.1 Eger I, N nin non-trivial ideali ise, bu durumda
F(I) ={M c N:34 € I: M = N\A}

ailesi N de bir stizgectir. Bu F(I) ya I ile iliskili stizgeg denir (Kostyrko et al. 2000).

Tanmim 2.11 I < 2N bir uygun ideal ve x = (x;) bir dizi olsun. Eger her £ > 0 i¢in
A(e)={keN:|x, —L| =€} €I

oluyorsa, x = (xy) dizisi L ye I-yakinsaktir denir ve [ — lim x = L bigiminde gosterilir
(Kostyrko et al. 2000).

Eger I = I; olarak almnirsa; I¢, N nin bir uygun idealidir ve bu durumda I-yakinsaklik ile

Tanim 2.2 deki alisilmis yakinsaklik ¢akisir.



Tanim 2.12 x = (xy) bir dizi olsun. Eger her €,§ > 0 i¢in
1
{nEN:EI{kSn: |x, — L| = €} 26}61

oluyorsa, x = (x;) dizisi L ye I-istatistiksel yakinsaktir denir ve x; — L(S(I))

biciminde gosterilir (Savas and Das 2011).
Tiim [-istatistiksel yakinsak dizilerin sinifi S(I) ile gosterilir.

Tanmm 2.13 6 = {k,.} bir lacunary dizi olsun. Eger her € > 0 igin,

1
rEN:—lek—LIZE €l
h,

kel

oluyorsa, x = (xy) dizisi L ye kuvvetli I-lacunary yakinsaktir denir ve x,, = L(Ng(I))

bigiminde gosterilir (Das et al. 2011).
Tium kuwvetli I-lacunary yakinsak dizilerin smifi Ng(I) ile gosterilir.

Tamim 2.14 6 = {k,} bir lacunary dizi olsun. Eger her €6 > 0 i¢in

1
{reN:h—I{kEIr: |, — L] ZS}IZS}EI
T

oluyorsa, x = (x,) dizisi L vye I-lacunary istatistiksel yakinsaktir denir ve
X, = L(Sg(1)) bi¢ciminde gosterilir (Das et al. 2011).

Tim I-lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin sinmifi Sg (1) ile gosterilir.

Tamim 2.15 x = (x;) ve y = () negatif olmayan iki dizi olsun. Eger,
Xk

lim—=1
k—oo yk

oluyorsa, x = (xy) ve y = (yx) dizilerine asimptotik denktir denir ve x ~ y seklinde
gosterilir (Marouf 1993).



Tamim 2.16 x = (x;) vey = (y,) negatif olmayan iki dizi olsun. Eger, her € > 0 igin

1
lim—|{k£n:|

n-on

X

LY § PN e}| =0

Yk

oluyorsa, x = (x;) ve y = (y,) dizilerine L katli asimptotik istatistiksel denktir denir

L
ve x> y ile gosterilir. Eger L = 1 ise, basit¢e asimptotik istatistiksel denktir denir
(Patterson 2003).

Tamim 2.17 p = (py) bir pozitif reel say1 dizisi olsun. x = (x) ve y = (y;) herhangi

1 n

X
e
n nk:l Yk

oluyorsa, x = (x;) ve y = (y,) dizilerine p dizisi i¢cin L kathh kuvvetli Cesaro

iki dizi olmak iizere, eger

Pk
=0

asimptotik denktir denir ve x 0(~p)y bigiminde gosterilir. Eger L = 1 ise, basitge kuvvetli

Cesaro asimptotik denktir denir (Savas and Patterson 2008).

Tanmim 2.18 6 = {k,.} bir lacunary dizi ve p = (p,) bir pozitif reel say1 dizisi olsun.

x = (xx) ve y = (yi) herhangi iki dizi olmak iizere, eger

1 Xk
lim 7> [t
" r kel Vi

oluyorsa, x = (x;) ve y = (yx) dizilerine p dizisi i¢in L katli kuvvetli asimptotik

Dk
=0

N1L®)
lacunary denktir denir ve x 2 y bi¢iminde gosterilir. Eger L = 1 ise, basitge p dizisi

igin kuvvetli asimptotik lacunary denktir denir (Savas and Patterson 2008).



3. ASIMPTOTIK LACUNARY iSTATISTIKSEL DENK DiZiLER

Bu boliimde, Patterson ve Savas (2006) tarafindan yapilan “reel sayi dizilerinin
asimptotik lacunary istatistiksel denkligi” kavrami ile ilgili ¢calismadaki temel tanim,

ornek ve teoremler verilecektir.

Tanmm 3.1 6 = {k,.} bir lacunary dizi ve x = (x;), y = (y,) negatif olmayan iki dizi

olsun. Eger her € > 0 i¢in,

li !
oo h,

Xk
kel,:|——Ll=¢e¢f=0
Yk

oluyorsa, x = (x;) ve y = (y,) dizilerine L katli asimptotik lacunary istatistiksel

SL
denktir denir ve x ~ y bigiminde gosterilir. Eger L = 1 ise, basitge asimptotik lacunary

istatistiksel denktir denir.

SL
x < y sartin1 saglayan tiim x = (x;) ve y = (yy) dizilerinin kiimesi S§ ile gosterilir.

Tanmm 3.2 6 = {k,} bir lacunary dizi ve x = (xy), ¥y = (y) iki dizi olsun. Eger,

oluyorsa, x = (x) ve y = (yx) dizilerine L katl kuvvetli asimptotik lacunary denktir

. L . : . R,
denir ve x ~9y bigiminde gosterilir. Eger L = 1 ise, basit¢e kuvvetli asimptotik

lacunary denktir denir.

(N5
x ~ y sartin1 saglayan tiim x = (x;) ve y = (yy) dizilerinin kiimesi [N]} ile gosterilir.



Teorem 3.1 6 = {k,} bir lacunary dizi olsun. Bu durumda,

Nk sk
i@ x 2y 5 x Oy dir,

(b) [N]§ kiimesi S5 nin 6z alt kiimesidir.

. S NG .
ii. Egerx,y €l, ve x ~y=>x ~ ydir.
iii. S5 Nl = [N]5 N1, dir.

. _ [N1§
Ispat. i.(a) x ~9y ve € > 0 olsun. Bu durumda,

Xk Xk Xk
Z——LZ Z ALy 2e-|{kelr:——L|Zs}|
P Yk e Yk Yk

|x—k—L =g
Yk

esitsizliginin her iki tarafi hi ile carpilip r = oo i¢in limite gegilir,

{k € I,

. 1 xk . 1 xk
llm—Z|——L > ¢ lim — ——L|2£}|
T*mhrkEI Vi -0 A, Vi

[N1g 5§ -
ve x ~9y oldugu goz oniinde tutulursa x fy elde edilir.

i.(b) Bu sikkin ispati i¢in x = (x) ve y = (y) dizileri asagidaki sekilde

tanimlansin:

() = (1,2,...[r],00,..)

(yk) = (1:1: )

. NG
Bu iki dizi igin x ~ y dir, fakat x ~"y degildir.

SL
. x=(x), y=(n) €l vex ~ey olsun. x,y € l,, oldugundan, her k igin,

Xk
——L| <M
Yk

olacak sekilde bir M > 0 sayis1 vardir. Boylece, her € > 0 igin



Dt R Y Ee F W v
o k€L, Yk hy kel hr kel

|x—k—L >¢ |x—k—L <e

Yk Yk

M Xk
<—{kelr: 22}‘+e
Yk

=

esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizligin her iki tarafinin r — oo i¢in limiti alinir,

i< im 2
et = |

llm— L‘>e}’+s

S5 [N1%
ve x ~y oldugu goz oniinde tutulursa x ~ y elde edilir.

iii. Bu durum, (i) ve (ii) den dogrudan elde edilir.

Teorem 3.2 6 = {k,}, liminf.q, > 1 sarti1 saglayan bir lacunary dizi ise, bu

durumda

sk S§
X~y=>x~y

dir.

Ispat. liminf.q, > 1 olsun. Bu durumda, yeterince biiyiikk r i¢in g, > 1 + & olacak
sekilde bir § > 0 vardir, dyle ki

o)
>
T1+6

w|3~

esitsizligi saglanir. Boylece, her € > 0 ve yeterince biiyiik 7 i¢in,

x—k—L 2€}|
Yk

{k<k

4> H>1
g —
yk kr

fren

kr

s 1
> .
=1+ h,

{ =

esitsizligi yazilabilir. Burada esitsizligin her iki tarafinin r — oo i¢in limiti alinir,

2= 2=
Yk Yk

o) 1
>—: lim —

1 -
B =146 rooh,

r

{k<k

{kel

st C S§ o
ve x ~y oldugu géz 6niinde tutulursa x ~9y elde edilir.



Teorem 3.3 6 = {k,}, limsup,q, < o sartin1 saglayan bir lacunary dizi ise, bu

durumda

dir.

Ispat. lim sup,q, < o olsun. Bu durumda, her r > 1 i¢in g, < B olacak sekilde bir

SL
B > 0 vardir. x ~6y ve € > 0 olsun. Boylece, her j > R i¢in

b
—k—L 28}‘<8

1
aj =_|{k € I] Ve

hj

olacak sekilde R > 0 vardir. Burada ayrica, her j = 1,2, ... i¢in a; < K olacak sekilde

K > 0 bulunabilir. Simdi n sayisi, v > R olmak iizere k,_; < n < k, sartin1 saglayan

herhangi bir tamsay1 olsun. Bu durumda,

1 Xy 1 Xk
—|{k§n:——L 2£}|S {kskr:——L 28}|
n Yk r—1 Yk
—fieen i = 4|
= — |——Ll=>¢
kr—l ! Yk
v e -] =<
|l——Ll=>¢
kr—l 2 Yk
et ol e -] 2
cese : —— = E
kr—l " Yk
kl { Xk
kel:|—-1L 2€}|
kyr_1kq ! Yk
kz—kl { Xk
L N
kr_1(kz — ky) “ Ly
kr — kr_1 { Xk
- kez:_-L|zg}
ky_1(kr — kg_1) R Yk
kr_kr—l { Xk
+ -+ kel:|——1L 28}
kr—l(kr_kr—l) " Yk
ky ky — kq (kr — kp-1)
= a, + a,+:-+—————a
kr—l ! kr—l 2 kr—l .

11



kr—l kr—l "
k k,—k
< {sup a]-} LS {sup aj} Z R
j=1 kr—l Jj=R kr—l
kg
<K + &B
kr—l

esitsizligi yazilabilir. Burada esitsizligin her iki tarafinin r — oo igin (dogal olarak

n — oo i¢in de ) limiti alinirsa,

k
R +¢&-B

1
lim—|{k£n:|

n—-oon

—L 2£}|SK-lim

Xk

Yk 00 Ky
st ..

olup x "~ y elde edilir.

Teorem 3.2 ve Teorem 3.3 birlikte diisiiniilmesiyle asagidaki Teorem elde edilir.

Teorem 3.4 6 = {k,}, 1 < liminf,q, < lim sup,q, < oo sartin1 saglayan bir lacunary

dizi ise, bu durumda

dir.
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4. I-ASIMPTOTIK LACUNARY ISTATISTIKSEL DENK DiZIiLER

Bu bolimde, Savas (2013) tarafindan yapilan “reel sayir dizilerinin [-asimptotik
lacunary istatistiksel denkligi” kavramu ile ilgili ¢alismadaki temel tanim, 6rnek ve

teoremler verilecektir.

Tamm 4.1 x = (x;) ve y = (yx) negatif olmayan iki dizi olsun. Eger her € > 0 ve her

6 > 0 igin,
1 Xk
{nEN: —|{k£n:|——L| > e}|26}€1
n Yk
oluyorsa, x = (x;) ve y = (yy) dizilerine L kath I-asimptotik istatistiksel denktir denir

st L . : : , L
ve x ~ 'y bigiminde gosterilir. Eger L = 1 ise, basitce [-asimptotik istatistiksel

denktir denir.

I = Ir olmasi halinde L kath [-asimptotik istatistiksel denklik ile Patterson (2003)

tarafindan verilen L katl asimptotik istatistiksel denklik ¢akisir.

Tanmm 4.2 6 = {k,.} bir lacunary dizi ve x = (x;), y = (yi) negatif olmayan iki dizi

olsun. Eger her € > 0 ve her § > 0 i¢in,

frem
r .hr

e s [E-1] == a] e

Xk
Vi
oluyorsa, x = (x;) ve y = (yy) dizilerine L kathi [-asimptotik lacunary istatistiksel

o Y 10) L s . . N
denktir denir ve x - y Dbigiminde gosterilir. Eger L = 1 ise, basitge [-asimptotik

lacunary istatistiksel denktir denir.

sk .
x - y sartin1 saglayan tiim x = (x;) ve y = (y) dizilerinin kiimesi Sg(I) ile

gosterilir.

I = I; olmasi halinde, L katl I-asimptotik lacunary istatistiksel denklik ile Patterson ve

Savas (2006) tarafindan verilen L katli asimptotik lacunary istatistiksel denklik ¢akisir.

13



Tanmm 4.3 6 = {k,.} bir lacunary dizi ve x = (x;), y = (yx) iki dizi olsun. Eger her
€ > 0 i¢in,

oluyorsa, x = (x) ve y = (y,) dizilerine L katli kuvvetli I-asimptotik lacunary denktir

: NG . : : R :
denir ve x  ~ y bi¢iminde gosterilir. Eger L = 1 ise, basitge kuvvetli I-asimptotik

lacunary denktir denir.

[N1G (D) :
x L y sartim1 saglayan tim x = (x;) ve y = (yi) dizilerinin kiimesi [N]5(I) ile

gosterilir.

Teorem 4.1 6 = {k,} bir lacunary dizi olsun. Bu durumda,

i [N15(D) IO
. (a)«x 2 y =X o y dir.

(b) [N]% (D) kiimesi S5 (I) nin 6z alt kiimesidir.
N s(D) NG
ii. Egerx,y €l,vex ~ y=>x ~ ydir
iii. S5(I) N 1, = [N]5(D) N 1, dir.

. _ [N1§ (D)
Ispat. i.(a) x ~ "y vee > 0 olsun. Budurumda,

Xk X Xk
Z|__L2 Z Ly 25-|{k€1r:——L|23}|
fer. Yk fen. k Yk

|x—k—L ze

Yk

esitsizliginin her iki tarafi i ile carpilip,

1 Xk 1 Xk
By)s Dferaf-i] >
g.hrkelr Yk h, Yk
(M5 o .
vex ~ y oldugu goz oniinde tutulursa, her § > 0 igin,

14



—k—L‘ 28}

{EN 1{kel X
r L — .
h, Y

. S5
elde edilir. Boylece x ~ 1y dir.

I.(b) Bu sikkin ispati i¢in x = (x) ve y = (y,) dizileri asagidaki sekilde

tanimlansin:
() = (12,..., [ ], 00,..),

(yk) = (1,1, )

sem [N1g (D)
Buiki diziicin x ~ ydir, fakatx ~  y degildir.

. Sg(D) .
. x=(x), y=0n) €El, vex o y olsun. x,y € [, oldugundan, her k igin

Xk
——L| <M
Yk

olacak sekilde bir M > 0 sayis1 vardir. Boylece, her € > 0 i¢in

el R - E W e
hrkEI Vi hy fe Vi hr fe. Vi
‘x—k—Lzs |x—k—L<£
Yk Yk
<M{ke1-x" L|>g}|+g
~ h, r Vi -2 2

. sg(D)
esitsizligi yazilabilir. Burada x o y oldugu da g6z 6niinde tutulursa,

Vi feet|zepefrenp et -t 25 255

re€N:— ——Llze;EyreN:— ==Ll =z=z{|l =27

hr o7 Vi hr " Yk 2 2M
INIG(D) .

elde edilir. Boylece x <~y dir.

iii. Bu durum, (i) ve (ii) den dogrudan elde edilir.
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Teorem 4.2 60 = {k,}, liminf,.q, > 1 sartin1 saglayan bir lacunary dizi ise, bu
durumda

sL() Y 160)
X ~y=>x ~y

dir.

Ispat. liminf,.q, > 1 olsun. Bu durumda, yeterince biiyiik r icin g, > 1 + & olacak

sekilde bir § > 0 vardir, dyle ki

5
2_
L1406

esitsizligi saglanir. Boylece, her € > 0 ve yeterince biiyiik 7 i¢in

N L et B B (A e B

-—_ S V] = = & = — ] = = &

k, "y k. "y
> 9 1{ke]-ka>}|
=1+6 h, L P

- sta .
esitsizligi yazilabilir. Burada x ! )y oldugu da goz 6niinde tutulursa, her § > 0 igin

—k—L‘Ze} 25}

1 X
reN:—Hkel.:
h, Yi
1
c {rEN:—
k,

xk 0.«
——1L ZS}|2 }EI
Yk 1+ a)

{k < k,:

- sg)
elde edilir. Boylece x ~ y dir.

Bir sonraki sonug i¢in 6 = {k,.} dizisinin
CeEF()=> U{n: k., <n<k,recC}eF()
sartin1 saglayan bir lacunary dizi oldugu kabul edilecektir.

Teorem 4.3 0 = {k,}, limsup,q, < oo sartim saglayan bir lacunary dizi ise, bu
durumda

0! sk
X ~y>x ~Yy

dir.

16



Ispat. limsup,q, < oo olsun. Bu durumda, genelligi bozmaksizin, her r > 1 igin

q, < B olacak sekilde bir 0 < B < oo sayisi vardir. €, 68, 8; > 0 igin

1
C={TEN:— {kEIr:
,

Xk
S yfs o] <o)
Yk

ve

1
T={nEN:—’<kSn:
n

Xk
%5 )| <o)
Yk

S
kiimeleri tanimlansin. Eger x o y ise, C € F(I) oldugu agiktir. Ayrica burada, her

j € C igin

1 Xk
hj Yk

dir. Bazir € C lerigin k,_; < n < k, olacak sekilde n € N olsun. Boylece,

X
—k—L 2€}|
Yk

——L| = £}|}

Yk

——L| = S}|}

Yk

——L| = E}B
Yk

x—k—L| > e}|
Yk

1
—|{k£n:
n

Xk
——1L 2£}|S
Yk

{k < k,:

kr—l

=t
Ky .

k {

r—1
1 {

Ky—1

fr 1 {ke]-
kr—lhl v

{k € 12:

{k € I,

ky—ky 1

kr—l h2

X
{k € 12:

k‘l" - k‘l"—l 1

+oo
kpo1  he

{k € I,

kr - kr—l

kr—l

X
{k €l

17



r

<B-§

< sup q;
Jjec kr—l

esitsizligi yazilabilir. Burada §; = g secilir ve C € F(I) olmak iizere

U{n:kr_l <n<k,rec}cT

oldugu da gbz 6niine alinirsa, 6 = {k,.} lacunary dizi iizerindeki kabuliimiizden dolay1

T kiimesinin ayni1 zamanda F (I) ya ait oldugu anlasilir ki, bu da ispat1 tamamlar.
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5. I-ASIMPTOTIK LACUNARY ISTATISTIKSEL DENK DIiZiLERIN BiR
GENELLESTIiRMESI

Bu boliimde, Savas ve Giuimis (2013) tarafindan yapilan “reel say1 dizilerinin
[-asimptotik lacunary istatistiksel denkligi kavraminin genellestirmesi” konusu ile ilgili

calismadaki temel tanim, 6rnek ve teoremler verilecektir.

Tamim 5.1 6 = {k,} bir lacunary dizi ve p = (py) pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun.

x = (x3) ve y = (yi) herhangi iki dizi olmak iizere, eger her € > 0 i¢in

s

oluyorsa, x = (x;) ve y = (yx) dizilerine p dizisi igin L katli kuvvetli I-asimptotik

N NP ”
lacunary denktir denirve x "~y bigiminde gosterilir.

sl

(V15 (1)
x y sartin1 saglayan tim x = (xy) ve y = (y) dizilerinin kiimesi [N]g(p) D

ile gosterilir.
5 .. [le(p) ) _ INIEP (1)
Eger, her k € Nicin p, = p almirsa, x ~ y yerinex ~ y Yyazilr.

Teorem 5.1 6 = {k,.} bir lacunary dizi olsun. Bu durumda,

NP 10
. x ~ y=x ~ ydir.

o s W@
ii. Egerx,y €l,vex ~ y=>x ~ ydi.

iii. SE(1) N Ly = [N, (D 0 L, dir.

L
v1,F
Ispat. i. x 2 y ve € > 0 olsun. Bu durumda
Xk
Z|——L Z |——L >eP-Jkel.: |—=L[=¢
T Yk yk

19



esitsizliginin her iki tarafi ﬁ ile ¢arpilip,

x
= h ——L {keIT:—"—L’ze}
" kel, Vi
W'
vex ~ y oldugu goz oniinde tutulursa, her § > 0 igin,
1 Xk 1 Xk p
reN:—Hkel:|——Ll=¢e| =26 S {reN:— ——L| =2¢P-5,€1
hr Vi hr G 1Y

La

e T Sg() .
elde edilir. Boylece x ~ y dir.

. Sg(D)
. x=(x,),y = () €l Ve X % y olsun. x,y € l,, oldugundan, her k igin,

|——L

olacak sekilde bir M > 0 sayis1 vardir. Boylece, her € > 0 i¢in

bl = 2 e en Y el
hrkEIryk h

|ﬁ—L|zs |ﬁ—L|<e
< iM?’|{kel ——L >€}|+i€p|{ <e}|
hr Yk hr
MP
< —

> et| + €P.
P f

{

PP e Sg (D)
esitsizligi yazilabilir. Burada x ‘- y oldugu da g6z oniinde tutulursa, her § > 0 i¢in

> C{eN l{kel ad. L‘>}>€p}el
= Er = r P V] = & —_—

hy "y, MP
NgP (1)

.- . 0 - .
elde edilir. Buise x "~ y oldugu sonucunu verir.

iii. Bu durum, (i) ve (ii) den dogrudan elde edilir.
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Teorem 5.2 6 = {k,} bir lacunary dizi, infyp, = h ve supypx = H olsun. Bu

durumda,

[N]z(p) ) sk
X ~ y=>x ~y

dir.

L
. (v ® (1)
Ispat. x '~ y vee > 0olsun. Budurumda,

Pk 1 X Dk

Yk

kel,

<&

X
=¢ |—k—L
Yk

\%
F-
ling

v

1

= Y min(()", (2)")
T kel

i
Yk

2E

v

imin{(e)h, (e)H}- |{k €:

RCEL
—_— = &
hr Yk

Lip)
NP
esitsizligi yazilabilir. Burada x °- y oldugu da gbéz Oniinde tutulursa, her

2%
1

c rEN:—Z
h,

kel

6 > 0icin

EN'l
r P

T

{kdr: Xk _ L‘ = e}
Vi

Xi Pk b NH
y_—L| > §-min{(e)", (e)"}r €1
k

L

e s S .
elde edilir. Boylece x ~ y dir.
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Teorem 5.3 x = (x),y = (¥x) € lo, infypx = h Ve supipyr = H olsun. Bu durumda,

sk [N]Z(p)(l)
X ~y=>x ~ y

dir.

Ispat. x = (x),y = (%) € lo, V& € > 0 0lsun. x, y € I, oldugundan, her k icin,
|— )

olacak sekilde bir M > 0 sayis1 vardir. Boylece, her € > 0 i¢in

Pk 1 Xk | Xk Pk
- = AL z X
hr . Y hr kel, Yk
|x—k—L e |x—"—L <e

Yk Yk
1
h_ {kel }| -max{M", M1}

. max(g)Pk
_} 2

+1{

r

)| max{e" e}
g et

< M, MH} - —
< max{ } . 3

al

r

s5(1)
esitsizligi yazilabilir. Burada x % y oldugu da goz Oniinde tutulursa,

€ 2¢ — max{e, "}
>3 €

~ 2 - max{M" M"}

. N]Z(wm _
elde edilir. Boylece x '~  ydir.
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Tamm 5.2 6 = {k,} bir lacunary dizi ve p = (py) pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun.

x = (x;) ve y = (y) herhangi iki dizi olmak iizere, eger her € > 0 i¢in

1w Pk
nEN:—Z =€t €]
n

k=1

X
ML
Yk

oluyorsa, x = (x;) ve y = (yx) dizilerine p dizisi i¢in L kath kuvvetli Cesaro

® (1
[-asimptotik denktir denir ve x’ o )y bi¢ciminde gosterilir. Eger L = 1 ise, basitce

kuvvetli Cesaro I-asimptotik denktir denir.

Teorem 5.4 6 = {k,}, liminf, q, > 1 sartim1 saglayan bir lacunary dizi olsun. Bu

durumda,

@) (1, ® (1)
~y = x ~ y

dir.

Ispat. lim inf. ¢, > 1 olsun. Bu durumda, tiim r ler i¢in g, = 1 + & olacak sekilde bir

6 > 0 vardir, dyle ki

&S1+6 ’ kr‘lsl
h, ) h, =&
esitsizlikleri saglanir. € > 0 olsun ve
fer
1 Xk Pk
s={k. €N —Z k| <e
T—1 Yk

®) (1
kiimesi tanimlansin, Burada x L0 y oldugu gbz oniinde tutulursa, S € F(I) oldugu

aciktir. Her bir k,. € S i¢in,

ky key
1 Xk Pk 1 Xk Pk 1 ) X Pk
O R it P M et
T kel, Vi T k=1 Vi " =1 Vi
Ky K
:&i E_ka_kr‘l. 1 1E_ka
hr krk=1 yk hr kr—l =1 yk
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esitsizligi yazilabilir. Simdi

ile belirtilsin. Boylece,

olup ispat tamamlanir.

Bir sonraki sonug i¢in 6 = {k,.} dizisinin
CeF() > U{n: k._,<n<k,r€eC}eF()

sartin1 saglayan bir lacunary dizi oldugu kabul edilecektir.

Teorem 5.5 6 = {k,}, limsup,q, < o sartin1 saglayan bir lacunary dizi olsun. Bu

durumda,

Lip)
[N]g" (D a® (1)
X ~ y=>x ~ 'y

dir.

Ispat. lim sup,q, < o olsun. Bu durumda, her r > 1 i¢in g, < B olacak sekilde bir

B > 0 sayis1 vardir. Simdi &, &, > 0 i¢in

ve

kiimeleri tanimlansin.
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[N];(p) O ..
Egerx ~ yise, T € F(I) oldugu aciktir. Ayrica, her j € T igin

1 Z Xy
a; = — .
7 .
h] kElj Yk
dir. r € T olmak iizere i¢in k,_; < n < k, olacak sekilde n € N secelim. Boylece,

n
b
n

k=1

<eg

kr

<1 zx—k—L
krl Yk

Pk

+Z ‘i +Z

Pk k, — k 1 X
Ll |+2—= —Z *_1
kyr_q h, Yk

ky —kr_1[ 1 Xk Pk
s w2 b
= k]:: a, + k?{;fl ay + -+ ko krir_l -
< (sup aj> i
jer ) kr—q
<é¢&-'B

esitsizligi yazilabilir. Burada ¢, = %1 secilir ve T € F(I) olmak iizere

U{n: k,_s<n<k,reT}cR

oldugu da goz oniine alinirsa, 8 = {k,.} lacunary dizi iizerindeki kabuliimiizden dolay1

R kiimesinin ayn1 zamanda F (1) ya ait oldugu anlasilir ki, bu da ispat1 tamamlar.
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