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Bu galisma, ti¢ ana boliimden olugmaktadir. Birinci boliim, girig kismi i¢in ayrilmigtir.
Ikinci bolitmde, calisma icin gerekli kavramlarin tanimlari ve bazi teoremler verilmig-
tir. Ucuncu boliimiin; birinci kisminda, Armendariz halkalar tanitilarak ozellikleri
incelenmis ve bir halkanin Armendariz olmasi i¢in baz karakterizasyonlar verilmistir.
Tkinci kisminda, Armendariz olmayan halka ornekleri verilmis ve bu halkalarin Ar-
mendariz olan alt halkalari incelenmigtir. Son olarak ti¢iincii kisimda, Armendariz
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This thesis consists of three chapters. The first chapter is devoted to the introduc-
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essary theorems that will be required for later use. The first part of third chapter
introduces Armendariz rings and analyses properties of these rings to give character-
izations for being an Armendariz rings. Second part gives examples of rings which
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Finally, the relationships between Armendariz rings and other rings are investigated.
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SIMGELER DIZINI

Aciklama

f polinomunun tiim katsayilarinin kiimesi
R’nin bir endomorfizmasi

R’nin bir a@ endomorfizmasinin genigletilmisi
Bir R halkasiin regiiler elemanlarinin kiimesi
Matris birimleri

Bir 6 halka homomorfizmasinin goriintiisi

Bir # halka homomorfizmasinin ¢ekirdegi

X’in sol sifirlayani

R tizerindeki nan tipindeki tiim matrislerin halkasi
Sag R modiil

X'in sag sifirlayani

Bir R halkasimin asal radikali

Herhangi bir halka

R tizerindeki polinomlar halkas

R tizerindeki formal kuvvet serilerinin halkasi
R’nin skew polinom halkasi

R tizerindeki skew kuvvet serilerinin halkasi

R halkasinin Ore geniglemesi

R halkasimmin M modili ile Nagata geniglemesi
R halkasinin M modiili ile agikar geniglemesi

R tizerindeki n x n tipindeki iist liggensel matrislerin halkasi



1 GIRIS

Armendariz halka kavrami; 1997’de tanimlanmasinin ardindan pek ¢ok yazar tara-
findan giintimiize kadar arastirilan, genigletilen popiiler bir konu olmustur. 1997’de
Rege ve Chhawchharia bu kavramu ilk ortaya atan kigilerdir. R bir halka ve R[x];
R halkas: tizerindeki polinomlar halkasi olmak iizere R[x]'deki f(x) = ap + ayz +
oot apa™ ve g(x) = by + bz + ... + bypa™ polinomlan igin f(z)g(z) = 0 iken
her 4,7 icin a;b; = 0 oluyorsa R halkasim1 Armendariz olarak adlandirmiglardir.
Bu ismi vermelerinin nedeni, 1974’de ilk olarak inmig (sifirdan farkli iistel sifir
(nilpotent) eleman bulundurmayan) bir halkanin bu 6zelligi sagladigim E. P. Ar-
mendariz’in gostermis olmasidir. Bu anlamda Armendariz halkalar inmis halkala-
rin bir genisglemesidir. Armendariz halka fikri ise; bir halkanin sifir bolenleri ile
polinom halkasinin sifir bolenleri arasindaki iligkinin anlagilmasi bakimindan énem-
lidir. Cogunun bu tez ¢aligmasinda da ozetlendigi Armendariz halkalarin degisik
ozelliklerinin ve karakterizasyonlarinin incelendigi (Rege and Chhawchharia, 1997),
(Anderson and Camillo, 1998), (Kim and Lee, 2000), (Huh et al., 2002), (Lee and
Wong, 2003), (Lee and Zhou, 2004) pek ¢ok galigma yapilmigtir. Bu galigmalarda;
Armendariz bir R halkasimin R[x] polinom halkasi, R[z;«] skew polinom halkas,
M,,(R) matris halkasi, UT'M,(R) tist ti¢gensel matris halkasi, R/I boliim halkas,
T(R, R) asikar geniglemesi, Q(R) klasik kesirler halkas1 ve eRe genigmesi, gibi baz
geniglemelerinin de Armendariz olup olmadigi ya da hangi kogullar altinda Armen-

dariz oldugu farkli yaklagimlarla incelenmigtir.

Tez caligmasinin ikinci boliimiinde; bu ¢aligma i¢in gerekli olan bazi temel kavramla-
rin tanimlarma ve bazi 6zelliklere yer verilmistir. Uciineii bolitmiin birinci kisminda
Armendariz halkalar tanimlanmig ve tezin hazirlanmasinda kullanilan yayinlarin ta-
rih siras1 dikkate alinarak Armendariz halkalarin sagladigi bir takim o6zellikler ayrin-
til1 bir bicimde incelenmistir. Daha agik bir ifadeyle Armendariz halkalarin alt halka-
larmin Armendariz oldugu, inmis halkalarin Armendariz oldugu (fakat bu gerektir-
menin tersinin dogru olmadig1), inmig halkalarin agikar geniglemelerinin Armendariz

oldugu (fakat Armendariz halkalarin agikar geniglemelerinin Armendariz olmadig),



Armendariz halkalarin polinom halkalarimin Armendariz oldugu (fakat Armendariz
halkalarin skew polinom halkalarinin Armendariz olmadigi), boliim halkasi Armen-
dariz iken hangi kosul altinda halkanin kendisinin Armendariz oldugu, Armendariz
halkalarin egkare (idempotentleri) elemanlar: yardimiyla olugturulan geniglemelerinin

Armendariz oldugu gibi baz1 ozellikler gosterilmistir.

Tez caligmasinin tigiincii boliimiiniin ikinci kisminda ise Armendariz olmayan hal-
kalara ornekler verilerek bu halkalarin bazi alt halkalarimin Armendariz oldugu
gosterilmigtir. Son olarak Armendariz halkalarin inmig (reduced), Gaussian, abelyan,
terslenebilir (reversible), yaridegigmeli (semicommutative), Baer ve p.p-halka gibi
bazi halka siniflariyla iligkisi incelenmistir. Ayrica bir R halkasinin abelyan olma
ozelligi R[x| polinom halkasi ve R[[z]] formal kuvvet seriler halkasina kogulsuz olarak
tagimirken Baer ya da p.p-halka olma 6zelliklerinin R[z] polinom halkasi ve R][[x]] for-
mal kuvvet seriler halkasina taginmasinin Armendarizlik kogulu altinda gercelestigi
gosterilmigtir. Ayrica bir R halkasinin klasik kesirler halkasi yardimiyla Armendariz
olmasi igin baz1 karakterizasyonlar verilmisgtir. Caligmamizda kullanilan kaynaklarin

tamamina kaynaklar boliimiinde yer verilmistir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, calismamiz icin gerekli olan temel kavramlar verilecek ve sonraki
boliimlerde ihtiya¢ duyulacak olan bazi halka simiflar1 tanitilacaktir. Bu calismada,
aksi belirtilmedikce R birimli bir halkadir. Halkanin toplamaya gore etkisiz elemani

0 ve carpimsal birimi 1 ile gosterilecektir.

2.1 Genel Tanimlar

Tanim 2.1.1 R bir halka ve P, R'nin kendisinden farkli bir ideali olsun. R’nin
A, B idealleri icin AB C P iken A C P veya B C P oluyorsa, P’ye R'nin asal ideal:

denir.

Tanim 2.1.2 R’nin tim asal ideallerinin arakesitine R'nin asal radikali denir ve
rad(R) = N{P : P asal ideal}
ile gosterilir.

Tanim 2.1.3 X bir R halkasimm bir alt kiimesi olsun.{A4; : i € I}, Rnin X’
kapsayan tiim (sol) ideallerinin ailesi olsun. Bu durumda N;c;A; ideali X tarafindan
tretilen (sol) ideal olarak adlandirihr ve (X) ile gosterilir. X kiimesinin elemanlar
(X) idealinin diretecleri (generators) olarak adlandirilir. Eger X = {xy,z9,...,2,}
sonlu ise (X) idealine sonlu dretilmis (finitely generated) denir. Eger X = {z}
ise yani bir tek eleman tarafindan tiretiliyorsa temel ideal (principal ideal) olarak
adlandirilir. Her ideali temel ideal olan halkaya temel ideal halkas: denir. Bir tamlik
bolgesi (degismeli sifir bolensiz halka) ayni zamanda bir temel ideal halkasi ise temel

wdeal bolgest adi verilir.

Tanim 2.1.4 R bir halka ve g Mg bir bimodiil olsun. R'nin M ile asikar genislemesi

(trivial extension) olarak adlandirilan R(+)M kiimesi;
(r1,m1) + (r2,ma) = (11 + r2, M1 + M)

(r1,m1)(re, me) = (1172, rima + mqyrs)

3



ile tanimlanan iglemlerle bir halkadir. Bu halka T'(R, M) (ya da R(+)M) ile gosterilir.

rm

Bu halka ayn1 zamanda r € R ve m € M olmak tizere formundaki tiim
0 r
matrislerin halkasina izomorftur. Yani
rm
T(R,M) = R(+)M = creRmeM
0 r

dir.

Tanim 2.1.5 R degismeli bir halka, h : R — R bir halka homomorfizmasi ve M bir

R-modiil olsun. R ile M nin Nagata genislemest olarak adlandirilan R & M kiimesi
(11, m1) + (ro, ma) = (11 + 19, M1 + M)

(r1,m1)(re, ma) = (11712, h(r1)me + ramy)

ile tanimh iglemlerle (degismeli olmayan) bir halka yapisindadir. Bu halka R(+), M

ile gosterilir. Ozel olarak h halkanmn birim endomorfizmasi olarak almirsa
R(+)yM = R(+)M =T(R, M)
oldugu aciktir.

Teorem 2.1.6 (Cin Kalan Teoremi) A, As,..., A, her i # j igin A, + A; = R

olacak sekilde bir R halkasinin idealleri olsun. by, bs,...,b, € R ise, bu durumda
b=b;, (modA;) (i=1,2,...,n)

olacak gekilde b € R vardir. Bundan baska b elemant A; N Ay N ... N A, idealinin

kongriians modiiliine gore tek olarak belirlidir. Ayrica
R/(AlmAgﬂﬂAn) gR/Al X R/A2 X ... XR/An

dir.

2.2 Polinom Halkalar:

R bir halka olmak {izere R {izerindeki f(z) = ag+ayx+asz*+- - - +a,x™ bigimindeki
tiim polinomlarin kiimesi bilinen toplama ve carpma iglemlerine gore bir halkadir ve

bu halka R[z] ile gosterilir.



Tanim 2.2.1 R bir halka olmak tizere

R[[z]] = {Zaz D a; € R}

kiimesi polinomlardaki bilinen toplama ve ¢arpma iglemleriyle birlikte bir halkadir.
Bu halka R tzerindeki kuvvet serilerinin halkasi(formal power series ring) olarak
adlandirilir.
Tanim 2.2.2 R bir halka olmak tizere
Rlz;z71] = {Z a;x" : a; € R (k ve n negatif olabilir)}
i=k
kiimesi polinomlardaki bilinen toplama ve carpma iglemleriyle bir halkadir ve bu

halka Laurent polinomlar halkas: olarak adlandirilir.

Tanim 2.2.3 R bir halka ve @« : R — R bir halka endomorfimas: olsun. Bir

0 : R — R toplamsal dontistimii; her a,b € R i¢in
d(ab) = 0(a)b+ afa)d(b)

ozelligini saglarsa, bu durumda § doniigiimiine R'nin bir a-tirevi (a-derivation)

denir.

Tanim 2.2.4 R bir halka; «, R’nin bir endomorfizmasi ve §, R'nin bir a-tiirevi
olsun. R halkasimin R|x; o, ] Ore genislemesi; bilinen toplama ve herhangi bira € R
icin

za = afa)r + 6(a)
ile tanimlanan yeni ¢arpma iglemi ile birlikte bir halkadir. Eger §, R'nin sifir endo-
morfizmasi ise, bu durumda Rlx; o, 0] yerine R[z; o] yazilir ve bu halka endomorfizma
tipinin bir Ore geniglemesi (ya da skew polinom halkast) olarak adlandirihr. Diger

bir ifadeyle R|x; ] kiimesi polinomlardaki bilinen toplama iglemi ve
zra = afa)r

ile tamimlanan ¢arpma islemi ile birlikte bir halkadir. R|[[x; a]] halkasi ise skew kuvvet

seriler halkas: olarak adlandirilir.

Ozel olarak «, R’nin birim endomorfizmasi ve 9, R’nin sifir endomorfizmasi olarak

alimirsa R[x; I, 0] = R|x] olacag aciktir.



2.3 Matris Halkalar:

Bu boliimde bir R halkasindan elde edilen bazi 6zel tipteki matris halkalar1 taniti-

lacaktir.

Tanim 2.3.1 R bir halka olmak tizere R iizerindeki n x n tipindeki tiim ma-
trislerin kiimesi, matrislerdeki toplama ve carpma iglemlerine gore toplamsal birimi
n x n tipindeki sifir matrisi, ¢carpimsal birimi ise n x n tipindeki birim matris olan
bir halkadir. Burada sifir matrisi O ile birim matrisi ise [I,, ile gosterilecektir. R

tizerindeki n x n tipindeki tiim matrislerin halkasi
My (R) = {laijlnxn : aij € R}
ile gosterilecektir. R iizerindeki n x n tipindeki tiim tist tiggensel matrislerin halkasi
ise
UTMn(R> = {[aij]an D € R ve 1 >j iken Qij = 0}

ile gosterilecektir.

Tanim 2.3.2 Herhangi bir R halkasi lizerinde ¢. satir j. siitunundaki bilegeni 1,
diger bilegenleri 0 olan matrislere matris birimleri (matrix units) denir ve Ej; ile
gosterilir. Ornegin herhangi bir R halkas: tizerindeki tiim 2 x 2 tipindeki matris

birimleri

dir.

Tanim 2.3.3 Herhangi bir A € M, (R) i¢in, RA = {rA: r € R} olsun. n > 2 i¢in
{E;;: 1<4,j <n} matris birimleri kiimesi olmak iizere, V = 37" F; ;1 olsun.

n = 2k > 2 ¢ift sayisi icin,

k n k+1 n
=> Y REy BiR)=> > RE;
i=1 j=k+i i=1 j=kti—1
ve n = 2k 4+ 1 > 3 tek sayis1 icin,
k+1 n k+2 n
=> Y REy B)R)=> > RE;
i=1 j=k+i i=1 j=k+i—1



olarak tanimlanir. Diger taraftan

n =2k icin An(R) = RI,+ RV + ...+ RVF1 4+ A°(R),
B,.(R) = RI,+ RV + ...+ RV¥2 4+ B¢(R),
n=2k+1 i¢gin  A,(R)=RI,+ RV +...+ RV + A°(R),
B,(R) = RI,+ RV + ...+ RV¥?2 4+ B%(R)

olarak tanimlanir. Ornegin,

;

a; ay a b
0 a; as ¢
Ay(R) =
0 0 a; as
\ 0 0 0 a
(
ag a b ¢
0 ag d r
By(R) =
0 0 aq S
\ 0 0 0 a
(

ap, aa a b ¢

0 ag ao d r

As(R) = 0 0 a; as s

0 0 0 a; as

\ 0 0 0 0 ag

aqa a b ¢ d

0 agp r s t

B;(R) = 0 0 ag u w

0 0 0 a w

0 0 0 0 a

\

seklindedir (Lee ve Zhou 2004).

2.4 Klasik Sag Kesirler Halkasi

Tanim 2.4.1 R bir halka olsun. s € R olmak ftizere her 0 # r € R i¢in rs # 0 ve

sr # 0 ise s’ye regiiler eleman denir. Bagka bir ifadeyle bir » € R i¢in rs = 0 veya

D aq,as,a,b,c,d,r,s € R},

©ay,ag,a,b,c € R},

©ay,a,b,c,d,r,s €R

cay,a,be,d,ry s, t,u,v,w € R

sr = 0 iken r = 0 oluyorsa s’ye regiiler eleman denir.

7




Bir halkanin birimi regiiler eleman iken sifir1 regiiler eleman degildir. Ayrica bir R
halkasinin tersinir elemanlari da regiilerdir. Gergekten; s € R tersinir olsun. r € R
olmak iizere rs = 0 oldugunu kabul edelim. s tersinir oldugundan rss= = 0s~! olur.
Buradan r = 0 olup s regiilerdir. Fakat bu ifadenin tersi her zaman dogru degildir.
(")rneé;in Z halkasinda 2 regiiler eleman fakat tersinir degildir. Bundan bagka bir

tamlik bolgesinde sifirdan farkli her eleman regiilerdir.

Tanim 2.4.2 S, R'nin ¢arpimsal alt monoidi (birimli ve birlesmeli) olmak tizere

(i) v: R — @ homomorfizmas: her s € S i¢in v(s) tersinir olacak sekilde vardir.

(ii) @mun her elemam s € S ve r € R igin [v(s)]'v(r) formundadir.

ozellikleri saglanirsa () halkasina R nin S’ye gore kesirlerinin halkas: denir.

Lemma 2.4.3 S = {r € R: r regiler eleman} kiimesi R'nin bir ¢arpimsal alt

monoididir.

ispat ri,ro € S alalim. riro € S yani riry regiiler oldugunu gosterelim. Kabul
edelim ki r(ry73) = 0 olsun. R halkasi birlesmeli oldugundan (rri)rs = 0 olup
ro regiller eleman oldugundan rry = 0’dir. 7y regiiler eleman oldugundan r = 0
bulunur. Benzer olarak (r175)r = 0 olsun. R halkas: birlesmeli oldugundan ry (ror) =
0 olup r; regiiler oldugundan ror = 0 olur. ry regiiler eleman oldugundan r = 0
elde edilir. Sonug olarak riry € S bulunur. 1p € S ve S’de birlesme 6zelligi var

oldugundan S, R’nin ¢arpimsal monoididir. O]

Tanim 2.4.4 S = {r € R: r regiler eleman} olmak {izere birebir olan ¢ : R — @

doniigimi varsa Q’ya R'nin klasik sag kesirler halkasi denir.

Tanmim 2.4.5 S, R’nin bir alt monoidi olsun. Bu durumda

(i) Herhangi s; € S ve 1 € R igin sory = 1951 olacak sgekilde s, € S ve ry € R

vardir.

(ii) 7 € Rve s € Sigin rs = 0 ise s'r = 0 olacak sekilde s’ € S vardur.

ozellikleri saglanirsa S’ye bir Dominator (ya da Ore) kiime denir.

Onerme 2.4.6 R, S 'yve gore kesir halkasina sahipse S Ore kiimedir.



2.5 Bazi1 Halka Siniflar:

Bu kisimda Armendariz halkalarla iligkileri olan bazi halka siiflarinin tanimlar:

verilecek ve aralarindaki iligkiler incelenecektir.

Tanim 2.5.1 Bir R halkasinin bir a elemani i¢in a™ = 0 olacak sekilde bir n dogal
say1s1 varsa a elemani stel sifir (nilpotent) olarak adlandirilir. Bu 6zelligi saglayan
en kiiciik n dogal sayisina da a elemaninin dstel sifirlik indeksi (nilpotency index)
denir. Bir R halkasinin her bir elemani tistel sifir olan bir N idealine nil ideal denir

(Anderson ve Fuller 1992).

Tamim 2.5.2 Bir R halkasimin e? = e ozelligini saglayan bir e elemanina eskare
(idempotent) denir. Birimli bir halka her zaman 0 ve 1 egkarelerine sahiptir. R
halkasinin bir e egkare eleman1 R'nin merkezinde ise, yani her a € R i¢in ae = ea
oluyorsa e eskare eleman1 merkezil eskare (central idempotent) olarak adlandirihr

(Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.5.3 Bir R halkasinin tiim eskareleri merkezil ise R halkas1 abelyan olarak

adlandirilir.

Tanim 2.5.4 Bir R halkasinin sifirdan farklh iistel sifir elemani yoksa veya denk
olarak; @ € R icin a®> = 0 olmasi a = 0 olmasim gerektiriyorsa, bu durumda R’ye
inmig (reduced) halka denir. Inmig bir halkanm her alt halkasinin da inmis oldugu

aciktir.

Tanim 2.5.5 Habeb 1990’da; a,b € R i¢in ab = 0 iken ba = 0 oluyorsa R halkasini
sifur degismeli (zero commutative) olarak adlandirmigtir. Cohn 1999’da bu ozelligi
saglayan halkalar1 terslenebilir (reversible) adi altinda incelemigtir. Terslenebilir
halkalar ayni zamanda 1999’da Anderson ve Camillo tarafindan sifir carpimlar
degigir (zero products commute) ozelligine sahip halkalar olarak ZCy adi altinda
cahigilmigtir. Ayrica 1977’de Krempa ve Niewieczerzal bu ozelligi saglayan halkalara

Co halka adin vermislerdir.

R halkasi inmis ise terslenebilirdir. Gergekten; R’'nin inmig oldugunu kabul edelim.
R'nin terslenebilir oldugunu gosterelim. Bunun i¢in ab = 0 olsun. (ba)? = baba = 0

olup R inmis oldugundan ba = 0 olur. Dolayisiyla R terslenebilirdir.
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Tanim 2.5.6 a,b,c € R icin abc = 0 iken acb = 0 oluyorsa R halkas1 simetrik
(symetric) olarak adlandirihr (Lambek 1971). Anderson ve Camillo 1999’da simetrik

halkalar i¢in ZCj5 notasyonunu kullanarak bu halka sinifinin 6zelliklerini incelemistir.

Her inmisg halka simetriktir (Shin 1973). Simdi bunu gosterelim; a,b,c € R igin
abc = 0 olsun. Bu esitlik sagdan b ile ¢arpilirsa abch = 0 olur. R terslenebilir
oldugundan bcba = 0 bulunur. Son esitlik sagdan c ile garpilirsa bebac = 0 elde
edilir. R terslenebilir oldugundan cbach = 0 olur. Bu durumda (cba)? = cbacba = 0
ve R inmis oldugundan cba = 0 olup R terslenebilir oldugundan acb = 0 bulunur.
Boylece R simetriktir. Fakat simetrik olup ta, inmis olmayan halka siniflar1 da vardir
(Anderson ve Camillo 1999).

Degismeli halkalarin simetrik oldugu acgiktir. Simetrik halkalarin terslenebilir oldugu
da kolayca gosterilebilir; a,b € R i¢in ab = 0 olsun. Buradan lab = 0 olup R simetrik
oldugundan 1ba = ba = 0 elde edilir. Fakat bu gerektirmenin tersi dogru olmayabilir

(Anderson ve Camillo 1999) ve (Marks 2002).

Tanim 2.5.7 a,b € R i¢in ab = 0 iken aRb = 0 oluyorsa R halkas1 yaridegismeli
(semicommutative) olarak adlandirihr (Shin 1973). Bir R halkasmnm yaridegismeli
olmasi igin gerek ve yeter kogul her bir a € R i¢in rg(a) sag sifirlayan (ya da lg(a) sol
sifirlayan) kiimesinin R'nin bir ideali olmasidir. Shin yaridegismeli halkalar igin ST
ozelligine sahip halkalar adini da kullanmigtir. Yaridegismeli halkalar ayni zamanda

Habep tarafindan zero insertive adi altinda 1990 yilinda ¢aligilmigtar.

Her terslenebilir halka yaridegismelidir. Gergekten; a,b € R i¢in ab = 0 olsun. R
ters- lenebilir oldugundan ba = 0 olur. Bu esitlik sagdan herhangi bir » € R ile
carpilirsa bar = 0 olur. Buradan R terslenebilir oldugundan arb = 0 elde edilir.
Boylece aRb = 0, yani R halkas1 yaridegismelidir.

Diger taraftan her yaridegismeli halka abelyan halkadir. Simdi bunu gosterelim:
e? = ¢ € R olsun. Bu durumda e(1—e¢) = 0’dir. R halkasi yaridegismeli oldugundan
eR(1 —e) = 0 olur. Bu durumda herhangi bir € R igin er(1 — e) = 0 bulunur.
Buradan ere = er elde edilir. Diger taraftan (1—e)e = 0’dir. R halkasi yaridegismeli

oldugundan (1 — e)Re = 0 olur. Bu durumda herhangi bir » € R igin (1 —e)re =0
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bulunur. Buradan ere = re elde edilir. Sonug olarak herhangi bir r € R i¢in er = re
oldugundan e egkare elemani merkezildir, yani R halkasi abelyandir.
Boylece yukarida tanimlar: verilen halka simiflari i¢in agagidaki gerektirmeler vardir.

Fakat genel olarak bu gerektirmelerin herbirinin tersi dogru degildir.

R inmis = R simetrik = R terslenebilir = R yaridegismeli = R abelyan

Tanim 2.5.8 a € Rigin aRa = 0 iken a = 0 oluyorsa R halkas1 yarmasal (semiprime)
olarak adlandirilir. Yariasal halkalarin sinifinin, inmig halkalarin simifi tarafindan

kapsandigi ¢ok agiktir.

Tanim 2.5.9 R bir halka olmak iizere R'nin bogtan farkh her alt kiimesinin sag (ya
da sol) sifirlayan bir egkare eleman tarafindan tiretiliyorsa, yani her bir ) # X C R
alt kiimesi igin rz(X) = eR (ya da [gr(X) = Rf) olacak sekilde bir ¢ = ¢ € R (ya
da f? = f € R) varsa R halkas1 Baer olarak adlandirilir.

Tanim 2.5.10 R bir halka olmak iizere R'nin her bir temel sag ideali projektif
ya da denk olarak R'nin her bir elemanimin sag (ya da sol) sifirlayani bir egkare
eleman tarafindan tiretiliyorsa, yani her bir a € R elemani i¢in rg(a) = eR (ya da
Ir(a) = Rf) olacak sekilde bir e* = e € R (ya da f* = f € R) varsa R halkasi
sag p.p (ya da sol p.p) olarak adlandirilir. R halkasi hem sag p.p hem de sol p.p ise
kisaca p.p-halka olarak adlandirilir.

Baer halkalarin p.p-halka oldugu agiktir. Bundan bagka abelyan sag (sol) p.p-

halkalar inmig halkalardir.

Tanim 2.5.11 R bir halka olmak iizere aba = a olacak sekilde bir b € R varsaa € R
elemanina von Neumann regiler denir. R halkasimnin her elemani von Neumann

regiiler ise R halkas1 von Neumann reguler olarak adlandirilir.

Tanim 2.5.12 R bir halka olmak iizere her bir a € R icin a = @b olacak sekilde

b € R varsa R halkas1 strongly regiiler olarak adlandirilir.

Lemma 2.5.13 R halkasinin strongly regiiler olmasi icin gerek ve yeter kogul R'nin

von Neumann regiiler ve inmig olmasidir.
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ispat R strongly regiiler olsun. Oncelikle R’nin inmig oldugunu gosterelim. a € R
icin a? = 0 olsun. R strongly regiiler oldugundan a € R icin a = a?b olacak sekilde
b € R vardir. Buradan a = a?b = 0b = 0 oldugundan R inmistir. Simdi R’nin von
Neumann regiiler oldugunu gosterelim. a = a?b oldugu kullanilarak (aba — a)* =
(aba — a)(aba — a) = aba*ba — aba® — a*ba + a* = aba® — aba® = 0 elde edilir. R
inmis oldugundan aba — a = 0 olup a = aba olacak sekilde b € R vardir. Boylece R
von Neumann regilerdir.

Tersine R'nin von Neumann regiiler ve inmis oldugunu kabul edelim. a € R alalim.
R von Neumann regiiler oldugundan a = aba olacak sekilde b € R vardir. (a—a?b)? =
(a — a®b)(a — a®b) = a* — a®b — a*ba + a*ba’*b = a® — a®b — aaba + aabaab =
a® — a’b — a®> — a®b = 0 olup R inmis oldugundan a — a?b = 0’dir. Bu durumda

a = a®b olacak sekilde b € R bulundugundan R strongly regiilerdir. O

Lemma 2.5.14 R strongly regiiler ise R'nin herhangi bir A ideali i¢in R/A strongly

regiiler ve inmigtir.

Ispat R strongly regiiler olsun. 4+ A € R/A alalim. Bu durumda r € R olup
R strongly regiiler oldugundan r = r2b olacak sekilde b € R vardir. Buradan
r+A=1r+A=(r>+ A)(b+ A) olacak sekilde b + A € R/A var oldugundan
R/A strongly regiilerdir. Simdi R/A’min inmis oldugunu gosterelim. r+ A € R/A
igin (r + A)2 = A olsun. R/A strongly regiiler oldugundan r + A € R/A igin
r+ A= (r+ A)?*0b+ A) olacak sekilde b+ A € R/A vardir. Bu durumda r + A =
(r+A?0b+A) =+ A 0D+ A = Ab+ A) = A olup r € A bulunur. Boylece
R/A inmistir. O

Tamm 2.5.15 R birimli degismeli bir halka olmak fizere f € R[z] i¢in f'nin Ay
icerigi (content’t) f’nin katayilar tarafindan tiretilen R’nin idealidir. f,g € Rlx]
igin Af, C ApA, ozelligi her zaman saglanir. Tsang 1965'te; her f,g € R[z] igin

Asq = AfA, oluyorsa R halkasini Gaussian olarak adlandirmigtir.
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3 ARMENDARIZ HALKALAR

Bu bolimde ilk olarak Armendariz halka sinifi tamtilarak ozellikleri verilecektir.
Ayrica bir halkanin Armendariz olmasi i¢in bazi karakterizasyonlar ifade edilecektir.
Bununla birlikte Armendariz olmayan matris halkalarinin Armendariz olan baz1 alt
halkalar1 incelenecektir. Bundan baska Armendariz halkalarin diger halka simflariyla

aralarindaki iligkiler arastirilacaktir.

3.1 Armendariz Olan Halkalar

Caligmamizin bu boliimiinde; 1997 yilinda Rege ve Chhawchharia’nin Armendariz
halka kavramini tanitmasindan bugiine kadar Armendariz halkalarla ilgili, farkh
yazarlar tarafin-dan elde edilen, baz ozellikler ayrintili bir bicimde incelenecektir.
Ayrica Armendariz halkalarin diger halka simiflariyla aralarindaki iligkiler aragtirila-

caktir.

Tanim 3.1.1 f(x) = ap+a1z+. . .+a,z™ ve g(z) = bp+biz+. . .+b,x" € R[x] olmak
tizere f(z)g(x) = 0 iken her bir 4,5 icin a;b; = 0 oluyorsa R halkasi Armendariz

olarak adlandirilir (Rege and Chhawchharia, 1997).
Lemma 3.1.2 Armendariz halkalarin alt halkalar1 da Armendariz’dir.

Ispat R Armendariz ve S < R olsun. S’nin Armendariz oldugunu gosterelim.

f(x) =ag+arx+ ...+ anx™ ve g(x) = by + iz + ... + b,x™ € S[z] olmak tizere
f(z)g(xz) = 0 olsun. Her 4,7 icin a;,b; € S ve S < R oldugundan a;,b; € R'dir. R
Armendariz oldugundan f(z)g(xz) = 0 ise her 4, j i¢in a;b; = 0’dir. Bundan dolay:
S Armendariz’dir. O

Lemma 3.1.3 Bir R halkas: inmig ise Armendariz’dir (Armendariz, 1974).

Ispat Kabul edelim ki R inmis bir halka olsun. R'nin Armendariz oldugunu gostere-
lim. f(x) = ap+arz+.. . 4+a,2™ ve g(x) = bo+byz+.. . +b,2" € R[z] icin f(z)g(x) =
0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda f(z)g(x) = agbo+(agbi+a1bo)x+(azby+a1by+
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a0b2)$2+(a3b0+a2b1 +a162—|—a0b3)x3+. . .+(anb0+an_1b1—|—. . .+albn_1+a0bn)$" =0
oldugundan agagidaki esitlikler elde edilir.

aobo =0

~—~~ o~ o~
w W
N =
—_ = ~— ~—

a0b1 + Cllbo =0

@
w

&gbo + a1b1 + CLobz =0

w
o

agbo + agbl + albg + a0b3 =0

Clnbo -+ an,161 + ..+ albn,1 + &an =0 (35)

(3.1)’den agby = 0 olup (R inmis oldugundan R terslenebilirdir) buradan byag = 0
olur. Ayrica R inmig oldugundan R yaridegismelidir. Boylece agby = 0’dan agRby =
0 bulunur. (3.2) esitligi sagdan by ile garpilirsa agbiby + a1b3 = 0 olur. Bu durumda
albg = 0 dir. Yani a;bgby = 0 olup R terslenebilir oldugundan dolay1 bya;0p = 0
olur. (aiby)? = aibpaiby = 0 ve R inmis oldugundan a;by = 0 elde edilir. Bu
ifade (3.2) esitliginde yerine yazilirsa agb; = 0 bulunur. (3.3) esitligi sagdan by ile
carpilirsa asb3 + a1b1by + agbaby = 0 ve buradan ayb? = 0 olur. Yani asbyby = 0 olup
R terslenebilir oldugundan byasby = 0 olur. (ashy)? = asboasby = 0 olup R inmis
oldugundan asby = 0 bulunur. Bu ifade (3.3) esitliginde yerine yazihirsa a;b; +agbs =
0 esitligi elde edilir. Bu esitligi sagdan b; ile garparsak (a1b;)? + agbsby = 0 olup
alb% = 0 olur. Yani a1b;0; = 0 olup R terslenebilir oldugundan b,a,b; = 0 olur.
(a1b1)? = aibyaiby = 0 olup R inmis oldugundan a;b; = 0 elde edilir. Bu durumda
apby = 0 bulunur. Bu gekilde devam edilirse her 4, j i¢in a;b; = 0 oldugu gortliir.

Sonug olarak R Armendariz’dir. O]

Rege ve Chhawchharia 1997°de, yukaridaki lemmanin tersinin her zaman dogru ol-

madigin asagidaki onermeyi ispatlayarak gostermislerdir.

Onerme 3.1.4 n bir tam karenin kat1 olan bir dogal say1 olmak tizere Z/nZ halkasi

inmis degildir fakat Armendarizdir.

Ispat p bir asal say1 olmak tizere n = p™ oldugunu kabul edelim. Bu durumda Z/nZ

halkasinin inmis olmadig1 agiktir. Simdi Z/nZ’nin Armendariz oldugunu gosterelim.
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() = (ap+nZ) + (e +nZ)x + ...+ (ap +nZ)z* = (ag+ a1z + ... +apz®) +nZ =
f(x) +nZve g(x) = (bo + nZ) + (by + nZ)x + ... + (b + nZ)x' = (by + byz + ... +
biz') + nZ = g(z) + nZ € (Z/nZ)[z]" de f(z)g(x) = 0 olacak sekilde polinomlar
olsun. Bu durumda f(z)g(z) + nZ = (nZ)[x] olup f(x)g(z) € (nZ)[z|'dir. Yani
n | f(x)g(z)dir. n = p™ ve p asal oldugundan f'(z) = ay + ayx + ... + a,z* ve
g (z) = by+bz+. . .+ba! katsayilar p tarafindan béliinemeyen en biiyiik ortak bolen
polinomlar olmak iizere f(z) = p"f (z) ve g(z) = p*g (x) yazilir. Bu esitliklerden
a; = p’"a; ve b; = psb;. elde edilir. Buradan r 4+ s > m oldugu agiktir. Boylece her ¢
ve j igin n = p™ oldugu goz oniine alnarak @;b; = (a; +nZ)(b; +nZ) = a;b; + nZ =
p”a;psb; +nZ = p’”*sa;b;- +nZ = p”*sa;b;» + p™Z = p™Z = nZ = 0 bulunur. Sonuc
olarak p asal say1 olmak iizere Z/p™7Z Armendariz’dir.

n bir dogal say1 ise her bir p; asal say1 olmak tizere n = p{'p5?...p;" yazlabilir.

Cin kalan teoreminden Z/nZ = Z/p*'Z & Z/p?Z @ ... ® Z/p;Z’ dir. Yukarida
gosterildigi gibi her bir Z/p*Z Armendariz oldugundan Z/nZ Armendariz’dir. [

Asagidaki teorem, Onerme 3.1.4’{n bir genellemesi oldugundan benzer bir ispata

sahiptir.

Teorem 3.1.5 R degismeli bir P.I.D. (temel ideal bolgesi) ve A, R'nin bir ideali ise,
bu durumda R/A boliim halkast Armendariz’'dir (Rege and Chhawchharia, 1997).

Teorem 3.1.6 R bir bolge (domain), A; R’ nin bir ideali ve R/A Armendariz olsun.
Bu durumda T'(R, R/A) Armendariz’dir (Rege and Chhawchharia, 1997).

Ispat R bir bolge ve A; R’ nin bir ideali olsun. R/A = {r+ A | r € R}’mn Armen-
dariz oldugunu kabul edelim. T(R, R/A) = {(r,s + A) | r,s € R} kiimesi R/A'nmn
R ile asikar genislemesi olmak iizere f(z) = > " (a;,@)', g(x) = Y7 (b;,75)2 €
(T'(R,R/A))[x] alalm. (T'(R,R/A))[z] = T(R[z], (R/A)[x]) oldugu gz Oniine ali-
narak f(z) = (ag, o)+ (a1, )z +. ..+ (@, U )™ = ((a0+ @12+ . . .+ apa™), (Ug+
Uir+...4+Uymx™)) bigiminde yazilabileceginden fo(z) = ag+a1x+. ..+ a,z™ € R|x]

ve fi(x) =T+ +. ..+ Uye™ € (R/A)[z] olmak tizere f(x) = (fo(z), fi(x)) olur.
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Benzer olarak g(x) = (go(x), g1(x)) yazilabilir. f(z)g(x) = 0 oldugundan

fo(x)go(z)
folx)gi(x) + fi(x)go(x) =0 (3.7)

0 (3.6)

esitlikleri elde edilir.

1.Durum: (3.6) esitliginde fo(z) = 0 (yani her 7 i¢gin a; = 0) ise (3.7) esitliginden
fi(®)go(r) = 0 bulunur. R/A Armendariz oldugundan her 4, j i¢in u;b; = 0 bu-
lunur. Bu durumda her i, j icin (a;, %) (b;, 77) = (asby, a;v; + uzb;) = (0b;,00; + 0) =
(0,0) = 0 olup ispat tamamlanir.

2.Durum: (3.6) esitliginde go(x) = 0 (yani her j icin b; = 0) ise (3.7) esitliginden
fo()g1(x) = 0 bulunur. R/A Armendariz oldugundan her i, j i¢in @v; = 0 bu-
lunur. Bu durumda her i, j i¢in (a;, %) (bj, 77) = (aib;, a;v; + uzb;) = (a;0,0 + 1w;0) =

(0,0) = 0 olup ispat tamamlanir. ]

Rege ve Chhawchharia 1997 de yukaridaki teoremin 6zel bir durumu olarak agagidaki

sonucu vermiglerdir.
Sonuc 3.1.7 Her bir n dogal sayisi i¢in T'(Z,Z/nZ) Armendariz’dir.

Ispat Z tam sayilar kiimesi sifir bolensiz bir halka ve her bir n dogal sayisi icin
nZ’nin Z'nin bir ideali oldugu agiktir. Her bir n dogal sayisi i¢in Z/nZ’nin Armen-
dariz oldugu Onerme 3.1.4’ten biliniyor. Buna gore Teorem 3.1.6’dan T'(Z, Z/nZ) nin
Armendariz oldugu agiktir. O

Teorem 3.1.6°dan R sifir bolensiz bir halka iken T'(R, R)'nin Armendariz oldugu
sonucu ¢ikarilabilir. Bu sonug ise inmis halkalara agagidaki gibi genigletilebilir. Fakat

daha once teoremin ispati i¢in gerekli olan asagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 3.1.8 Bir R halkasinin inmis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R[z]’in inmig

olmasidir.

ispat R[z]’in inmig oldugunu kabul edelim. R’nin inmis oldugunu gosterelim. Bunun
i¢in @ € R olmak iizere a®> = 0 olsun. a € R C R[] oldugundan a € R[z]'dir. R[z]

inmis oldugundan a? = 0 ise @ = 0 olup ispat tamamlanir. Tersine R inmis olsun.
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R[z])'in inmig oldugunu gosterelim. f(z) = ag+a1x+...+a,2" € R[x] olmak iizere

(f(z))? = 0 olsun. Bu durumda

ag =0 (3.8)

apay + ajag =0 (3.9)

apas + ajaq + asag =0 (3.10)

apasz + a1as + asay + azag =0 (3.11)

aogay + aras + asas + asa; + agag =0 (3.12)
aply + a1Qp_1 + ...+ ap_1a1 + a,ag =0 (3.13)

egitlikleri elde edilir. R inmig oldugu i¢in (3.8) esitliginden ay = 0 olarak bulunur.
(3.10) esitliginde ag = 0 yazilirsa a? = 0 ve buradan da R inmig oldugundan a; =
0 olur. (3.12) esitliginde ise ag = 0 ve a; = 0 yazildiginda a3 = 0 ve R inmis
oldugundan dolay1 a; = 0 olarak bulunur. Bu sekilde devam edilecek olursa her

icin f(x)’'in katsayilar1 olan a; = 0 olur. Boylece R|x] inmistir. O

Onerme 3.1.9 R halkas: inmis ise, bu durumda T'(R, R) Armendariz'dir (Rege
and Chhawchharia, 1997).

ispat R inmis bir halka olsun. 7'(R, R)'nin Armendariz oldugunu gésterelim.
(T'(R, R))[x] = T(R[z], R[z])

oldugu kullanilarak

folz) = aa’, fi(x Zuzx go(x Zb o ogi(x) =) vl
i=0 =0

olmak tizere f(x)g(x) = 0 olacak sekilde f(z) = (fo(x), f1(x)),g(z) = (90(x), g1(2)) €
T(R[z], R[z]) alahm. f(z)g(x) = 0 olmasindan

fo(z)go(z) =0 (3.14)
fo(®)gi(x) + fi(x)go(x) = 0 (3.15)

esitlikleri elde edilir. R inmig oldugundan Lemma 3.1.8’den R[z] inmistir. O
halde (3.14)'ten go(x)fo(z) = 0 olur. (3.15) esitligi soldan go(z) ile garpilirsa
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go(x) f1(z)go(x) = 0 elde edilir. Buradan (f;(z)go(x))* = 0 olup R[z| inmis oldugun-
dan fi(z)go(x) = 0 bulunur. Bu sonug (3.15) esitliginde yerine yazilirsa fo(z)g1(x) =
0 olur.

Jo(x)go(x) =0, fo(x)gi(z) =0, fi(z)go(x) =0

esitlikleri kullanilarak R Armendariz oldugundan her bir ¢, j igin
CLibj = O, a;V; = O, Uibj =0

bulunur. Boylece her i, j igin (a;, u;)(b;,v;) = (a;b;, a;v;+u;b;) = (0,040) = 0 olur.
Sonug olarak T'(R, R) Armendariz’dir. H

Teorem 3.1.6'min bir geniglemesi olan agagidaki onermenin ispat1 yukaridaki ispata

benzer olarak yapilir.

Onerme 3.1.10 R inmis bir halka ve R/A inmis olacak bi¢imde A, R'nin bir ideali
olsun. Bu durumda T'(R, R/A) Armendariz’dir (Rege and Chhawchharia, 1997).

Sonuc 3.1.11 R strongly regiiler bir halka olmak iizere R'nin herbir A ideali i¢in
T(R,R/A) Armendariz’'dir (Rege and Chhawchharia, 1997).

Ispat R strongly regiiler oldugundan Lemma 2.5.13’ten R inmis ve R'nin her-
hangi bir A ideali i¢in Lemma 2.5.14’ten R/A inmistir. Boylece Onerme 3.1.10’dan
T(R,R/A)min Armendariz oldugu agiktir. O

Onerme 3.1.12 K bir cisim, h : K — K bir cisim monomorfizmasi ve V bir K-
vektor uzayi olsun. Bu durumda K (+),V Armendariz’dir (Rege and Chhawchharia,
1997).

Ispat h homomorfizmas: yardimiyla dogal olarak h : K[z] — K[z] halka homo-
morfizmasi tanimhdir. V]z] modilii K[z] iizerinde burulmasiz (torsion free) olan
bir modiildiir. Buna gore (K (+),V)[z] = K[z](+),V [z] oldugu géz 6niine alinarak
fo(z),g0(z) € K[x] ve fi(x),g1(x) € V[z] olmak tizere f(z)g(x) = 0 olacak sekilde
1@) = (ol@), Fi(2)), 9(2) = (90(2), 1(x)) € (K (+)aV)[a] polinomlarm alali.
f(x)g(x) = 0 oldugundan

fo(z)go(x) =0 (3.16)
h(fo(x))g1(x) + go(x) fi(z) =0 (3.17)
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esitlikleri elde edilir. f(z) = 0 veya g(z) = 0 ise (ayn1 anda fo(x), fi(x) = 0 veya
go(x), g1(x) = 0 olacagindan) ispat agiktir. Simdi diger durumlar: inceleyelim:
1.Durum: fo(z) = 0, fakat fi(xz) # 0 olsun. Bu durumda h(fy(z)) = 0 olup
(3.17) esitliginden go(x)fi(z) = 0 bulunur. V[z| modiilii K[z] tizerinde burulmasiz
oldugundan gy(z) = 0 elde edilir.

2.Durum: go(z) = 0, fakat g;(x) # 0 olsun. Bu durumda h(fy(x))g1(x) = 0 olup
1.Duruma benzer olarak h(fy(z)) = 0 bulunur. A birebir oldugundan fy(z) = 0 olur.
Boylece f(z) = (0, fi(z)) ve g(z) = (0, g1(z)) bi¢iminde olmak zorundadir. Sonug
olarak her iki durum igin de K (+),V halkasinin Armendariz oldugu elde edilir. [

Sonuc 3.1.13 K bir cisim ve V' bir K-vektor uzay: ise, bu durumda V # 0
iken K(4)V = T(K,V) agikar geniglemesi inmis olmayan degigmeli Armendariz bir

halkadir (Rege and Chhawchharia, 1997).

Ispat Onerme 3.1.12’de h birim déniigiim olarak almrsa K (+),V = T(K, V) olacag
i¢in ispat acgiktir. O

Anderson ve Camillo 1998’de bir R halkas: {izerindeki Armendarizlik kogulunu asa-

gidaki gibi daha genel olarak ifade etmiglerdir.

Onerme 3.1.14 Armendariz olan bir R halkasim goz oniine alahm. fifo... fn =0
olacak sekilde fi, fa,..., fn € Rx] ise, bu durumda a;’ler f;’lerin katsayilar1 olmak

uzere ajas . ..a, = 0'dir.

Ispat R Armendariz bir halka ve a;’ler fi'nin katsayilar1 olmak tizere fi, fo, ..., fn €
Rlz] i¢in fifa... fn = 0 olsun. Bu durumda fi(fs... f,) = 0 olur. R Armendariz
oldugundan fs... f,’in herhangi bir b katsayisi icin a;b = 0 bulunur. ayfs... f, =
0 ise (ar1f2)(fs...fn) = 0’dir. R Armendariz oldugundan f3... f,’in herhangi ¢

katsayisi igin (ajaz)c = 0 olur. Bu sekilde devam edilirse aqas . . . a,, = 0 bulunur. [

Anderson ve Camillo 1998’de, bir halkanin Armendariz olmasi i¢in agagidaki gibi bir

karakterizasyon vermislerdir.

Teorem 3.1.15 Bir R halkasinin Armendariz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

R[z])'in Armendariz olmasidir.
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Ispat R[z]'in Armendariz oldugunu kabul edelim. Bu durumda R < R[z] olup,
Armendariz halkalarin alt halkalar1 da Armendariz oldugundan, R Armendariz’dir.
Diger taraftan R Armendariz bir halka olsun. R[z]'in Armendariz oldugunu gostere-
lim. f(t) = fo+ fit+...+ fut",9(t) = go+ it + ...+ gmt™ € (R[x])[t] olmak iizere
f(t)g(t) = 0 oldugunu kabul edelim. Her bir 4, j i¢in f;g; = 0 oldugunu gostere-
lim. der kisaltmasi polinomlarin derecesini gostermek ve sifir polinomunun derecesi

0 olmak tizere
k =derfy +derf, + ...+ derf, +dergy + derg; + ...+ derg,,

olsun. f(z*) = fo+ fiz®¥+. ..+ fuz*, g(a®) = go+ g1 + ... + gat™ € R[x] olur.
fi (sirasiyla g;)'nin katsayilarimn kiimesi f(z*) (swrasiyla g(2*))nin katsayilarim
kiimesine egittir. Bundan dolay1 f(z*), g(z*) € R[x] olur. Kabulden f(¢)g(t) = 0
ve z, R'nin elemanlan ile yer degistirdiginden f(z*)g(2*) = 0 olur. R Armendariz
oldugundan f;'nin herbir katsayis1 g; nin herbir katsayisim sifirlar. Buradan her 4, j

i¢in f;g; = 0 olur. Boylece R[z] Armendariz’dir. O

Teorem 3.1.15ten R Armendariz iken R’'nin skew polinom halkasinin Armendariz

olmasindan siiphe edilebilir. Fakat asagidaki ornek bunun dogru olmadigini gosterir.

Ornek 3.1.16 Z,, 2 modiiliine gore kalan simiflarinin halkasi olsun. Bilegensel
toplama ve ¢arpma iglemleriyle Zs ¢ Zs halkasini goz ontine alahm. R = Zy @ Zo
diyelim. R’nin degigmeli ve inmis oldugu agiktir. Bundan dolayr R Armendariz’dir.
R'min (a,b) = a((a,b)) = (b,a) ile tammh o : R — R endomorfizmasimi gz

oniine alahm. a’nin bir otomorfizma oldugu kolayca goriilebilir. Simdi R|x; o]’ nin

(0,1) + [(1,0)z]y € R[z;ally] olsun. f(y)g(y) = 0 dir. Gergekten; f(y)g
(1,0)(0,1) + (1, 0)[(L, 0)]y + [(1,0)a]y (0, 1) + [(1, 0)a]y[(1, 0)x]y = (0,0) +[(1,
(1,0)a(0, Dx]y+[(T,0)e(1, 0)2?]y* = (0,0)+[(L, 0)z+(1,0)(1, 0)x]y+[(L,0)(1, 0)=?]y

= (0,0) + (0,0)zy + (0,0)a?y? = 0’ dir. Fakat (1,0)[(1,0)z] = (1,0)x # 0’dir. Bun-

Armendariz olmadigim gosterelim. Bunun igin f(y) = (1,0) + [(1,0)z]y, g(y) =

(y) =
0)x +
)T

dan dolayr R[z;a] Armendariz degildir.

Sonuc 3.1.17 R Armendariz bir halka ve {X,}; R iizerinde elemanlarla yer degige-
bilen bilinmeyenlerin herhangi bir kiimesi olsun. Bu durumda R[{ X, }]'nin herhangi

bir alt halkas1 da Armendariz’dir (Anderson and Camillo, 1998).
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Ispat Oncelikle R[{X,}]’mn Armendariz oldugunu gosterelim. f,g € R[{X,}][T]
olmak tizere fg = 0 olsun. {X,}'nn uygun bir sonlu {X,,, Xa,,..., X4, } alt
kiimesi i¢in f,g € R[{Xa,, Xag---» Xay }][T] olur. R Armendariz oldugundan
Teorem 3.1.15'ten R[{X,,}] Armendariz’dir. R[{X,,}] Armendariz oldugundan
Teorem 3.1.15ten R[{X,,}|[{Xa,}] Armendariz’dir. Bu sekilde devam edilerek
RIX][Y] = R[XY] oldugu g6z oniine alimarak R[{X,,, Xa,,- -, Xa, ]’ 00 Armen-
dariz oldugu ispatlanir. R[{Xa.,, Xas,---, Xa,}] Armendariz oldugundan dolay:
frg9 € R{Xay, Xag,---, Xa, }] i¢in fg = 0 ise f'nin her bir a; katsayis1 ve ¢g'nin
her bir b; katsayis i¢in a;b; = 0 olur. Boylece R[{X,}] Armendariz’'dir. Armendariz
bir halkanmn her alt halkasi Armendariz oldugu igin R[{X,}|'nin her bir alt halkas

da Armendariz’dir. O

Anderson ve Camillo 1998’de Onerme 3.1.14 ve Sonu¢ 3.1.17°yi birlestirerek Armen-

dariz halkalarin asagidaki gibi bir karakterizasyonu elde etmislerdir.
Teorem 3.1.18 Bir R halkas i¢in agagidakiler denktir:

(1) R Armendarizdir.

(2) {X.}, R lizerindeki degigebilen bilinmeyenlerin herhangi bir kiimesi olmak
lzere
fifa... fu = 0 olacak bigimde fi, fo,..., fu € R[{Xa}] ise, bu durumda a;’ler

fi'nin katsayilar1 olmak iizere ajas . ..a, = 0’dir.

Ispat (2) = (1) R[{X,}]’dan alman n tane polinomun carpmm sifir iken, kat-
sayllarmin ¢arpimi da sifir oldugundan 6zel olarak R[{X,}]'dan iki polinom igin
de (yani f(z),g(z) € R{X,}] icin) f(z)g(z) = 0 ise a;'ler f(x)’in katsayisi ve b;’ler
g(x)’in katsayis1 olmak iizere a;b; = 0 olur. Bundan dolay1 R Armendariz’dir.

(1) = (2) R Armendariz olsun. fi, fao,..., fn € R{Xa,, Xay, - - -, Xa, }] olmak tizere
a;'ler fi'nin katsayilari olsun. Her bir f; polinomu R[{X,,, }]’ deki bir polinom
olarak f; = Y fi,(Xa,)' € R{Xa,, Xas,- -+ Xap1 }][Xa,,] biciminde yazlabilir.
Sonug 3.1.17’den R[{Xal,XOQ, cos Xay, 4 }] Armendariz oldugundan jq, jo, . .., j,’in
herhangi se¢imi i¢in f1; f2, ... fn;, = 0 olur. Her bir a; uygun f; nin bir katsayisi

oldugundan Onerme 3.1.14 geregince ayas . .. a, = 0 olur. [
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Asgagidaki teorem Armendariz olan bir halkaya ornek tegkil eder.

Teorem 3.1.19 R bir halka ve n > 2 bir dogal say1 olsun. Bu durumda
R[X]/(2")in Armendariz olmas: igin gerek ve yeter kogul R’nin inmig olmasidir

(Anderson and Camillo, 1998).

Ispat 2", R[X]'in her elemam ile degismeli oldugu icin (z") = {f(x)z" : f(z) € R[X]}

kiimesi R[X]’in merkezindedir. T = x + (") olmak iizere
R[x]/(xn) = {(10 +aT+ ...+ an_@"_l ta; € R}

bi¢iminde yazilabilir.

(=) R[X]/(X™) Armendariz olsun. R’nin inmig oldugunu gostermek i¢in (“a® = 0
iken a = 0 = a" = 0 iken a = 0”7 ozelliginden yararlanarak) r € R ve ™ = 0
oldugunu kabul edelim. f(z) =r —zt , g(z) =r" ' +r" 22t + ...+ (2)" 1" €
(R[X]/(z™))[t] olmak tizere f(z)g(x) = (r —zt)(r" ' +r" 22 + ...+ ()" 1"1) =
r™ — (z)"t"™ = 0 olup R[X]|/(2™) Armendariz oldugundan f(x) ve g(z)’in her bir
katsayisinin carpimi 0’dir. Béylece 7(7)" ™! = 0 bulunur. Buradan r(z + (z7))"! =
0 yani r(z" ! + (z")) = 0’dir. Bu durumda (r + (z"))(z" ! + (z™)) = 0 olup
ra" !+ (z") = 0 + (2") yazilirsa rz"~! € (z") olur. Bu durumda rz"~! = 2"h(x)
olacak sekilde h(x) € R[X] vardir. ra" ! = 2"(cy + c12 + ... + cxx®) ve buradan
ra" ! = cox" + iz .+ cpz™tF olup r = 0 elde edilir. Sonuc olarak R inmistir.
(<) Tersine R inmis olsun.

R[X]/(2")in Armendariz oldugunu gosterelim. R[X]/(z")de T = = + (2") = u
ile gosterelim. w, R'nin elemanlar ile yer degisir ve u" = (z)" = (x + (2"))" =
2" 4+ (2") = (2") = 0’dwr. f;, g; € Rlu] olmak tizere f = fo+ fit + ...+ fut", g =
Gotgit+...+gmt™ € (Rlu))[t] igin fg = 0olsun. f;(u) = a;y+a,u+...+a;, _u"'e
R[u] i¢in f = (ag, + ag,u+ ...+ ag, ,u™ )+ (ay, +a,u+...+ay, w4+ +
(Ang + Ayt + ...+ ap, U = (ag, + argt + .. + anot™) + (ao, + ar,t+ ... +
A, T+ . .+ (ag, ,+ay, t+...+a,, t"u"' = fo+ fiut. ..+ fr_1u""! bigiminde
yazilabildiginden f; € R[t] olmak tizere f = fo+ fiu+...+ fuu"! € (R[t])[u] olur.
g; € RJ[t] olmak iizere g = go + g1u+ ...+ go1u" ' € (R[t])[u] oldugu benzer olarak
gosterilebilir. Kabulden fg = (fo+ fiu+...+ fa1u™ H(go+qru+...+gn1u™ 1) =
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fogo+ (fog1+ figo)u+(foga+ frg1+ fago)u?+. ..+ (fogn-1-+- . .+ fu—1g0)u™ ' = 0’dur.

i+ j > nise u'™ =0 olacagimdan f;u''nin katsayilar1 g;u/'nin katsayilarim sifirlar.
i+j < mnise f;,g; € R[t] icin fi’nin katsayilar1 g;'nin katsayilarm sifirlar. Bu
durumda f'nin katsayilar1 ¢g'nin katsayilarim sifirlamig olur. Sonug olarak R[u] =

R[X]/(2"™) Armendariz’dir. O

Anderson ve Camillo 1998’de, (agagida verilecek olan) Teorem 3.1.22’de bir halkanin
Armendariz olmasi i¢in bazi karakterizasyonlar vermislerdir. Oncelikle bu teoremin

ispatinda kullanilacak olan agagidaki iki lemmay1 verelim.

Lemma 3.1.20 R von Neumann regiiler bir halka olmak iizere, R[x]te iki lineer
polinomun carpimu sifir iken bu polinomlarin katsayilarinin ¢arpimi sifir oluyorsa

her a,b € R igin br(a) Nar(b) = 0’dur.

Ispat R von Neumann regiiler bir halka olmak iizere, RJx]’de iki lineer polinomun
carpimi sifir iken bunlarin katsayilarimin garpimi sifir olsun. br(a) N ar(b) # 0
oldugunu kabul edelim. Bu durumda en az bir 0 # ¢ € br(a)Nar(b) vardir. Buradan
0# c€br(a) ve 0 # ¢ € ar(b)’dir. Yani 0 # ¢ = bt olacak sekilde ¢ € r(a) ve
0 # ¢ = as olacak gekilde s € r(b) vardir. O halde 0 # ¢ = bt = as olacak sekilde
t € r(a) ve s € r(b) vardir. bt = as olup as — bt = 0’dir. Simdi f(z) = a — bx
ve g(x) = t + sz polinomlart R[z]'de iki lineer polinomdur. Ayrica f(z)g(z) =
(a — bx)(t + sz) = at + (as — bt)z — (bs)z? = 0’dir. Fakat bt # 0 olmas: kabiiliimiiz

ile geligir. O halde kabultimiiz yanhgtir. Sonug olarak br(a) N ar(b) = 0’dr. O

Lemma 3.1.21 e ile f von Neumann regiiler bir R halkasinin iki idempotenti olsun.

Bu durumda fe =0 ise, ef = 0’dur.

ispat e ve f bir R halkasinin iki idempotenti olmak iizere fe = 0 olsun. Lemma
3.1.20'de “b” yerine “€” ve “a” yerine “1 — f” alalim. Bu durumda r(a) = fR ve
r(b) = (1 — e)R'dir. Gergekten z € r(a) ise ax = 0 yani (1 — f)x = 0’dir. Buradan
x— fr =0o0lup x = fr € fR dir. Yani r(a) C fR bulunur. y € fR alalim.
Bu durumda y = fr olacak sekilde r € R vardir. Buradan (1 — f)y = (1 — f)fr
yazarsak ay = fr — fr = 0’dan ay = 0 olur. Yani y € r(a) olup fR C r(a)'dir.
Boylece r(a) = fRdir.
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x € r(b) ise bx = 0 yani ex = 0’dir. Ayn1 zamanda —ex = 0’dir. Buradan x —ex =z
yazilirsa x = (1 — e)z € (1 — e)R olur. Yani r(b) C (1 —e)Rdir. y € (1 —€e)R
alalim. Bu durumda y = (1 — e)r olacak sekilde r € R vardir. Bu esitligi soldan
e ile carparsak ey = e(1 — e)r olur. Diizenlersek by = er —er = 0 olup by = 0
bulunur Yani y € r(b) olup (1 —e)R C r(b)’'dir. Sonug olarak r(b) = (1 — e)R’ dir.
Lemma 3.1.20°den br(a) N ar(b) = 0 oldugundan 0 = br(a) Nar(b) = efRN (1 —
fll—e)Rdir. ef =(1—f)(1—e)(—f) € (1= f)(1—e)R ve ef € ef R oldugundan
ef eefRN(1— f)(1 —e)R=0dir. Budurumda ef = 0 bulunur. ]

Teorem 3.1.22 Von Neumann regiiler bir R halkas: i¢in agagidakiler denktir:

(1) R Armendariz.
(2) R inmis.

(3) R’den katsayil iki lineer polinomun carpimi sifir ise bunlarin katsayilarinin

carpimi sifirdir.

(Anderson and Camillo, 1998).

Ispat (2) = (1) ve (1) = (3) gerektirmelerinin dogru oldugu aciktir. (3) = (2)yi
ispatlamamiz yeterlidir. Bunun i¢in de Goodearl tarafindan 1991’de ispatlanan
Lemma 3.1 ve Teorem 3.2’den yararlanacagiz.
(3) = (2) R[z]'de iki lineer polinomun carpimi sifir iken bunlarin katsayilarimimn
carpimu sifir olsun. Herhangi e € R egkare elemani ve herhangi bir r € R i¢in
2 =(e+er(l—e))(e+er(l —e))

=e+er(l—e)+er(l—clet+er(l—e)er(l—e)

=e+er —ere+ere—ere=c+er(l—e)

=z
oldugundan z = e + er(1 — e) egkare elemandir. Ayrica

(1—e)z=(1—-e)(et+er(l—e))=(1—e)e+(1—eler(l—e)=e—e=0

oldugundan Lemma 3.1.21’den z(1—e) = 0 olur. Bu durumda e(1—e)+er(l—e) =0
yani er(1 —e) = 0 elde edilir. Bu durumda eR(1 —e) = 0 bulunur. Bdylece R

inmistir. [
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Simdi, bir R halkasinin bir [ ideali ve halkanin bu ideal yardimi ile elde edilen homo-
morfik goriintiisi Armendariz iken, R halkasinin Armendariz olup olmadigina dair

ornekler tizerinde duralim.

Ozel olarak R inmis bir halka olsun. Sonuc 3.1.6’dan 7' = T(R, R) asikar genislemesi

ros
Armendariz’dir. T =T(R, R) = 1,8 € R} agikar geniglemesinin asal
0 r
0 s 1 0
radikali P(T") = : r € R ’dir. Ayrica ¢ P(T) oldugundan
0 0 01

P(T); T'nin birimsiz bir idealidir. f(z) = ap + ayz + ... + ap2” ve g(z) = [y +
iz + ... + Bpa™ polinomlart P(T)[z]'de f(x)g(xz) = O olacak sekilde polinomlar

3} . . . 0 r 0 sy
olmak tizere her 0 <1 <nve 0 <j <mign ao; = ve 3; =
0 0 0 0
bi¢iminde oldugundan
0 r; 0 Sj
Oézﬂj = =0
0 0 0 0

olur. Boylece P(T) birimsiz Armendariz bir halkadir. Bu durumda Armendarizlik

ros
tanimi birimsiz halkalar iizerinde de gecgerli olur. Bundan baska ¢ =r

0 r
ile tanimli ¢ : T — R doniigiimii Kerp = P(T') olan bir epimorfizmadir. Bu

durumda I. izomorfizma teoremi geregince 7/P(T) = R’dir. R inmis oldugundan
Armendariz’dir. Bundan dolay1 T/ P(T) Armendariz’dir.

R abelyan halka ve P(R); R'nin asal radikali olmak iizere R/P(R) ve P(R) Armen-
dariz iken R’nin Armendariz olmasindan siiphe edilebilir. Fakat agagidaki ¢rnek

bunun dogru olmadigini gosterir.

. a c
Ornek 3.1.23 Z tamsayilar halkas1 ve R = ca—b=c=0 (mod 2)

olsun. O zaman R’nin asal radikali

25



dir. P(R)mnin Armendariz oldugu agiktir. Ayrica R'nin egkare elemanlari sadece

0 0 1
ve ‘dir. Bu elemanlar ayni zamanda merkezil oldugundan R
00 0 1
abelyandir.

R/P(R) ={x+ P(R): =z € R}

a c a c
= + P(R) : €ER
0 b 0 b
a 0 0 c
= + +P(R): a—b=c=0 (mod 2)
0 b 00
a 0
= +P(R): a—b=0 (mod 2)

0 b

1%

{(a,b): a—b=0 (mod 2)}

((a,b))? = (a,b)(a,b) = (a®,b*) = 0 iken a = 0 ve b = 0 oldugundan (a,b) =
(0,0)’dir. Boylece R/P(R) inmigtir. Bundan dolay1 R/P(R) Armendariz’dir. Simdi
R’nin Armendariz olmadigini gosterelim.

2 2 0 2 0 2 0 2
f(z) = + x ve g(x)= + r € Rx]
0 2 00 0 -2 00
0 0
0 0

polinomlar i¢in f(z)g(x) = 0 olur. Fakat = # O

2 4
0 0
oldugundan R Armendariz degildir.

Bundan bagka R'nin sifirdan farkl her I 6z ideali i¢in I ve R/I Armendariz iken
R'nin Armendariz olup olmadigindan gtiphe edilebilir. Fakat Kim ve Lee 2000’de

agagidaki ornegi vererek bunun olmadigini gostermislerdir.

Ornek 3.1.24 F bir cisim olsun ve R = halkasini goz ontine alalim.

0 F
R’nin Armendariz olmadigini daha 6nce belirtmistik. Simdi R’nin sifirdan farkh bir

I 6z ideali igin I'nin ve R/I'min Armendariz oldugunu gosterelim. R'nin sifirdan

farkl 0z idealleri sadece
/

F F 0 F 0 F
0 O 0 F 0 O



. F
Ilk olarak I = idealini g6z Oniine alahm. R/I = F ve F inmig

0 0

oldugundan R/I inmistir. Bundan dolay1 R/I Armendariz’dir.Simdi /'nin Armen-
a; bz
dariz oldugunu gosterelim. 0 <7 < nve 0 < 7 < m i¢cin o; = ve

0 0

c; dj
B = 77| olmak iizere f(z) = ag 4+ onx 4 ... + apa” ve g(x) = By + Pz +

0 0
oo+ Bma™ € Ix] olsun. f(z)g(x) = O oldugunu kabul edelim.

Bu durumda,;

cofio = ap by co dy _ aoCo  Gody _0
0 0 0 O 0 0
olmasindan dolay1 agcg = 0 = agdy dir. Kabul edelim ki oy # O ve By # O olsun.
Bu durumda oy # O ise ag # 0 veya by # 0’dir. ag # 0 ise ¢ = 0 = dy ise Sy = O
oldugundan celigki elde edilir. Boylece ag = 0 ve by # 0 olmalidir.

Bu durumda;

0 bo Co do

oo = =0
0 O 0 O
0 b() Co do

Qo = =0
0 O 0 O
0 b() Cm dm

aOﬁm = =0
0 O 0 0

oldugundan her 0 < j < m icin op8; = O elde edilir.
. ap bl Co do
Bu ifade f(x)g(z) = O olmasinda kullamlarak oy 8y = =0
0 0 0 O

bulunur. Bu durumda a;cy = 0 = a;dy olur. Kabul edelim ki a; # O ve By # O
olsun. Bu durumda oy # O ise a; # 0 veya by # 0 dir. a1 # 0ise ¢g = 0 = dj

olacagindan By = O olur. Ve bu bir ¢eligkidir. Bu nedenle a; = 0 ve by # 0 olmalidir.
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Bu durumda,;

0 b co d

abo=| T =0
0 0 0 0
0 b cp d

oy = 1 1 a1 _0
0 0 0 0
0 bl Cm dm

alﬂm = =0
0 0 0 O

oldugundan her 0 < 57 < m i¢in ay3; = O elde edilir. Bu sekilde devam edilirse her

i,7 icin a;3; = O olur. Boylece I Armendariz’dir.

0
J = olsun. R/J = F ve F inmig oldugundan R/J inmistir. Bundan

0 F
dolay1 R/J Armendariz’dir. Yukarida I'min Armendariz oldugunun gésterilmesine

benzer olarak J'nin Armendariz oldugu da gosterilebilir.

Son olarak K = olsun.

R/K ={A+K: Ac R}

a b
= +K: abceF
0 c
a 0 0 b
= + +K: abceF
0 c 0 0
a 0
= +K: acelF
0 c
SEFg F

olup F' @ F inmig oldugundan R/K inmistir. Bundan dolay1 R/K Armendariz’dir.
K? = O oldugundan K’dan alnan iki elemanin carpimi daima sifirdir. Bundan

dolayr K Armendariz’dir.
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Yukaridaki érnekte R’'nin herhangi bir I 6z ideali igin I ve R/I Armendariz iken
R’nin Armendariz olmadigr gosterildi. Fakat 2002’de Huh ve digerleri “I'min Ar-
mendariz olmasi” yerine “/'nin inmig olmas1” kosulunu alarak yani daha giiclii bir

kosul ilave ederek asagidaki teoremi ispatlamiglardir.

Teorem 3.1.25 Bir R halkasi ve R'nin uygun bir [ ideali igin R/I'min Armendariz

oldugunu kabul edelim. I inmig ise, bu durumda R Armendariz’dir.

Ispat Oncelikle a,b € R olmak iizere ab = 0 iken bIb C I oldugundan (bla)? = 0
ve I inmig oldugundan bla = 0 olduguna dikkat edelim. R/I'min Armendariz ve
I'nin inmig oldugunu kabul edelim. R’nin Armendariz oldugunu gosterelim. Bunun
icin f(x)g(x) = 0 olacak sekilde f(x) = > aa’,g(x) = d°7_obja? € R[z] poli-
nomlarini goz 6niine alalm. R/ Armendariz oldugundan her 4, j i¢in a;b; € I'dur.
Her 4,7 icin a;b; = 0 oldugunu m > 0 olmak iizere m ilizerinde tiimevarim uygula-
yarak gosterelim. m = 0 icin ispat aciktir. m > 1 oldugunu kabul edelim. Iddia
ediyoruz ki her j € {0,1,2,...n} icin apb; = 0’dir. Varsayalim ki uygun bir j icin
agb; # 0 olsun. agb, # 0 ozelligini saglayan en kiglik say1 k& olsun. Bu durumda
j€{0,1,...k — 1} i¢in agb; = 0 olur. Ispatm baginda bahsedilen ifadeden dolay

bjlay = 0 bulunur.
(ak_jbj)(aobk)2 = aj—;bj(aobr)aoby € ar—_;bjlaghy = ax_;(bjlag)by =0

oldugundan (ay_;b;)(aeby)? = 0 bulunur. f(z)g(z) = 0 esitliginden elde edilen z*'h
terimin katsayisi

k—1
aobk + albk_l + ...+ akbo = aobk + Z ak_jbj =0

=0
olur. Bu esitlik sag taraftan (agby)? ile carpilirsa (aobk)(aobk)Q—l—Z?;é a—ibj(agby)?* =
0 olup (aghi)® = 0 bulunur. agby € I ve I inmis oldugundan agby = 0 elde edilir. Bu
ise agb, # 0 olmasi ile celigir. O halde her j € 0,1,2...,n icin ayb; = 0 olmaldir.
Buradan fi(x) = a1 +asx+. ..+ a,z™ ! olmak tizere fi(x)g(x) = 0 bulunur. Fakat
fi(x)’'in derecesi m’den daha kii¢iik oldugu i¢in tiimevarim hipotezinden, 1 <7 < m

ve 0 < 7 < n olmak tizere her 4, j i¢in a;0; = 0 olur. Bundan dolay1 0 < < m ve

0 < j < n olmak tizere her i, j i¢in a;b; = 0 olup ispat tamamlanir. [
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Lemma 3.1.26 Herhangi bir agikar olmayan e € R egkare elemani i¢cin R Armen-

dariz ise eRe Armendariz’dir.

Ispat R Armendariz olsun. p(z) = erge + eriex + ... + erpea” ve q(z) = esoe +
esiex + ... + espex™ € eRelx] i¢in p(x)g(z) = 0 oldugunu kabul edelim. Aym
zamanda p(z), ¢(z) € R[z] ve R Armendariz oldugundan her i, j igin er;es;je = 0’dur.

Sonug olarak eRe Armendariz’dir. m

Herhangi agikar olmayan e € R egkaresi igin yukaridaki ifadenin tersi olan “eRe
Armendariz iken R Armendariz midir?” sorusu akla gelebilir. Fakat agagidaki ¢érnek
bunun genelde dogru olmadigini gosterir.

. _ Lo 7
Ornek 3.1.27 Zy, ={0,1} ve R = > ™ | olsun. R'nin Armendariz olmadig1

0 Zs
agiktir. R'nin birimden farkh agikar eskare elemanlar:

10 00 11 0 1
— — ) _ _ ) _ _ ve — —
00 01 00 0 1
10
dir. Sadece e; = | | eskare elemani igin e; Re;” nin Armendariz oldugunu
00
gostere-
lim.
10 Zy 7 10
61R61 = _ 2 2 L
00 0 Zs 00
Lo 7o 10
0 0 00
Zy 0
00

~7.,

ve Zs inmis oldugundan ey Re; inmistir. Bundan dolay1 e; Re; Armendariz’dir. Ben-

zer olarak esRes, e3Res ve ey Rey/nin Armendariz oldugu gosterilebilir.
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R Armendariz iken herhangi bir e € R egkare elemani i¢in e Re Armendariz’dir, fakat
M, (R) halkasi Armendariz olmadigindan “Armendarizlik” 6zelligi Morita degismez
(invaryant) bir ozellik degildir.

Huh ve digerleri 2002’de; Kim ve Lee’nin 2000’de ispatladiklar1 Lemma 3.1.26’y1

agagidaki gibi genellegtirmiglerdir.

Onerme 3.1.28 Abelyan bir R halkas: i¢in agagidakiler denktir:
(1) R Armendariz’dir
(2) R'nin her e eskare eleman: i¢in eR ve (1 — ¢)R Armendariz’dir.

(3) R’nin uygun bir e egkare elemani igin eR ve (1 — )R Armendariz’dir.

Ispat (1) = (2) eR ve (1 — e)R halkalar1 R’nin alt halkalar oldugundan aciktur.
(2) = (3) ispat1 agikardir. (3) = (1) oldugunu gosterelim. eR ve (1 — e)R Ar-
mendariz olsun. R'mnin Armendariz oldugunu gosterelim. f(z)g(x) = 0 olacak
sekilde f(r) = Y air’, g(x) = Y0 bjx’ € R[r] polinomlarmi alalm. Uy-
gun bir e = e € R igin srasiyla (eR)[z] ve ((1 — e)R)[z|'te fi(z) = ef(x),
gi(x) = eg(x) ve fa(z) = (1 = e)f(x), g2(x) = (1 — e)g(x) polinomlarm goz
oniine alahm. Bu durumda R abelyan oldugundan e merkezildir. Buradan 0 =
F(@)9(2) = fi(@)1(2) + fo(2)g2(2) olup (eR)[z] de fi(x)gi(x) = 0 ve (1 — &) R)fa]
de fa(x)g2(x) = 07 dir. Kabulden her 4,5 i¢in a;bje = 0 ve a;b;(1 —e) = 0 olur.
Boylece her 4, j icin a;b; = a;b; + a;bje — a;bje = a;bje + a;bj(1 —e) =0+0=0
oldugundan R Armendariz’dir. O

3.2 Armendariz Olmayan Halkalar

Rege ve Chhawchharia 1997’de, herhangi bir birimli halka iizerinde n > 2 olmak
tizere M, (R) halkasinin Armendariz olmadigini, agagidaki érnegi vererek gostermis-

lerdir.

Ornek 3.2.1 R herhangi bir halka olmak iizere M, (R)[z]'de f(z) = Eox + Ep
ve g(x) = Eyj1x — E9 polinomlar gbz oniine alindiginda f(z)g(x) = O’dir. Fakat
FE11Ey; = Epp # O oldugundan M,,(R) matris halkasi Armendariz degildir.
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2000 yilinda Kim ve Lee bu ifadeyi asagidaki gibi daha da genellegtirmislerdir.

Ornek 3.2.2 R bir halka olsun. n > 2 olmak tlzere R halkasi tizerindeki n x n
tipindeki st tiggensel matrislerin UT'M,,(R) halkast Armendariz degildir. Bu hal-
kalarin Armendariz olmadigini géstermek i¢in R halkas iizerindeki 2 x 2 tipindeki tist
tiggensel matrislerin UT M, (R) halkasinin Armendariz olmadigii gostermek yeter-

lidir. R tizerindeki 2 x 2 tipinde iist iiggensel matrislerin halkasi

a b
UTMy(R) = s a,bceR
0 ¢
10 1 -1 0 0 01
olmak tizere f(z) = + z,g(x) = + T €
0 0 0 O 01 01
10 01 0 1
(UTMs(R))[z] igin f(x)g(x) = 0’dir. Fakat = # O
0 0 01 0 0

oldugundan UT Ms(R) Armendariz degildir. Lemma 3.1.2 geregince R iizerindeki

n X n tipindeki tst ticgensel matrislerin halkasi Armendariz degildir.

Fakat agagidaki ornekte de goriilebilecegi gibi 3 x 3 tipindeki iist licgensel matrisler

halkasinin Armendariz olan alt halkalar1 bulunabilir.

Onerme 3.2.3 R inmig bir halka olsun. Bu durumda

a b ¢
S = 0 a d|: abcdeR
0 0 a

halkas1 Armendariz’dir (Kim and Lee, 2000)

ar b o az by 2
Ispat Oncelikle 0 a, dy |, 0 as dy | €S elemanlan icin toplama ve
0 0 a 0 0 a

carpmay1 asagidaki gibi gosterebiliriz.

(a1, b1, c1,dr) + (ag, by, c2,dz) = (a1 + az, biby, c1 + ¢z, dy + do)
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(a1, b1, c1,dy)(ag, be, ca,da) = (araz, a1bs + byas, ajca + bids + crag, a1ds + diaz)

Bundan dolay1 S|x]'deki her polinom R[z]'deki uygun p;(z) polinomlari i¢in
(po(x), p1(z), p2(x), p3(x)) formunda yazilabilir. S[z|deki

f(@) = (fo(x), [1(2), fo(2), fs(x)) ve g(x) = (g0(2), 91(x), 92(), g5())

polinomlart igin f(x)g(z) = 0 olsun. Bu durumda

fo(z)go(z) =0 (3.18)

fo(x)gi(z) + fi(z)go(z) =0 (3.19)

Jo(@)ga2(x) + f1(x)gs(x) + fa(2)go(x) =0 (3.20)
fo(z)gs(x) + f3(z)go(x) =0 (3.21)

egitlikleri elde edilir. Lemma 3.1.8’den R inmis oldugundan dolay1 R[x] inmig olup
buradan da R[z] terslenebilirdir. Bu durumda (3.18) esitliginden go(z)fo(xz) =
0'cr. (3.19) esitligi sagdan fy(z) ile garpihrsa fo(2)g1(x)fo(x) + fi(2)go(x) fo(x) =
fo(z)g1(x) fo(z) = 0 olur ki buradan fy(z)gi;(x) = 0 bulunur. Bu ifade (3.19)’da
yerine yazilirsa fi(z)go(x) = 0 elde edilir. (3.21) esitligi sagdan fo(x) ile garpilirsa
fo(x)g3(z) fo(x) + f3(x)go(2) fo(x) = fo(2)g3(x) fo(z) = 0 olup buradan fy(z)gs(z) =
0 elde edilir. Bu esitlik (3.21)’de yerine yazilirsa f3(x)go(z) = 0 olur. (3.20) esitligi

sagdan fo(z) ile carpilirsa

fo(@)g2() fo(x) + fi(z)gs(z) fo(w) + f2(2)g0(x) fo(x) = fo(z)ga(z) fo(x) =0

oldugundan fy(x)g2(x) = 0 bulunur. Bu ifade (3.20)’de yerine yazilirsa f;(z)gs(z) +
fa(z)go(x) = 0 olur. Bu esitlik sagdan f;(z) ile garpilirsa

fi(@)gs(x) fi(z) + fa(2)go(x) fi(w) = fi(z)gs(z) fi(z) =0

oldugundan f;(z)gs(z) = 0 bulunur. Bu ifade (3.20) esitliginde yazilirsa fo(2z)go(z) =
0 olur. Simdi

folx) =) aia’, filz) =) ba's fol@)=) ca’s fa(x)=) da'
=0 1=0 =0 =0

gO(:C> :ZCL;.%', gl(x) :Zb;"rj7 QQ(SC) = ZC;-LCj, g3(x) :Zd;ilfj
Jj=0 j=0 j=0 j=0



olmak tizere

o[ e b I
flz) = Z 0 a di |2, g(x)= Z 0 ay dj ’
i=0 =0
0 0 a ’ 0 0 ay

polinomlarini goz oniine alalim. Onceki sonucglardan her 7, j icin
;a5 = 0, (libj/ = 0, biaj/ = 07 aidj’ =0

diaj/ = O, aiCjr = 0, bidj/ = O, CiQjr = 0

bulunur. Sonug olarak her ¢, j igin

a; bZ C; Q5 bj/ Cjr
0 a; dl 0 Qg dj’ =0
0 O a; 0 0 a;r

oldugundan S Armendariz’dir.

S bir inmis halka olmak iizere

( )
a a2 @13 Qin

0 a a3 a9,

Rn: 2 ? . CL,CLUES>
0 0 a Qs
0 0 0 a

\

halkasini goz oniine alalim. Onerme 3.2.3%e gore, n > 4 icin R,’in Armendariz ol-

masindan siiphe edilebilir. Fakat agagidaki ornekte goriilecegi gibi R,,’in Armendariz

olmadigini Kim ve Lee 2000’de kanitlamiglardir.

Ornek 3.2.4 R herhangi bir halka olmak iizere Ry[z] halkasinda f(z) = Fis +

(B2 — Er3)x ve g(x) = Esy+ (Foy + Esq)x polinomlart igin f(x)g(z) = O’dir. Fakat

EsFyy = E14 # O oldugundan dolay1 Ry, Armendariz degildir.

Onerme 3.2.3’iin bir sonucu olan (Rege ve Chhawchharia tarafindan 1997 yihnda

ispatlanan) agagidaki sonucun ispatin1 daha basit bir bigimde verebiliriz.

Sonuc 3.2.5 R bir inmig halka olsun. Bu durumda T'(R, R) agikar genislemesi

Armendariz’dir (Kim and Lee, 2000).
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. r s
Ispat R bir inmig halka olsun. T'(R, R) = : a,b € R } oldugu biliniyor.
0 r
a b 0
,
: a,b € R } halkasi ile U = 0 a 0 |: abée R ) halkas: ara-
0 r

o

0 a
sinda r + a, s — b tamimlanarak bir izomorfizma kurulabilir. Bundan dolay1

a b 0
T(R,R)=U = 0 a 0 |:abeR
0 0 a

olur. U; Onerme 3.2.3’teki S’nin bir alt halkasidir. S Armendariz oldugundan U
Armendariz’dir. Bundan dolay1 T'(R, R) Armendariz’dir. O

Sonug 3.2.5%e bakilarak R Armendariz iken T'(R, R)'nin Armendariz olmasindan

siiphe edilebilir. Fakat agagidaki ornekte de goriilebilecegi gibi R Armendariz iken
T(R, R) Armendariz olmayabilir (Kim and Lee, 2000).

Ornek 3.2.6 T inmis bir halka olsun. Bu durumda Sonug 3.2.5’ten

a b
T(T,T)= R = ca,beT
0 a
halkas1 Armendariz’dir.
A K
S=T(R,R) = : AJK€eR
0 A

halkasinin Armendariz olmadigim gosterelim. Bunun igin S[z|’te

01 0 0 01 -1 0
0 0 0 0 0 0 0 —1
fx) = + x
0 0 01 0 0 01
00 0 0 00 0 0
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ve

01 00 01 10
0 0 0 0 00 0 1
g(x) = x
00 01 00 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0
polinomlarimi géz 6ntine alalim. f(z)g(z) = O olmasina ragmen
01 00 01 10
0 0 00 00 0 1
A(]Bl -
00 01 00 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 01
0 0 0 0
= # O
0 0 0 0
0 0 0 0

oldugundan S Armendariz degildir. Dolayisiyla R Armendariz halkasimn T'(R, R)

agikar genisglemesi Armendariz degildir.

Lee ve Wong 2003’te asagidaki lemmay1 ispatladiktan sonra Kim ve Leenin 2000’de
ispatladiklar1 “R inmis = T(R, R) Armendariz” ifadesini genellestirerek ispatin

(daha zekice) farkli bir bi¢imde vermiglerdir.

Lemma 3.2.7 Kabul edelim ki herhangi bir R halkasi icin a? = 0 = b? ve ab = ba #
0 olacak sekilde a,b € R elemanlar1 var olsun. Bu durumda R Armendariz degildir

(Lee and Wong, 2003).

Ispat Herhangi bir R halkas icin a2 = 0 = b2 ve ab = ba # 0 olacak sekilde a,b € R
elemanlarimin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda f(z) = a+bz, g(x) = a—bx €
Rz] polinomlar i¢in f(z)g(z) = O’dir. Fakat ab # 0 oldugundan R Armendariz
degildir. [

Teorem 3.2.8 Bir R halkasinin inmig olmasi igin gerek ve yeter kosul T'(R, R) nin

Armendariz olmasidir (Lee and Wong, 2003).
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ispat R halkasi inmig iken 7T'(R, R)'nin Armendariz oldugu Sonug 3.2.5’ten agiktr.

Tersine, kabul edelim ki R halkasi inmis olmasin. Bu durumda u? = 0 olacak sekilde

r s u 0
0#u€ Rvardir. S=T(R,R) = :r,s € R olsun. A =
0 r 0 u
1
ve B = € S elemanlarim alalim. A% = 0 = B? oldugu aciktir. Ayrica u #
0 0
0 u
0 oldugundan AB = BA = # O olup Lemma 3.2.7’den S Armendariz
0 0
degildir. Boyle T'(R, R) Armendariz degildir. O

Bir R halkasi i¢in, R Armendariz iken her alt halkasinin da Armendariz oldugunu
daha once belirtmistik. Ayrica R halkasinin Armendariz olan alt halkalarinin her-
hangi bir {S;}; zinciri i¢in |J, S; kiimesinin R'nin Armendariz olan bir alt halkas:
oldugu agiktir. Bundan dolay1 bir R halkasinin her Armendariz alt halkasi R'nin uy-
gun bir maksimal Armendariz alt halkasinda kapsanir. Anderson ve Camillo 1998’de
(Teorem 3.1.19'da goriildiigii gibi) “herhangi n > 2 i¢in R’nin inmis olmasi igin
gerek ve yeter kogul R[z]/(2™)’in Armendariz olmasidir” ispatlamiglardir. Burada
R[z]/(z™)in UTM,(R)'nin bir alt halkasi1 olan RI, + RV + RV? + ... + RV""!
halkasma izomorf olduguna dikkat edilmelidir. Kim ve Lee 2000’de (Ornek 3.2.2)
herhangi bir n > 2 icin UT M, (R)’nin Armendariz olmadigim fakat Onerme 3.2.3’te
inmig olan bir R halkasi i¢cin UT M;s(R) nin bir alt halkasi olan S = RI3 + RE; 2 +
RE, 3+ RE, 3 halkasinin Armendariz oldugunu gostermislerdir. Bundan dolay: inmis
bir R halkasi igin UTM,,(R)'nin tiim bilinen Armendariz alt halkalarini kapsayan
UTM,(R)'nin en biiyiikk (genig) Armendariz alt halkasim bulabiliriz. Bunun igin

oncelikle Bolim 2.3’te verilen baz1 notasyonlar: hatirlatalim:

Herhangi bir A € M, (R) i¢in, RA = {rA: r € R} olsun. n > 2i¢in {E;; : 1<

i,7 < n} matris birimleri kiimesi olmak iizere,

n—1
V= § Ei,iJrl
i=1

olsun.
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n = 2k > 2 ¢ift sayis1 igin,

k n k+1 n
AZ(R)=)_ ) REy, BiR)=)_ > RE
i=1 j=kti i=1 j=k+i—1
ve n =2k 4+ 1 > 3 tek sayist i¢in,
k+1 n k+2 n
A0(R)=>" > REy;, B)R)=> > RE;
i=1 j=k+i i=1 j=k+i—1

olarak tanimlanir. Diger taraftan

n =2k icin An(R) = RI,+ RV + ...+ RVF1 4 A°(R),
B,.(R) = RI,+ RV + ...+ RV¥2 4+ B¢(R),
n=2k+1 i¢gimn  A,(R)=RI,+ RV +...+ RV + A°(R),
B.(R)=RI,+ RV + ...+ RV¥2 4+ B°(R)

olarak tanmimlanir.

Asagida Armendariz olmayan bazi matris halkasi 6rnekleri verilmistir.
Ornek 3.2.9 R bir halka olsun.

(1) n =2k > 2 i¢in BS(R) Armendariz degildir.

(2) n=2k+1>3i¢in BY(R) Armendariz degildir.

(3) n > 2igin B,(R) Armendariz degildir.

Gergekten:

(1) BS(R)[x]'de [Erk + (E1k — Evgs1)2] [Exsrn + (Ekn + Exp1n)x] = O'dir, fakat
By i (Epp + Erin) = B # O'dir.

(2) By(R)[z]'de [Evpir + (Erpsr — Evpy2) @] [Ervan + (Briin + Eriopn)z] = Odir,
fakat Ey ji1(Ekt10 + Ekyon) = Er, # O'dir.

(3) (1) ve (2)'den agiktur.

Lee ve Zhou'nun 2004’te ispatladiklar1 asagidaki teorem inmis olan bir R halkasi
tizerindeki M, (R) matris halkasinin Armendariz olan baz alt halkalarini vermekte-
dir.

Teorem 3.2.10 R inmig bir halka olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir:
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(1) Her n =2k + 1 > 3 igin A, (R) Armendariz’dir.
(2) Her n =2k >4 igin A,(R) + RE;j, Armendariz’dir.

Bu teoremin bir sonucu olarak, Anderson ve Camillo tarafindan 1998’de ispatlanan,
Teorem 3.1.19™un ispat1 basit bir sekilde Lee ve Zhou tarafindan 2004’te asagidaki

gibi verilmigtir.

Sonuc 3.2.11 R bir halka ve n > 2 bir dogal say1 olsun. Bu durumda R[X]/(z")’in
Armendariz olmas i¢in gerek ve yeter kogul R'nin inmis olmasidir (Lee and Zhou,

2004).
Ispat R halkasmmn inmis oldugunu kabul edelim.
Vo(R)=RI,+ RV +RV*+ ...+ RV
olsun. Bu durumda
Ay(R) = RI, + RV"™ ' CV,(R) C A,(R)

dir. Ayrica O(rol, +7mV +rV2i+. . 41, V'Y = (ro+rim+ma® . +r, 2" )+
(z™) ile tanimlanan bir

0:V,(R) — Rlz]/(z")

halka izomorfizmasi vardir. Boylece R inmig oldugundan Teorem 3.2.10’dan A, (R)

Y

ve buradan n > 2 i¢in V,,(R) = R|x]/(z") Armendariz’dir. n = 2 durumu igin ispat
Sonug 3.2.5'ten aciktir.
Tersine R[z]/(z™) Armendariz olsun. Bu durumda A(R) Armendariz olup Teo-

rem 3.2.8’den R’'nin inmig oldugu agiktr. [l

Uyar1 3.2.12 Inmis bir R halkasi ve n > 2 icin, UTM,(R) bir tek maksimal

Armendariz alt halkaya sahip degildir.

Onerme 3.2.13 R inmig bir halka olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir:
(1) Az(R), UT M3(R)’nin bir maksimal Armendariz alt halkasidir.

(2) A3(R), UT M3(R)’nin bir maksimal Armendariz alt halkasidir.
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(Lee and Zhou, 2004).

Ispat Sadece (2) durumu incelememiz yeterlidir. Kabul edelim ki As(R) halkas:
UT Ms(R)nin maksimal Armendariz alt halkasi olmasin Yani Ag(R) & T' C UT M3(R)

olacak gekilde Armendariz olan bir 7" alt halkasi var olsun. Bu durumda

air 0 O
0 az 0 | ¢ As(R)
0 0 ag
olacak gekilde bir
ap 0 O
a1 Evy + agBas + azbizg = 0 as O eT
0 0 ag

elemani vardir.
1. Durum: ay # ag ise a = a; — as # 0 olup s,t € R igin
a 0 0 0 00
A=aF;1+sExs=| 0 0 0 |,B=aFyx+tExs=| 0 a 0 c 17 dir.

0 0 s 0 0 ¢

st = 0ise: T[z] de f(z) = A+ aFEsx ve g(z) = B — aF9x polinomlarimi goz éniine

alalim.
f(x)g(x) = (A+ aFEsx)(B — aEpr) = O
0 a O 000 0 a®> 0
dir. Fakat (aE19)B=10 0 0 0a 0|=]000]|=aE2#0
000 0 0 ¢ 0 0 O

olmasi 7" nin Armendariz olmasi ile cgelisir.

a 0 0 0 00 00 O
st#0ise: 0£AB=]1 0 0 0 0 a 0]l=]00 0 | =sthks e dir.
0 0 s 0 0 ¢t 0 0 st
Tlx]'de f(x) = stEyo — stEagx ve g(x) = stEs3 + st Eygx polinomlar igin f(x)g(x) =
0 st O 00 0 0 0 st
O olur. Ama stEystEy; = 0 0 0 0 0 st = 00 0 #+ 0
0 0 O 00 O 0 0 O
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olmasi 7T"nin Armendariz olmasi ile gelisir.
O halde a; = a9 olmaldir.

2. Durum: a; = as # a3 ise b = az — aq # 0’'dir.

a3 — aq 0 0 0 0 0
A =bE+bEy = 0 az—a; 0 |, B=(=bEsz=|00 0 eT
0 0 0 00 a; — as
dir. T[z]'de
as — ap 0 0 as — ap 0 1
flx) =A+ (A+ Ep)zr = 0 az—a; 0 |+ 0 az—a; 0 |z
0 0 0 0 0 0
ve
0 0 0 0 0 1
gx)=B+(B+Eg)r=| 00 0 +1 00 o T
00 a; — as 0 0 a; — as

polinomlarim goz ontine alalm. f(x)g(z) = O’dir. Fakat

0 0 as — ap
AB+Ei)=1 0 0 0 # O
0 0 0

olmasi T"nin Armendariz olmasi ile geligir. Sonug olarak a; = as = ag bulunur.

aq 0 0 aq 0 0

Bu durumda 0 ay O = 0 a; O ¢ A3(R) olmasi bir celigkidir. O
0 0 as 0 0 ay

halde As(R) halkas1 UT M, (R)nin maksimal Armendariz alt halkasidir. O

Asgagidaki iki 6nermede verilen Armendariz halkalar, Teorem 3.2.10’da verilmis olan,

M,,(R)’nin “géreceli maksimal” Armendariz alt halkalarmdan bazilaridir.

Onerme 3.2.14 R inmis bir halka ve n = 2k 4+ 1 > 5 olsun. Bu durumda A, (R)
halkas1 A,,(R) + RE ; halkasinin bir maksimal Armendariz alt halkasidir (Lee and
Zhou, 2004).

41



Ispat R inmis bir halka iken Teorem 3.2.10(1)’den A, (R) halkasi Armendarizdir.
Kabul edelim ki A, (R) halkas1 A,,(R) + REj; nin maksimal Armendariz alt halkas
olmasm. Yani A,(R) & T C A,(R) + REy olacak sekilde A,(R) + RE);'mn
Armendariz bir T alt halkasi var olsun. a # b olmak iizere aE)y + b(E2 41 +
Esjio+. . .+ Ejia,) € T'dir. Boylece ¢ = a—b # 0 olmak tizere (cEy, ¢ A,(R) iken)
cEy € T'dir. Tx]'te [cE1y + c¢(Ey g — E1p1) 2] [Brrin + (Bgn + Err1)x] = O'dir.
Fakat cEy ,(EgnErt1,) = cE1, # O olmast T'nin Armendariz olmast ile celigir. O
halde kabuliimiiz yanhs olup A, (R) halkasi A,,(R)+ RE; nin maksimal Armendariz
alt halkasidir. ]

Onerme 3.2.15 R inmis bir halka ve n. = 2k > 4 olsun. Bu durumda A, (R)+RE
halkas1 A, (R)+ RE} , + REj+1,, halkasinin bir maksimal Armendariz alt halkasidir
(Lee and Zhou, 2004).

Ispat R inmis bir halka olmak iizere S = A, (R)+REy; olsun. Teorem 3.2.10(2)’den
S’nin Armendariz oldugunu agiktir. S halkasimin A, (R) + RE;; + REj+1, nin
maksimal Armendariz bir alt halkasi olmadigim kabul edelim. Bu durumda S ;Cé
T C A, (R)+RE;+ REj. 1, olacak sekilde A, (R)+RE} x+ REy41,, nin Armendariz
bir T alt halkasi var olsun. Bu durumda a # b olmak iizere a(Fs i1+ ..+ Egpn-1)+
bEii1, € T vardir. Boylece ¢ = a — b # 0 olmak {izere cEj4q,, € T'dir. [cEyx +
c(Ey g —Ey jp1)2)[cErr1n+ (BBt n)x] = O'dir. Fakat cEyg(cEgy,+CcEgi1n) =
2By, # O olmasi T nin Armendariz olmasi ile celigir. Sonuc olarak S maksimal

Armendariz alt halkadir. O]

Onerme 3.2.14'ten n = 2k + 1 > 5 i¢in A,(R) + RFE; halkas1 Armendariz degildir.
Bu durum n = 2k > 4 igin A, (R)+ RE; ;'nin Armendariz olmast ile ilging bir geligki

olusturur.

Onerme 3.2.16 R inmis bir halka olsun. Bu durumda i = 1,2,3 icin Ay(R) +
RE; ;11 halkasi B4(R) halkasimn bir maksimal Armendariz alt halkasidir (Lee and
Zhou, 2004).
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3.3 Armendariz Halkalarin Diger Halka Siniflariyla ili§kisi

Armendariz halka simifi ile inmig halka sinifi arasindaki iligki Lemma 3.1.3’te ver-
ilmistir. Bundan bagska Armendariz halkalarin Gaussian, abelyan, Baer, p.p-halka

ve yaridegismeli halka siniflar1 arasindaki iligkiler de incelenecektir.

Onerme 3.3.1 R degismeli bir halka olmak tizere R halkas1 Gaussian ise Armen-

dariz’dir (Anderson and Camillo, 1998).

Ispat R Gaussian bir halka olsun. R’nin Armendariz oldugunu gosterelim. f,g €
R[z] i¢cin fg = 0 olsun. Bu durumda A;, = 0 olup R Gaussian oldugundan 0 =
Apg = ApA, esitligi saglamir. AyA; = 0 oldugundan f'nin katsayilari ile g'nin

katsayilarinin ¢arpimi sifir olur. Boylece R Armendariz’dir. O]

Teorem 3.3.2 R degismeli bir halka olsun. R'nin Gaussian olmasi i¢in gerek ve
yeter kogul R’'nin her homomorfik goriintiisiiniin Armendariz olmasidir (Anderson

and Camillo, 1998).

Ispat R Gaussian olsun. I, R'nin herhangi bir ideali olmak {izere n; : R — R/I
kanonik epimorfizmasi1 vardir. n;(R) = R/I ,R’ nin homomorfik goriintiisiidiir. R
Gaussian oldugundan R/I Gaussian’dir. Bir énceki 6nermeden R/I'nin (yani R’ nin
her homomorfik goriintiisiiniin) Armendariz oldugunu soyleyebiliriz. Tersine R'nin
her homomorfik gortintiisiiniin Armendariz oldugunu kabul edelim. f,g € R[X]
olsun. Bu durumda Ag,, R'nin bir idealidir. Kabulden R/A;, Armendariz’dir.
Bundan dolay1

(R/Ayg)[x] = {Z(n + Apg)at i € R}

=0

olmak iizere f,g € (R/Ay,)[z] polinomlart icin fg = 0 ise R/A;, Armendariz
oldugundan f'nin katsayilari g'nin katsayilarmi sifirlar. Yani her i, icin (a; +
A )(bj+Ayp,) = Ay ise abj+Apg = Ayg olup buradan a;b; € Ag,’dir. Sonug olarak
AfA, C Ayg,'dir. Diger yandan Ay, € ApA, kapsami her zaman saglandigindan
ArA, = Agg bulunur. Boylece R Gaussian’dir. m

Lemma 3.3.3 Armendariz halkalar abelyandir (Kim and Lee, 2000).
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ispat R Armendariz bir halka olsun. R’nin abelyan oldugunu gosterelim. Bunun
icin €2 = e € R olmak iizere her » € R icin er = re oldugunu gostermeliyiz. Bir

r € Rigin f =e+er(l —e) olsun.

=(et+er(l—ce))(e+er(l—e))

=e+er(l—e)+er(l—e)eter(l—e)er(l—e)

=e+er —ere+ere—ere

=e+er(l—e)

=f
oldugundan f eskare elemandir.

(I—e)f=1—¢e)et+er(l—e)=(1—ee+(1l—e€ler(l—e)=e—e=0

oldugundan Lemma 3.1.21’den f(1 —e) = 0’dur.
0=f(1—e)=leter(l—e)](1—e)=e(l—e)+er(l—e) =e—e+er—ere =er—ere

oldugundan er = ere bulunur. Diger taraftan bir r € R icin f' = (1 —¢€)+ (1 —e)re

olsun.
(fr2=rf

=[(1—-e)+ (1 —e)re][(1—-e)+ (1 —e)re]

=(1l—e)+(1—e)re+ (L —e)re(l —e)+ (1 —e)re(l —e)re

=l—e+re—ere

=(1—-e)+(1—ere
oldugundan f  eskare elemandir.

ef'=e[(l—e)+(1—e)re]=e(l—¢€)+e(l—e)re=e—e+ere—ere=0

olup Lemma 3.1.21°den f’e = 0’ dir. Bu durumda
0=fe=[1—-e+(1—ereJe=(1—e)e+(l—e)re=e—e+re—ere=re—ere
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oldugundan re = ere bulunur. Sonug olarak her » € R icin er = re oldugundan

R’deki her eskare merkezildir. Yani R abelyandir. O

Huh ve digerleri 2002’de; asagidaki lemmay: ispatladiktan sonra Lemma 3.3.3’in

ispatini farkli bir bicimde vermislerdir.

Lemma 3.3.4 R Armendariz bir halka olsun. Bu durumda agagidakiler saglanir:

(1) a,b,c € R ve uygun bir n > 1 tam sayisi i¢gin ab = 0 ve ac"b = 0 ise, bu

durumda acb = 0’dar.

(2) a,b,c € R ve uygun bir n > 1 tam sayisi i¢in ab = 0 ve ¢ merkezil ise, bu

durumda acb = 0’dar.

Ispat (1) a,b,c € R ve uygun bir n > 1 tam sayist i¢in ab = 0 ve ac"b = 0
oldugunu kabul edelim. R[z]de f(z) = a(l — cx) ve g(x) = (1 + cx + *2? +
.o+ LR polinomlarimi goz 6niine alalm.  f(x)g(z) = 0 oldugu agiktir. R
Armendariz oldugundan acb = 0 elde edilir.

(2) ¢® merkezil oldugundan (1)’den agiktir. O
Sonuc 3.3.5 Armendariz halkalar abelyandir (Huh et al, 2002).

Ispat R Armendariz bir halka olsun. €2 = e € R alahm. r € R olmak iizere
Lemma 3.3.4'de a =€, b=1— e ve ¢ = er(1 — e) olarak almirsa ab = 0 ve ac’*b =0
oldugu agiktir. Lemma 3.3.4 geregince achb = eler(1 —e)](1 —e) = er(l —e) =0
olup er = ere bulunur. Benzer gekilde a; = 1 —e, by = e ve ¢ = (1 — e)re
alimirsa a;b; = 0 ve ac?b = 0 oldugu agiktir. Yine Lemma 3.3.4 geregince ajcib; =
(I1—e)[(1—e)rele = (1 —e)re =0 olup re = ere elde edilir. Sonug olarak her r € R

igin er = re oldugundan e egkare elemani1 merkezil olup R abelyandir. O]

Lemma 3.3.47in bagka bir sonucu asagida verilmigtir.

Sonuc 3.3.6 R Armendariz bir halka olmak {izere R'nin merkezi Z(R) olsun. N
R’nin bir iki yanlh nil ideali ise, bu durumda Z(R)+ N halkasi R'nin hem Armendariz
hem de yaridegismeli olan bir alt halkasidir (Huh et al. 2002).
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Lemma 3.3.7 R halkas1 abelyan bir halka olsun. Bu durumda
(1) R[z]’deki her egkare eleman R’dedir ve R[z]| abelyandir.

(2) R][x]]’deki her eskare eleman R’dedir ve R[[z]] abelyandir. (Kim and Lee,
2000)

Ispat R[z] polinom halkasi R[[z]] kuvvet seriler halkasimn bir alt halkasi oldugundan
(2)’yi ispatlamak yeterlidir. R[[z]]’de f? = f olacak sekilde bir f(z) = ey + e1x +

...+ epx™ + ... polinomunu alalm. f2 = f oldugundan

es =eg (3.22)

€epe1 + e1eg =eq (323)

€p€2 + e1e1 + €9€n —€9 (324)

€oer + e1€p_1 + ...+ epeg =ex (3.25)

esitlikleri elde edilir. (3.22) esitliginde €3 = e, € R ve R abelyan oldugundan e
merkezildir. (3.23) esitligi soldan eq ile garpilirsa ee; + egereg = epe; = eger +
epereg = eper olup epereg = 0 olur. ey merkezil oldugundan epeieqg = egepe; =
e2e; = ege; = 0 bulunur. Bu ifade (3.23) te yerine yazilirsa ejeq = e; olur. e
merkezil oldugundan ejeqg = ege; = e; = 0 elde edilir. (3.24) esitligi soldan ey ile
carpilirsa

2 2
epea + ege] + egeaey = €z = €ply + €ty = €pea

olup egesey = 0°dir. eg merkezil oldugundan egesey = egeges = egeg = egey = 0 olur.
Bu ifade (3.24) esitliginde yerine yazilirsa eseq = ey olur. ey merkezil oldugundan
esey = eges = €9 = 0 bulunur. Bu sekilde devam edilerek tiimevarimla her 1 <7 < k

icin e, = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda (k 4 1). terimin katsayist
€0CL+1 +eep +esp_1 + ...+ exer + €k+1€0 = €41

dir. Bu esitlik soldan eq ile ¢arpilirsa e%ekH + eperer + ... + eperer + epepr1 + €g =

eoerr1 olup epeprieg = 0 olur. ey merkezil oldugundan egeri1eg = egeperir =
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e%ekﬂ = epers1 = 0 bulunur. Bu ifade yukaridaki egitlikte yerine yazilirsa e 1eg =
exr1 olur. ey merkezil oldugundan eg 169 = egepr1 = exyq = 0’dir. Sonug olarak
f(z) polinomunda her ¢ > 1 i¢in e; = 0 olup f(z) = eg € R'dir. Béylece R[[z]]'teki
her idempotent R’dedir.

Simdi R[[z])'in abelyan oldugunu gosterelim. Bunun i¢in R][[z]]’deki her esgkare
elemanin merkezil oldugunu gostermeliyiz. f € R][x]] eskare bir eleman olsun.
f(z) = ep € R oldugunu gosterdik. g(z) = by + bix + ... + bpa™ + ... € R[[z]]
olmak iizere ey merkezil oldugundan f(z)g(x) = eg(byp + biz + ... + bpa™ +...) =
eobo + €ob1x + ... + eobpx™ + ... = boeg + breox + ... + bpeox™ + ... = (by + bz +
coe F o™ 4 . )eg = g(x) f(x) bulunur. Boylece her f(x) merkezil olup R[[z]]
abelyandir. O

Simdi bir R halkas1 Baer (ya da p.p)-halka iken Armendarizlik kosulu altinda R[z]
polinom halkasinin da Baer (ya da p.p)-halka oldugunu gostermeden 6nce agagidaki

iki lemmay1 verelim.

Lemma 3.3.8 R bir Baer halka ise, bu durumda R bir p.p halkadir (Kim and Lee,
2000).

Lemma 3.3.9 R bir abelyan sag p.p halka ise, bu durumda R inmis bir halkadir
(Kim and Lee, 2000).

Teorem 3.3.10 R bir Armendariz halka olsun. Bu durumda R'nin p.p halka olmasi
icin gerek ve yeter kogul R[x]'in p.p halka olmasidir (Kim and Lee, 2000).

Ispat (=) R p.p halka olsun. R[z|’in p.p halka oldugunu gosterelim. Bunun i¢in her
bir p(z) € R[z] i¢in rgp(p(x)) = e(x)R[z] olacak sekilde e*(z) = e(x) € R[x] eskare
elemanmin var oldugunu gostermeliyiz. p(z) = ag + a1(x) + ... + ana™ € R[z]
olsun. R p.p halka oldugundan her i = 0,1,2,...,m icin rg(a;) = ;R olacak
sekilde e? = e; € R egkare elemam vardir. Yani her bir ¢ = 0,1,2,...,m igin
a;e;R = 0’dir. Lemma 3.3.3'ten R Armendariz oldugundan abelyandir. Ayrica
Lemma 3.3.7’den R abelyan oldugundan R[z]'deki her idempotent R’ dedir. Bundan

dolay1 her e(z) € R[z| eskare elemani igin e(z) = e € R'dir. R abelyan oldugundan
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her e; eskare eleman1 merkezildir. e = egeyes . . . €, olsun.
2 2 2 2 2
e = (epe1€2...€m)" = (eper€a. .. en)(e0€1€a . .. €p) = €5€] ... €0 = €0€1 ...Cpm =€

m

oldugundan e? = e € R eskaredir. Ayrica
eR = ﬂ rr(a;)
i=0
dir. Gergekten ; x € eR ise x = er = (egeies. .. e,)r olacak sekilde r € R vardir.
Bu durumda
apx = ag(eperes ... en)r = apeperes ... em)r =0(erey...ep)r =0

olup = € rg(ag)’dir.

a1z = ay(eperey ... en)r = arer(epes . .. ey)r = 0(egey . .. ep)r =0

olup z € rg(ay)’dir.

asx = az(€perey ... en)r = agea(egey ... em)r = 0(egey . ..em)r =0
olup = € rg(ay)’dir.
Bu sekilde devam edilecek olursa;
A = Gy (€0€1€2 . . . Em)T = amem(€ger ... em_1)r = 0(eger ... €p_1)r =0

oldugundan = € rg(a,,) olur. Her i =0,1,2,...,m i¢in = € rg(a;) oldugundan

S ﬂ rr(a;)
i=0

elde edilir.
Diger taraftan y € (-, rr(a;) alahm. Buradan her ¢ = 0,1,2,...,m ic¢in y €
rr(a;) = e;R olup y € e;R’dir. Her i = 0,1,2,...,m icin y = e;r; olacak sekilde
r; € R vardir.

Y =egry ise egy = egro =Yy ise eyy =y

Yy =eiry ise ey =er; =y ise epery =y

Y =€9Ty 1Se egly = €9y = Y ise egeresy =y

Y =emTm 1S€ ey = eprm =Y 1Se €pe1€a... emlm =Y
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Yy = egei€s...e,ry olacak sekilde r,, € R vardir. Bu durumda y = er,, olacak
sekilde r,, € R var olup y € eR’dir.

Simdi ise rg)(p) = eR[x] oldugunu gosterelim. f(x) € eR[z] ise f(x) = eg(x)
olacak sekilde g(z) € R[x] vardir.

Esitligin her iki tarafimi p(x) ile ¢arparsak

p(x) f(z) =p(z)[eg(z)]
=[p(z)elg(x)
=[(ao + a1z + ... + ama™)elg(x)
—[aoe + arex + ... + apmex™]g(z)

"]

=lag(egeq ... en) + ar(eger . ..en)r + ...+ apleger - . . )™ g(x)

"]

=lapeg(er€s ... em) + arer(eges ... e0)T + ...+ amem(eger ... epm1)x™]g(x)

=0

oldugundan f(z) € rgp(p()) olup eR[x] C 7y (p) elde edilir.

Diger taraftan ¢(z) = bo+ b1z +...4+0,2" € g (p) olsun. Bu durumda p(z)q(x) =
0’dir. R Armendariz oldugundan her ¢ = 0,1,...,m ve her j = 0,1,...,n i¢in
a;b; = 0’dir. Bundan dolay1 her ¢« = 0,1,...,m icin b; € rg(a;)’'dir. Buradan
bj € N yrr(a;) = eR olup b; = er; olacak sekilde r; € R vardir. g(x) = by + byx +
coo b =erg+erir 4.+ erpx” = e(rg+ x4+ .. 4 ) ise g(x) = e(ro +
rx + ...+ 7,2") € eR[x] olup rgy(p) C eR[z|'tir. Sonug olarak gy (p) = eR[x]
oldugundan R]z] bir sag p.p halkadur.

Benzer olarak R[z]'in bir sol p.p-halka oldugu gosterilebilir. Boylece R[x] hem sag
hem de sol p.p halka oldugundan R[z] bir p.p halkadir.

(<) R[z] p.p halka olsun. R’nin p.p halka oldugunu gosterelim. a € R olsun.
R C R[z] oldugundan a € R[z]'tir. R[z| p.p halka oldugundan rgp(a) = eR|x]
olacak sekilde e? = e € R eskaresi vardir. Bu esitligin her iki yam R ile arakesit
alimirsa 7 (a) N R = rg(a) = eR[z] N R = eR oldugundan rp(a) = eR olacak
sekilde e = e € R bulundugundan R bir sag p.p halkadir. Benzer sekilde R'nin bir
sol p.p halka oldugu da gosterilebilir. Sonug olarak R hem sag hem de sol p.p halka
oldugundan R bir p.p halkadir. O
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Teorem 3.3.11 R Armendariz bir halka olsun. Bu durumda R’nin Baer halka

olmasi i¢in gerek ve yeter kogul R[z]'in Baer halka olmasidir (Kim and Lee, 2000)

Ispat (=) R bir Baer halka olsun. R|[z]’in bir Baer halka oldugunu gosterelim.
A, R[z]'in bosgtan farkll bir alt kiimesi olsun. Gostermemiz gereken rgp,)(A) =
e(x)R[z] olacak sekilde e?(x) = e(z) € R[z] eskaresinin var oldugudur. Oncelikle
Lemma 3.3.3° den R Armendariz oldugundan R abelyan ve Lemma 3.3.7’den R
abelyan oldugundan R[z]teki her egkare eleman R’dedir diyebiliriz. A*; A’daki tiim
polinomlarin tiim katsayilarimin kiimesi olsun. Bu durumda A*; R'nin bogtan farkl
bir alt kiimesidir. R Baer halka oldugundan () # A* C R igin rg(A*) = eR olacak
sekilde e = e € R eskaresi vardir (yani her a € A* i¢in aeR = 0’dir). Simdi
TR (A) = eR[z] oldugunu gosterelim. f(x) € eR[z] alahm. Bu durumda f(z) =
eg(x) olacak sekilde g(z) € R[z] vardir. Buradan Af(x) = Aeg(z)) = (Ae)g(x)
olur. Her ¢q(x) € A i¢in q(z)f(x) = q(z)leg(x)] = [g(x)elg(x) = [(ag + a2 + ... +
amx™)elg(x) = [ape+arex+. .. +apex™]g(x) = [0+0z+...+02™]g(z) = 0g(x) =0
oldugundan Af(x) = 0 olup f(x) € rgp(A) dir. Bu durumda eR[z] C gy (A) olur.
Diger taraftan g(x) = bo+b1x+. .. 4byx™ € 7R (A) alahm. Bu durumda Ag(z) =0
olup her f(z) = ap + a1z + ... + a,2™ € A igin f(x)g(x) = 0’dir. R Armendariz
oldugundan f(z)g(z) = 0 iken her 4, j i¢in a;b; = 0’dir. Bundan dolay1 by, by,..., b €
rr(A*)dwr. Her j igin b; € rg(A*) = eR olup b; = er; olacak sekilde r; € R vardir.
g(x) = by + by + ...+ bxt = erg+erx+ ... +erxt = e(rg+riw + ...+ rat)
olacak gekilde ro + riz + ... + r2' € R[z] vardir. Bu durumda g(x) € eR[x] olup
TR (A) C eR[x] oldugundan R[x] Baer halkadir.

(<) R[z] Baer halka olsun. R’nin Baer oldugunu gosterelim. R’nin bostan farkh
bir B alt kiimesini alalim. Bu durumda R C R[z] oldugundan () # B C R[z] dir.
R|[z] Baer halka oldugundan rpgy,)(B) = eR[z] olacak sekilde e* = e € R vardir. Bu
esitligin her iki yan1 R ile arakesit alinirsa rpp(B) N R = rr(B) = eR[z] N R = eR
olacak sekilde e? = e € R var oldugundan R Baer halkadir. O

Benzer sonuglar, formal kuvvet seriler halkasi i¢in de agagidaki gibi verilebilir.

Onerme 3.3.12 R abelyan bir halka olmak tizere.
(1) R][x]] p-p halka ise R p.p halkadir.
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(2) R][x]] Baer halka ise R Baer halkadir. (Kim and Lee, 2000)

ispat ispatl, Teorem 3.3.10 ve Teorem 3.3.11’in ispatlarindaki metoda benzer olarak

yapilir. [

Sonuc 3.3.13 Bir R halkasinin Armendariz oldugunu kabul edelim.

(1) R][x]] p.p halka ise R p.p halkadir.

(2) R][x]] Baer halka ise R Baer halkadir. (Kim and Lee, 2000)

ispat Lemma 3.3.3'ten R Armendariz oldugundan abelyandir. Onerme 3.3.12’den
(1) ve (2)’nin saglandig1 agiktir. ]

Bir halkanin klasik sag kesirler halkasini kullanarak Kim ve Lee 2000’de inmis hal-
kalar i¢in bir karakterizasyon vermislerdir. Huh ve digerleri 2002’de Armendariz

halkalar iizerinde bu ifadeyi genisleterek asagidaki gibi ifade etmislerdir.

Teorem 3.3.14 Bir R halkasimin Q(R) klasik sag kesirler halkasinin var oldugunu
kabul edelim. Bu durumda R’nin Armendariz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Q(R)nin Armendariz olmasidir.

Ispat Ispatin diger yonii acik oldugundan R Armendariz iken Q(R)’nin Armendariz
oldugunu gostermek yeterlidir. Q(R)[z|te f(z)g(x) = 0 olacak sekilde f(z) =
doitgair’ ve g(x) =377 B2/ polinomlarmi géz oniine alalim. Q(R); R'nin klasik
sag kesir cismi oldugundan a;,b; € R ve u,v € R regiiler elemanlar olmak tzere
her i,j i¢in o = a;u™', B; = bju~! bigiminde yazlabilir. Ayrica her bir j igin
u'h; = c;w™! olacak sekilde ¢; € R ve w € R regiiler elemam vardir. Bu durumda

fi(z) =320 g ai’ ve gi(x) = Y70 cja? € Rlz] olmak iizere

0 =f(z)g()



bulunur. Boylece R[z]'te fi(x)gi(z) = 0 olup R Armendariz oldugundan her i, j
i¢in a;c; = 0 bulunur. Boylece her 4,5 i¢in ;8 = a;u™bjut = aq;c;w™o™t =0

olur. Sonug olarak @(R) Armendariz'dir. O

Bu teoremin bir sonucu olarak von Neumann regiiler bir halka tizerinde Armendariz

olmanin denk kosullar1 agagidaki gibi verilebilir.

Sonuc 3.3.15 R von Neumann regiiler bir halka olmak iizere R'nin Q(R) klasik sag
kesir halkasinin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine

denktir:
(1) R Armendariz’dir.
(2) R inmigtir.
(3) Q(R) inmistir.
(4) Q(R) Armendariz'dir.

Ispat (3) = (2) ve (4) = (1) aciktar.
(2) =
(3) =

(1) = (3) R Armendariz olsun. Q(R)’nin inmis oldugunu gosterelim. Bunun i¢inde

(1) Lemma 3.1.3’ten agiktur.
(4) (Kim and Lee, 2000)’de ispatlanmigtir.
)

oncelikle R'nin inmis oldugunu elde etmeliyiz. Onceki bilgilerimizden R abelyan
sag p.p halka ise R’nin inmis oldugunu biliyoruz. Bu nedenle ilk olarak R abelyan
von Neumann regiiler halka iken R’'nin abelyan sag p.p halka oldugunu gosterirsek
R’ nin inmig oldugunu buluruz. O halde R abelyan von Neumann regiiler halka
olsun. R'nin abelyan sag p.p halka oldugunu gosterelim. R abelyan von Neumann
regiiler oldugundan a € R icin ara = a olacak gekilde » € R vardir. R'nin sag p.p
halka oldugunu gostermek i¢in a € R olmak iizere rg(a) = (1 — ra) R olacak sekilde
(1 —ra)> =1 —ra € R eskaresi var olmahdir. (ra ve (1 — ra)nin eskare oldugu
aciktir) Simdi z € (1—ra)R ise © = (1—ra)ry olacak sekilde r; € R vardir. Buradan
ax = a(l — ra)ry olup ax = ary — arary = ar; — ary = 0'dir. Yani z € rg(a) olup
(1 =ra)R C rp(e dir. Diger taraftan y € rg(a) alahm. Bu durumda ay = 0’dir.

y = (1 — ra)y olarak yazilabilir. Gergekten y = (1 —ra)y =y — ray = y’dir. Sonug
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olarak y € (1 — ra)R olup rg(a) C (1 — ra)R’dir. Buradan rgr(a) = (1 — ra)R elde

edilir. Yani R abelyan sag p.p halkadir. Bu nedenle R inmis olup Q(R) inmistir. [

Anderson ve Camillo 1998’de R sol ve sag Noetherian olan asal bir halka olmak iizere
“R’nin Armendariz olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun R’nin inmis olmas1” ifadesini
ispatlamiglardir. Kim ve Lee 2000’de daha zayif bir sart altinda asagidaki sonucu

elde etmislerdir. Oncelikle Goldie halkanin tanimini hatirlatalm.

Tanim 3.3.16 Bir R halkasi agagidaki sartlar1 sagliyorsa sag Goldie halka olarak

adlandirilir.
(i) Rg sonlu mertebeye sahiptir.

(ii) R’nin sag sifirlayanlarinin kiimesi tizerinde artan zincir kogulu (ascending chain

condition) saglanir.

Sonuc 3.3.17 R’nin bir yariasal sag ve sol Goldie halka oldugunu kabul edelim. Bu

durumda R’'nin Armendariz olmasi igin gerek ve yeter sart R'nin inmis olmasidir.

“Bir R halkasinin yariasal sag Goldie halka olmasi icin gerek ve yeter kosul R’nin
yaribasit Artinian olan klasik sag kesirler halkasinin var olmasidir” ifadesi iyi bilinen
bir durumdur. Ayrica bir yariasal R halkasi i¢in “R’nin inmig olmasi i¢in gerek ve
yeter kogul R'nin yaridegismeli olmasidir”. Bu bilgilerin 1g1¢1 altinda Armendariz
halkalarin diger halka siniflariyla iligkilerini igeren bir karakterizasyonu asagida ver-

ilmigtir.

Sonuc 3.3.18 R bir yariasal sag Goldie halka olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler

birbirine denktir:
(1) R Armendariz.
(2) R inmis.
(3) R yaridegismeli.
(4) Q(R) Armendariz.
(5) Q(R) inmis.
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(6) Q(R) yaridegigmeli.
(7) Q(R) béliimli halkalarin bir sonlu direkt ¢arpimi.

Bir R halkasi inmistir < R[z] inmistir. (Lemma 3.1.8'den agiktir.)

Bir R halkasi Armendariz’'dir < R[z] Armendariz’dir. (Teorem 3.1.15’ten agiktr.)
Bir R halkasi abelyandir < R|x] abelyandir (Lemma 3.3.7’den agciktur.)

Bu bilgilerin 15181 altinda “Bir R halkasi yaridegismelidir < R[z] yaridegismelidir”
olmasindan giiphe edilebilir. Fakat, Huh ve digerleri 2002’de asagidaki ornegi vererek

bu olasiligi ortadan kaldirmiglardir.

Ornek 3.3.19 Z, tam sayllarin 2 modiiliine gore kalan smiflarinin cismi ve Z,
tizerinde degigmeli olmayan ag, ay, as, by, by, by, ¢ bilinmeyenlerine gore sifir sabit ter-
imli polinomlarin serbest cebiri A = Zs[ag, a1, ag,bo, by, b2, ¢] olsun. r € A ve
T1Torsry, 1,72, 73,74 € A olmak lizere agby, arbs + asby, agby + aiby, agbs + ai1by +
asbg, asba, agrby, asrbe, (ag+ai +as)r(by+ by +bs) ile tiretilen Zy+ A'nin bir [ idealini
goz ontine alalm. Bu durumda A birimsiz bir halka ve A € I'dir. R = (Zy + A)/I

olsun. R halkasi yaridegismelidir fakat R[z]| yaridegismeli degildir.

“Bir R halkas1 yaridegismelidir < R[z] yaridegismelidir” ifadesinin dogru olmadigin
yukaridaki ornegi vererek gostermis olduk. Fakat, Rege ve Chhawchharia 1997’de R

Armendariz iken bu ifadenin saglandigini agagidaki gibi ispatlamiglardir.

Onerme 3.3.20 R Armendariz bir halka olsun. R’nin yaridegismeli olmasi icin

gerek ve yeter kogul R[z]'in yaridegismeli olmasidir.

ispat R halkas1 bir Armendariz halka olsun. R’nin yaridegismeli oldugunu kabul
edelim. R[z]'in yaridegismeli oldugunu gosterelim. Bunun i¢in f(z),g(z) € R[z]
icin f(x)g(x) = 0 olsun. R Armendariz oldugundan f’nin katsayilari g'nin kat-
sayilarim sifirlar yani her ¢, j i¢in a;b; = 0’dir. R yaridegismeli oldugundan a;Rb; = 0
olur. Bu durumda f(z)R[z|g(x) = 0 olup R[z| yaridegismeli bulunur. Tersine R[x]
yaridegismeli olsun. Yaridegismeli halkalarin alt halkalar1 da yaridegigmeli (Huh et
al. 2002) oldugundan R'nin yaridegismeli oldugu agiktir. O
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Ayrica terslenebilir halkalar i¢in de benzer bir sonucu Kim ve Lee 2003’te agagidaki

gibi vermiglerdir.

Onerme 3.3.21 R Armendariz bir halka olsun. R’nin terslenebilir olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul R[z]'in terslenebilir olmasidir.

Ispat R halkasi Armendariz bir halka olsun. R’nin terslenebilir oldugunu kabul
edelim. R[z]’in terslenebilir oldugunu gosterelim. Bunun i¢in f(z), g(z) € R[] igin
f(z)g(z) = 0 olsun. R Armendariz oldugundan f’nin katsayilar1 ¢g’'nin katsayilarim
sifirlar yani her ¢, j i¢in a;b; = 0’dir. R terslenebilir oldugundan b;a; = 0 olur. Bu
durumda g(x)f(z) = 0 olup R]x] terslenebilir bulunur. Tersine R[x] terslenebilir
olsun. Terslenebilir halkalarin alt halkalari da terslenebilir (Kim and Lee, 2003)

oldugundan R’nin terslenebilir oldugu agiktir. O
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