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1 GIRIS

Istatistiksel yakinsaklik kavrami 1951’de Fast tarafindan tanimlanmistir. Ayrica Schoen-
berg ve Buck tarafindan da bagimsiz olarak c¢alisilmigtir. (Schoenberg 1959 ve Buck
1953). Schoenberg, istatistiksel yakinsakligin bazi temel ozelliklerini vermis ve bu
kavrami yakinsakligin bir toplanabilme metodu olarak incelemistir. Istatistiksel yakin-
saklik konusu sayilar teorisi, trigonometrik seriler, toplanabilme ve son yillarda lokal
konveks uzaylar ve kuvvetli integral toplanabilme gibi bir¢ok alanda farkl adlar altinda

caligilmigtir.
Ikinci boliimde temel kavramlar verilmistir.

Uciincii boliimde istatistiksel yakinsaklik kavrami incelenip érnekler verilmistir. Ayrica
istatistiksel Cauchy dizisi kavrami tanimlandi ve istatistiksel yakinsaklhiga denk oldugu
ispatlandi. Daha sonra istatistiksel yakinsaklik bir toplanabilme metodu olarak ¢aligildi.
Metodun giicii genel matris metodlariyla karsilagtirildi ve baz1 Tauberian teoremleri

ispatlandi.

Dordiincii boliimde istatistiksel yakinsaklik kavramini genellegtirmek i¢in (V) \) —topla-
nabilirligi kullanildi. Bu yeni metoda A—istatistiksel yakinsaklik denildi ve S ile gos-
terildi. (Sy , A — istatistiksel yakinsaklik dizilerinin kiimesi.) Sy nin istatistiksel yakin-
saklikla, (C,1) —toplanabilirligiyle ve kuvvetli (V,\) —toplanabilirligiyle arasindaki i-

ligki verildi.

Beginci boliimiinde, reel degerli fonksiyon dizileri i¢in noktasal istatistiksel yakinsaklik
kavrami tamimlandi. Ayrica fonksiyon dizileri igin istatistiksel-Cauchy dizisi kavrami
tanimlandi ve reel degerli fonksiyon dizileri i¢in noktasal istatistiksel yakinsakliga denk

oldugu ispatlandi.

Altinc1 boliimde reel degerli fonksiyon dizileri i¢gin o mertebeden noktasal ve diizgiin

istatistiksel yakinsaklik kavramlar: tanimlanip incelendi. Reel degerli fonksiyon dizileri



icin a—istatistiksel Cauchy dizisi kavrami verildi ve bu kavramin reel degerli fonksiyon
dizileri icin a mertebeden noktasal istatistiksel yakinsakliga denk oldugu ispatlandi.
Ayrica, fonksiyon dizileri i¢in o mertebeden istatistiksel yakinsaklik ile S mertebe-
den istatistiksel yakinsaklik arasindaki iligki incelendi. o < 3 oldugunda reel degerli
fonksiyon dizileri i¢in o mertebeden kuvvetli p—Cesaro toplanabilirlikle 5 mertebeden
kuvvetli p—Cesaro toplanabilirlik arasindaki iliski ve  mertebeden istatistiksel yakin-

saklikla o mertebeden kuvvetli p—Cesaro toplanabilirlik arasindaki iligki verildi.

Yedinci boliimde reel degerli fonksiyon dizileri igin ov mertebeden [V, A] —toplanabilirlik
ve o mertebeden noktasal A— istatistiksel yakinsaklik kavramlar: tanimlanip incelendi.

wfp (f) ve S§ (f) arasinda ve S§ (f) ve Sy (f) arasinda baz kapsam iligkileri kuruldu.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Tamim 2.1. A ve B iki kiime olsun. A dan B ye olan bir f bagintisi,
(1) Ve Aigin (z,y) € f olacak sekilde Jy € B vardir.

(i1) (z,y) € f ve(x,z) € fisey ==z
ozelliklerine sahipse f ye A dan B ye bir fonksiyondur denir.

Tanim 2.2 Tanim kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan fonksiyona dizi denir.

Diziler deger kiimelerine gore gesitli adlar alirlar. Eger dizinin deger kiimesi R reel
sayilar kiimesi ise diziye reel terimli dizi, Q rasyonel sayilar kiimesi olan diziye rasyonel

terimli dizi denir. Dizi z = (z) : N — R bigiminde gosterilir.
Tanim 2.3. 2 : N — R, 2 (n) = z,, dizisi verilsin,
E:N—=N, k(n) =k,
fonksiyonu (dizisi) bir artan dizi olmak iizere
rok:N—-R

bilegke fonfsiyonuna x dizisinin bir alt dizisi ad1 verilir ve

(zok)(n) =z (k(n) = (k) =z,
seklinde gosterilir (Balc1,1999).

Tanim 2.4. ¢ >0vea € Rolsun. K ={z:|r—a|] <e,z € R} kiimesine a nin &

komsulugu denir.

Tanim 2.5. (x,) bir reel say1 dizisi a € R olsun.V ¢ > 0 igin, n > ng oldugunda
|z, —a| < e olacak sgekilde € a bagh bir ng sayis1 bulunabiliyorsa (z,) dizisi a ya
yakinsaktir denir ve

limz, =a veya (z,) — a



seklinde gosterilir.

Tanmim 2.6. Her n € Nigin |x,| < M olacak sekilde bir M pozitif reel sayis1 varsa (z,,)

dizisine simirli dizi denir.

Tamim 2.7. X ve Y Banach uzaylar1 ve T" = (¢,;) matrisi X uzayindan Y ye lineer

operatorlerinin bir dizisi olsun. Her x = (z,,) € X dizisi i¢in

k=1

ifadesi Y de tanimli norma gore yakinsak ve her n € N i¢in

Tr = (i tnkxk> %

k=1
oluyorsa 7" matrisine X den Y ye bir matris déniigiimii denir ve 7' € (X, Y) ile gosterilir.

(Maddox 1980)

Tamim 2.8. X ve Y Banach uzaylar1 ve T = (¢,;) matrisi X uzayindan Y ye bir matris

doniigiimii olsun. = = (z,,) € X olmak iizere

To(x) = D50y take

serileri her n € N igin yakinsak ve T, (z) — [, (n — oo) ise x dizisi [ sayisina
toplanabilirdir denir. 7" matrisine de X den Y ye bir toplanabilme matrisi ad1 verilir.

(Maddox 1980)
Tanmim 2.9. Pozitif tam sayilarin K kiimesininin dogal yogunlugunu
.1
S(K)=lim—|{k<n:keK}
non

ile tammlayalm. |{k <n:k € K}|, n'yi gegmeyen K’'nin eleman sayisini gostermek-

tedir. Eger § (K) = 0 ise K kiimesine sifir yogunluklu kiime denir.

Tanim 2.10. (z,) bir reel terimli dizi olsun. V > ¢ i¢in m,n > ng oldugunda

|z — x| < € olacak gekilde bir ng € N varsa (z,,) dizisine Cauchy dizisi denir.

4



Teorem 2.1. (x,) bir reel terimli dizi olsun. (x,) dizisinin yakinsak olmas igin gerek

ve yeter sart Cauchy dizisi olmasidir.

Tanim 2.11. (z,,) , (z,) dizisinin bir alt dizisi olsun. (x,,) yakmsak ve limiti s ise,

bu s noktasina (x,,) dizisinin bir limit noktasi denir.

Tanim 2.12. Reel sayilarin bir = (z,,) dizisi verilmis olsun. Ve > 0 i¢in,

1
lim —{k<n:|z,— Ll >e}|=0

n—oo N,
oluyorsa x dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve st —lim z = L ile gosterilir.
Bu durumda L sayisina z dizisinin istatistiksel limiti ad1 verilir. Istatistiksel yakinsak

tiim diziler kiimesi S ile gosterilir. (Salat ve Tijdeman 1980)

Tanim 2.13. V ¢ > 0 verildiginde h.h.k i¢in |z, — zx| < € olacak gekilde bir N = N (¢)

say1ist mevcut ise yani Ve > 0 i¢in,
1
lim—{k<n: |zxy—ay| >} =0
non

olacak gekilde bir N = N (¢) sayist varsa = = (zj) dizisine istatistiksel-Cauchy dizisi

denir.

Teorem 2.2. x bir say1 dizisi olmak iizere x in istatistiksel yakinsak olmasi icin gerek

ve yeter sart z in istatistiksel Cauchy dizisi olmasidir. (Fridy 1985)

Teorem 2.3. Eger x sinirhi bir say1 dizisi ise bu durumda istatistiksel y1g1lma noktasina

sahiptir. (Fridy 1985)

Tanim 2.14. A CR, f: A — R bir fonksiyon ve a € A olsun.Ve > 0 igin |z — a| < 0
oldugunda |f (z) — f (a)|] < € olacak gekilde bir § > 0 varsa f fonksiyonu a noktasinda

siireklidir denir.
Tanim 2.15. A C R, f: A — R bir fonksiyon olsun. Ve > 0 i¢in |z — t| < 0 esitsizligini

saglayan Vx,t € A icin |f (z) — f (a)| < € olacak sekilde bir 3§ > 0 varsa f fonksiyonu

a noktasinda siireklidir denir.



Tanim 2.16. A C R ve F'(A) da A iizerinde tamiml , reel degerli fonksiyonlarin dizisi
olsun.

s:N— F(A)

seklinde tanimlanan s fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi ad1 verilir (Balc1,1997).

Tanim 2.17. Ve > 0 ve her bir x € A igin n > ng oldugunda |f, () — f (x)| < € olacak

sekilde Ing € N varsa (f,,) dizisi A iizerinde f fonksiyonuna noktasal yakinsaktir denir.

Tanim 2.18. Ve > 0 ve n > ng oldugunda her x € A i¢in |f, (z) — f (x)| < € olacak

sekilde dng € N varsa (f,) dizisi f fonksiyonuna A iizerinde diizgiin yakinsaktir denir.

Tanim 2.19. {f}, A kiimesi iizerinde taniml bir fonksiyon dizisi olsun. Her € > 0 ve
h.h.k. icin | fx (x) — fnv (2)] < € olacak sekilde bir N (= N (e, x)) sayist mevcut ise yani

Ve > 0 igin

lim ~|{k<n:VzeAign |fi(z)— fx (@) >} = 0

n—oo M

oluyorsa { fi} dizisine istatistiksel-Cauchy dizisi denir.
Tanim 2.20. 0 < o < 1 verilsin. Eger V ¢ > 0 igin,

1
lim —[{k<n: |z, —L[>¢e}/=0

n—oo M,

olacak sekilde bir L reel sayisi varsa (zy) dizisine o mertebeden istatistiksel yakinsak
denir. Bu durumda x, L ye o mertebeden istatistiksel yakinsak denir ve S*—lim ), = L

seklinde yazilir.
Tanim 2.21. 0 < o < 1 verilsin. Eger V € > 0 igin,

lim %|{k§n: VaeAicgin |fp(z) — f(x)] > e} =0

n—oo M

oluyorsa, {fx}, fonksiyon dizisine A kiimesi iizerinde f fonksiyonuna « mertebeden

noktasal istatistiksel yakinsak denir ya da noktasal a-istatistiksel yakinsak dizi denir.



Tanim 2.22. 0 < o < 1 ve {fy}, A kiimesi iizerinde tamimlanmig reel degerli bir

fonksiyon dizisi olsun. Eger V ¢ > 0 ve h.h.k («) i¢in,

[fe(z) — v ()] <e

olacak gekilde bir N (= N (e,z)) sayisi varsa {fi} dizisine a mertebeden istatistiksel

Cauchy dizisi denir ya da a—istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Tanmim 2.23. A iizerinde 0 < o < 1 olacak sekilde a sabit bir reel say1 olsun. V & > 0
icin A kiimesi iizerinde,

1 .

lim —[{k<n: VzeAign |fy(2) - f(z)]>e}[=0

n—oo M,

oluyorsa, {fi}, fonksiyon dizisine f fonksiyonuna a mertebeden diizgiin istatistiksel

yakinsak denir ya da diizgiin a—istatistiksel yakinsak denir.

Tamim 2.24. 0 < o < 1 olacak sekilde « bir reel say1 ve p pozitif bir reel say1 olsun.
1 »
lim =37 |fi () = f (@) =0

olacak gekilde bir f fonksiyonu varsa {f;} fonksiyon dizisine o mertebeden kuvvetli

p—cesaro toplanabilir denir.



3 ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

[statistiksel yakinsaklik kavrami H. Fast tarafindan 1951°de tammlanmig ve Buck (1953),
Schoenberg (1959) ve daha birgok aragtirmaci tarafindan bagimsiz olarak galigilmigtir.

Son yillarda toplanabilme teorisi alaninda énemli bir yer edinmistir.

Bu boliimde istatistiksel yakinsaklik kavramimni inceleyip érnekler verecegiz. Istatistiksel-
Cauchy dizisi kavramini tanimlayacagiz ve bu kavramin istatistiksel yakinsakliga denk
oldugunu ispatlayacagiz. Ayrica, istatistiksel yakinsakligi bir toplanabilme metodu
olarak caligsacagiz. Metodun giiciinii genel matris metodlariyla karsilagtiracagiz ve bazi

Tauberian teoremlerini ispatlayacagiz.

3.1 Istatistiksel Yakimsakhk

Bu kisimda istatistiksel yakinsaklik kavrami incelenecektir.

N dogal sayilar kiimesinin bir K alt kiimesininin dogal yogunlugunu
1
S(K)=lim—|{k<n:keK}
non

ile tammlayalm. [{k <n:k € K}|, n yi gegmeyen K nin eleman sayisin1 gostermek-
tedir. Eger § (K) = 0 ise K kiimesine sifir yogunluklu kiime denir. Agik¢a sonlu
dizilerin yogunlugu sifirdir. § (K) veya 6 (N \ K) yogunluklarindan herhangi biri varsa
J(N\K)=1-0(K) dur.

Tanim.3.1.1 Eger x = (z}) dizisinin terimleri sifir yogunluklu bir kiime hari¢ diger
tiim & lar i¢in P ozelligini saghyorsa bu takdirde (x) dizisine h.h.k i¢gin P 6zelligini
sagliyor denir.

Sifir yogunluklu kiime tanimindan esinlenerek istatistiksel yakinsaklik tanimi agagidaki

sekilde verilmistir.



Tanim 3.1.2. x = (z}) reel yada kompleks terimli bir dizi olsun. Eger V ¢ > 0 i¢in
.1
lim—{k<n: |zxy—L| >} =0
non

oluyorsa yani h.h.k i¢in |z — L| < ¢ oluyor ise = (z},) dizisine, L sayisina istatistiksel
yakinsaktir denir.

st —limz =L veya x, — L(S)
ile gosterilir. Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S ile gosterilir. Ozel olarak L = 0
ise © = (=) dizisine istatistiksel sifir dizisi denir ve Sy ile gosterilir. Yani
S = {x:(xk):limnﬂooﬂ{kgn:|a:k—L] 25}]:0}’
So = {x = (z) : lim, o % Hk <n:|z| >e}| = 0}

dir.
Yakinsak bir dizi istatistiksel yakinsaktir. Fakat bu ifadenin tersi dogru olmayabilir.
Yani istatistiksel yakinsak bir dizi yakinsak olmak zorunda degildir. Bunun icin asagi-

daki ornekleri verebiliriz.

Ornek.3.1.1 x = (x;) dizisi,

1, k=m? (m=123,..)
Ty —
0, k# m? diger durumlarda

seklinde tanimlansin. € > 0 icin
{k<n:lz,—0|>e}<{k<n:a,#0} <+Vn
oldugundan; her € > 0 i¢in
Vn

1 1
lIim—{k<n: |z, —0|>e}| <lim—[{k <n:xz#0} <lim-— =0
n n n n n n

elde edilir. Boylece st — lim x = 0 olur. Fakat bu dizi yakinsak degildir.



Ornek 3.1.2.
VE, k=m? (m=1,23,.)

T —
2, k#m?  diger durumlarda

esitsizligi h.h.k icin saglanmirsa lim x, = L dir. lim z;, = L olmasi st—lim x;, = L olmasini
gerektirir, bu yiizden istatistiksel yakinsaklik bir regiiler toplanabilme metodu olarak

diigiiniilebilir. Bunu Istatistiksel Yakinsaklik ve Toplanabilme kisminda inceleyecegiz.

3.2 Istatistiksel Cauchy Dizisi

Bu kisimda Cauchy yakinsaklik kriterinin istatistiksel benzerini inceleyecegiz.

Tanim 3.2.1 YV ¢ > 0 verildiginde h.h.k i¢in |z, — zx| < € olacak sekilde bir N = N (¢)

say1s1 mevcut ise yani Ve > 0 i¢in
1
lim—{k<n: |zy—an| >} =0
non

olacak sekilde bir N = N (¢) sayis1 varsa x = (xy) dizisine istatistiksel-Cauchy dizisi

denir.

Teorem 3.2.1 Bir z = () dizisi i¢in agagidaki 6nermeler denktir.
i) x dizisi istatistiksel yakinsaktir.
i1) x istatistiksel-Cauchy dizisidir.

i71) h.h.k icin x), = y, olacak sekilde yakinsak bir y dizisi vardur.

Ispat: (i = ii) Ispat icin “yakinsak bir dizi Cauchy dizisidir.” teoreminin ispatindaki
5

yontemi kullanacagiz. st—lim x; = L oldugunu farzedelim ve € > 0 olsun. |z — L| < 5

ve |zy — L| < g olacak sekilde N segilirse

9 15
|l’k—l’N’<|$k—L|+|$N—L|<§+§<€.

olur. Dolayisiyla x istatistiksel- Cauchy dizisidir.
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(i = dit) (i1) saglansm ve [ =[xy — 1, xy + 1] araligs h.h.k icin z y1 igerecek
sekilde bir N sayis1 secelim. (77) yi kullanarak I’ = [IE M— % T + %] araligi h.h.k igin
y, y1 icerecek sekilde bir M sayist secelim. Ayrica I; = I NI araligmn h.h.k icin ), y1

igerdigini iddia ediyoruz. Ciinkii,
{kgn : xk¢[ﬂ1/ }:{kgn:mk¢f}u{k§n:xk¢l/}

olur ve dolayisiyla,
limyoo 2 [{k<n:iapy ¢ INT }| <limyoo2{k<n :ay & I}

+limn_,00% Hk <n:xpé I'}} =0
elde edilir. Bu yiizden I, h.h.k icin x; y1 igeren ve uzunlugu 1 den kiiciik egit olan
kapali bir araliktir. Benzer sekilde I” = [:c NE@) — % , Tn(2) Tt %} araligi h.h.% icin zy

y1 igerecek gekilde N (2) sayisimi segelim. Yukaridaki diigiinceye gore
L=LNnI

h.h.%k i¢in z; y1 kapsayan ve uzunlugu % den kiiciik esit olan kapali bir araliktir. Bu
sekilde devam edilirse her bir m icin [, O I,,+1 olacak sekilde kapali araliklarin bir
{I,,}°_, dizisini olugturabiliriz. I, nin uzunlugu 2'~™ den biiyiik degildir ve h.h.k i¢in

x € I, dir.
I¢ ice araliklar teoremi geregince

olacak sekilde bir A sayis1 vardir. h.h.%k i¢in x; € Im oldugu goz 6niine alinirsa; n > 1),
oldugunda
1

%Hkﬁnum¢Lﬁk§E (3.1)

olacak gekilde pozitif artan bir {7},,}°_, tam say1 dizisini segebiliriz.
Simdi x in bir z alt dizisini V x € A i¢in £ > T} oldugunda x; nin tiim terimlerini

icerecek sekilde ve T, < k < Tp,41 igin zy ¢ I, olacak sekilde olugturalim. Daha
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sonrada y dizisini

A, eger x; z nin bir terimi ise
Yr =
xE, diger durumlarda

seklinde tamimlayalim. Bu durumda limy, = A dir. Ciinkii € > % >0 vek>T1T,
ise xy, z nin bir terimidir ki bu y, = A ya da zy = yx € I,, anlamina gelir ve |yx — A
< 2™ dir. Aymica, h.h.k icin 2, = v, oldugunu iddia ediyoruz. Bunun dogrulugunu

gostermek icin T, <n < T, alalim. Bu durumda,

{k<n ‘yv#axx} C{k<n : xp¢I,}

dir.(3.1) den

THE<n cyeF ot <EHE<n ¢ L}

1
n
L
m

A\

yazilabilir. Boylece n — oo iken limit sifirdir ve h.h.k icin z, =y, dir.
(7i1) Son olarak (i7i) nin sagladigim farzedelim, h.h.k igin x; = y; ve limy, = L diyelim.

€ > 0 olsun. Her n i¢in
{k<n: |lzx—L >} C{bk<n:zy Ayt U{k<n:|y— L] >e¢}

limy, = L oldugundan son yazilan kiime sabit sayida tam sayilari icerir ve bu sayiya
[ =1 (e) diyelim. Ayrica, h.h.k igin x; = y; oldugundan
1 1 [
lim, — {k <n: |z — L] >€}| <lim,—|{k<n:xp#y} + lim,—
n n n

=0
dir. Bu durumda h.h.k igin |zx — L| < & olur ve (i) saglanir ve ispat tamamlanir.

Teoremin sonunda agagidaki sonuca ulagilir.

Sonug 3.2.1. Eger x, st — lim x; = L olacak sekilde bir dizi ise limy, = L olacak
sekilde bir y alt dizisine sahiptir.
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3.3 Istatistiksel Yakinsaklik ve Toplanabilme

Bu kisimda istatistiksel yakinsakligi bir toplanabilme metodu olarak calisacagiz. Ista-
tistiksel yakinsaklik metodunu genel matris toplanabilme metodlariyla karsilagtiracagiz
ve baz1 Tauberian teoremlerini ispatlayacagiz. Ancak oncesinde toplanabilme metodu

hakkinda bilgi verelim.

Toplanabilme Metodu: O.Toeplitz toplanabilme metodlarinin aslinda 6zel birer
matris doniisiimii oldugunu gostermistir. Yani, her n,k = 1,2, ... i¢in a,; bir reel say1
olmak iizere A = (a,y) sonsuz bir matris ve z = () bir reel say1 dizisi olsun. A = (a,)

matrisini

11 Q12 A3

Q21 Q22 A33

A = (CLnk) =
an1 Qp2 Q3
x = (xy) dizisini de
T
T2
T3
seklinde gosterelim. Bu durumda
a1 Qa2 a1z - T a1121 + a12T9 + -+ A1nTny 4+ ...
91 Q92 Q33 **° ) a91T9 + A929T9 + ...+ AonTn 4+ ...
Axr = =
Ap1 Qp2 QAp3y - Tk Ap1T1 + ApaZo + ...+ Ty + . ..
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elde edilir. Az matrisinin her bir terimi;

A, (x) = Z AT
k=1

seklinde ifade edilebilir. Agik¢a bu garpimin anlamlh olabilmesi i¢in her bir n dogal
sayis1 i¢in yukaridaki serinin yakinsak oldugunu kabul etmeliyiz. Bu sekilde elde edilen
(Az), = (A, (x)) dizisine x dizisinin A matrisi ile elde edilen doniisiim dizisi yada

A—doniisiimii denir. Ozel olarak A = (a,;) sonsuz matrisini soyle secelim.

IN

n
Qpk =

O 3=

Jk
Jk>n

Bu durumda herhangi bir = (z},) dizisinin A—doniigiimiini n, k = 1,2, ... igin

(An () = (Z ankl’k) = (Z %xk) = (%Zm)

k=1

olur. Son esitlikten goriildiigii gibi bu sekilde segilen A martisi x = () dizisine uygu-
laninca, dizinin aritmetik ortalamasina doniismektedir. Bu doniisiime Cesdaro Ortala-
mast denir. (C,1) veya C seklinde gosterilir.

X ve Y reel terimli dizilerden olusan iki dizi uzay1 ve A = (a,;) sonsuz bir matris olsun.

Eger her x = (x) € X ve her n € N i¢in

(A (@) = (Z )

x dizisinin A = (a,) matrisi ile elde edilen déniigim dizisi mevcut ve (A4, (z)) € Y
ise A = (an,) matrisi X uzaymdan Y uzay i¢ine bir matris doniigiimii tanimlar denir.
Eger x = (z}) dizisi igin (A,, (x)) doniisiim dizisi mevcut ve bir L degerine yakinsiyorsa

x dizisi A—toplanabilirdir denir ve A — limx = L ile gosterilir.

14



Tanmim 3.3.1. Bir ) metodunun P metodunu igermesi demek;
PCQ <« |[(@) =z (P)= (z.) = z(Q)]
olmasidir.

Tanim 3.3.2. Her bir satirinda sifirdan farkl sonlu sayida terim bulunan matrise satir-
sonlu matris denir.
C metodu simirliligina bakilmaksizin istatistiksel yakinsaklik metodunu igerir mi sorusu-

nun cevabim asagidaki teoremden 6grenecegiz. Ama 6nce Lemmay1 verelim.

Lemma 3.3.1. Sonsuz sayidaki k igin t; # 0 olacak sekilde ¢ = ¢, bir say1 dizisi ise

h.h.k icin 2, =0 ve
Zthk = O
k=1

olacak gekilde bir x dizisi vardir.

Ispat. Her k igin {m (k)};°, olacak sekilde azalmayan pozitif sayilarn bir dizisini

secelim.
m(k) > k2 ve Lon(k) #0
dir. 271 Ty = P ve diger durumlarda x; = 0 olacak sekilde tanimlayalim. z; =0
m(k)

ve h.h.k icin

Ztkmk = Ztm(k)xm(k) = 1=o00

k=1 k=1 k=1
dir.

Teorem 3.3.2.. Hig bir matris toplanabilme metodu istatistiksel yakinsaklik metodunu

icermez.

Ispat Bir 6nceki Lemma gosteriyor ki bir matrisin istatistiksel yakinsakhik metodunu
icermesi icin satir sonlu matris olmasi gerekir. A = (a,,;) bir keyfi satir sonlu matris
olsun ve a,y w1y 7# 0 elemanim segelim. Daha sonra k(1) > k' (1), anm)ra) # 0

ve k> k(1) icin a,m)r = 0 olacak sekilde bir k(1) stitununu segelim.Her m i¢in
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k(m) > m? ise angm)kem) #0 ve k> k(m) ise aym), = 0 olmak iizere satir ve siitun

indekslerin artan bir dizisini segelim. Simdi x = (x}) dizisini

Tr(1) =

ceey

An(1),k(1)’

=1 — . A
xk(m) - an(m),k(m) m an(m),k(z)xk(z) LA

ve

z =0 (diger durumlarda)
seklinde tanimlayalim. O halde

(Ax)n(m) = Z Qn(m),kTk
k=1

= Z A (m) k(i) Th(i)
i=1
= Gn(m),k(m)Tk(m) T Z Qn(m),k(i) k(i)
m—1
= an(m),k(m)m m — Z Qn(m) k(@) k() | T Z Qn(m) k(@) Tk(i) = T
=1

elde edilir. Dolayisiyla {(Aa:) } dizisi yakinsak degildir. Yani = dizisi A—toplanabilir

degildir. Ayrica k (m) > m? oldugundan

{k <n:ap #0} < Vn

dir ve

1
hm—|{k<n xp £ 0} < hm —vn=0

n—00 oo N

oldugundan st — limz = 0 elde edilir. Bu durumda z dizisi yakinsak oldugu halde

A—toplanabilir degildir yani A metodu istatistiksel yakinsakligi icermez.

Simdi asagidaki ornekte istatistiksel yakinsakligin icerdigi asikar olmayan bir matris

metodunun varligin1 gosterelim.

16



Ornek 3.3.1. A matrisini agagidaki gibi tanimlayalim

1, k =mn ve n bir sayimin karesi degilse

Apk = , n=m?ise ve k =n yada k = (m — 1) ise

N [—=

0, diger durumlarda

O halde herhangi bir x dizisi i¢in

T _ 1
5, n =1 ise

2

(Az), = T(po12 + T2, N=m"1se m=2,3,...,

T, n bir sayimin karesi degilse

saglanir. Boylece A acikca regiiler ve iicgensel bir matristir. Istatistiksel yakinsakligin
A y1icerdigini gormek igin
lim (Az), = L

oldugunu kabul edelim. Bu durumda lim,, ., x,, = L ve

n#m

{k<n:(An), £} < Vi
oldugundan

1 1
lim = {k <n:(Az), # z,}| < lim —v/n =0
n—oo M,

n—oo M,

saglanmir. Teorem 3.2.1. den st — limx = L elde edilir. Bu durumda istatistiksel
yakinsaklik metodu A metodunu igeriyor denir.
Simdi de A metodunun yakimsakliga denk olmadigini gosterelim. Bunun igin z = (zy)
dizisini

(=)™ Jk=m? isem=1,2,...

T =
0 , Eger k bir sayinin karesi degilse

seklinde tanimlayalim. Bu durumda n > 1i¢in (Az), = 0 elde edilir. x dizisi yakinsak

degildir ama A—toplanabilirdir.
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3.4 Tauberian Kosulu ve Tauberian Teoremi

David Borwein bir z = (xy) dizisi igin ; Axy = xx—xry1 olmak iizere istatistiksel yakin-

1

k) seklinde olmasini 6nermigtir. Bir

saklik metodunda Tauberian kogulunun Az, = o (
sonraki teoremden bu varsayimin dogrulugunu gorecegiz. Oncelikle asagidaki tanimlar

verelim.

Tanim 3.4.1. 0 ve o tamimlari;

(an) , (bn) reel terimli diziler olmak tizere,

a, = 0(b,) < sup In

n

< o0

n

a, =o(b,) & lim I _

n— oo bn

dir.

Tanim 3.4.2. A belirli bir toplama metodu olsun, A toplama metodu ile birlikte dizi
tizerine eklenen kosulla seri yakinsak oluyorsa dizi iizerine eklenen kosula Tauberian

kosul, boyle teoremlere de Tauberian teorem denir.

Teorem 3.4.1 z, bir dizi, oyle ki st —limxz, = L ve Az, =0 (%) ise limz, = L dir.

Ispat: st — limz, = L oldugunu farzedelim. Teorem 3.2.1 i kullanarak h.h.k icin

limy, = L ve z, = y, olacak gekilde bir y dizisi segelim. Her bir k icin;
k=m (k) +p(k)

olsun. Burada m (k) degeri;

m (k) =max{i <k:x; =y}
dir. Eger {i <k :x; =v;} kiimesi bos kiime ise m (k) = —1 dir. Iddia ediyoruz ki :

. pk)
hlgnm =0 (3.2)
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olsun. Eger % >e >0 ise

1. . 1
EHZSkixﬂéyiH < m(kz)~|—p(k:)p(k)
p (k)
= 0
G
14

dir. Dolayisiyla, eger sonsuz sayida k igin % > ¢ olursa h.h.k i¢in z; = y, olmasiyla
celigir ve (3.2) saglanr. Simdi g,k ve zy, arasidaki farkhhg diigtinelim. Az, =0 (1)

oldugundan her k i¢in |Azg| < % olacak sekilde sabit bir B sayis1 vardir. Ayrica,

Y@y = Tk = |Tmr) — Ty o) |
m(k)+p(k)—1

< plk) —

olur. (3.2) den k — oo iken limit alindiginda son ifade sifira gider ve limy, = L

oldugundan lim z; = L oldugu sonucuna variriz.

1
Sonraki Teorem, Teorem 3.4.1. teki 0 (E) teriminin istatistiksel yakinsaklik i¢in en iyi

Tauber sart1 oldugunu gostermektedir.

Teorem 3.4.2. {r;} pozitif sayilarin azalan bir dizisi olsun. Oyle ki {kry}, siirsiz
yani ry # 0 (%) , st —limxzy, = 0 ve Az = 0 (r%) olacak sekilde bir = dizisi vardir. Fakat

x yakinsak degildir.

Ispat. {r},} yukaridaki gibi olsun; h.h.k icin z;, = 0 olacak sekilde yakimsak olmayan
bir dizi olugturacagiz. 0 dan 1 e artan tekrar sifira azalan bloklara ayiracagiz.

|Azg| = 71 olsun. ¢. sifir olmayan blok asagidaki gekilde olacaktir.

Tn(g) = 0 <Tn@+1 = Tn(g) < - < Trq) 2 1

Ti(q) = - > Tp(q) > 0= Tn(q)+1
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Bu bloktaki en kiigiik artig r,,(4) da oldugundan en ¢ok bloktaki 2 [ 1( )] nin terimlerine

ihtiyag var. Sifira egit olmayan bloklar, segilen n (¢) ile agagidaki gibi bulundu:

{kry} min simirsiz oldugu hipotezini kullanarak,

n(q) >n(g—1)

ifadesini secelim, oyle ki,

n (Q) T'n(q) > 2q2
dir. Geriye st—limz, =0 oldugunu yada h.h.k i¢in x; = 0 oldugu durumu gostermek
kalir.

A(n)=H{k <n:zp #0}
A(n)

olsun. nin z,, sifira egit olmayan blokta oldugunda arttigimi ve x,, sifir blokta

oldugunda azaldigini gérmek kolay.

Ayrica,
A
lim (n) =0
n
oldugunu gostermek icin
A
LA
« n(q)
oldugunu gostermek yeter. Bunu agagida gosterelim;
q
A(n(q)) < 1 3
n(q) n(q) =
a2 o]
<
— n(q) ; T'n(s)
< %
n (Q) rn(q)
1
< -
q
bundan dolay1 h.h.k i¢in z;, = 0 ve Axy = 0 (1) dir, fakat = yakinsak degildir.
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Teorem 3.3.5. {k (i)};-, pozitif tamsayilarimin azalan bir dizisi olsun , dyle ki ,

lim inf k(i+1)

e

olmak iizere bir x = (x}) dizisi;
k£k() i=1,23,..

iken eger Axy =0 ve st —limx, = L ise limx, = L dir.

k( —|‘—1)

Ispat: Eger liminf; l:( = 14 20 > 1 ise yeterince biiyiik ¢ igin

k(i +1)
k()

>146>1, (3.3)

ya da
k(i+1)—Fk(i) > k(1)

dir. Bu (i 4 1) incideki bloklarin 6k (i) dekinden daha biiyiik olmas1 anlamina gelir.
Simdi farzedelim ki lim 2y, # L ve € > 0 olsun, 6yle ki keyfi biiyiik % icin |z, — L| > ¢

olur. i, (3.3) i saglayacak kadar biiyiik oldugunda (i + 1) inci blogundan béyle bir k

secilirse,

. . k(i+1) — k(i)
ran sk - Lz > =
5
7 140

dir. Dolayisiyla

1
—{k<n:|x,—L| > e}
n

sifira yakinsamaz, bu yiizden st — lim x;, # L dir.
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4 M—ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu boliimde istatistiksel yakinsaklik kavramini genellegtirmek igin (V; \) —toplanabilirli-
gini kullanacagiz. Bu yeni metoda A\—istatistiksel yakinsaklik diyecegiz ve S} ile gostere-
cegiz. (S, A — istatistiksel yakinsaklik dizilerinin kiimesi.) Sy nin istatistiksel yakin-
saklikla, (C,1) —toplanabilirligiyle ve kuvvetli (V,\) —toplanabilirligiyle arasindaki i-

ligkiyi gosterecegiz.
4.1 )\—Istatistiksel Yakinsaklik

Bu kisimda A\—Istatistiksel Yakinsaklik kavrami incelenecektir.
Tamim 4.1.1 A = ()\,) azalmayan pozitif sayilarin sonsuza giden bir dizisi olsun.
A1 <A +1, A =1
dir. Genellestirilmis de la Valéee — Pousin ortalamasi
I, =[n— A\ +1,n]

araliginda

seklinde tanimlanir.

n — oo iken t, (x) — L
oluyorsa z = () dizisine L ye (V,A\) —toplanabilir denir. Eger A, = n ise (V' ,\) —topla-
nabilirligi (C',1) —toplanabilirligine doniigiir. L’ye kuvvetli Cesero toplanabilir ve kuvvetli
(V, A)-toplanabilir olan = = () dizilerin kiimeleri i¢in, yani swrasiyla x;, — L[C,1] ve

x, — L[V, A igin
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N
C, 1] := {x:(mn):EILER, Ji%gz|xk—L|:0}

k=1
ve
1
V,A] :== {x:(xn):flLeR, nll_)IIQlo)\—Z|Ik—L|:O}
" kel,
yazilir.

Tanim 4.1.2 Eger Ve > 0 i¢in

1
lim )\—|{k:€In:|xk—L|2€}|:0

n—oo
oluyorsa x = (xy) dizisine L’ye A—istatistiksel yakinsaktir denir. sy —limz = L ya da

x — L(Sy) ile gosterilir ve
Syi={x: ILeR, Sy —limz = L}
dir.
Tanim 4.1.3 A = (a,;) negatif olmayan regiiler bir matris ve X C N olsun.

04 (K):=1lim(A,y), = limz A,

keK

limiti mevecut ise 04 (K) sayisina K kiimesinin A—yogunlugu denir. Her ¢ > 0 igin
K()={keN:|zy—L| > ¢}

kiimesinin A—yogunlugu sifir ise © = (xy) dizisi L sayisina A-istatistiksel yakinsaktir

denir. Bu durum sty — limx = L ile gosterilir.

HATIRLATMA:

(1) Eger M\, =nise S, S nin aymsidir.

(17) A—istatistiksel yakinsaklik, A—istatistiksel yakinsakhigin 6zel bir halidir.
Yani eger A = (a,;) matrisi

B %ﬂ eger k € I,
Ank =
0 egerké¢l,

seklinde segilirse A—istatistiksel yakinsaklik elde edilir.
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4.2 [V,)] ve (C,1) Metodlariyla S, Arasmdaki Iligki

Bu kisimda [V, A] ve (C, 1) metodlar ile Sy arasindaki iligkiyi inceleyecegiz. A = (\,)
azalmayan pozitif sayilarin sonsuza giden tiim pozitif dizilerin kiimesini A ile tanimla-

yalm. Oyle ki A\,41 < A\, +1ve A\ =1 dir.
Teorem 4.2.1 \ € A olsun,

(i) mp — L[V,\] = x, — L(S)) ve [V,A] €S, dir.

(17) Eger x € lo ve p — L (S)) ise bu durumda x — L[V, A] ve bu yiizden
x, — L[C, 1] dir.

(17) SxNls = [V, A] Nl (loo stmurh dizilerin kiimesi)

Ispat: (i) € > 0ve x; — L[V, ] olsun. Bu durumda

Slae—LI> Y o~ Ll >e {k €L Juy — L| > £}

keln kely
‘zk7L|Zs

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla
xp — L[V,\] = 2 — L(S))

dir.

Simdi Sy & [V, A] oldugunu gosteren bir 6rnek verelim.

k, n—=[VA]+1 <k<n

0, diger durumlarda

T =

olacak sekilde x = (z;) tammlayalim. Bu durumda x ¢ [, ve V £(0 <e < 1) i¢in
n — oo iken

1 \/)\n

n

olur. Yani z; — 0(S,) dir. Diger taraftan,

1
/\—Z]xk—0|—>oo (n — 00)

" kel,
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elde edilir. Yani z; - 0[V, ] dir.

(17) x, — L(S)) ve € ls oldugunu farzedelim. Tim k lar icin |z, — L| < M

diyelim. £ > 0 verilsin,

LN e —Ll=% Y |m-Ll+E > Jm-L

kel, kely, kel,
|z, —L|>e |z —Ln|<e

<E{kel, s |o—L| > e} +e¢

oldugundan z;, — L[V, )] elde edilir. Ayrica,

n

n -
1 1 . 1
k=1 k=1 kel
1 1
S ka—LH/\—nZka—LI
k=1 kel,
2
S —— — L
< % |lzr, — L
kel,

dir. Buradan z;, — L[V, ] oldugundan z;, — L (C,1) dir.
(ti1), (7) ve (i7) den kolayca elde edilir.

Teorem 4.2.2 S C S, olmasi i¢in gerek ve yeter sart

lim infﬁ >0

n—oo n

olmasidir.
ispat: e > 0 igin,

Hk<n : |epy—L| > e} D {kel, : |zg—L| > e}
oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla

1
—Hk<n : |xep—L| > €} > —Hkel, : |xzp—L| > &}
n

1
n
A 1
> — —
- n A\

ifadesinin n — oo iken limitini gostermek igin (4.1) i kullanacagiz. Bu durumda

z, — L =z, — L(S))
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1
olur. Tersine lim,_, inf ’\7" = 0 oldugunu farzedelim. < - olacak gekilde
J

(n(5));2, alt dizisizi secelim.

1 Egerieln(j),jzl,Q,...

)
xT; =

0, diger durumlarda

olacak sekilde bir = (z;) dizisini tammlayalim. = € S ve Teorem 4.2.1 den x € [C| 1]
dir. Fakat diger yandan x ¢ Sy ve Teorem 4.2.1 in (i7) sartindan dolay1 x ¢ [V, A] dir.

Bu yiizden

lim inf ﬁ >0
n—oo n

olmasi gerekir.

26



5 FONKSIYON DIZiLERI ICIN NOKTASAL iS-
TATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu boliimiinde, reel degerli fonksiyon dizileri icin noktasal istatistiksel yakinsaklik
kavramim tammlayacagiz. Ayrica fonksiyon dizileri igin istatistiksel Cauchy dizisi
kavramini tanimlayip reel degerli fonksiyon dizileri i¢in noktasal istatistiksel yakinsak-

liga denk oldugunu ispatlayacagiz.

Tanim kiimesindeki her bir =z igin terimleri fonksiyon degerlerine karsilik gelen diger
bir (fx (7)) dizisi olugturulabilir. A, bu ikinci dizinin yakisak oldugu kiimeyi gostersin.
x € A olmak tizere

F(@) = lim fu (&)
esitligiyle tamimlanan f fonksiyonuna, {fx} dizisinin limit fonksiyonu denir ve {f;}

dizisine de A kiimesi iizerinde f ye noktasal yakinsaktir denir. Bu demektir ki £ > K

oldugunda A kiimesindeki her bir x noktasi, ve Ve > 0 igin

i (@) = [ (2)] <e

olacak gekilde hem x e bagli hem de € a bagh bir K vardir.

5.1 Fonksiyon Dizileri Icin Noktasal Istatistiksel Yakinsaklik

Bu kisimda fonksiyon dizileri i¢in noktasal istatistiksel yakinsaklik incelenecektir.

Tanim 5.1.1 {f}, A kiimesi iizerinde tanimh bir fonksiyon dizisi olsun. Ve > 0 igin

lim L |{k<n:VeeAicn [fi(z)— f (@) >e} =0

n—oo M
oluyorsa { fi} dizisine, f ye noktasal istatistiksel yakinsaktir denir. Yani her z € A ve
h.h.% i¢in

e (@) = f(2)] <e
oluyorsa { fi.} dizisi A kiimesi iizerinde f ye noktasal istatistiksel yakinsaktir denir. Bu

durumda A kiimesi iizerinde st — lim fy (z) = f (z) veya fr — f yazilr.
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Bu demektir ki 6 >0, n > N (=¢,§,2 ) ve her bir € > 0 i¢in
1
Sk <n:VeeAin |fi(2) = f(2)] 2} <9

olacak sekilde bir N tam sayis1 vardir.

Asikar olarak |fi () — f(x)] < € esitsizlik tiim sonlu sayidaki & lar igin saglanirsa,
A kiimesi tizerinde f(x) = limg_ fx (x) olmasi st —lim f (x) = f(z) olmasimm
gerektirir. Fakat bu ifadenin tersi her zaman dogru olmayabilir. Bunun ic¢in asagidaki

ornegi verebiliriz.
Ornek 5.1.1 z € R/[-1,1] , k=1,2,3,4,5,... ise

(—2)", ke[3",3°+p] ,p=1,2,3,...
fu (z) =

0, diger durumlarda

dizisini tanimlayalim. Bu durumda

p(p+1)

%Hkﬁni Jr(@) #0 Ve e R\[-1,1]}] < 2.3p

olur. Boylece R /[—1,1] iizerinde st-lim f; (z) = 0 olur. Fakat limy . fx () mevcut

degildir.

Teorem 5.1.1. {fi} ve {gx} bir A kiimesi iizerinde iki fonksiyon dizisi olsun. Eger
A kiimesi iizerinde st — lim fy, (z) = f(z) ve st — limy (x) = ¢ (z) ise bu durumda;

a, f € R olmak iizere A kiimesi iizerinde
st —lim (afy () + Bk () = oof (2) + By (2)
dir.

Ispat: o = 0,5 = 0 icin ispat aciktir. a # 0 ve 3 # 0 oldugunu kabul edelim. ¢ > 0

verilsin,

|ufi () + Bgi (2) = (af (2) + Bg ()] <ol |fs (z) = f (@) + 18] gx (x) — g (z)]
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oldugundan,

{k<n:VeeAign |afy(z)+ B (x) — (af (z) + Bg ()| > €}
g{kgn:VxeAigin f (2) — f(2)] > -

2.|a

U{kﬁn:‘v’xeAigin lge (z) —g(2)] > 5= }

yazilabilir. Buradan A kiimesi tizerinde

st —lim (afy () + Bgx () = af () + Bg (x)

elde edilir.

5.2 Fonksiyon Dizileri Icin Istatistiksel Cauchy Dizisi

Bu kisimda fonksiyon dizileri i¢in istatistiksel Cauchy dizisi kavramini tanimlayip reel
degerli fonksiyon dizileri i¢in noktasal istatistiksel yakinsakliga denk oldugunu ispatla-

yacaglz.

Tanim 5.1.2. {fx}, A kiimesi iizerinde tanimh bir fonksiyon dizisi olsun. Her ¢ > 0
ve h.h.k. icin |fx () — fn (z)] < € olacak sekilde bir N (= N (g,x)) sayis1 mevcut ise

yani V ¢ > 0 i¢in

lim L {k<n:VeeAicn |[fi(z) — fu (@) >} =0

n—oo M

oluyorsa { f,} dizisine istatistiksel-Cauchy dizisi denir.

Teorem 5.1.2 {f;}, A kiimesi iizerinde taniml bir fonksiyon dizisi olsun. Bu durumda
asagidaki onermeler birbirine denktir.

i) {fr}, A kiimesi iizerinde noktasal istatistiksel yakinsaktir.

i1)  {fx}, A kiimesi iizerinde istatistiksel-Cauchy dizisidir.

iii) {fx}, A kiimesi iizerinde tanimli bir fonksiyon dizisi olmak tizere her = € A
ve h.h.k. i¢in fi (x) = gx (z) olacak gekilde noktasal yakinsak bir {gx} fonksiyon dizisi

vardir.
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Ispat: (i) nin (ii) yi gerektirdigini ispatlamak icin “yakinsak bir dizi Cauchy dizisidir.”

teoreminin ispatindaki yontemi kullanacagiz. A kiimesi iizerinde

st —limfy (x) = f (z)

olsun ve ¢ > 0 verilsin. Bu durumda h.h.k. i¢in [f; (z) — f (z)| < § dir. Eger N sayisi
|fx — [ (z)] < § saglanacak sekilde secilirse Vo € A ve h.h.k i¢in

£

9 ¢

€
[fie (@) = fv (@) < [ fi (@) = f @) + | fw (2) = f @)l < 5+
elde edilir. Boylece {fi}, A kiimesi iizerinde bir istatistiksel-Cauchy dizisi olur.

Simdi (4¢) nin dogru oldugunu farzedelim ve I = [fy () — 1, fy (z) + 1] aralig: her
r € Avehh.k igin f; (x) i igerecek sekilde N sayisimi segelim. (i) yi uygulayarak her
z € Avehhkicin I' = [fM (x) — % , fur () + %] araligl fi (z) 1 igerecek sekilde M
sayisin secelim. Ayrica, I; = NI araligmm her x € A ve h.h.k. icin f;, () i icerdigini

iddia ediyoruz. Ciinkii,

{k<nvVzeA icin fy () ¢ INI'} ={k<mn: VxeAign fi(z) ¢ I}
U{k<n:VzeA iin fy(z) ¢ I'}

olur ve dolayisiyla

limy, o0 = [{k < n: Vz € Aigin fj, (z) ¢ INT'}
<limyoo + {k < n: Vo € Aigin fi, (z) ¢ T}
+ limy oo £ [{k < n: Vo € Aligin fy (z) ¢ I'} =0
elde edilir. Bu yiizden I;, her x € A ve h.h.k igin f; (x) i igeren ve uzunlugu 1 den

kiigiik esit olan bir araliktir.

Simdi de h.h.k. icin I" = fx () — 1, [y (z) + 3| arah@ fi (z) i ierecek sekilde
N (2) sayisim secelim. Onceki yolla her # € A ve h.h.k. igin I, = 1] " araligl f; (x)
i kapsar ve uzunlugu % den kiigiik esittir. Bu sekilde devam edilerek her bir m icin

I, 2O I,41 olacak sekilde kapali araliklarmn bir {7,,} °_, dizisini olugturalim. I,, nin
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uzunlugu 2'~™ den biiyiik olamaz ve her # € A igin f; (z) € I,, olur. Buna gore A
kiimesi iizerinde dyle bir f (x) fonksiyonu vardir ki {f ()} = N>_,I,, dir. Her x € A
ve h.h.k icin fi (z) € I, oldugundan n > T, i¢in

% {k <nVzeAigin fi(v) ¢ Ln}] < % (5.1)

olacak gekilde artan bir {7, } ~_, pozitif tam say1 dizisi segebiliriz. $imdi (f; (x)) in bir
(2 (z)) alt dizisini her € A i¢in k > T} oldugunda f (z) in tiim terimlerini igerecek
sekilde ve T,,, < k < Ty,41 i¢in fi (x) ¢ I, olacak sekilde olugturalm. Simdi gy (x)

fonksiyon dizisini

f(x), fe(x), (2x(x))’in bir terimi ise
gi (z) =
fr (z), diger durumlarda

seklinde tanimlayalim. Bu durumda A kiimesi iizerinde

lim gy (z) = f (x)

k—o0
dir. Ciinktie > £ > 0ve k > T), ise fi(x) , (2 (x))’in bir terimidir ve bu A kiimesi
tizerinde gy (z) = f (z) ya da A kiimesi iizerinde g; () = fi () € I,, anlamina gelir
ve her x € A ve hhk igin |gi () — f (x)] < 2'7™ dir. Ayrica Vo € A ve h.hk igin
gk () = fr () oldugunu iddia ediyoruz. Bunun dogrulugunu gostermek igin 7, < n <

T+1 alalim. Bu durumda
{k<n:VrxeA igin gp(x)# fu(x)} C{k<n:VxeA igin fr(x)¢ I,}
olur. Dolayisiyla (5.1) numaral egitsizlikten

% {k <n¥r € Adgin g (2) £ fu (2)}] < %{k <nvrc Agin fi(z) ¢ I}

1
< —
m

dir. Boylece n — oo igin limit sifirdir ve Vo € A ve h.h.k icin g (z) = fi (z) dir.
Dolayisiyla (i7) saglanir.

Son olarak (7i7) nin sagladigini farzedelim. A kiimesi iizerinde Vo € A ve h.h.k igin
fr () = gr (x) ve limg_o g () = f () olsun. € > 0 alalm. Bu durumda her bir n

icin
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{k<nVreAign |fi(z)— f(x)]| >e} C{k<nVrxeAicin fi(z)# g (x)}
U{k <nVz € Aigin |gx () — f(x)| > &}

olur. Ciinkii A kiimesi tizerinde limy_, gx (z) = f (z) dir. Yukaridaki yazilan son kiime

sabit sayida tam say1 igerir. Buna [ = [ (g, x) diyelim. Bu yiizden

lim, 0 = [{k < n: Vo € Aigin |fy, (z) — f(z)| > e}
<limy, o0 = {k < n: Vo € Aigin fy, () # gr (2)}
+lim, oo — =0
n
dir. Ciinkii her z € A, h.h.k icin fi, () = gx (z) dir. Dolayisiyla her x € A ve h.h.k i¢in

|fx () — f (z)| < e dir, (i) saglar ve ispat tamamlanir.
Teorem 5.2.1 den asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug: A iizerinde st — lim fj () = f (z) olacak sekilde { fx} fonksiyonlarin bir dizisi
ise lim;_.oo fr(s) (z) = f (x) olacak sekilde {fx} in bir (fiu) (z)) alt dizisi vardr.
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6 FONKSIYON DIZiLERIICIN o« MERTEBEDEN
NOKTASAL VE DUZGUN ISTATISTIKSEL YA-
KINSAKLIK

Bu boliimde reel degerli fonksiyon dizileri i¢in o mertebeden noktasal ve diizgiin is-
tatistiksel yakinsaklik kavramlarimi tanimlayip inceleyecegiz. Reel degerli fonksiyon
dizileri i¢in av—istatistiksel Cauchy dizisi kavramini verecegiz ve bu kavramin reel degerli
fonksiyon dizileri i¢cin o mertebeden noktasal istatistiksel yakinsakliga denk oldugunu
ispatlayacagiz. Ayrica, fonksiyon dizileri i¢in o mertebeden istatistiksel yakinsaklik ile
B mertebeden istatistiksel yakinsaklik arasindaki ilgkiyi inceleyecegiz. o < 8 oldugunda
reel degerli fonksiyon dizileri i¢in o mertebeden kuvvetli p—Cesaro toplanabilirlikle
mertebeden kuvvetli p—Cesaro toplanabilirlik arasindaki iligkiyi ve § mertebeden ista-
tistiksel yakinsaklikla o mertebeden kuvvetli p—Cesaro toplanabilirlik arasindaki iligkiyi

verecegiz.
0 < a <1 olacak gekilde « bir reel say1 olsun. N nin £ alt kiimesinin a—yogunlugunu
1
do (B)=lim —|{k<n: ke L}
n no¢

seklinde tanimlayalim. Burada [{k < n: k € E}|, n yi gegmeyen E nin eleman sayisini
gosteriyor.
Eger bir x = (z) dizisi a—yogunlugu sifir olan bir kiime harig diger tiim £ lar i¢in

P (k) ozelligini saghyorsa xy, h.h.k (a)i¢in P (k) 6zelligini saglar denir.
N nin herhangi bir sonlu alt kiimesinin a—yogunlugunun sifir oldugu agiktir ve
0o (E9) =1—10,(F)

esitligi 0 < o < 1 icin genelde saglanmaz. Esitlik sadece @ = 1 igin saglanir. o =1

oldugunda herhangi bir kiimenin a—yogunlugu dogal yogunluga doniisiir.
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6.1 Fonksiyon Dizileri Icin o Mertebeden Noktasal Istatistik-
sel Yakinsaklik

Bu kisimda reel degerli fonksiyon dizileri i¢in v mertebeden istatistiksel yakinsaklik ve

«a mertebeden noktasal istatistiksel yakinsaklik kavramlarini inceleyecegiz.
Tanim 6.1.1 0 < a <1 verilsin. Eger V ¢ > 0 icin

1
lim —[{k<n: |z, —L[>¢e}/ =0

n—oo M,

olacak sekilde bir L reel sayisi varsa (x) dizisine o mertebeden istatistiksel yakinsak
denir. Bu durumda z, L ye o mertebeden istatistiksel yakinsaktir denir. S*—limzy = L
seklinde yazilir. o« mertebeden istatistiksel yakinsak tiim dizilerin kiimesini S¢ ile tanim-
layalim. o mertebeden tiim istatistiksel sifir dizilerinin kiimesini S§ ile tanimlayalim.
Her bir 0 < o < 1 igin S§ C S oldugu agiktir. @ = 1 igin o mertebeden istatistiksel

yakinsaklik ile istatistiksel yakinsaklik aynidir.
Tanim 6.1.2 0 < o <1 verilsin. Eger V ¢ > 0 icin

lim — [{k<n:VaeAidn |fi (@) - f () >} =0

n—oo N,

oluyorsa, {fi} fonksiyon dizisine, A kiimesi iizerinde f fonksiyonuna o« mertebeden

noktasal istatistiksel yakinsaktir denir ya da noktasal a-istatistiksel yakinsak dizi denir.

Yani V 2 € A ve h.h.k (o) igin

i (@) = f(2)] <e

oluyorsa, A tizerinde S — lim f, (z) = f (x) yazilr.

Bu durumda 6 > 0, n > N (= N (g,0,2)),0<a<1veVe>0icn

lim — [{k<n:VaeAidn |fi(2) - [ (2)] 2 e} <o

n—oo M

olacak sekilde bir N tam sayis1 vardir. « mertebeden noktasal istatistiksel yakinsak

fonksiyon dizilerinin tiim kiimesini S® (f) ile tanimlayalim.
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a = 1icin S*(f) yerine S (f) yazilir ve f = 0 6zel durumunda S® (f) yerine S§ (f)
yazilir.
0 < a < 1 icin o mertebeden istatistiksel yakinsak fonksiyon dizileri iyi tanimhdir.
Fakat o > 1 i¢in iyi tamimh degildir. Bunun igin { f;},

1, k=2n

fe (z) = n=123,.. x € [O, %}
Tr, k#2n

seklinde tanimlansin. Bu durumda, hem

1
lim —{k<n: VzeAign |fi(z)—1] >} = lim —— =0
n—oo N n—oo 2n%
hem de
1 . . n
lim —{k<n: VzeAign |fi(x) -0 >c}| = hm2—:0
n—oo N n—oo 2N

olur. Dolayisiyla o > 1 igin {fx}, hem 1 e hem de 0 a a mertebeden istatistiksel

yakinsaktir. Yani S* —lim f; (z) = 1 ve 5% —lim f; () = 0 dir. Bu durum imkansizdur.

Teorem 6.1.1 0 < a <1 ve {fc},{gr}, A kiimesi iizerinde tanimlanmg reel degerli
fonksiyon dizileri olsun.
(1) Eger S® — lim f; (z) = f (x) ve c € Rise S* — limcfy (x) = c¢f (x) dir.
(i7) Eger S —lim fy, (z) = f (x) ve S* —lim g (z) = g (x) ise
S —lim (fi (x) + g (2)) = f (z) + g (x) dr.

Ispat: (i) ¢ = 0 oldugunda ispat agiktir. ¢ # 0 ve S® — lim f; (z) = f () oldugunu

farzedelim. h.h.k (a) i¢in
€

i () = f ()] < T

olacak gekilde € > 0 vardir ve dolayisiyla h.h.k («) icin

lcfi (x) —cf ()| <€

dir. Bu S* — limcfy (z) = cf () olmasin gerektirir.
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(77) nin ispat1 agagidaki egitsizliklerden elde edilir.

(
<Lk<n:VaoeAin |fi(x) - f(x) > 5}
_|_nla|{k;§n: VxeAign |g(z) —g(z)] > H

VIS

Her yakinsak fonksiyon dizi, o mertebeden istatistiksel yakinsaktir. Yani her 0 < oo <'1
icin ¢(f) C S*(f) dir. Fakat tersi saglanmayabilir. Ornegin, {f.} asagidaki gibi

tammlansin.

1, k=n3
Ji (@) = e k o+ n3

1+k2a:2 )

o > 1 i¢in S* —lim f;, (z) = 0 dir, fakat yakinsak degildir.

6.2 a-Istatistiksel Cauchy Dizisi ve Kuvvetli p—Cesaro Topla-
nabilirlik

Bu kisimda, reel degerli fonksiyon dizileri i¢in a—istatistiksel Cauchy dizisi ve av mer-
tebeden kuvvetli p—Cesaro toplanabilirlik kavramlarini inceleyecegiz. o < § oldugunda
reel degerli fonksiyon dizileri i¢in o mertebeden kuvvetli p—Cesaro toplanabilirlikle
mertebeden kuvvetli p—Cesaro toplanabilirlik arasindaki iligkiyi ve S mertebeden ista-
tistiksel yakinsaklikla o mertebeden kuvvetli p—Cesaro toplanabilirlik arasindaki iligkiyi

verecegiz.

Tanim 6.2.1 0 < « < 1 olacak gekilde o herhangi bir reel say1 ve {f;}, A kiimesi

tizerinde tanimlanmug reel degerli bir fonksiyon dizisi olsun. ¥ € > 0 ve h.h.k («) igin

\fe(z) — fn(2)| <e

olacak sekilde bir N (= N (e, x)) sayist varsa { f } dizisine o mertebeden bir istatistiksel

Cauchy dizisi ya da a—istatistiksel Cauchy dizisi denir. Yani,

lim — [{(k<n:VazeAign [fi(@) - fiy (@) >} =0

n—oo N,
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dir.

Teorem 6.2.1 {f;}, A kiimesi iizerinde tanimh bir fonksiyon dizisi olsun. Asagidaki
onermeler birbirine denktir.

(1) {fx}, A tizerinde noktasal a—istatistiksel yakisaktir.

(17) {fx}, A iizerinde a—istatistiksel Cauchy dizisidir.

(13i) {fr}, bir fonksiyon dizisi olmak tizere V z € A ve h.h.k () igin fi () = gx (2)

olacak gekilde o mertebeden noktasal yakinsak bir {g,} fonksiyon dizisi vardir.

Ispat: (i = i)

A tizerinde S® — lim f (z) = f(z) oldugunu farzedelim. ¢ > 0 ve h.h.k (a) icin
|fi () = f(z)] < § dir. Eger N sayis1 |fx (z) — f (2)| < § saglanacak sekilde secilirse
YV x € A igin

Fe(@) = fy @) < 1fi (@) = £ @]+ 1fn @) = F@)] < 5+ 5
elde edilir. Boylece { fi.}, a—istatistiksel Cauchy dizisi olur.
(74) nin dogru oldugunu farzedelim ve I = [fy (z) — 1, fn (x) + 1] aralig1 V 2 € A ve
h.h.k (o) igin fy (z) i igerecek sekilde N sayisini segelim. (i7) yi uygulayarak V o € A ve
hhk (a) icin I’ = [fu (z) — 3, fu (z) + t]arahg fy () i igerecek sekilde M sayisim
secelim. V2 € A ve h.h.k (o) icin I, = INI araligmm f; (x) i icerdigini iddia ediyoruz.
Ciinkii,
{k<n:VzeAiin fy(x) ¢ INI'}
={k<n:VzeAign f(x) ¢ I}
+{k<n:VzeAign f,(z) ¢ I'}

olur ve bu durumda,

lim, oo = {k <n: VaeAicn fi (z) ¢ INT'}
<limy oo = {k <n: VaeAicn fi (z) ¢ I}
+limy oo = {k <n: Va e Aigin fy(z) ¢ I'} =0
elde edilir. Bu yiizden I,V 2 € A, h.h.k («) igin fi (x) i igerir ve uzunlugu 1 den kiigiik

esit olan kapali bir araliktir.
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Simdi V z € A, h.hk (o) icin I” = [fye) (2) — 1, fye) (2) + 1] arahg fi (z) i igerecek
sekilde NV (2) sayisim secelim. Onceki yolla V x € A, h.h.k (a) i¢in I, = I, N I" aralig:

1

5 den kiictik esittir. Bu gekilde devam edilerek her bir m

fr (z) 1 igerir ve uzunlugu
i¢in I,,, D I,,+1 olacak sekilde kapali araliklari bir {1,,}>_, dizisini olugturalim. I,, nin
uzunlugu 217 den biiyiik olamaz ve V z € A, h.h.k («) igin f;, (x) € I, dir. Boylece
A kiimesi iizerinde 6yle bir f (z) fonksiyonu vardir ki {f (z)} =nNX_, I, dir. V z € A,

h.h.k (a) igin fi (x) € I,,, oldugundan n > T, igin
1 .. 1
—H{k<n: VreAign fi(z) ¢ [} < — (6.1)
n m

olacak gekilde artan bir {7,,} ~_, pozitif tam say1 dizisi segebiliriz.
Simdi (fx (z)) in bir (2¢ (x)) alt dizisini V = € A igin k£ > T} oldugunda tiim f (z) te-
rimlerini igerecek sekilde ve T, < k < T,,41 i¢in f (x) ¢ I, olacak gekilde olugturalim.
YV x € Aigin (gx (z)) fonksiyon dizisini agagidaki gibi tammlayalim.

f(z), Eger fi(x), 2z (x) in bir terimi ise

gx (z) =
fr (x), diger durumlarda

Bu durumda A kiimesi itizerinde limg_,o gx (z) = f(x) dir. Ciinkii ¢ > > 0 ve

1
k > T, ise fr(x), (2 (z)) in bir terimidir ya da A tizerinde gy (z) = fi ()

c I, ve
Vo € Aigin |gx () — fi (z)] < 217" dir. AynicaV z € A, hohk (a) igin g; (z) =

I
Ji ()
oldugunu iddia ediyoruz. Bunun dogrulugunu gostermek icin 7, < n < 7}, alalim.

Bu durumda
{k<n:VzeAign fy(x) # g ()} C{k<n: VzeAign fi(z) ¢ L.}
olur. Dolayisiyla (6.1) den ,

Lk <n:VaeAin fi (v) £ gr ()}
< L{k<n:VareAidn fi(2) ¢ I} < X

dir. Boylece n — oo iken limit sifirdir ve V z € A, h.h.k («) icin gx (z) = fi (x) dir.
Dolayisiyla (ii), (zii) yi gerektirir.
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Son olarak, (7i7) nin sagladigim farzedelim. Vo € A, h.h.k («) i¢in g, (z) = fi (z) ve A

tizerinde limg o gx (z) = f (z) olsun. € > 0 alalim. Bu durumda her bir n i¢in
k<n: VaeAdidn [fi (@) - f ()]}
C{k<n:VazeAin fi(z) # g (v)}
U{k<n:VzeAicn |g (z)— f(x)] > ¢}
olur ve A iizerinde limy_ .o gk () = f(x) oldugundan son yazilan kiime sabit sayida

tam say1 igerir. Bu sabit sayiya [ = [ (¢, z) diyelim. Boylece,
lim, o0 == [{k <n: Ve Aicn |fi (z) — f(2)] > e}
<limy oo = [{k <n: Ve Aigin fi () # gi (2)}]
+ lim nLO‘ =0
dir. Ciinkii V z € A, h.h.k («) igin g () = fx (z) dir. Dolayisiyla V 2 € A, h.h.k («)

icin | fx (x) — f (z)| < € olur. Bu yiizden (i) saglar ve ispat tamamlanir.

Sonug 6.2.1 A iizerinde S —lim fy, (z) = f (z) olacak sekilde { fz} bir fonksiyon dizisi
ise A tizerinde lim,, oo fi(n) () = f (x) olacak sekilde bir { fym) (z)} alt dizisi vardir.

Teorem 6.2.2 0 < a < <1 olsun. 5@ (f) C S?(f) dir ve a < 3 olacak sekilde baz

a ve (8 icin kapsam kesindir.

Ispat: Eger 0 < a < 8 < 1 ise Ve > 0 icin

L{k<n:VaeAign [fy(z)— f ()] > e}
<k <n: VaeAidn |fi(2) - f(2)] > e}

oldugundan S® (f) C S (f) dir. Kapsamin kesin oldugunu gostermek icin { f;,} dizisini

1, k =n?
I (z) = e g n=1,23,.. z¢cl01]

1+k31.2 )

seklinde tanimlayalim. Boylece % < a<1icin

Lk <n:Vael01] ign [fx(x)—0] > e}
=L {k<n: Vazel01] iin 1fo (@) > e} <L -0

no
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elde edilir. P —1lim f;, (z) =0, yani 1 < 8 < 1i¢in z € SP (f) dir, fakat § < a < 1i¢in
x ¢ S*(f) dir.

Teorem 6.2.2 de = 1 alirsak sonraki sonucu elde ederiz.

Sonug 6.2.2 {f;} fonksiyon dizisi, baz1 0 < a < 1 i¢in f fonksiyonuna o mertebeden

istatistiksel yakinsaksa, f fonksiyonuna istatistiksel yakinsaktir.

Tanim 6.2.2 0 < a < 1 olacak gekilde « bir reel say1 ve p pozitif bir reel say1 olsun.

lim — — 0
nggonazm z)?

olacak gekilde bir f fonksiyonu varsa {f;} fonksiyon dizisine o mertebeden kuvvetli
p—cesaro toplanabilir denir. Bu durumda A tizerinde wy — lim f, (z) = f (z) yazihr.
a = 1 i¢in « mertebeden kuvvetli p—Cesaro toplanabilirlik, kuvvetli p—Cesaro topla-
nabilirlige doniisiir. a mertebeden tiim kuvvetli p—Cesaro toplanabilir fonksiyon dizileri-

nin kiimesini wy (f) ile tammlayalm. f (r) = 0 olmas1 durumunda wg,, (f) yazihr.

Teorem 6.2.3 0 < o < 3 <1 ve p porzitif bir reel say1 olsun. wg (f) C wf (f) dir ve

a < [ olacak sekilde baz1 o ve 3 i¢in kapsam kesindir.

Ispat: {fr}, a mertebeden kuvvetli p—Cesaro toplanabilir olsun. 0 < o < § < 1

olacak sekilde o ve 3 verilsin ve p pozitif bir reel say1 olsun. Bu durumda,

nhjgoﬁzm |p<7}1j{>10n—2|fk f @)l

yazabiliriz. Bu da wy (f) C wg (f) i verir. Kapsamin kesin oldugunu gostermek igin

{fx} dizisini

1 ’ k= n2
fi(w) =g " v € [0,7]
0, k # n?

seklinde tanimlayalim. Bu durumda

1 O b _ VN 1
n—gglfk(x)—Ol Sn— 51
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dir. n — oo iken B—{%— — 0 oldugundan w? (f) —lim f; () = 0 dir. Yani {f} dizisi

0<pB< % icin @ mertebeden kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir, fakat

ve n — oo iken %ﬁi — 00 oldugundan 0 < a < % icin { f} dizisi @ mertebeden kuvvetli

p—Cesaro toplanabilir degildir.

Sonug 6.2.3 0 < a < [ <1 ve p pozitif bir reel say1 olsun. Bu durumda,
(1) Eger oo = f3 ise wg (f) = wy (f)dir.
(41) Vo € (0,1] ve 0 < p < oo icin wy (f) € w, (f) dir.

Teorem 6.2.4 0 <a <1ve0<p<q< ocoolsun. Bu durumda w{ (f) € wy (f) dir.

Teorem 6.2.5 0 < a < g < 1 olacak sekilde o ve 3 sabit reel sayilar ve 0 < p < oo
olsun. Eger {fi}, f fonksiyonuna o mertebeden kuvvetli p—Cesaro toplanabilir ise f

fonksiyonuna 3 mertebeden istatistiksel yakinsaktir.
Ispat: A iizerinde taniml herhangi bir {fx} fonksiyon dizisi i¢in,
Solfi(e) — F@P > [{k<n: Ve Aign |fi(x)— f (@) > 2}
k=1
yazabiliriz ve bu yiizden
1 < » 1 . »
ﬁZIfk(ff)—f(:v)l 2 SHksn:Vaedin |fi(z) - f(2)] 2} e
k=1
1
> S H{k<n:VzeAign |fi(z) - f(z) 2 e}
n
dir.

Sonug 6.2.4 0 < o < 1 olacak gekilde o sabit bir reel say1 ve 0 < p < oo olsun.
{fx}, f fonksiyonuna o mertebeden kuvvetli p—Cesaro toplanabilir ise f fonksiyonuna

a mertebeden istatistiksel yakinsaktir.
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6.3 Fonksiyon Dizileri Icin a« Mertebeden Diizgiin Istatistiksel
Yakinsaklik

Bu kisimda fonksiyon dizileri i¢in o mertebeden diizgiin istatistiksel yakinsaklik kavrami

incelenecektir.

Tanmim 6.3.1 A iizerinde 0 < a < 1 olacak sekilde « sabit bir reel say1 olsun. V ¢ > 0
icin A kiimesi iizerinde

lim — [{(k<n:VaeAidn |fi(2) - f () >} =0

n—oo M,

oluyorsa {fx}, fonksiyon dizisine f fonksiyonuna a mertebeden diizgiin istatistiksel

yakinsak ya da diizgiin a—istatistiksel yakinsak denir.
Yani V x € A ve h.h.k («) igin

i () = f ()] <e (6.2)

oluyorsa, bu durumda A {izerinde diizgiin S* — lim fy (z) = f () ya da A iizerinde
S* —1lim fy, (z) = f (z) yazalir. Tiim diizgiin a—istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini

Se (f) ile tammlayalim.

u

Teorem 6.3.1 V k € N igin f ve fi, A = [a,b] C R iizerinde siirekli fonksiyonlar ve
0 < a < 1 olsun. Bu durumda ¢z = maxgca |fx (z) — f (x)| oldugunda A iizerinde

diizgiin S —lim fj () = f (x) olmas icin gerek ve yeter sart S —lim ¢, = 0 olmasidir.

Ispat: A iizerinde diizgiin S® —lim f;, (z) = f () oldugunu farzedelim. V k € N igin A
tizerinde | fy, (z) — f (z)| siirekli oldugundan herhangi bir x; € A i¢in mutlak maksimum
degeri vardir. Yani, ¢; = |f1 (1) — f(x1)|, c2a = | fo (z2) — f (22)], ... saglanacak sekilde
r1,Za,... € A noktalar bulunabilir. Boylece k = 1,2,3, ... i¢gin ¢, = |fx (x) — f (2)]
yazabiliriz. Diizgiin a—istatistiksel yakisaklik tanimindan, V ¢ > 0 ve h.h.k («) i¢in

|fr (xr) — f (zx)| < € yazabiliriz. Bu yiizden S* — lim ¢, = 0 dur.
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(6.2) den eger A iizerinde diizgiin lim f; (z) = f(z) ise A iizerinde diizgiin S* —
lim fy, () = f (z) dir. Fakat tersi dogru olmayabilir. Bunu gostermek icin { f} dizisini,
1, k = n?

fi (z) = k=1,2,3,.., x€][0,1]

m, diger durumlarda

seklinde tanimlayalim.

[N}

, k=n?
cp = max |fr (x) — 0] =

z€(0,1] %, diger durumlarda

oldugunda S* — lim ¢, = 0 oldugundan [0, 1] tizerinde = € [0,1] ve a € [$,1] icin {fx},
f(x) = 0 a diizgiin a—istatistiksel yakinsaktir. Fakat limy ., ¢, var olmadigimdan

(fx (x)), [0, 1] iizerinde diizgiin yakinsak degildir.
Tersine 1spat asikardir.

Sonug 6.3.1 (i) A iizerinde diizgiin lim f (x) = f () ise A iizerinde lim fy (z) = f (z)
dir. A iizerinde lim fj () = f (x) ise A iizerinde noktasal S — lim f, (z) = f (z) dur.
(17) A iizerinde diizgiin S* — lim f; () = f (x) ise

A iizerinde noktasal S* — lim f; (x) = f (z) dur.
(iii) Eger 0 < o < B < 1ise S (f) C SP (f) dur.

6.4 Fonksiyon Dizileri I¢in Diizgiin a—Istatistiksel Cauchy Dizisi

Bu kisimda reel degerli fonksiyon dizileri i¢in diizgiin a—istatistiksel Cauchy dizisi

kavramini inceleyecegiz.

Tanim 6.4.1 0 < o < 1 olacak sekilde o herhangi bir reel say1 ve {fi}, A kiimesi iiz-
erinde bir fonksiyon dizisi olsun. V e > 0, h.h.k (o) ve V& € Aicin | fx (z) — fxv (2)] < e
olacak sekilde bir N (= N (¢)) sayist varsa { fi} dizisine o mertebeden diizgiin istatis-
tiksel Cauchy dizisi ya da diizgiin a—istatistiksel Cauchy dizisi denir. Yani,

lim %Hkgn: VaeeAicgin |fp(z) — f(x)] > e} =0

n—oo M,
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dir.

Teorem 6.4.1 0 < o < 1ve{fi}, {gr} A tizerinde tammlanms reel degerli fonksi-yon

dizileri olsun.
(1) Eger S — lim fy, (z) = f (z) ve ¢ € Rise S¢ — limcfy, (z) = cf (x) dir.
(i7) Eger S¢ —lim fy (z) = f (x) ve SS —lim g (z) = g (x) ise

Su —lim (fi () + g (2)) = [ (x) + g (2)

dir.

Teorem 6.4.2 0 < a < 1 olacak gekilde « herhangi bir reel say1 ve {fi}, A kiimesi
iizerinde bir fonksiyon dizisi olsun. Asagidaki durumlar denktir.

(1) A iizerinde {fi} diizgiin a—istatistiksel yakinsaktir.

(17) A tizerinde { fi} diizgiin a—istatistiksel Cauchy dizisidir.

(7ii) {fx}, bir fonksiyon dizisi olmak tizere V x € A ve h.h.k («) igin fx () = gi ()

olacak gekilde o mertebeden diizgiin yakimsak bir {g;} fonksiyon dizisi vardir.
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7 FONKSIYON DIiZIiLERI ICIN « MERTEBEDEN
A—ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu boliimde reel degerli fonksiyon dizileri igin o mertebeden [V, \] —toplanabilirlik ve «

mertebeden noktasal A— istatistiksel yakinsaklik kavramlarim1 tanimlayip inceleyecegiz.

wfp (f) ve S§ (f) arasinda ve S§ (f) ve Sy (f) arasinda bazi kapsam iligkileri kuracagz.

Aksi belirtilmedikge n, € N = {1,2,3,...} i¢in N,,, = {n,, n, + 1, n,+2,...} de “tiim

n, € N,,,” nin anlam1 “pozitif tam sayilarin sonlu sayilar: hari¢ tiim n € N” dir.

A, bos olmayan bir kiime olsun, A iizerinde tanimlanan sinirlandirilmis reel degerli tiim

fonksiyonlarin kiimesini B (A) ile tanimlayalim.

7.1 o Mertebeden Noktasal \—Iistatistiksel Yakinsaklik

Bu kisimda « mertebeden noktasal A—istatistiksel yakinsaklik kavrami tanimlanip in-

celenecektir.

Tanim 7.1.1 X\ = ()\,) dordiincii boliimdeki gibi tamimlansin ve «, (0, 1] arahginda

herhangi bir reel say1 olsun. Eger Ve > 0 icin,

1
lim EHI@’EI”: VaeeAicgin |fy(z) — f(x)]| > e} =0

n—oo

oluyorsa { fi.} fonksiyon dizisine, f fonksiyonuna o mertebeden noktasal A—istatistiksel

yakisaktir denir. Yani § >0, n > N (=N (g,0,7)),0<a<1veVe>0igin

n—oo

lim )\—la\{keln: Ve Aign [fi(x) - f(2)] > e} <6

olacak gekilde bir NV sayis1 vardir. a mertebeden noktasal istatistiksel yakinsak fonksiyon

dizilerinin tiim kiimesini S§ (f) ile tammlayalim. Bu durumda A iizerinde
Sy — lim fi, (z) = f (2)
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yazilir. X\, = n ve tim n € N icin S¢ yerine S (f) yazihr. Ozel olarak o = 1
durumunda S§ (f) yerine Sy (f) yazilr.
0 < o < 1icin S§— istatistiksel yakinsaklik iyi tanimhdir. Fakat oo > 1 i¢in iyi tanimh
degildir. Bunun i¢in { fz},

2, k= 3n

fi(z) = ) ko3 n=1273, ..
n

1+kx?

seklinde tanimlansin. Bu durumda, o > 1 i¢in hem

1 1
1imF|{k:€In:‘v’x€Aigin |fi (z) — 2] > €}| < lim P‘g])\l’ =0
hem de
2 ([N, +1
JLI&)\—z {ke[n: Ve Aicin fk(w)_l—i—k:a: 25}‘;}1&%:0

olur. Dolayisiyla S§ — istatistiksel yakinsaklik hem 2 ye hem de 0 a yakinsar. Bu durum

imkansizdir.

7.2  Fonksiyon Dizileri i¢in & Mertebeden [V, \| —Tollanabilirlik

Bu kisimda reel degerli fonksiyon dizileri igin o mertebeden [V A\| —tollanabilirlik kavra-
mini inceleyecegiz. wfp (f) ve S (f) arasinda ve S§ (f) ve Sy (f) arasimnda bazi kapsam

iligkileri kuracagz.

Tanim 7.2.1 X\ = (\,) dizisi yukarida belirtildigi gibi olsun. «, (0,1] arahginda

herhangi bir reel say1 ve p pozitif bir reel say1 olsun. Eger

tim o 3 i) — £ (@) =0

olacak gekilde bir f fonksiyonu varsa { f;} fonksiyon dizisine, kuvvetli ws, (f) —toplana-

bilir ya da o mertebeden noktasal [V, \] —toplanabilir denir.
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Bu durumda A tizerinde w§,—lim f; () = f (x) yazihr. Tiim kuvvetli wfp (f) —toplanabilir
fonksiyon dizilerinin kiimesini wf, (f) ile tamimlayalim. A, = n ve tiim n € N igin

w$, (f) yerine wy (f) yazilir. a = 1 6zel durumunda w$, (f) yerine wy, (f) yazilr.

Teorem 7.2.1 Hern € N, igin A, < p,, olacak sekilde A = (\,) ve u = (p,,) dordiincii
boliimde tamimlanan A da iki dizi olsun. 0 < o« < 8 < 1 ve {fx}, A kiimesi iizerinde

tanimlanmig reel degerli bir fonksiyon dizisi olsun.

(i) Eger,
lim inf )\—g >0 (7.1)
n—oo Mn
ise SU(f) C SY(f) dir.
(11) Eger,
lim 22 =1 (7.2)

ise S§ (f) € S5 (f) dir.

Ispat: (i) Her n € N, icin A\, < g, oldugunu farzedelim ve (7.1) saglansin. Bu

durumda I,, C J, ve € > 0 i¢in

{keJu: VoeAign [fy(z) - f(2)] = €}
D{kel,: Vxe Aign |fy(z)— f(z)] > ¢}

yazabiliriz ve bu yiizden J,, = [n — p,, + 1, n] arahginda her n € N,,, i¢in

#ig|{k€<]n: VaeAign |fi(x)— f(x)] > e}
< Sk el YaeAidn |fi(2) - f(2)] > e}

dir. n — oo iken (7.1) yi kullanarak limit ahrsak Sf; (f) C S5 (f) elde edilir.

(i7) A tizerinde S — lim fi (x) = f () olsun ve (7.2) saglansm. I, C J, oldugundan,
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Ve >0veVnel,, icin

L|{kedy: Ve Aign |fi(2) - f(2)] > e}
:#iﬁ|{n—un—|—1<k;<n—)\n: Vo€ Aicin |fy(x) — f(2)] > e}
+M%’{k€[n: VreAign |fi(z)— f(x)] > e}

e {k € L: Vae Algin |fi (2) — f ()] > e}

e L (ke l,: Yo Aicn [fi(z)— f(2)] > e

<(f-1)+ % kel Vaoedign |fi(2) [ (@) > e}

IN

IN

dir.(2) den lim, % = 1 oldugundan ilk terim ve A iizerinde S — lim fy (z) = f (x)
oldugundan yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki ikinci terim n — oo iken 0 a yakin-
sar. (Her n € N, igin <’;—g — 1) > 0 olduguna dikkat edelim.) Bu S¢(f) € S5(f)

olmasini gerektirir.

Bu teoremden asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 7.2.1V n €N, igin A\, < pu, olacak sekilde A = (\,) ve u = (1,,), A da iki dizi
ve {fr}, A kiimesi iizerinde tanmimlanmig reel degerli bir fonksiyon dizisi olsun. Eger
(7.1) saglarsa, bu durumda;

(i) Yo € (0,1] ve Yz € A igin S¢ (f) € S5 (f) dir.

(i1) Voo € (0,1] ve Vo € Aigin S, (f) C S¢ (f) dir.

(i13) Vo € Aicin S, (f) € Sy (f) dir.

Sonug 7.2.2 Vn €N, i¢in A\, < p, olacak gekilde A\ = (\,,) ve u = (p,,), A da iki dizi
ve {fr}, A kiimesi iizerinde tanimlanmig reel degerli bir fonksiyon dizisi olsun. Eger
(7.2) saglarsa, bu durumda;

(i) Va € (0,1] ve Vo € A igin SY (f) € Sy (f) dir.

(ii) Ya € (0,1] ve Yz € A igin S¢ (f) € S, (f) dir.

(i13) Vo € Aicin Sy (f) € S, (f) dir.

Teorem 7.2.3 Her n € N, icin A\, < p,, olacak sekilde A = (A\,,), = (,,) € A olsun.
0<a<p<1lve{fi}, Akiimesi iizerinde tanimlanmig reel degerli bir fonksiyon dizisi

olsun.
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(1) Eger (7.1) saglarsa Vo € A igin w, (f) C wg, (f) dir.
(i1) Eger (7.2) saglarsa ve f () € B(A) ise Vo € Ai¢in B(A) Nws, (f) C wh, (f) dir.

Ispat: (i) nin 1spat1 aciktir.
(@) (fr (z)) € B(A)NwS, (f) olsun ve (7.2) nin sagladigim farzedelim.
(fx (x)) € B(A) oldugundan V k € NveVz € Aigin |fy (z) — f (z)| < M olacak sekilde

M > 0 vardir. Simdi, Vn € N,,_ icin A\, < u,, ve I, C J, oldugundan, her n € N,, i¢in

LS @) - f @) @) = f@F +— S 1 @) — F @)

Hn e, k€Jn—1In HFn per,
€A TE €A

I
3m| =
=[]
=

IN

IA
VRS RS VRS
=
3
[
>
S ®
N——
3
+
|
=
S
~—
|
—
=
~—r
=

B
)‘" " kel,
€A
Fon p L P
< ﬁ_l MJFFZ’fk(x)—f(xﬂ
n " kel,
TzEA

olur. Dolaysiyla B (A) Nws,, (f) C wi, (f) dir.

Sonug 7.2.3 Vn €N, i¢in A\, < p, olacak sekilde A = (\,,) ve u = (p,,), A da iki dizi
ve {fr}, A kiimesi iizerinde tanimlanmig reel degerli bir fonksiyon dizisi olsun. Eger
(7.1) saglarsa, bu durumda;

(i) Va € (0,1] ve Vo € A igin wiy, (f) C wg, (f) dir.

(41) Vo € (0,1] ve Vo € A icin wy,, (f) C wg, (f) dir.

(i1) Vo € A igin wy,, (f) C wyy, (f) dir.

Sonug 7.2.4 Vn €N, icin A\, < p, olacak gekilde A = (\,,) ve u = (p,,), A da iki dizi
ve {fr}, A kiimesi iizerinde tanimlanmig reel degerli bir fonksiyon dizisi olsun. Eger
(7.2) saglarsa, bu durumda;

(i) Ya € (0,1] ve Vo € A igin B (A) Nwy, (f) C wy, (f) dir.

(#1) Ya € (0,1] ve Vo € A igin B (A) NwS, (f) C wy, (f) dir.

(119) Vo € A icin wy, (f) C wy, (f) dir.
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Teorem 7.2.4 0 < o < 8 <1 olacak gekilde a ve [ sabit reel sayilar, Vn € N,,_ i¢in
A < i, ve {fr}, A kiimesi {izerinde tamimlanmug reel degerli bir fonksiyon dizisi olsun.
Bu durumda;

(1) (7.1) saglansin, eger A iizerinde tamimlanmig reel degerli fonksiyon dizisi, f ye
kuvvetli wﬁp (f) —toplanabilir ise f ye S¥ (f) —istatistiksel yakinsaktir.

(77) (7.2) saglansin, eger fi (v) € B(A) ve {fi}, A iizerinde tammlanmig smirh reel
degerli fonksiyon dizisi, f ye S§ (f) —istatistiksel yakinsak ise f ye kuvvetli wﬁp (f) —top-

lanabilirdir.
Ispat: Herhangi bir (f; (x)) fonksiyon dizisi ve € > 0 igin

D@ —f@ = Y k@ -S@F+ Y @)~ f@F

keJ, k€Jn,x€A kEJ,,z€A
z€A | g (@)= F(z)| > | (@)= f ()| <e
> o k@ —f@P+ > fel@) = f@)f
k€L, €A kel z€A
| £ ()= F ()| >e | fp ()= F ()| <e
> N f@ - f@F
k€L, ,xz€A

| (@) F(a)|2e

> Hkel,: YVeeAign |fy(x)— f(x)| >e}|eP

dir. Bu durumda,

%Zm(m—f@np > kel YoeAidn |fi(z)— f ()] > e}
" ked, n
PN | ..
> Ml ther,: voedidn i) - @) > e}

elde edilir. (7.1) sagladigindan, eger {fi}, f ye kuvvetli wﬁp (f) —toplanabilir ise f ye
S$ (f) —istatistiksel yakinsaktir.

(17) Sy —lim f (x) = f (x) ve (fx (z)) € B (A) oldugunu farzedelim. Bu durumda, tiim
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k lar igin |fy (z) — f (x)] < M olacak sekilde M > 0 vardir. Ve > 0 ve Vn € N,,, igin

BZm P = = S 1@ - F@F+ = Y e @) — @)

Hn keJn keJn—In ” kel
z€A T€A z€A

Mn_A
Q)W+—Zm; P

Hn ke,
z€EA

IN

IN

IA
/N
F
ol |
>~
SRS
~__
=
n
m|'_‘
=
|
S—
|
\
&
=

" kel,,x€A
| f ()= f(z)|>e

+% S @@

kel,,xeA
|f(x)—f(=)|<e

My,
(ﬁ‘QMﬁ

MP
+-gHkel,: VeeAign [fi(z) - f(z)| 2 e} +¢

IN

dir ve S —lim f () = f () oldugunda (7.2) yi kullanarak w? —lim f (z) = f (x) elde

edilir.

Sonug 7.2.5 Vn €N, i¢in A\, < p, olacak sekilde A = (\,,) ve u = (p,,), A da iki dizi
a, (0,1] de herhangi bir reel say1 olsun. Eger (7.1) saglarsa, bu durumda;

(i) A tizerinde tammlanmg reel degerli bir fonksiyon dizisi f ye kuvvetli wf, (f) —toplana-
bilir ise f ye S¢ (f) —istatistiksel yakimsaktir.

(i) A tizerinde tanimlanmig reel degerli bir fonksiyon dizisi f ye kuvvetli w,,, (f) —toplana-
bilir ise f ye S (f) —istatistiksel yakimsaktir.

(i17) A tizerinde tanimlanmig reel degerli bir fonksiyon dizisi f ye kuvvetli w,,, (f) —toplana-

bilir ise f ye S\ (f) —istatistiksel yakinsaktir.

Sonug 7.2.6 Vn €N, icin A\, < u, olacak sekilde A = (\,,) ve u = (p,,), A da iki dizi
ve a, (0,1] de herhangi bir reel say1 olsun. Eger (7.2) saglarsa, bu durumda;
(i) A iizerinde tammlanmig smirli reel degerli bir fonksiyon dizisi f ye S¢ (f) —is-

tatistiksel yakinsak ise f ye kuvvetli wf, (f) —toplanabilirdir.
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(i7) A tizerinde tanimlanmg sinirli reel degerli bir fonksiyon dizisi f ye S¢ (f) —istatistik-

sel yakinsak ise f ye kuvvetli w,,, (f) —toplanabilirdir.

(i1, ) Eger A iizerinde tanimlanmig sinirh reel degerli bir fonksiyon dizisi f ye Sy (f) —is-

tatistiksel yakinsak ise f ye kuvvetli w,, (f) —toplanabilirdir.
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