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OZET
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BIRINCi MERTEBEDEN DIFERENSIYEL
DENKLEMLERIN SALINIMLIGI
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Matematik Anabilim Dali
Danisman: Dog. Dr. Ozkan OCALAN

Bu tez ¢alismasi ¢ bélimden olusmaktadir. Birinci bolim, giris kismina ayrilarak genel
bir literatiir bilgisi verilmistir. ikinci béliimde, gerekli temel kavramlardan s6z edilmistir.

Ugtincii bslimin ilk kisminda

%(}’(ﬂ —R()y(t—7m) + POyt -1 - Q)y(t—a) =0
pozitif ve negatif katsayili birinci mertebeden nétral gecikmeli diferensiyel denklemi
incelenmistir. Uclincii bélimiin ikinci kisminda ise,
x'(&) + p(Ox(z(®)) =0, t=t,
formundaki birinci mertebeden geciklemeli diferensiyel denklemlerin salinimhgi

incelenmistir.
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ABSTRACT
M.Sc Thesis

OSCILLATIONS FOR FIRST ORDER
DIFFERENTIAL EQUATIONS

Ozge TANRIOVER
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Ozkan OCALAN

This thesis consists of three chapters. The first chapter is devoted to the introduction
and provides a generel knowledge about the existing literatire. In the second chapter,
we give some basic definitions and preliminary that be used in further sections. In the
third chapter we provide new sufficient conditions fort he oscillation of all solution of

the neutral differential equation with variable coefficients

d
Z 0O - ROyt -+ POy -1 —Q(B)y(t—0) =0
Also, in the third chapter is corcorned with the oscillatory behaviour of first order

delay differential equations of the form

() +p@x(z(®) =0 t=t,
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1. GiRiS

Diferensiyel denklemlerin vazgecilmez bilimsel 6neminde “dogada kopukluklar yoktur”
yanlis varsayimina yer veriliyordu. Bu eski hipozete gore, fiziksel olaylarin matematiksel
modeli, slirekli degisim oranlari arasindaki denklemler ile ifade ediliyordu. Bu nedenle
diferensiyel denklemler, fizik bilimine 6zgli matematiksel ifadeler olarak kabul
ediliyordu. Fakat yirminci ylzyil baslarinda radyasyondaki quanta ile biyolojide goriilen
genetik olaylardaki gelismeler, tim doga olaylarinin, sureklilik terimleri ile ifade
edilemeyecegini gostermistir. Eski Yunanlilara gére, doga olaylarinda gorilen sireklilik
ile kesiklilik arasindaki zitlasma, dogadaki surekliligin bir aldatmacasiydi. Giinimuzde
diferensiyel denklemlerde goriilen sireksizlik halleri, fark denklemleri kullanilarak

ortadan kaldirilmak istenmistir.

Bir gecikmeli diferensiyel denklem, 7(t): R — R reel degerli bir fonksiyon olmak lzere
tlim 7(t) = oo ve 7(t) < t kosullari saglanmak tzere
x'(t) = f(t,x(¢), x(z(1)))

seklinde denklemlerdir. Yani bu tir denklemler, bilinmeyen bir fonksiyon ve onun en
yliksek mertebeden tilirevi hari¢ diger tirevlerinin bir yada daha c¢ok gecikme
degiskenlerine bagh oldugu bir diferensiyel denklemdir. Buradan da goraldigi gibi
x'(t) nin degisim orani yalnizca x(t) degerine degil ayni zamanda x(z(t)) degerine de

baghdir.

x’(t)+x(t—2)—x<t—%>=
x@t)+x(t—-5)—-4=0

2"(6) — 2x'(£) + 3x (t - ;) —1

t
x"(t) — 3x'(t — sin?t) — x(g) +t=1

seklindeki denklemler birer gecikmeli diferensiyel denklemlerdir.



Gecikmeli denklemler ile ilgili ¢alismalar literatire ilk olarak 1770 yilindan sonra
girmistir. Fakat, gecikmeli diferensiyel denklemler ile ilgili sistematik ve Onemli
calismalar daha c¢ok son altmis yilin Grinleridir. Gecikmeli diferensiyel denklemler fizik,
biyoloji ve ekonomi gibi pek ¢ok alanda ortaya ¢ikan bir¢ok problemin ¢éziimiinde rol
oynarlar. Bu nedenle, bu konu hakkinda son yillarda birgok kitap yazilmistir (Gyori and

Ladas 1991, Gopalsamy 1992).

Diferensiyel denklemler iki yUz yili asan bir siirede incelendigi halde, fark denklemleri

yiz yillik bir inceleme sirecinde sistematik hale gelmistir.

Fark denklemleri ile zamana bagli ¢esitli doga olaylarinin incelenmesinin, dogal bir
ifadesi olarak karsilasilmaktadir. Zamana bagh degiskenlerin kullanildigi olaylarin ¢cogu
ayrik (kesikli) oldugundan bu tir denklemler 6nemli matematiksel modelleri
olustururlar. Daha da onemlisi fark denklemleri, diferensiyel denklemler icin
ayriklastirma (discretization) metodlarinin incelenmesinde de karsimiza cikar. Fark
denklemleri teorisinde elde edilen pek ¢cok sonu¢c hemen hemen bunlara karsilik gelen
diferensiyel denklemlerin ayrik benzerleridir. Bununla birlikte, fark denklemler teorisi,
buna karsilik gelen diferensiyel denklemler teorisinden daha zengindir. Fark
denklemleri teorisinin uygulamalari, kontrol teorisinde kararlilik durumunun
incelenmesinde, biyolojide canli popllasyon sayisinin arastiriimasinda, ekonomide
borsa hareketlerinin izlenmesinde, tip biliminde hiicre hareketlerinin incelenmesinde

ve bircok bilim dalinda kullaniimaktadir.

Surekli degiskenli fark denklemleri bilinmeyeni, stirekli degiskenli bir fonksiyon olan
fark denklemleridir. Fark denklemleri terimi, genellikle ayrik degiskenli fark denklemleri
icin kullanilir. Uygulamada, surekli degiskenli fark denklemlerinde bagimsiz degisken
zaman ifade etmek icin kullanilir. Bu gercegi gdzoniine alarak, siirekli degiskenli fark
denklemleri siirekli zamanh fark denklemleri olarak adlandirilabilir. Siirekli degiskenli
fark denklemleri dogal bilimlerin bircok dalinda incelenen evrim siirecinin dogal
tanimlamalar olarak ortaya ¢ikar (Gyori and Ladas 1991, Sharkovsky et al. 1993).
Siarekli degiskenli fark denklemlerinin ¢éziimlerinin salinimhgi bircok yazar tarafindan

calisiimistir (Ladas et al. 1992, Domshlak 1993).



Yukaridaki bilgilerin 15181 altinda; bu yiksek lisans tez calismasinda noétral diferensiyel

denklemlerin ve gecikmeli diferensiyel denklemlerin salinimlik davranisi incelenmistir.

ikinci bélimde gecikmeli denklemlerin salinimlik davranisi, otonom, otonom olmama
durumu ve asimptotik sabit katsayili olma durumlariyla ilgili temel tanim ve teoremler
tanitilmis ve simdiye kadar bu konularda yapilan bazi ¢alismalar verilmistir. Fark

denklemlerinin salinimlik davranisindan bahsedilmistir.

Uglincli bélimiin birinci kisminda ise pozitif ve negatif katsayili birinci mertebeden

notral gecikmeli

%(J’(t) —R@®y(t—7) + POyt —-1) - QO)y(t—0) =0
diferensiyel denleminin salinimlik davranigini inceledik. Burada
P,Q,R € C([ty,),R*), r€ (0,00), 7,0 € [0,00)
dir.
Ugtincii béliimiin ikinci kisminda ise
') +p®x(z(®) =0, t=¢,

formundaki birinci mertebeden gecikmeli diferensiyel denklemlerin salinimhk
davranisini inceledik. Burada p, T € C ([ty, ), R*), R* = [0, ), 7(t) azalan degildir,

t>ty icin t(t) <t ve gimt(t)zoo dir. Bugline kadar arastirilan salinimhk

kosullarinin kronolojik sirasini gésterdik.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Lineer Skaler Gecikmeli Denklemlerin Salinimhigi

(D) +Zpi Ox(t—1,) =0 2.1)

lineer gecikmeli diferensiyel denklemini diisiinelim. Burada
p; € C[[to,®],R]ver; ERY i=12,..,n (2.2)

T = max{ty, Ty, ..., T} Olsun. Bazi t; = t, igin x € C[[t; — 7,0), R] nin bir fonksiyon
oldugunu (2.1) esitliginin ¢éziimiinden anlariz. Oyle ki x [t;, ) araliginda surekli
diferensiyellenebilir ve t >1t; igin (2.1) esitligini saglar. Boyle bir ¢6zim

[t1, ) Uzerinde bir ¢6ziim olarak adlandirilir.

t; bir baslangic noktasi ve ¢ € C[[t; — 7, t;],R] bir baslangig fonksiyonu verilmis

olsun. (2.1) esitligi, [t;, ) lUzerinde bir tek ¢dziime sahiptir. Oyle ki
x()=¢(t) t;—T1<t<t;. (2.3)

x [a, o) araliginda tanimli surekli bir fonksiyon olsun. Eger x sonsuz ¢oklukda sifira
sahipse x fonksiyonu salinimli yada salinimli olandir. Yani, her b > a icin ¢ > b noktasi
vardir. Oyle ki x(¢) = 0 dir. Aksi takdirde x salinimh olmayan olarak adlandirilir. Yani
eger b > a icin x(t) = 0 ise x salinimli degildir. x strekli iken eger x salinimsiz ise x
pozitif yada negatif olmak zorundadir. Yani, T € R vardir oyle ki t =T igin x(t)

pozitiftir yada t > T igin negatiftir.

Bir lineer diferensiyel denklem igin bir ¢6zimiin karsiti da ayni denklemin bir
¢Ozimudir ve bu ylzden eger bir lineer diferensiyel denklem salinimli olmayan

¢Ozlime sahipse denklem pozitif ¢oziime (ek olarak negatif) sahiptir.

(2.2) nin saglandigini varsayalim. Burada (2.1) esitliginin her ¢o6zimi salinimhdir

dedigimizde sunu soylemek istiyoruz.



Her t; = t, baslangi¢ noktasi ve her ¢ € C[[tl -1, tl],]R] baslangi¢ fonksiyonu igin
(2.1) baslangi¢c deger probleminin ve (2.3) in x tek ¢6zimi salinimhdir, yani x sonsuz
sifira sahiptir. (2.1) esitliginin salinimh olmayan ¢6ziime sahip oldugunu ispatlamak
istedigimizde (2.1) esitliginin x pozitif ¢dzlimiine sahip oldugunu ispatlamak yeter. Yani
t, = t; =ty noktalari vardir dyleki [t;, ) Uzerinde x bir ¢ézimdulr ve t = t, igin

x(t) > 0dir.

Katsayilarin sabit oldugu yerde lineer otonom gecikmeli denklemin 6zel durumu igin,
her ¢6zim salinimhdir dedigimizde sunu anlariz. Her t; € R ve her ¢ € C[[t1 -1,
tl],]R] baslangi¢ fonksiyonu igin (2.3) kosulunu saglayan denklemin tek ¢ozimi

salinimhdir.

Hem gecikmeli hem de ileri tartismali denklemler igin ve sadece ileri tartismali
denklemler igin bir kural olarak [a, ) un belirli araligi Gzerindeki ¢dzimler igin varlik
ve teklik teoremleri mevcut degildir. Boyle denklemler igin her ¢ézimiin salinimli
oldugunu sdylemek su anlama geliyor; [a, o) belirli arahigindaki denklemi saglayan her

surekli fonksiyon sonsuz sifira sahiptir (Gyori and Ladas 1991).
2.2 Otonomluk Durumu

(2.1) lineer otonom gecikmeli diferensiyel denklemini diisiinelim. Burada p; katsayilar
reel sayidir ve t; gecikmeleri negatif olmayan reel sayidir. (2.1) esitligine iliskin

karakteristik denklemi

1+ z pre~?t = 0 (2.4)

dir (Gyori and Ladas 1991).

Teorem2.2.1: p; € Rvet; € Rt i=12..,n
oldugunu varsayalim. Asagidaki ifadeler denktir.

(a) (2.1) in her ¢ozimi salinimhdir.

(b) (2.4) karakteristik denklemi reel kdke sahip degildir (Gyori and Ladas 1991).



Teorem2.2.2: x(t) +px(t—1) =0 (2.5)
diferensiyel denklemini distinelim. Burada
p,T ER
dir. Asagidaki ifadeler denktir.
(a) (2.5) in her ¢6zimi salinimhdir.

(b) A + pe=* = 0 karakteristik denklemi reel koklere sahip degildir (Gyori and Ladas
1991).

Teorem 2.2.3 : p;,7; =0 i=1,2,...,nolsun. Asagidaki iki kosuldan her biri (2.1)

denkleminin tim ¢6zlimlerinin salinimligi igin yeterlidir.
1
(a) Xty piTi > (2.6)

1
1 1
(b) (ITizq pPOn Ty T > 2 (2.7)
( Gyori and Ladas 1991).
Teorem 2.2.4:p; ,7; =0 i=1,2,..,nolsun.
n
Z Di (max r-) < 1 (2.8)
" [ \asisn Y T e
i=1
(2.1) denkleminin salinimli olmayan ¢ézimunin varligi igin yeterli bir kosul iken
n
Zp- (min ‘L'-) > E (2.9)
4 ¢ 1<isn ' e
i=1

(2.1) denkleminin tim ¢ézimlerinin salinimli olmasi icin yeterli bir kosuldur (Gyori and

Ladas 1991).
Teorem 2.2.5: p, T € R olmak lzere

x(t)+px(t—1)=0



diferensiyel denklemini distinelim. Asagidaki ifadeler denktir.

(a) (2.5) denkleminin her ¢6zim salinimlidir.
1
(b) p7 >~
(Gyori and Ladas 1991).
Sonu¢ 2.1.1:p,q, T € R olmak lzere
x(@) +px(t) +gx(t—1)=0 (2.10)

diferensiyel denklemini dikkate alalim. O zaman,
pPT > 1

Te -

1 e

(2.10) denkleminin tiim ¢ozlmlerinin salinimhig igin gerek ve yeter sarttir (Gyori and

Ladas 1991).
Teorem 2.2.6: x(t) + px(t — 1) —qx(t —0) =0 (2.11)

Gecikmeli diferensiyel denklemini géz énine alalim. Kabul edelim ki p,q,7,0 € R*

saglansin.
p>qvet=0
(2.11) kosulunun tiim ¢éztimlerinin salinimh olmasi igin gerek sart
p>q, T2>o0, q(t—o0) <1

ve
1
P —q)r>_[1-q(-0)]
yeter sarttir (Gyori and Ladas 1991).

2.3 Otonom Olmama Durumu

Lineer otonom olmayan gecikmeli



@) +pt)x(t—1)=0 t=t, (2.12)
diferensiyel denklemini distinelim (Gyori and Ladas 1991).
Teorem23.1: pE€ C[[to, ), ]R+] >0

ve

t
. 1
lg)nlgf p(s)ds > A

t—t

oldugunu varsayalim. (2.12) denkleminin her ¢6zimua salinimhdir (Gyéri and Ladas

1991).
Teorem 2.3.2: p € C[[ty, ), R*] 7> 0

ve

t 1
f p(s)ds < — t=>tg
t—T e

oldugunu varsayalim. (2.12) denkleminin bir pozitif ¢6zimi vardir (Gyori and Ladas

1991).
2.4 Asimptotik Sabit Katsayili Lineer Gecikmeli Denklemlerin Salinimhgi
Teorem 2.4.1:

(a) Qj € C[[ty,»),R*], 7 = 0 ve th_)ngo Qj(t) =q; (2.13)

Un saglandigini ve
n
z(t) + Z qiz(t—1) =0 (2.14)
j=1
sinirh denkleminin her ¢6zimundn saliniml oldugunu varsayalim. Béylece

x(t) + 2 Qi(®x(t—1)=0, t=>t (2.15)
j=1



denkleminin her ¢6zimi de salinimhidir.
(b) (2.13) sartina ek olarak, yeterli biytuklukteki t icin

Qi(t) <gq; j=12,..,n (2.16)
oldugunu varsayalim.

(2.15) denkleminin her ¢ozimi salinimhdir ancak ve ancak (2.14) denkleminin her

¢6zimi sahinimhdir (Gyori and Ladas 1991).
2.5 Fark Denklemlerinin Salinimhgi
k + 1 mertebeli
x(n+1)—x(m)+pn)x(n—k)=0, neZ* (2.17)

t¢ terim fark denklemini disiinelim. Burada k pozitif tamsayl ve p(n) n € Z* igin

tanimlanmis bir dizidir.
Eger her pozitif N tamsayisi icin n = N vardir 6yle ki
x(n)x(n+1) <0

ise x(n) belirsiz ¢ozimune sifir civarinda salinimhdir denir. Aksi taktirde, ¢6zim
salinimli olmayan olarak adlandirilir. Diger bir deyisle eger ¢6ziim ya ergec pozitif yada
erge¢ negatif ise x(n) ¢6zimi salinimhdir. Eger x(n) — x* sifir civarinda salinimli ise

x(n) ¢6zimu x* glic dengesi noktasi civarinda salinimhdir denir.
Bu durum (2.13) de daha uygun formda yazilabilir.
x(n+2)—x(n+1)+px(n) =0
denkleminin karekteristik kokleri
Ao = ! il 1—-4p
e 272

olarak yazilabilir (Elaydi 2000).



Tanim 2.5.1 : {a(n)} reel saylarin bir dizisi olsun. B(n) {a(n), a(n+ 1),
a(n + 2),...} kimesinin en Ust sinir olsun. Her n igin ya f(n) = too ya da {(n)}
dizisi reel sayilarin monoton azalan dizisidir. Benzer olarak a(n) {a(n), a(n+

1),a(n + 2),...} kimesinin en alt siniri olur. Bdylece ;

(i) limsup a(n) = 1lll_r)£10 B(n)

n—00
(ii) liminfa(n) = lim a(n)
n—-oo n—->0oo

lim a(n) vardir ancak ve ancak limsup a(n) = liminfa(n) = lim a(n)
—00 n—oo

n-oo n—oo n
oldugunu hatirlayalim (Elaydi 2000).
Ornek 2.5.1 : Asagidaki diziler icin alt ve Ust limit degerlerini bulalim.

$;:01,0,1,.. limsupS; =1 liminfS; =0
n—-oo

n—-oo

S,:1,-2,3,—4,..,(-D"1n,.. limsupS, =« liminfS, = —o0

n-00 n-oo
Ss3: §,_—1,§,_—1,E,_—1,9,_—1, .. limsupS; =1 liminfS; = 0
22334 4°'5° 5 n—ooo n—oo
(Elaydi 2000).
Teorem 2.5.1:
Kk

lirgr_lglfp(n) =p> m
oldugunu varsayalim. Asagidaki ifadeler saglanir.

(i) x(n+1)—x(n)+pM)x(n—k)<0

esitsizligi pozitif ¢ozlime sahip degildir.

(i) xn+1)—x(n) +p(n)x(n—k)=0

esitsizligi negatif coziime sahip degildir (Elaydi 2000).
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Kk

Teorem 2.5.2: p(n) = 0 ve supp(n) < IO

oldugunu varsayalim.

Boylece (2.17) salinimli olmayan ¢6ziime sahiptir (Elaydi 2000).

Teorem 2.5.3: x(n+1)—x(n)+px(n—k)=0 (2.18)
denklemini dustinelim. Burada k pozitif tamsayidir ve p negatif olmayan reel sayidir.

Kk

Bdylece (2.18) in her ¢6zimu salinmlidir ancak ve ancak p > S

dir (Elaydi 2000).

Uyari 2.5.1 : Gyori ve Ladas (1991) k. mertebeden
xn+k)+px(n+k—1)+ - +prx(n) =0

denkleminin her ¢6zimu salinimlidir ancak ve ancak karekteristik denklem pozitif kdke

sahip degil olmasini gosterdiler.

k

(2.18) g terim denkleminin her ¢ézimu salinimhdir ancak ve ancak p > TR dir.

Burada k € Z — {—1,0} dir (Elaydi 2000).
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3. BiRiNCi MERTEBEDEN DIiFERENSIYEL DENKLEMLERIN SALINIMLIGI
3.1 Nétral Diferensiyel Denklemlerin Salinimhig igin Bazi Sonuglar

Bu bolimde pozitif ve negatif katsayili birinci mertebeden nétral gecikmeli

C 0 ~ROYE ) +POYE D~ QWY -a) =0 (31)
diferensiyel denklemini gdz 6niine alacagiz. Burada
P,Q,R € C([ty,»),R*), r € (0,00) 7,0 € [0, ) (3.2)
dur.

(3.1) denkleminin tim ¢6zUmlerinin salinimligl icin asagidaki yeter sartlar

inceleyecegiz (Yu and Wang 1992).
Teorem A:(3.2) ninsaglandigini ve
T> 0 (3.3)
Pt)=Q(t+o—1)ve (t)—Q(t+0—1)#0,t=>ty+17—0 (3.4)
O0<R({t)<1ry<1 t=tyvebaziry€[0,1] (3.5)
-0 <1—-1y, t=¢, (3.6)
oldugunu varsayalim.

Boylece asagidaki iki kosulun her biri
t 1
litminfj (P(s)—Q(s+0—1))ds > A (3.7)
—00 t—T

limsup ft (P(s)—Q(s+0—1))ds>1
t—oo t-t

(3.1) denkleminin her ¢d6ziminin salinimli olmasini gerektirir (Chuanxi and Ladas

(3.8)

1990).
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Teorem B : (3.2) ve (3.7) nin saglandigini ve

T>0>0 (3.9)
P(t) — Q(t + 0 — 1) = 0 ve dzdes olarak O degil (3.10)
t
lim Q(s)ds =0 (3.11)
t=co t—(t—0)
R(t) — ftt_(r_a) Q(s)ds = 0 yeterli buytklikteki t igin (3.12)

oldugunu varsayalim.
Boylece (3.1) denkleminin her ¢6zimi salinimhdir (Lalli and Zhang 1990).

Teorem C : (3.2) ve (3.9) un saglandigini ve g ve ¢ pozitif katsayilarinin var oldugunu

varsayalim. Oyle ki;

Qt)=q, P(t) =2q+¢e, t=ty icin (3.13)
R(t)<1vel—R(t)—q(t—0)>0, t=tyicin (3.14)
ve
t 1
liminf | (P(s) —q)ds > — (3.15)
tmw Jig e

dir. Boylece (3.1) denkleminin her ¢oziimi salinimhdir (Wei 1990).

Teorem D : (3.2) nin saglandigini ve

Rt)=c<1, t>0 (3.16)
Pt)=Q(t+t—0) ,t=t; =tyigin (3.17)
t 1
liminff P(s)ds > — (3.18)
tmoo Je g e
Q(s)ds < (3.19)
to
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oldugunu varsayalim.
Boylece (3.1) denkleminin her ¢ézimi salinimhdir (Ruan 1991).

Burada bizim amacimiz ispatlanacak olan Lemma 3.1.1 i kullanarak yukaridaki

teoremlerin ispatlarini gostermektir.

A= li{Eg}f (P(s) —Q(s+0—1)) (1 +R(s—1)+ fs Q(u— T)du> ds

t—-7

t

M = limsup (P(s) —Q(s+0—1)) <1 +R(s—1)+ fs Q(u— T)du> ds

oo Jr—1
olsun.
Ana sonug asagida gosterilecektir.

Teorem 3.1.1:(3.2), (3.3), (3.10) ve (3.12) nin saglandigini veya

1
A>- (3.20)

yada

A<

Q|-

ve M>1--(1-A-VI-24-A?) (3.21)
oldugunu varsayalim.
Boylece (3.1) denkleminin her ¢6zimu salinimlidir.

Uyan 3.1.1 : (3.5) ve (3.6) nin (3.12) yi saglamasi gerektirdigini ve (3.20) veya (3.21) in
siraslyla (3.7) veya (3.8) in bir ilerlemesi oldugunu gérmek kolaydir. Teorem B deki
(3.11) kosulu cikarildi. Teorem C deki (3.13) ve (3.15) kosullari (3.12) ve (3.20)
kosullarindan daha zordur. Teorem D deki (3.16) ve (3.19) (3.12) nin saglanmasini
gerektirir ve (3.18) de (3.20) nin saglanmasini gerektirir. Boylece teorem (3.1.1)

onceden bahsedilen dort teoremi ilerletir.

T = max{t,0,r} olsun. (3.1) denkleminin bir ¢ézimiyle bazi t; > t, icin y(t) €

C([t; —=T,©),R ) nin bir fonksiyon oldugu anlamina gelir. Oyle ki; y(t)—
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R(t)y(t —r) [t;, ) Uzerinde surekli diferensiyellenebilirdir ve t >t; igin (3.1)

denklemi saglanir.

(3.2) nin saglandigini varsayallim ve ¢ € C((t, — T, ty], R) bir baslangigc fonksiyonu
olsun. Boylece (3.1) denkleminin tek ¢ozimunin y(t) € C([ty — T, ), R) oldugu

kolayca gorilebilir. Oyle ki;

y&) =), t-T=<t<t

dir. Alisilmis olarak, (3.1) denkleminin bir ¢ozimU eger keyfi coklukta sifira sahipse

salinimli olarak adlandirilir. Aksi taktirde ¢6ziim saliniml degildir.

Sonugta aksi belirtiimezse, bir fonksiyonel esitsizligi yazdigimizda bunun vyeterli

blyukllikteki t degerleri icin sagladigini varsayacagiz.
3.1.1 Onemli Lemmalar
Bu boélimde ilk olarak birinci mertebeden
X)) +H®)x(t—-1)<0 (3.22)

gecikmeli diferensiyel esitsizliginin pozitif ¢6zime sahip olmadigini garanti etmek igin

yeni bir yeterli kosul gésterecegiz. Burada H € C([ty, «), R*) ve T € (0, o) dur.

t
a= tlim H(s)ds

—00
t—1

ve

t
m= limsupj H(s)ds
t

t—coo -7

olsun.

Egeryaa > é yada m > 1ise (3.22) nin pozitif ¢c6ziime sahip olmadigi bilinir. Erbe ve

Zhang (1988)
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a?

a<ivem>1-% (3.23)
e 4

ifadesinin (3.22) nin pozitif ¢cd6ziime sahip olmasini gerektirdigini kanitladilar.

Ozellikle, Jianchao (1991) (3.23) in asagidaki zayif kosulla yer degistirebilecegini

kanitladi.

a?

as 2(1-a)

ve m>1-— (3.24)

Q|-

Bu bolimdeki ana sonuglardan biri asagidaki Lemma 3.1.1 dir. Bu kendi sag tarafiyla
ilgilidir ve literatiirdeki birka¢ bilinen sonuclari ilerletir. Ornegin, (3.24) kosulunu

ilerletir.
Lemma 3.1.1:

1-a—V1-2a—a?

1
a<-vem>1-
e 2

(3.25)
oldugunu varsayalim.
Boylece (3.22) pozitif ¢oziime sahip degildir.

ispat : Eger a = 0 ise, bdylece (3.25) Lemma 3.1.1 in sonucunun dogru oldugunu
gerektiren m > 1 i verir. Sonra 0 < a < é oldugunu varsayalim ve x(t) (3.22) nin bir

pozitif ¢6zimi olsun. Bir celiski alalim. Bunu sonlandirmak icin asagidaki gibi reel

sayllarin {b,,} dizisini tanimlayalim.

1
by = ~a?
1 4a
b, =b2_,+ab,_; + %az n = 2,3,..ign (3.26)

Asagidaki iddaalara bakalim.
iddaa3.1.1: x(t) = b,x(t—7) n=12,..icin

Acikca iddaa 3.1.1 n=1 icin saglanir (Erbe and Zhang 1988). a nin tanimina gore € €
(0, a) icin ve yeterli buyuklukteki t icin
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t
a = liminf | H(s)ds

t—oo t—1

t
f H(s)ds = a
t—1

f H(s)ds >a—¢ (3.27)

dir (Yu 1991).

Buradan, her yeterli biyiikliikteki t icin t* > t vardir. Oyle ki ;

o
j H(s)ds=a—¢
t

ve

t*
f H(s)ds >a —¢ (3.28)
t* -1

dir. Bu
tr—1t<t (3.29)
olmasini gerektirir. (3.22) nin her tarafini t den t* ye integre ederek

xX')+H@®)x(t—1)<0

t*

o
j x' (s)ds + J H(s)x(s—1)ds <0

x(t*) —x(t) + ft H(s)x(s—1)ds <0

x(t*) + J H(s)x(s — 1)ds < x(t) (3.30)

t

elde ederiz.
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t—1T<s—1t<t'—1<t sE€Itt]ign
oldugu kolayca gordlir.

Yeniden, (3.22) esitsizligini s — 1t dan t ye integre ederek ve x(t) nin artmayan

olmasini kullanarak,

x')+H®)x(t—1)<0

f x" (uw)du + f Hwx(u—1)du<0
x(t) —x(s—1)+ ft Hwx(u—1)du <0
t
x(s—1) =x(t) + j Hw)x(u —1)du
>bix(t—1)+x(t—1) ft H(u)du
= <b1 + fs H(u)du + ftH(u)du> x(t—1)
= <b1 + js H(u)du — JSH(u)du>x(t —T)

> <b1 +a—¢e— jsH(u)du> x(t — 7).

Bu (3.30) esitsizliginde yerine konularak

o
x(t) = x(t") + j H(s)x(s — 1t)ds

t

x(t) = x(t") +x(t—1) ft H(s) <b1 +a—¢e— JSH(u)du> ds
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=x(t*)+x(t—1) <(a —&)(by+a—¢)— ft fSH(s)H(u)duds> (3.31)

buluruz.

(3.31) de integrallerin mertebelerini degistirerek

ft* sz(s)H(u)duds = ft*ft*H(s)H(u)dsdu

= ft*ft*H(u)H(s)duds
t s

ve bdylece

ftt* f:H(S)H(u)duds = %(J: f:H(S)H(u)duds + j;t* jo(u)H(s)duds)

2

t* 1
(f H(u)du) = E(a —£)?

N| =

dir.

Bunu birlestirerek ve (3.31) ile

x(t) = x(t*) +x(t—1) ((a —&)b;+a—¢)— % (a — e)2> (3.32)

elde edilir.
t* — 1 <t olduguicin
x(t*) = byx(t* — 1) = byx(t) = by *x(t — 1)

olur. Bu ve (3.32)
2 1
x(t) = <b1 +(a—e)b +a—¢) —E(a—£)2>x(t—r)

olmasini verir.
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€ — 0 olsun.
2 1 2
x(t) = <b1 + ab, + 5@ )x(t — 1) = byx(t —1)

n = 2igin iddaa 3.1.1 in ispati tamamlanir. Basit bir tiimevarim uygulayarak
x(t) = byx(t — 1) n=12,.. igin
genellemesini yapabiliriz.

iddaa 3.1.1 in ispati tamamlanur.

iddaa 3.1.2: lim b, = (-e-Vi-2a-a?)

n—oo 2

ilk olarak {b,} dizisinin sinirli ve kesin olarak artan olmasinin ispatini gosterelim.

Aslinda
1
- — — — — A2

c—z(l a—+1-2a a)
olsun.
Boylece

b, =-a%*<c

bu

olmasini gerektirir.

Boylece genelde

b, <c n=1,2, .. icin
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dir ve bu yizden {b,} sinirlidir. Diger bir deyisle,

b, — b, = (laz)z +1a3 +1a2 >0
4 4 4
ve
b, —by,_1 = (bpy_1 +by_y+a)(bp_q — bp_3) n = 3,4, ...igin
oldugu igin
b, > b,_4 n = 2,3, ..i¢in

dir. Yani {b,,} kesin artandir. Bu yiizden lim b,, = d vardir ve d < c yi saglar. (3.26) nin
n—oo

her tarafinin limiti alinarak

2 1 2
bTL = bn—l + abn_l + Ea

. . 2 1 2
lim b, = lim (bn_1 +ab, . +-a )
n—->00

n-—->oo 2
1
d=d?+ad+ Eaz
veya esdeger olarak

2 _ 1,_
d“ + (a 1)d+2a =0

elde edilir.

Bu denklem iki pozitif koke sahiptir. Bunlar

d=2(1-a—VI—Z2a—@)ved, =1(1—a+VI-2a—a?)
dir.

d, = ¢ < d, oldugu icin d = d; = c dii ve boylece iddaa 3.1.2 nin ispati tamamlanir.

Son olarak (3.22) yit — T dan t ye integre ederek
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t
x(t) —x(t—1)+ f H(s)x(s—1)ds <0

t—1

elde edilir.

iddaa 3.1.1 ve x(t) nin monotonlugunu kullanarak
b, —1+ ftt_TH(s)ds <0 n=12,..icn
elde edilir.

iddaa 3.2.2 nin 1siginda

t
1

m=limsupf H(s)dsSl——(l—a— 1—2a—a2)
¢ 2

t—oo —T

olur. Bu (3.25) le celisir ve boylece lemma 3.1.1 in ispati tamamlanir.

Lemma 3.1.2 : Lemma 3.1.1 in hipotezlerinin saglandigini varsayalim. Gecikmeli

diferensiyel esitsizlik
x®)+H®)x(t—1)=0
negatif ¢oziime sahip degildir.

Lemma 3.1.3 : (3.2), (3.3), (3.10) ve (3.12) nin saglandigini varsayalim ve y(t) (3.1)

denkleminin bir pozitif ¢dzimu olsun.

t
x(t) =y() - ROyt —-1) - Q(s) y(s —o)ds (3.33)

t—1t+0

olsun.
x'(t) <0vex(t) >0
dir.

Teorem 3.1.1 in ispati : Celiski olarak (3.1) denkleminin y(t) pozitif ¢céziimiine sahip

oldugunu varsayalim. x(t) (3.33) deki gibi olsun. Lemma 3.1.3 den
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x'(t) <0ve x(t) >0 (3.34)
dir.

(3.1) ve (3.33) den

x'(t) = —(P(t) —Q(t+o0— T))y(t —-17) (3.35)
dir.

Ayrica (3.33) ve (3.34) den

t
y(@) = x(@t) + R()x(t—1r) + f Q(s)x(s —o)ds

t—-1—-0

t

> (1 + R(t) + f Q(s)ds)x(t).

Bu (3.35) de yerine konularak

t

x'(@)+ (P(t)—Q(t+0—1)) <1 +R(t—1)+ f Q(s — T)ds>x(t -7)<0
t

—-T+0

elde edilir.

Fakat lemma 3.1.1 ve Gyori ve Ladas (1991)'in galismasindan (3.20) veya (3.21)
kosullari altinda yukaridaki birinci mertebeden diferensiyel esitsizlik pozitif bir ¢c6ziime

sahip olamaz. Bu (3.34) le gelisir ve boylece teorem 3.1.1 in ispati tamamlanir.
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3.2 Gecikmeli Diferensiyel Denklemler igin Salimimlik Kriteri
Bu bolim
@) +p@®x(x@®) =0, t=t, (3.36)

formundaki birinci mertebeden gecikmeli diferensiyel denklemlerin salinimhk
davranisiyla ilgilidir. Burada p, 7 € C ([ty, ), RY), R = [0,00), 7(t) azalan degildir,

t=>tyicint(t) < tve tlim 7(t) = oo dir.

kvel

t
k= liminfj P(s)ds
T

t—>oo (t)

ve

t—>o0

t
L= limsupf P(s)ds
T(t)

ile tanimlanmis sayilar olsun (Sficas and Stavroulakis 2003).

(3.36) denkleminin bir ¢ozimiyle bazi Ty > t, icin [7(T), o0) Uzerinde tanimli stirekli
diferensiyellenebilir fonksiyon anlariz ve dyle ki t > T icin (3.36) saglanir. Eger ¢dziim
keyfi coklukta sifira sahipse boyle bir ¢6zim salinimlidir ve aksi taktirde salinimh

degildir.

(3.36) denkleminin tim g¢ozimlerinin salinimhigr igin ilk sistematik g¢alisma Myshkis

(1950) tarafindan yapildi. Eger

1
limsup[t — t(t)] < oo, litminf[t —1(t)] li{ninfp(t) > A (c1n)

t—oo

ise (3.36) denkleminin her ¢6zimunin salinimh oldugunu kanitladi.

Ladas vd. (1972) eger

t
limsup f p(s)ds > 1 (C2)
T(t)

t—>oo
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ise ayni sonucun saglandigini kanitladilar.

Ladas (1979) ve Koplatadze ve Chanturija (1982) (C1) kosulunu

t
1
liminff p(s)ds > A (€C3)

® Jrt)

sartina indirgemiglerdir.

(C3) deki i sabiti gbz 6nilne alindiginda, eger
t 1
f p(s)ds < —
() €

esitsizligi saglanirsa, (3.36) salinimli olmayan bir ¢6ziime sahiptir.

Ladas vd. (1982) ve Fukagai ve Kusano (1984) p(t) salinim katsayili (3.36) denklemi igin
salinimlik kriterini ((C2) ve (C3) kosullarinin bir tipinin kriterini ) kanitladilar.
t

lim p(s)ds

t—oo T(t)
limiti olmadigi zaman (C2) ve (C3) kosullari arasinda bosluk oldugu agiktir.

x(z(8)

Erbe ve Zhang (1988) (3.36) denkleminin salinimli olmayan x(t) ¢6zimi igin s Ust
sinir oranini kullanarak yeni salinimlik kriteri gelistirdiler. Onlarin sonucu eger
1 k2
O<k£; ve L>1_T (c4)
ise (3.36) denkleminin tiim ¢dzimlerinin salinimh oldugunu soyler.
Jian Chao (1991)
k2
L>1——— C5
2(1—-k) (€5)

kosulunu elde etti.

Yu ve Whang (1992) ve Yu vd. (1992)
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1—k—V1—=2k—k?
L>1- (C6)

kosulunu elde etti.

Elbert ve Stavroulakis (1990) ve Kwong (1991), farkh teknikler kullanarak (C4) G (bu

durumda burada 0 < k < i)

1\2
L>1—<1——> (C7)
VI
ve
InA; +1
L>———— (C8)
A
kosuluna ilerletti. Burada 4,
A=ekt (3.37)

denkleminin ktigtk kokaddr.

Koplatadze ve Kvinikadze (1994) (C6) yi ilerlettiler.

Philos ve Sficas (1998) ve Jaros ve Stavroulakis (1999) ve Kon vd. (2000) sirasiyla

k2 k>
L>1—-————
>l-sa " Th (€9)
InA,+1 1—k—~1—2k—k?
L> - (C10)
P 2
ve
2
L>2k+5-—1 (C11)

kosullarini elde ettiler.

Asagidaki bu tarihi ve kronolojik bilgi
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t 1
f p(s)ds = —
(t) e
ve

t 1
lim f p(s)ds = -
() €

t—>oo

Elbert ve Stavroulakis (1993) ve Kozakiewicz vd. (1995) ve Domshlak ve Stavroulakis

(1995) tarafindan c¢ahsild.

Bu boélimin amaci birka¢ durumdaki (C2) ve (C4)-(C11) kosullarini

InA, —1+./5—24, + 2kA
L>n1 \/ 1 1

T (C12)

kosuluna indirgenebilecegini gostermektir. k= 0 iken (C4)-(C11) kosullarinin hepsi (C2)
ye indirildi. Belirtilen amaglar i¢in, bu sartlar altinda k = éoldugunda st sinir degerleri

verecegiz.
(€,):0,966166179
(C5):0,892951367
(C6):0,863457014
(€,):0,845181878
(Cg):0,735758882
(Cy):0,709011646
(€10):0,599215896
(C11):0,471517764

(Cy,): 0,459987065
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3.2.1 (C10) ve (€C12) Kosullarinin Elde Edilisi

t

t — oo iken fr(t)p(s)ds ortalamasinin alt ve (st limitlerini sirasiyla

t
k = liminf p(s)ds

A0

ve
t
L= limsupf p(s)ds
tooo Jr(e)
ile gosterelim.
x(T(t
O GG)
x(t)
olsun.

k Si sartl altinda, (3.36) denkleminin bir olasi salinimli olmayan x(t) ¢6zimu igin

w(t) fonksiyonun asimptotik davraniginin giris analizi ile ise baslayalim. Bu amag igin,
yeterince blyik t ler icin (3.36) denkleminin bir x(t) pozitif ¢c6ziimiine sahip oldugunu
kabul edelim. x(t) ile (3.36) denklemini Oncelikle bdlersek ve ondan sonra bu
denklemin t(t) den t ye integralini alirsak, t = T; igin tim yeterince biyik t ler igin

saglayan

t

w(t) = expj p(s)w(s)ds (3.38)
T(t)

integral esitligine ulasiriz.
Burada hem x(t) hem x(r(t)) [T, o) Uzerinde pozitiflerdir.

Lemma 3.2.1 : k > 0 ve (3.36) denklemi bir pozitif x(t) ¢6ziimlne sahip olsun. O

1
zaman, k < S ve
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dir. Burada A, ve 1, A = e** denkleminin kokleridir (Jaros and Stavroulakis 1999).

ispat:a = litminfw(t) olsun. (3.38) denkleminden yeterince blyik t ler igin k > é ise
t
w(t) = expf p(s)w(s)ds
(1)
dir. Bu agike¢a

a = expka

olmasini gerektirir. Her A i¢in 2 < e** durumunda basit bir hesaplama yontemi bunu
gosterir.

Buda (3.36) denkleminin k >§ sarti altinda pozitif ¢éziimlerin olmadigini gosterir.
Diger yandan eger 0 < k < é ise 0 zaman A = e** denkleminin 1; = 1, = e esitligi ile
verilen koklere sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul k =§ olmasidir ve a > ek®

olmasi igin gerek ve yeter kosul 4; < a < A, olmasidir.

Siradaki lemma t — oo iken w(t) fonksiyonu igin bir Ust sinir vermektedir.

Lemma 3.2.2 : 0<k Sé ve x(t) (3.36) denkleminin bir pozitif ¢6zimi olsun. O

Zaman

2
limsup w(t) < (3.39)

t—oo 1—k—V1—-2k—k?

dir (Jaros and Stavroulakis 1999).

Teorem3.21: 0<k Sé ve x(t) (3.36) denkleminin bir pozitif ¢6zimi olsun. O

Zaman

. ox(D)
M = liminf
tooo x(T(t))

(3.40)

veld A= ek denkleminin kiiclik koki olmak tzere,
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1+1InA,
LL—-—-M

T (3.41)

dir (Kon et al. 2008).

ispat: 6 (/11' 1) araliginda herhangi bir sayi olsun . Lemma 3.2.1 ve M nin tanimindan
1
x((t))
>T 42
(0 > 044, t =1 (3.42)
ve
X0 oy, T (3.43)
x(T(t)) A '

olacak sekilde bir T; > T mevcuttur.

Simdi t > T; olsun. g(s) = %(St))) siirekli bir fonksiyon, g(z(t)) = 1 < 64, ve g(t) >

01, oldugundan

o
GO

olacak sekilde bir t*(t) € (t(t), t) vardr.
(3.36) esitliginin x(t) yardimiyla bolinmesi t(t) den t*(t) ye integre edilmesi ve (3.42)

esitsizliginin hesaba katilmasiyla

p(s)ds < —— ds = (3.44)
® 6, 7(¢) x(s) ¥

]t*@ 1 (YOx'(s)  In(6y)
T

[t*(t), t] Uzerinde (3.36) denkleminin integre edilmesi (3.43) esitsizliginin kullaniimasi

ve s < t kosuluyla x(t(s)) = x(z(t)) gercegi altinda

x(t'(®)  x(®)
x(@(0)  x(@(0)

t
f p(s)ds <
t*(t)

B L B x(t)
S0 x(z(0))
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<——6M (3.45)

bulunur.
(3.44) ve (3.45) ifadelerinin toplanmasi

t 1+ In(64
f p(s)ds < & —6M
z(t) 911

esitsizligini verir.
t — oo alinarak,

1+1
L < L In04)

M
01, o

bulunur.

6 — 1 alinarak ispat tamamlanir.

1

Sonug 3.2.1 : (3.36) diferensiyel denklemini géz 6niine alalmve L<1ve 0 <k < ”

oldugunda asagidaki kosul saglanir.

Inh+1 1—k—+v1-2k—k?
L> -
X 2

O halde (3.36) denkleminin tim ¢ozlimleri salinimlidir.

Ornek3.2.1: a = (V2(06e + 1))/(7T(0 6e — 1)) olmak tizere,

' +—22 (24 + cost) (t—z)—O 3.46
x Cm_l_ﬁacosx 5) = (3.46)

gecikmeli diferensiyel denklemini gbz 6niine alalim. O zaman

t
1
liminff 0,6(2a + cos u)/ du = =
toeo Jp T (am +4/2) e

ve
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¢
limsupf 0,6(2a + cos u)/ du =06
t—oo t—% ((lT[ + A/ 2)

dir.

Bu ylzden sonug 3.2.1 e gore (3.46) denkleminin tim ¢ozlimleri salinimhdir (Jaros and

Stavroulakis 1999).

Lemma 3.23: 0<k Sé ve x(t) (3.36) denkleminin bir pozitif ¢ozimi olsun. 7(t)

nin siirekli diferensiyellenebilir ve w > 0 oldugunu varsayalim. Oyle ki her ticin

p(r(t))r'(t) > wp(t) (3.47)
dir. Boylece
limsupw(t) < - (3.48)
t >c0 1—k—J(1—k)2—44
dir. Burada 4

etk — 2,0k — 1
A= .0)? (3.49)

ile verilmistir (Sficas and Stavroulakis 2003).

Ispat : 0 < § < k yaklasik olarak k ve yeterince biyiik T > t, da herhangi bir keyfi

t

sayi olsun. Oyle ki her t > T icin 7(t) > t, ve fr(t)p(s)ds > 6 dir.

t=>TveT, =T,(t) >t:t(T)) =t
olsun.

ftTlp(s)ds > § oldugu icin Ty > t; = t,(t) > t vardir. Oyle ki

ftlp(s)ds =0

dir.
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(3.36) yi t den t; e integre ederek

x(t) = x(ty) +f 1p(s)x(‘r(s))ds

t

elde edilir.

s < t, icin 7(s) den t ye tekrar integral alirsak

x(r(s)) =x(t) + f( )p(u)x(‘r(u))du

elde edilir.

Son iki esitligi birlestirerek

ta t
x(t) = x(t)) + j p(s) lx(t) +f pWx(r(w))du|ds (3.50)
t 7(s)

elde edilir.
0 < A < A olsun. x(t) azalan oldugundan uygun a = ¢, igin

t
o(t) = x()e POT | > g

fonksiyonu azalandir. Lemma 3.2.1 ile yeterince blylk t icin

x(z(1))
x(t)

> A

dir. Sonug olarak yeterince biiyuk t igin

0=x'(t) + p(Ox(x(t)) = x'(t) + Ap(O)x(t)
@'(t) < 0 olmasini gerektirir.

(3.50) de yerine yazarak, yeterince blyik t icin

x(6) = x(ty) + 6x(t) + (z(t)) f B p(s) ( f t (e Mo PO du) s
t 7(s)
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= x(t;) + 6x(t) + <p(f(t))e—/1f;“)p(s)asf

t

f1 t (®)
p(S) <f p(u)elft(u)p(f)dfdu> ds
7(s)

ve boylece

() = x(t) + 6x(0) + x(x(D) f "o(s) < f

(t)
p(u)et i POE du) ds (3.51)
(s)

dir. (3.47) den dolayi

t ot t 1 .
f p(w)e PO gy > f p(11)e?? [ip@at g, — [eae [Lyp®as _ 1]
T(s) 7(s) A0

elde ederiz.

Boylece

ty t (®) 5 1 ty .
f p(s) f pW)er PO gV ds > —— 4 — | p(s)e? o POL g
t 7(s) A0 26,

) 1 (& s _ s
= —— 4 — p(s)elefr(s)p(f)df l@ft p(§)d¢ ds

26" 26 ),

1) 1 t s
> 4 Aeaf -6 [ p(f)dfd
= 19+196 t e t S

1068
__9 .- [1 _ e fflp(f)df]
A8 (16)2

5 et ) 1
S R _ =88 — _ 108 _
wtaeEll = =Gt e @ - D

dir ve (3.51)
x(t) = x(ty) + 6x(6) + A*x(x (1)) (3.52)
yi verir. Burada

el _ 206 — 1
(16)?
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dir. (3.52) den

x(t) = dyx(z(t))

dir. Burada

dir.
x(t1) = dyx(t(ty)) = dyx(t)
olmasi gozlenir. Clinku x(t) azalandir ve boylece (3.52)

x(t) = dpx(z(t))

A*
1-dy_s

olmasini verir. Burada d, =

dir. Asagidaki bu tekrarl islemlerle

x(t) 2 dny1x(z(1))

elde edilir. Burada

A*
dn+1 = m n= 1,2,

dir. {d,,} dizisinin kesin olarak artan ve sinirli oldugu kolayca gorulir.
Boylece lim d,, = d vardir ve
n—->oo
d>2—(1-8)d+A4*"=0

denklemini saglar. {d,,} kesin olarak artan oldugu igin

1-56-J(1-6)%—44"
B 2

d

dir. Boylece, yeterince biyik t icin
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x(t) - 1-8—+(1-6)2—4A"
x(t(t)) — 2

ve boylece 0 <& <k k vya yaklasik keyfidir. A = A; olursa son esitsizlik (3.48) e

neden olur. ispat tamamlanir (Kon et al. 2000).

Uyari 3.2.1: (3.47) nin

T(t) t
J. p(s)ds = Wf p(s)ds ) <u<t (3.53)
T(u) u
T(t) t
v(u) = f p(s)ds — Wf p(s)ds () <u<t
T(uw) u
fonksiyonu
v(t) =0
ve

v'(w) = —p(r(w))7r’ (w) + wp(w) < 0
kosullarini saglar.
Eger p(t) > 0 ve

limi p(z(E)T'(X)
iminf———— =

>0
O

ise w 0<w<w, esitsizligini saglayan herhangi bir sayi olabilir. p(t) =p >0
kosuluna ek olarak 7(t) =t —1 yada 7(t) =t —1t ve p(t) T periyodik (3.47) vyi

saglayan fonksiyonlarin bir sinifi vardir.

Lemma3.24:0<k < é olsun ve x(t) (3.36) denkleminin bir pozitif ¢6zimu olsun.

(3.47) kosulunun saglandigini varsayalim. Boylece

InA —-1+4+14+2w - 2wA M
L<—+ Vi+2w-2wh,
A wi,

(3.54)
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dir.

ispat: 6 (/11' 1) arahiginda herhangi bir sayi olsun.
1

Lemma 3.2.1 den ve M nin tanimindan T; > T vardir ve oyle ki

xir((tt))) >01, t=T, (3.55)
ve

xzcr((tt))) SOM  t=T, (3.56)
dir.

Simdit = T, olsun. g(s) = %&t;)fonksiyonu strekli oldugu igin,

g(r(t)) = igﬁg% =1<6)
ve
90 =D 0,
t* = t*(t) € (z(t),t) vardir dyle ki
x(2(8))
X)) 0, (3.57)

dir.

(3.36) y1 x(t) ile bolerek ve T(t) den t* a integral alarak ve (3.55) i hesaba katarak

s)ds < — In =
(t)p( ) o1 " x(z(t)) o1

t 1 t* In6A
j () _InbA, (3.58)

elde edilir.
Simdi
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t

A= ft*p(s)ds

icin benzer bir esitsizlik bulmaya galisalim. (3.36) yi  t(s) den 7(t) ye integre ederek

7(t)

x(z(s)) —x(z(®) = f( ) px(t(w)du t*<s<t

(3.36) yi1t* dan t ye integre ederek ve (3.53) U uygulayarak

ftx’(s)ds + ftp(s)x(‘r(s))ds =0
t* t*

t
£t = 2(0) = | ps)a(x()ds

= ft fp(S)
(t

t ¢ )
= J p(s)x(z(t))ds + f p(s) (f( ) p(u)x(r(u))du) ds

T(t)

x(z(6)) + f( ) pWx(r(w))du

ds

T(t)

> x((©) [ p6)ds +x@(0) U p(s)(f p(u)du)ds]
t* t* T

(s)

> xG(©) [ ps)ds +wx(@©) | p(s) (f p(u)du)ds
t* t* S

t t 2
—xc) [ p)as + 3 x@@) [ poras)

t

A= f p(s)ds = Ax(z(t)) + KAZDC(TZ (1))
- 2

Burada 72(t) = 7(7(t)) dir. Bu yiizden

x@(O) _ x(t)  x(©

2 —
AHAWSED) S 30@) @)

ve (3.56) ve (3.57) yi hesaba katarak,
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L oM
o1,

den daha kiiglik yada esittir. Boylece (3.55) den

x(A%(t
( ())>9/11
x(1(t))
dir.
A+A2 01, < ! oM
2 WM =
yada
A2W9/11+A+(9M 1)<0
0r,) =
1+ |1-2wea (eM—i)
1< o 02,) —1+/1+2w—2wo1,M
- WHAl B WBAI

dir. Ciink( diger kok negatiftir. (3.58) i ve son esitsizligi ekleyerek

<
o PO = =g w2,

jf* In(61,) N —1+41+ 2w —2w2, M
T

elde edilir.

6 — 1 icin ispat tamamlanir.
Teorem 3.2.2 : (3.36) diferensiyel denklemini disinelim. L < 1,0 < k < éolsun ve

w > 0 oldugunu varsayalim. Oyle ki (3.47) saglanir.

In A, N —1+1+2w—2wA,B

L>
A wiy

(3.59)

Burada
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B_l—k—\/(l—k)z—é}A
- 2

dir. Boylece (3.36) denkleminin tiim ¢ézimleri salinimhdir.

Uyari 3.2.2: w = 1 oldugunda (3.59) denklemi

B=1-k !
= T

oldugu igin

InA; — 1+./5 - 24; + 2k2
L> 1 \/ 1 1

R (3.60)
denklemine donusur.
k = éolmaa durumunda 4; = e ve (3.60) dan
L> @ ~ 0,459987065
olur.
Ornek3.2.2:  x'(t) + px (t — q(sin?t) — p—le> =0 (3.61)

gecikmeli diferensiyel denklemini disunelim. Burada p > 0, g > 0 ve pg = 0,46 —i

dir. Boylece

‘ 1y 1
k = liminfL pds = litrgg}fp (q(sin2 \/f) + E) ==

£20 Jz(e)

ve

t 1 1
L= limsupj pds = limsupp (q(sin2 \/f) + E) =pq + 5= 0,46
T

t—oo (3) t—oo

Boylece (3.61) denkleminin tim ¢oéziimleri salinimhdir.
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