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Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Dog¢. Dr. Muhittin BASER

Bu calisma ii¢ boliimden olusmaktadir. Ik béliim giris kismina ayrilmistir. ikinci
boliimde, ¢alismamiz igin gerekli olan temel kavramlar, bazi halka siniflar1 ve bir halka
iizerindeki polinom halkalar1 hatirlatilmistir. Ugilincii boliimde, doniislii ve eskare
donusli halkalar karakterize edilmistir ve bu halka siiflarinin bazi temel ozellikleri

incelenmistir.
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This thesis consists of three chapters. In the first chapter is devoted to the introduction
section. In the second chapter, some required preparatory notions, some ring classes and
polynomial rings on a ring are recalled. In the third chapter, reflexive and idempotent

reflexive rings are characterized and the basic properties of this ring classes are studied.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

D R halkasinin Dorroh genislemesi

I, n X n tipindeki birim matris

M, (R) R tizerindeki n X n tipindeki tiim matrislerin halkasi
R[x] R {izerindeki polinomlar halkasi

R[x; x71] R tizerindeki Laurent polinomlar halkasi

R[x; a] R nin skew polinom halkasi

T(R,R) R halkasinin R ile asikar genislemesi
UTM,,(R) R tizerindeki n X n tipindeki st tiggensel matrislerin halkasi

(x™) R[x] halkasinin x™ tarafindan iiretilen ideali



1. GIRIS

Doniislii halkalar hakkinda ¢ok sayida yayin bulmak miimkiindiir. Gilinlimiizde de, bir
cok matematike¢i tarafindan calisilan halka smiflarindan birisi olan doniislii halka
siniflarina ilk orijinal yaklasim 1981 yilinda Mason tarafindan yapilmistir. Mason, bu
caligmasinda bir halkanin idealleri i¢in doniisliiliik 6zelligini tanimlamistir. Daha sonra,
bir halkanin eskare doniisliiliik 6zelligi ve injektifligi arasindaki iliski Kim tarafindan
2005 yilinda g¢aligilmistir. Bundan bir yil sonra, eskare doniislii sag idealler kavrami
Kim ve Baik tarafindan yapilmistir. Kim ve Baik “On idempotent reflexive rings”
baslikli caligmalarinda idealler i¢in doniigliiliikk kavramini genellestirerek eskare doniislii
sag idealler ve eskare doniislii halkalar kavramlarimi vermislerdir. Calismamizin
detaylarina ge¢meden bu halka smiflarin1 hatirlatalim. Calismamiz boyunca aksi
belirtilmedik¢e halkalar birimli olarak alinacaktir. Bir R halkasi verildiginde, R
tizerindeki polinom halkas1 R[x] , R ilizerindeki n X n tipindeki tiim matrislerin halkas1
Mat,(R) ve R lizerindeki n X n tipindeki st liggensel matrislerin halkas1 U, (R) ile

gosterilecektir. R bir halka I da R nin bir sag ideali olmak iizere, eger a, b € R igin;
aRb S = bRa <

oluyorsa, bu durumda I sag idealine doniisliidiir denir. Eger bir halkanin sifir ideali
dontslii bir ideal oluyorsa, bu durumda bu halka bir doniislii halka olarak adlandirilir.

Yani a,b € R igin;
aRb=0=bRa=0

oluyorsa, bu durumda R halkasina bir déniislii halka denir. Diger taraftan I; R nin bir

ideali olmak tizere, eger a € R i¢in;
aRaCl=a€l

oluyorsa, bu durumda I ya R nin bir yarasal ideali denir. Eger bir R halkasimin sifir

ideali yariasal, yani a € R igin;

aRa=0=>a=0



oluyorsa, bu durumda R halkasina bir yariasal halka denir. Yariasal halkalarin
doniislilik 6zelligini sagladigimi gérmek oldukga kolaydir. Ayrica, R bir halka, I; R’

nin bir tek yanl ideali ve e? = e € R olmak iizere a € R igin,
aRe &S I = eRa &1

oluyorsa, bu durumda I idealine bir sag eskare doniislii ideal denir. Eger bir halkanin

sifir ideali sag eskare doniislii ise, yani a,e? = e € R igin;
aRe =0=¢eRa=0

oluyorsa, bu durumda R halkasina bir sag eskare doniislii halka denir. Eger halkalar
birimsiz ise yine ayni tanimlar kullanilir. Sol eskare doniislii idealler ve sol eskare
doniislii halkalar benzer bicimde tanimlanir. Eger bir halka hem sol ve hem de sag
eskare doniislii ise, bu durumda bu halkaya bir eskare doniislii halka denir. Acik olarak
eskare doniislii halkalarin sinifi hem doniislii halkalarin sinifi hem de abelian halkalarin

siifi tarafindan kapsanir.

Bir halkanin yariasal olma ozelliginin bu halka {izerine kurulan R[x] polinomlar
halkasina ve Mat, (R) matrisler halkasina tasindigi bilinmektedir. Biz de, bu ¢alismada
(Kwak ve Lee, 2012) calismasini temel referans alarak doniislii halkalar ve sag eskare
doniislii halkalar kavramlarini karakterize edecegiz . Dontislii bir R halkasi verildiginde,
Mat,(R) halkasinin eskare doniislii alt halkalarin1 insa edecegiz ki bu alt halkalar
dontislii olmayacaklar. Bir doniislii halka tizerindeki hem polinomlar halkasinin hemde
kuvvet serileri halkasinin eskare doniislii oldugunu gosterecegiz. Ayrica dontsliilik ve
eskare dontsliiliik 6zelliginin bu halkalarin hangi genislemelerine hangi sartlar altinda

tasinip tasinamayacagini arastiracagiz.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde ¢alismamiz i¢in gerekli olan bazi temel kavramlar1 ve sonraki boliimlerde
ihtiya¢ duyacagimiz bazi halka smiflarin1 hatirlatacagiz. Bu bdliim igin temel
referanslarimiz (Hungerford 1982), (Anderson and Fuller 1992), (Lam 2001) ve (Rowen
1988) olacaktir.

2.1. Halkalar

Bu kisimda halka teorideki bazi temel kavramlar hatirlatilacak ve halkalarin sik¢a

kullanacagimiz 6zellikleri verilecektir.

Tamim 2.1.1. R bostan farkli bir kiime ve R iizerinde, genellikle (+) toplama ve (.)

carpma ile gosterilen iki ikili iglem tanimlanmis olsun. Eger;

(i) (R, +) bir degismeli gruptur,
(ii) Her a,b,c € R igin (ab)c = a(bc) (¢carpmanin birlesme 6zelligi vardir.),
(iii) Her a,b,c € R i¢in a(b+c) =ab+ac ve (a+b)c =ac+ bc (garpma
isleminin toplama islemi iizerine soldan ve sagdan dagilma 6zelligi vardir.)
aksiyomlar1 saglaniyorsa, bu durumda R ye (+) ve (.) ikili islemleri ile birlikte bir

halka denir.

R bir halka olmak tizere eger, her a,b € R i¢in ab = ba oluyorsa R ye degismelidir
denir. Eger her a € R i¢in aliy = 1za = a olacak sckilde bir 1; € R varsa, bu
durumda R ye birimli bir halka denir. 1; elemanina da halkanin birimi denir. Bir
halkanin toplama islemine gore etkisiz elemanina halkanin sifiri denir ve 0Ogveya

herhangi bir karisikliga sebep olmazsa 0 ile gosterilir.

Teorem 2.1.2. R bir halka olsun. Bu durumda agagidakiler saglanir.

(i) Hera €Ricin0a = a0 = 0 dir.

(i) Hera,b € R i¢in (—a)b = a(—b) = —(ab) dir.

(iii) Her a, b € R i¢in (—a)(—b) = ab dir.

(iv) Her n € Z ve her a, b € R i¢in (na)b = a(nb) = n(ab) dir.
(V) Hera; b; € R igin (¥i=; a;) (Y= bj) = Xizq Y=g a;b; dir.



Tamim 2.1.3. R bir halka ve 0 # a € R olsun. Eger ab = 0 (ba = 0) olacak sekilde bir
0 # b € R varsa, bu durumda a ya bir sol (sag) sifir bolen denir. Hem sag hem de sol
sifir bolen olan bir elemana halkanin bir sifir boleni denir. Higbir sifir béleni olmayan

bir halkaya bir tamlik bélgesi (domain) denir.

Tanim 2.1.4. R birimli bir halka olmak tizere a € R olsun. Eger ca = 15 (ab = 1R)
olacak sekilde bir ¢ € R (b € R) varsa bu durumda a ya sol (sag) tersinir eleman denir.
¢ (b) elemanina a nin bir so/ (sag) tersi denir. Hem sag hem de sol tersinir bir elemana

tersinir eleman denir.

Tanmm 2.1.5. 0 # 1; birim elemanina sahip degismeli bir R halkasinin sifirdan farkh

her elemant tersinir ise, bu durumda R halkasina bir cisim denir.

Ornek 2.1.6. Z tamsayilar kiimesi bilinen toplama ve ¢arpma islemlerine gore birimli
ve degismeli bir halkadir. Bununla beraber Z tamsayilar kiimesi farkli ikili islemlere
gore de halka yapilabilir. Fakat bundan sonraki ¢alismalarimizda Z tamsayilar halkasi
denildiginde, tamsayilarin bilinen toplama ve ¢arpma islemleri ile birlikteki halka yapisi
g0z Online alinacaktir. Z tamsayilar halkasi bir tamlik bolgesidir. Q (rasyonel sayilar), R
(reel sayilar) ve C (kompleks sayilar) kiimesi bilinen toplama ve ¢arpma islemleri ile

birlikte birer cisimdir.

Ornek 2.1.7. Z,=1{0,1,2,..,n—1}kimesi a+b=a+b ve ab=ab ikili
islemleri ile birlikte degismeli ve birimli bir halkadir. Eger p bir asal tamsay ise Z,, bir

cisimdir.

Tanmm 2.1.8. R bir halka a € R olmak iizere eger a™ = 0 olacak sekilde bir n dogal

sayisi varsa, bu durumda a ya iistel sifir (nilpotent) eleman denir.

Tamm 2.1.9. Bir R halkasiin e? = e 6zelligini saglayan bir e elemanina eskare

(idempotent) eleman denir. Birimli bir halkada 05 ve 1, eskare elemanlardir.

Tanim 2.1.10. R bir halka olmak tizere



C(R) ={c ER|Herr € Rigincr =rc}

kiimesine R halkasmin merkezi denir.

Tanim 2.1.11. Bir R halkasinin bir e eskare eleman1 R halkasinin merkezine ait ise, bu
durumda e eskare elemanina merkezil eskare (central idempotent) eleman denir. Bir R
halkasmin tiim eskare elemanlar1 merkezil eskare ise, bu durumda R halkas1 abelyan

(abelian) olarak adlandirilir.

Tamm 2.1.12. R bir halka ve u,r € R olmak tizere ur =0 iken r =0 ise u sag
regiiler eleman, ru = 0 iken r = 0 ise u sol regiiler eleman olarak isimlendirilir. u

hem sag hem sol regiiler ise u ya bir regiiler eleman denir.

2.2. Alt halkalar, idealler ve Boliim Halkalar1

Tamm 2.2.1. R bir halka ve @ # S € R olmak {izere S kiimesi R de taniml1 toplama ve
carpma islemlerine gore kapali olsun. Eger S; R deki islemlere gore kendi basina bir
halka oluyorsa, bu durumda S ye R nin bir alt halkas: denir. I; R nin bir alt halkasi
olmak tizere, eger her r € R ve her x € [ igin rx € I oluyorsa, bu durumda / ya R nin
bir sol ideali, xr € I oluyorsa, bu durumda da I ya R nin bir sag ideali denir. Eger I

hem bir sol hem de bir sag ideal ise, bu durumda I ya R nin bir ideali denir.

Her ideal bir alt halkadir. Fakat her alt halka bir ideal olmak zorunda degildir.
Gergekten; bir halkanin merkezi bir alt halka olmasina ragmen bir ideal olmak zorunda

degildir.

Ornek 2.2.2. Her bir n tamsayis1 icin (n) = {kn |k € Z} devirli alt gurubu, Z

tamsayilar halkasinin bir idealidir.

Ornek 2.2.3. R bir halka olmak iizere {0} ve R; R nin idealleridir. Bu ideallere R nin

agikar idealleri denir.

R bir halka olmak iizere A4, 4,, ..., A;; R nin bostan farkl alt kiimeleri olsun.



Al +A2 ++An = {a1 +a2 + "'+an | a; EAi,I: = 1,2,...,7’1}
seklinde gosterilir. Eger A ve B; R nin bostan farkl: alt kiimeleri ise bu durumda,
AB ={a;b; + -+ ayb, | a; € A, b, € B,n € N}

seklinde gosterilir. Eger A = {a} ise, bu durumda AB yerine aB yazilir. Eger B kiimesi

toplama islemine gore kapali ise, bu durumda aB = {ab | b € B} olur.

Ornek 2.2.4. R bir halka ve e, R’nin bir merkezil eskare eleman1 olmak iizere 1 — e

de bir merkezil eskaredir. Ayrica eR ve (1 — e)R kiimeleri R nin idealleridir.

Grup teoride normal alt gruplarin oynadigi rolii halka teoride idealler oynar. R bir halka
[ da R nin bir ideali olsun. R degismeli toplamsal bir grup oldugundan I; R nin bir

toplamsal normal alt grubudur. Bdylece;
R/Iz{a+1|aER}
kiimesi,
(a+D+B+D=((@+b)+1
seklinde tanimlanan toplama islemine gore degismeli gruptur. R / ; degismeli grubu,

(@+D(b+D =ab+1

seklinde tanimlanan ¢arpma islemi ile birlikte bir halka olur. Bu halkaya R nin I ideali

yardimiyla elde edilen b6liim halkas: denir. R degismeli iken R / ; min da degismeli ve R
birimli iken R / ;’ mn da birimli oldugu agiktir.
Tamim 2.2.5. R bir halka ve ¢ # X c R olmak {izere;

[r(X) ={r € R|Herx € X icin rx = 0}

rR(X) = {r € R | Her x € X icin xr = 0}

kiimelerine sirayla R iginde X in sol ve sag sifirlayani denir. Eger X = {x} ise bu
durumda [z (X) = [g({x}) = [z (x) seklinde gosterilir.



Onerme 2.2.6. R bir halka ve ¢ # X c R olmak iizere; [z(X); R nin bir sol ideali,
rx (X) de R nin bir sag idealidir. Ayrica X ve Y; R nin bostan farkli iki alt kiimesi olmak

lizere;

(i) XcYiselg(Y) clz(X)verg(Y) c rg(X) dir.
(i) X crg(lxg(X)) ve X c lx(rz(X)) dir.
(iii) [r(X) = lg(rr (g (X))) dir.

2.3. Matris Halkalar:1 ve Polinom Halkalar:

Bu boéliimde verilen bir R halkasindan elde edilen baz1 yeni halkalar1 hatirlatacagiz.

Tamim 2.3.1. R birimli bir halka ve x bir bilinmeyen olmak iizere;
ap + a;x + a,x? + -+ a,x® (n €N)

seklindeki bir formal toplama R den katsayili bir polinom denir. R den katsayili tiim

polinomlarin kiimesi R[x] ile gdsterilir. Yani;
R[x] ={ag + a;x + ayx*> + -+ a,x™ | n € N, a; € R}

seklindedir.

Fe) =Y axl, g =) bxl €RIx]
j=0

i=0 j

olmak iizere, n ve m tamsayilarindan biiyiik olanin1 k ile gosterirsek bu iki polinomun

toplami asagidaki sekilde tanimlanir.

k
FO) +g@) = ) (arb)x
i=0

Bu polinomlarin ¢arpimi ise



l
= Z ajbl_j = aobl + albl_l + azbl_z + -+ al_zbz + al_lbl + albo
j=0

olmak tizere,

m+n

fg0 = ) axl

=0

seklinde tanimlanir. Yukarida tanimlanan ikili islemlere gore R[x] kiimesi bir halkadir.
Bu halkaya R tizerindeki polinomlarin halkasi veya R den katsayili polinomlarin

halkas: denir.

Tamm 2.3.2. R bir halka olmak iizere;
R[[x]] = {Z ax'|a; € R}
i=0
kiimesi polinomlarda bilinen toplama ve ¢arpma islemine gore bir halkadir. Bu halkaya

R den katsayili kuvvet serilerinin halkas: ad1 verilir.

Tanim 2.3.3. R bir halka olmak tizere;
n
Rlx;x71] = {Z a;x' | a; € R (k ve n negatif olabilir)
i=k
kiimesi polinomlardaki bilinen toplama ve ¢arpma islemlerine gore bir halkadir. Bu

halkaya R den katsayili Laurent polinomlarinin halkas: ad1 verilir.

Tamim 2.3.4. R bir halka olmak f{izere bilesenleri R den gelen n satirli ve n siitunlu
matrislerin kiimesi matrislerde bilinen toplama ve ¢arpma islemlerine gore bir halkadir.
Bu halkaya R iizerinde n X n tipindeki matrislerin halkas: denir ve Mat,(R) seklinde

gosterilir.
Tanim 2.3.5. R bir halka ve M bir (R, R) —bimodiil olmak tizere

ROAEM=RXxXM ={(r,m)|r € R,m € M}



kiimesi,
(ry,my) + (rp,my) = (ry + 15, my +My)
(r, my) (12, my) = (141, riMy +Myry)

ikili islemleri ile birlikte bir halkadir. Bu halkaya R nin M ile asikar genislemesi (trival
extension) denir ve T(R, M) ile gosterilir. Bir R halkasinin M; (R, R) —bimodiilii ile

asikar geniglemesi

(6 ™):remmen)

halkasina izomorftur.

Tamim 2.3.6. Bir R halkas1 (P) 6zelligini sagladiginda eger e; R’de bir eskare olmak
izere, eRe halkasi ve Mat, (R) halkas1 da (P) dzelligini sagliyor ise bu (P) ozelligine

Morita Invaryant 6zelliktir denir.

Tamim 2.3.7. R bir halka ve S bir degismeli bir halka olmak iizere eger (R, +) degismeli
grubu bir sol S_modiil ve bu modiil yapisindaki - : R X S = R skaler ¢arpimi, her s € S

ver;, 1, € Rigin

s(nry) = (sr)ry = r1(sr2)
Ozelligini sagliyorsa, bu durumda R’ye S degismeli halkasi iizerinde cebir denir.
Tanim 2.3.8. S, R’nin ¢arpimsal alt monoidi (birimli ve birlesmeli) olmak {izere
(i) v: R— Q homomorfizmasi her s € S i¢in v(s) tersinir olacak sekilde vardir.
(ii) Q’nun her elemani s € S ve r € R igin [u(s)] 'v(r) formundadir.

Ozellikleri saglanirsa Q halkasina R 'nin S 'ye gore kesirlerinin halkasi denir.



2.4. Baz1 Halka Siniflari

Bu kisimda bazi halka siniflar1 hatirlatilacak ve bu halka siniflar1 arasindaki iligkiler

verilecektir.

Tanmim 2.4.1. Bir R halkasmin sifirdan farkl iistel sifir elemani yoksa veya denk olarak;

a € R igin,
a’=0 =a=0
oluyorsa, bu durumda R ye inmis (reduced) halka denir.

Sifir bolensiz her halka inmis halkadir. Daha 6zel olarak Z tamsayilar halkasi inmis bir
halkadir. Diger taraftan 0 # 2 € Z, icin (2)? = 22 = 0 oldugundan Z, halkas1 inmis
bir halka degildir. Ayrica inmis bir halkanin her alt halkasinin da inmis oldugunu
gormek cok kolaydir.

Tanim 2.4.2. a,b € R igin,
ab=0=ba=0
oluyorsa, bu durumda R halkasina terslenebilir (reversible) denir.

Lemma 2.4.3. Her inmis halka terslenebilir bir halkadir.

Ispat. a,b € R i¢in ab = 0 olsun. (ba)? = baba = b0a = 0 ve R inmis oldugundan

ba = 0 olur. ]

Tanim 2.4.4. R bir halka olmak iizere a, b € R igin,
ab=0=aRb=0

oluyorsa, bu durumda R halkas1 yaridegismeli (semicommitative) olarak adlandirilir. Bir
R halkasinin yaridegismeli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her bir a € R igin

rr(a) (Ig(a)) kiimesinin R nin bir ideali olmasidir.
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Tanim 2.4.5.

n m
F@) =) apxt,gG) = Y by €R[x]
i=0 j=0
olmak iizere,
fO)gx)=0=ab;=0 (0<i<n0<j<m)

oluyorsa, bu durumda R halkas1 Armendariz olarak adlandirilir.

Yukaridaki kosulu saglayan halkalara Armendariz ismi verilmistir. Ciinkii 1974’ te E.P.
Armendariz, inmis bir halkanin yukaridaki kosulu sagladigini gostermistir. Yani her

inmis halka bir Armendariz halkadir.

Tanim 2.4.6.

n m
f&) = Z aixt,g(x) = z bix’ € R[x]
i=0 j=0
olmak iizere,
fOOR[x]g(x) =0=a;Rb; =0 (0<i<n,0<j<m)
oluyorsa, bu durumda R halkasina bir quasi — Armendariz halka denir.

Armendariz halkalarin, quasi-Armendariz halka olduklarin1 gérmek kolaydir.

Tamm 2.4.7. R bir halka, I # R olacak sekilde R nin bir ideali I olmak tizere, eger R

nin A, B idealleri i¢in;
ABSCI=AClveyaBCcl

oluyorsa, bu durumda I ya bir asal (prime) ideal denir.

Tamim 2.4.8. R bir halka olmak iizere a € R igin,

aRa=0 = a=0
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oluyorsa, bu durumda R halkasi1 yariasal (semiprime) olarak adlandirilir.
Lemma 2.4.9. Her inmis halka yariasaldir.

Ispat. R inmis bir halka ve a € R igin aRa = 0 olsun. Bu durumda 1; € R igin de
alpa = a? = 0 olacagindan ve R inmis oldugundan a = 0 elde edilir ki, bu da R nin

yar1 asal oldugunu gosterir. ]
Tamm 2.4.10. R bir halkave a, b, ¢ € R olmak lizere;

abc=0 = acb =0
oluyorsa, bu durumda R ye bir simetrik (symmetric) halka denir.

Hatirlanacagi tizere her eleman iistel sifir olan bir ideale bir nil ideal denir.

Tamim 2.4.11. R bir halka ve P, R nin bir asal ideali olsun. Eger R/ P nin sifirdan

farkli nil ideali yoksa, bu durumda P ye giiclii asal (strongly prime) ideal denir.

Tanim 2.4.12. Eger P, R nin giiclii asal idealleri arasinda minimal ise, bu durumda P

ye R nin bir kii¢iik gii¢lii asal (minimal strongly prime) ideali denir.
Tamm 2.4.13. R bir halka, P, R nin bir ideali ve a,b € R olmak iizere;
ab€P =a€PveyabeP

oluyorsa, bu durumda R halkasina tamamen asal (completely prime) ideal denir.

3. ESKARE DONUSLU HALKALAR
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Bu boliimde (Kwak ve Lee, 2012) calismasini referans alarak doniislii halka kavramini
karakterize edecegiz ve doniislii halkalarin bir ¢ok genislemesinin de doniislii oldugunu
gosterecegiz. Ayrica, doniisliiliik kosulunun Morita invariant oldugunu ve bir dontslii

halkanin sag quotient halkasinin da doniislii oldugunu ispat edecegiz.

3.1. Doniislii Halkalar

Bu kisimda ele alman halkalarin birimli olmas1 gerekmeyecektir. ilk olarak déniislii
halkalarin tanimi verilip, bu halka smiflarinin diger halka siniflar1 ile iligkileri

incelenecektir. Asagidaki tanimi1 vererek baglayalim.
Tamim 3.1.1. R bir halka ve I, R nin bir sag ideali olmak iizere, a, b € R i¢in,
aRb<S = bRacl

oluyorsa, bu durumda I idealine R nin bir sag doniislii (reflexive) ideali denir. Eger, bir
R halkasinin 0 sifir ideali doniislii ise, bu durumda bu halkaya bir doniislii (reflexive)

halka denir.

Onerme 3.1.2. R bir halka ve I, R nin bir ideali olmak iizere, eger I bir asal ideal ise, bu

durumda I dontisli bir idealdir.

ispat. I, R nin asal ideali ve a,b € R igin aRb S I olsun. I asal ideal oldugundan
aRb € I iken a € I veya b € [ dir. Boylece a € [ i¢in I ideal oldugundan, br € R igin
bra € I dir veya b € I igin I ideal oldugundan, ra € R i¢in bra € I dir. Sonug olarak

bRa < I olur ki, bu da bize I’nin bir doniislii ideal oldugunu gosterir. ]

Onerme 3.1.3. R bir halka ve R nin ideallerinin bir ailesi {I;|A € I'} olsun. Bu durumda

Nier I ideali de bir doniislii idealdir.

Ispat. R bir halka ve {;|A € I'} kiimesi R’nin déniislii ideallerinin bir ailesi olsun.
I = Nyer I olmak lizere a,b € R igin aRb € [ olsun. aRb S I = N ¢r I oldugundan
her A €' i¢in aRb € I; dir. I; doniisli oldugundan her A € I' igin bRa € I dur.
Boylece bRa S NyerI; = I olup I doniisli bir idealdir. ]
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Onerme 3.1.4. R bir halka ve I, R’nin bir ideali olmak iizere, eger I; R nin bir yariasal

ideal ise, bu durumda I; R’nin bir doniislii idealidir.

Ispat. a,b € R igin aRb S I olsun. Bu durumda her r € R igin (bra)R(bra) €1
olup, I yariasal oldugundan bra € Iolur. Béylece bRa < I olur ki, bu da bize I nin bir

dontislii ideal oldugunu gosterir. [

Onerme 3.1.5. R bir halka ve I, R nin bir ideali olmak iizere, eger I, R nin bir asal ideali

ise, bu durumda I, R nin bir yariasal idealidir.

Ispat. I, R nin bir asal ideali ve a € R i¢in aRa S I olsun. Bu durumda, I, R nin bir asal

ideali oldugundan a € I olur ki, bu da bize I nin yanasal ideal oldugunu gosterir. m

Onerme 3.1.6. R birimli bir halka olmak iizere, eger R terslenebilir bir halka ise, bu

durumda R doniislii bir halkadir.

Ispat. R terslenebilir bir halka ve a,b € R igin aRb = 0 olsun. R birimli oldugundan
ab =0 olur.O halde her r € R icin abr = 0 elde edilir. Fakat R terslenebilir
oldugundan bra = 0 ve buradan da bRa = 0 olur ki, bu da bize R nin doniisli bir

halka oldugunu gosterir. [

Onerme 3.1.7. R bir halka olmak {izere, eger R terslenebilir bir halka ise, bu durumda

R yanidegismeli bir halkadir.

ispat. R bir halka olmak iizere, a,b € R i¢in ab = 0 olsun. R terslenebilir oldugundan
ba = 0 dir. Bu durumda her r € R i¢in bar = 0r = 0 olup, R terslenebilir oldugundan
arb = 0 ve boylece de aRb = 0 elde edilir ki, bu da bize R halkasinin yar1 degismeli

oldugunu gosterir. ]

Onerme 3.1.8. R birimli bir halka olmak iizere, R halkasinin déniislii ve yari-degismeli

olmasi igin gerek ve yeter kosul her x € R igin [(x) = r(x) olmasidir.

Ispat. R doniislii ve yar1 degismeli bir halka olsun. r € [(x) alalim. Buradan 7x = 0
olup, R yar1 degismeli oldugundan rRx = 0 ve R doniislii oldugundan xRr = 0 olur. R
birimli oldugundan xr = 0 yani r € r(x) olur. Bu da bize I(x) ¢ r(x) oldugunu

gosterir. Benzer sekilde r(x) < [(x) oldugu da gosterilebilir. Sonug olarak [(x) = r(x)
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olur. Tersine, her x € R igin I(x) = r(x) olsun. Once R halkasinin yar1 degismeli
oldugunu gosterelim. Bunun ig¢in a,b € R olmak tizere ab = 0 olsun. Bu durumda
b € r(a) = l(a) olup ba = 0 olur. Her r € R i¢in bar = 0 oldugundan b € l(ar) =
r(ar) dir. Buradan arb =0 olup aRb = 0 elde edilir ki bu da bize R nin yar
degismeli bir halka oldugunu gosterir. Simdi R halkasinin doniislii halka oldugunu
gosterelim. a,b € R i¢cin aRb = 0 olsun. R halkast birimli oldugundan ab = 0 dir.
Kabulden ba = 0 olur. R yar1 degismeli oldugundan bRa = 0 olur. Béylece R doniislii

bir halka olur. [

Onerme 3.1.9. R bir halka olmak iizere, eger R yar1 degismeli bir halka ise, bu durumda

R abelyan bir halkadir.

Ispat. R yaridegismeli bir halka ve e? = e € R olsun. Her r € R igin er = re oldugunu
gosterelim. e(1 —e) = 0 ve R yar degismeli oldugundan eR(1 —e) = 0 dir. Bdylece
her r € R igin er(1—e) =0 olup, buradan er = ere elde edilir. Diger taraftan
(1 —e)e =0 ve R yar degismeli oldugundan (1 — e)Re = 0 dir. Boylece her r € R
icin (1 —e)Re = 0 olup buradan re = ere elde edilir. Sonug olarak er = re oldugu

goriiliir. ]

Onerme 3.1.10. R halkasi birimli bir halka olmak iizere, eger R doniislii ve yari-

degismeli halka ise, bu durumda R terslenebilir bir halkadir.

Ispat. R doniislii ve yaridegismeli bir halka ve a,b € R i¢in ab = 0 olsun. R yari
degismeli oldugundan aRb = 0 dir. R doniislii oldugundan bRa =0 ve R birimli

oldugundan ba = 0 olur. Béylece R terslenebilir bir halkadir. ]

Lemma 3.1.11. Bir R halkasi i¢in asagidakiler denktir:

(1) R doniisli bir halkadir.
(i)  Her a € Rigin rz(aR) = [x(Ra) dir.
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(ili)  Ave B, R halkasinin bostan farkli alt kiimeleri olmak iizere ARB = 0 iken
BRA = 0 dir.

(iv) R ninsag (sol) 1,] ideallerii¢in, IJ = 0 iken JI = 0 duir.

(v) R nin [,] idealleri igin IJ = 0 iken JI = 0 dur.

Ispat. (i) = (ii) R doniislii bir halka olsun. b € rz(aR) alalim. Buradan aRb = 0
olur. R doniisli oldugundan bRa = 0 elde edilir. O halde b € [z(Ra) olur.
Boylece rz(aR) S lz(Ra) olur. Diger taraftan b € [z(Ra) olsun. Buradan bRa = 0
dir. R doniiglic oldugundan aRb =0 yazilir. Yani b € rz(aR) olur. Bdylece
[r(Ra) S rz(aR) olur. Sonu¢ olarak rz(aR) = lzx(Ra) elde edilir.

(i) = (iii) Her a € R i¢in rz(aR) = [g(Ra) ve ARB = 0 olsun. Bu durumda her
a €A veb€B igin aRb = 0 olur. Buradan b € rz(aR) = [z(Ra) olup, bu durumda
hera€ A ve b € B igin bRa = 0 elde edilir ki, bu da bize ve. BRA = 0 oldugunu

gosterir.

(i) = (iv) (iii) saglansin ve R nin I,] idealleri i¢in IJ = 0 olsun. I ve J, R nin sag
(sol) idealleri oldugundan IR] = 0 olur. Hipotezden JRI = 0 olur. Boylece 1z € R igin
J 1x1 = 0 yani JI = 0 elde edilir.

(iv) = (v) Bu gerektirmenin ispati agiktir.

(v) = (i) (v) saglansin ve a,b € R igin aRb = 0 olsun. RaR =1 ve RbR =] olarak
alalm. Bu durumda IJ = RaRRbR = 0 olup hipotezden JI = RbRRaR = 0 olur.
Boylece bRa © RbRRaR = 0 oldugundan bRa =0 dir. Bu ylizden R doniislii bir
halkadir. [ |

Onerme 3.1.12.

(1) R bir halka olmak ftizere, eger R nin T(R,R) asikar genislemesi doniisli ise, bu
durumda R doniislii bir halkadir

(2) R yariasal bir halka olsun. Bu durumda;
(i) a,b € R i¢in aRbRb = 0 (aRaRb = 0) olmasi igin gerek ve yeter kosul

aRb = 0 olmasidir.
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(i) T(R,R) doniislii bir halkadir.

Ispat. (1) T(R,R) doéniislii bir halka ve a,b € R igin aRb = 0 olsun. Bu durumda
6 06 Derwn wn (06 DG D=5 @)= 0

olur. T(R, R) déniislii bir halka oldugundan (g 2) ((5) z) (g 2) _ (bga zzz) _

(8 8) olup, buradan bsa = 0 ve bta = 0 elde edilir. Bu da bize bRa = 0 oldugunu

gosterir. Sonug olarak R doniislii bir halka olur.
(2) R yanasal bir halka olsun.

(i) a,b € R i¢in aRbRb = 0 oldugunu kabul edelim. Buradan aRbRbR = OR = 0 olur.
Boylece aRbRaRb € aRbRbR = 0 oldugundan aRbRaRb = 0 elde edilir. R yariasal
oldugundan aRb = 0 olur. Benzer sekilde, aRaRb = 0 olsun. Buradan aRaRbR =
OR =0 olur. aRbRaRb < aRaRbR = 0 oldugundan aRbRaRb = 0 olur. R yariasal
oldugundan aRb = 0 elde edilir. Tersine, aRb = 0 olsun. Bu durumda aRbRb = 0 ve
aRaRb = 0 oldugu aciktir.

(i) A= (g Z) B= (‘(l) 2) € T(R,R) i¢in AT(R,R)B =0 olsun. Bu durumda

T (R, R)’nin herhangi bir C = (S D elemani i¢cin ACB = 0 elde edilir. Buradan da
(a b) (s t) (a/ b'> _ (asa' asb’ + ata + bsa’) _ (0 0)
0 a/\0 s/\g 4 0 asa’ 0 O

oldugundan asa’ = 0 ve bdylece de aRa = 0 olur. R déniislii oldugundan a'Ra = 0
olur. Her r €R igin asb’ + ata + bsa' =0 esitligini sagdan ra ile carparsak
asbra’ + atara' + bsara’ = 0 olur. aRa’ = 0 oldugundan ashra = 0 ve atara =
0 olur. Dolayisiyla bsara = 0 dir. saT € R oldugundan bRa' = 0 olur. R déniislii
oldugundan a’Rb = 0 olur. aRa’ = 0 ve bRa' = 0 oldugundan ata’ = 0 ve bsa' =0
dir. asb' + ata’ + bsa' = 0 esitliginden ash’ = 0 elde edilir. Béylece aRb = 0 olur.
R doniislii oldugundan b'Ra = 0 elde edilir. Simdi
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(5 5)G DG =(5e “oramre) =

olur ki, bu da bize T (R, R) nin doniislii bir halka oldugunu gosterir. ]

Not. (i) R degismeli bir halka ise, bu durumda T(R,R) degismeli ve bdylece de

terslenebilir bir halkadir.

(if) T(R, R) doniislii olacak sekilde degismeli ve yariasal olmayan bir R halkasi vardir.
Gergekten; R, degismeli olmayan yariasal bir halka , R, yariasal olmayan degismeli bir
halka olmak {izere R = R, @ R, olsun. Bu durumda T(R;, R;) halkas1 Onerme
3.1.12(2) den dolay1 doniislii ve T( R,, R;) halkas1 da degismelidir. Boylece T (R, R)
donislii bir halkadir.

Teorem 3.1.13. R bir halka olmak iizere;

(i) Eger R doniislii bir halka ise, bu durumda her bir e? = e € R i¢in eRe doniislii bir
halkadir.

(if) R halkasinin doniislii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her n > 1 i¢in Mat,(R)

halkasinin doniislii olmasidir.

Ispat. (i) R doniislii bir halka ve 7;,7, € R olmak iizere a = erje, b = er,e € eRe
alalim. aeReb = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda R doniislii oldugundan
ebRae = 0 olur. Diger taraftan eb = e(er,e) = er,e = b = be ve ea =e(ere) =
er;e = a = ae oldugundan beRea = 0 elde edilir. Bu da bize eRe halkasinin doniislii

bir halka oldugunu gosterir.

(if) Kabul edelim ki; R donislii bir halka ve M = Mat,(R) olsun. M nin A, B idealleri
icin AB = O olsun. Budurumda A = Mat,(I) ve B = Mat,(J) olacak sekilde R nin [
ve ] idealleri vardir. Buradan Mat,(IJ) = Mat, (I)Mat, (J) = AB = 0 olur Ki,
boylece IJ = 0 elde edilir. Fakat R doniislii bir halka oldugundan Lemma 3.1.11(v)
geregince JI =0 olur. O halde BA = Mat,(J)Mat,(I)Mat,(JI) = O olur. Tekrar
Lemma 3.1.11(v) geregince M = Mat,(R) bir doniisli halka olur. Tersine,
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eger Mat, (R) donislii bir halka ise, bu durumda R = RE,; = E;;Mat,(R) E;; olur.
Boylece (i) den dolay1 R doniislii bir halka olur. [

Not. Teorem 3.1.13’{in bir sonucu olarak bir halkanin ‘doniislii olma’ 6zelliginin

Morita invaryant oldugunu soyleyebiliriz.

Ornek 3.1.14. K bir cisim ve a,b, K iizerinde degismeli olmayan iki bilinmeyen
olmak lzere R = K < a,b > serbest cebiri olsun. Bu durumda R inmis bir halka

olacagindan doniislii bir halka olur. I; R nin aRb tarafindan iretilen ideali olsun. Bu
durumda aRb < I fakat ba € bRa £ I oldugundan R/ ; bolim halkasi doniislii bir
halka degildir.

Onerme 3.1.15. R bir halka olmak iizere;

(i) R halkasmin bir [ ideali igin R / ; doniisli bir halka olsun. Eger I inmis bir halka

ise, bu durumda R doniislii bir halkadir.

(if) R simetrik halkasinin bir I ideali olmak {izere, eger R nin bostan farkli bir S
altkiimesi igin I = 15(S) ise, bu durumda R/ ; doniislii bir halkadr.

(iii) R halkasinin e merkezil eskare elemani i¢in, eR ve (1 — e)R halkalarinin dontisli

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R halkasiin dontislii olmasidir.

ispat. (i) R/I doniislii bir halka ve a,b € R i¢cin aRb =0 olsun.R/I doniislii
oldugundan (a + (r +I)(b +1) =1 olup, buradan arb + 1 =1 olur. Yani arb € |
dir. I déniislii oldugundan bra € I elde edilir. (bRaR)? = bRaRbRaR olup aRb = 0
oldugundan (bRaR)? = 0 olur.I inmis bir halka oldugundan bRaR = 0 olup,

buradan bRa = 0 elde edilir. Boylece R donusla bir halka olur.

(if) R simetrik bir halka ve R nin bostan farkli bir S altkiimesi i¢in I = 1z (S) olsun.
R= R/I ve r €R olmak iizere ¥ =71 +1 € R diyelim. aRb = 0 iken SaRb = 0
olur. Boylece 0 = SaRb = SaRbR = S(aR)(bR) olur. Diger taraftan R simetrik
oldugundan S(bR)(aR) = 0 olur ve buradan SbRa = 0 elde edilir. Boylece bRa € I
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olup, bRa + I = I olur. Boylece bRa = 0 elde edilir. Sonug olarak R = R/I dontsli

bir halka olur.

(iii) Kabul edelim ki eR ve (1 —e)R donislii bir halka olsun. a, b € R i¢in aRb = 0
olsun.aRb = 0 esitligini soldan e ile ¢arparsak eaRb = e0 = 0 olur. e merkezil
oldugundan aeRb = 0 olur.eR doniislii oldugundan beRa =0 ve e merkezil
oldugundan da ebRa = 0 elde edilir. aRb = 0 esitligini soldan (1 — e) ile ¢arparsak
(1—e)aRb=(1—-e)0=0 olur. (1 —e) merkezil oldugundan a(l—e)Rb =0
dir. (1 — e)R doniislii oldugundan da b(1 — e)Ra = 0 ve (1 — e) merkezil oldugundan
(1 — e)bRa = 0 elde edilir. Sonug olarak bRa = ebRa + (1 — e)bRa = 0 oldugundan
R dontsli bir halka olur. Tersine, R doniiglii bir halka olsun. eR ve (1 —e)R nin

dontislii oldugu Teorem 3.1.13(1) den agiktir. [

Not. Onerme 3.1.15.(i) deki “I inmis halka” sarti I doniisli halka” olarak

degistirilemez.

Onerme 3.1.16. S bir R halkasinin sag Ore kosulunu saglayan garpimsal kapali bir alt
kiimesi olsun. S kiimesi regiiler elemanlardan olugsun. Eger R halkas1 doniislii bir halka

ise, bu durumda R nin S ye gore Q sag quotient halkasi da doniiglidiir.

Ispat. R doniislii bir halka olsun.a,b € R ve u,v € S olmak iizere a = au™! ve
f = bv~tigin aQB = 0 olsun. Q = u~! Q oldugundan 0 = aQf = aQ(bv~1) olur. Bu
ise herhangirs™ € Q icin a(rs™1)(bv™1) =0 olmasini gerektirir. Hipotezden
s7h = cw™! olacak sekilde ¢ € R ve regiller w € R vardir. Boylece her hangi bir
r €R igin 0 = a(rs ) (bv™!) = arcw v~ olup, buradan aRc = 0 ve R déniislii
halka oldugundan da cRa = 0 elde ederiz.aRc =0 ve s~ 'b =cw™! iken bw = sc
oldugundan herhangi bir r € R i¢in 0 = arsc = arbw olup, buradan aRb =0 ve R
doniislii halka oldugundan bRa = 0 elde ederiz.v™1Q = Q oldugundan BQa =
bw™lQau~! = bQau~! olur. Buradan herhangi bir rt™' € Q i¢in bQau! =
b(rt Hau~! dir. ave t igin al = td ve t7la = d 7! olacak sekilde s€ S ve d € R
vardir. aRb = 0 ve al = td oldugudan her hangi bir r € R i¢in alrb = tdrb =0 ve
boylece dRb =0 elde ederiz. R donislii oldugundan bRd =0 olur. bRd =0
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oldugundan herhangi bir 1t € Q igin b(rt Hau! = brdl"'u! = 0 oldugundan
BQa = 0 olur. Bu yiizden Q doniislii halkadir. [

Onerme 3.1.17. A merkezil regiiler elemanlardan olusan R halkasinin garpimsal kapali
bir altkiimesi olsun. Bu durumda R nin ddniislii olmas i¢in gerek ve yeter kosul A™1R

halkasinin doniislii olmasidir.

Ispat. Onerme 3.1.16 nin ispatina benzer olarak yapulir. [

Sonu¢ 3.1.18. R bir halka olmak tizere, R[x] halkasinin doniislii olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul R[x: x~1] halkasmin déniislii olmasidur.

Ispat. Onerme 3.1.17 de A = {1, x,x?, ...} alinirsa, bu durumda A acik olarak R[x] in

carpimsal kapali bir altkiimesidir ve R[x:x~1] = A71R[x] olur. n

Onerme 3.1.19. P bir halka olmak iizere, eger P tamamen asal bir halka ise, bu

durumda P doniislii bir halkadir.

Ispat. P tamamen asal bir halka ve a, b € R i¢in aRb S P olsun. 1z € R i¢ina 1zb €
P olup ab € P olur. Hipotezden a € Pveyab € P dir. a € P ise bra € Pve b € P ise
bra € P dir. Sonug olarak bRa € P oldugundan P doniislii bir halkadir. ]

R degismeli bir S halkasi iizerinde bir cebir olmak tlizere D = R @ S degismeli grubu

T ER,Si ESi(}iH,
(ry,51) (12, 52) = (1713 + 8175 + 5,71, 5152)

seklinde tanimlanan ¢arpma islemi ile birlikte bir halkadir. Bu halkaya R nin S ile

Dorroh genislemesi denir.

Onerme 3.1.20. R , S degismeli halkas1 iizerinde bir cebir olsun. R doniislii bir halka ve
S bir tamlik bolgesi ise, bu durumda R nin S ile Dorroh Genislemesi D =R @ S
doniislii bir halkadir.

21



Ispat. (1y, s1),(1, s;) €D igin (1, s;)D(1y, s,) =0 olsun. Bu durumda keyfi

(r,s) € Di¢in (ry, s;)(r,s)(ry, s,) = 0olur.
(1, s, 8)(12, 53) = (r + s;r + 51y, 515)(132, 53)

=(Mrry+ Sirr+srrn+t 1S +s,rnr+ s, sr+

S,8 711, 1S S3)
= (0,0)

dan rmrry+ s;rry 4 st siSry+ s, r+ s; 5+ s,sr; =0 ve 5455, =0
elde ederiz. s;ss, = 0 igin S keyfi ve S bir tamlik bolgesi oldugundan s; = 0 veya
S, = 0 olur. Eger s; = 0ise, budurumda ryrr, + sryrp+s,rur+ sy;sry =0 olup
buradan r;(r + s)(r, + s,) = 0 elde edilir. r + s € R oldugundan rR(1, + s;) =0
olur. R doniislii oldugundan (7, + s,)Rr; =0 ve buradan (1, + s,)(r+s)r, =0

olur. Boylece,
(19, 52)(1,)(ry, 51) = (1o + ST + 573, $25) (711, 1)

=(1rrr+ Sprry+Srr+ S,s1r+ Sy 1Rr+ 5;Sr+

S1S Ty, S35 S1)
=0

elde edilir. Diger taraftan eger s, = 0 ise, bu durumda (7, +s,)(r +s) r, = 0 olur.
Buradan (r; + s;)R r, = 0 elde ederiz. R doniisli oldugundan r,R(r; + s;) = 0 olur.
Dolayistyla (1, s5)(r,s)( 7y, s1) = 0 olup buradan (ry, s,)D(ry, s;) = 0 elde edilir
ki bu dabize D = R @ S Dorroh genislemesinin doniislii bir halka oldugunu gosterir.

Tersine, D = R @ S Dorroh genislemesinin doniislii bir halka oldugunu kabul edelim.
a,b € R igin aRb = 0 olsun. Bu durumda herhangi bir (r,s) € D i¢in a(r +s)b =0
olur. Bu ise herhangi bir (r,s) € D i¢in (a,0)(r,s)(b,0) = 0 olmasini gerektirir.
D =R @ S Dorroh genislemesi doniislii bir halka oldugundan (b, 0)(r,s)(a,0) =0
olur. Boylece b(r + s)a = 0 olur ki, buradan bRa = 0 bulunur. Sonug¢ olarak R

dontislii bir halka olur. [
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Onerme 3.1.21. R quasi-Armendariz bir halka olmak iizere asagidakiler denktir:
(i) R donisli bir halkadir.

(if) R[x] donisli bir halkadir.

(iii) R[x; x~1] doniislii bir halkadur.

Ispat. (i) = (ii) R doniislii bir halka ve f =X a;x",g = X}_objx/ € R[x] igin
fR[x]g =0 olsun. R quasi-Armendariz oldugundan her i,j icin a;Rb; =0 olur.
Boylece R doniislii oldugundan b;jRa; = 0 olur. Buradan gR[x]f = 0 elde edilir ki, bu

da bize R[x] halkasinin doniislii oldugunu gosterir.

(i)= (i) R[x] donisli bir halka ve a,b € R i¢in aRb = 0 olsun. Bu durumda
aR[x]b = 0 olur ve R[x] doniislii oldugundan bR[x]a = 0 olur. Buradan bRa = 0

elde ederiz ki, bu da bize R halkasinin doniislii oldugunu gosterir.
(i) & (iii) Sonug 3.1.18 den agiktir. ]

Asagidaki ornek bize bir halkanin quasi-Armendarizlik 6zelligi ve doniisliilik

0zelliginin birbirine bagli olmadigini gosterir.

a b c
Ornek 3.1.22. (i) Bir R inmis halkasi icin S3(R) ={<o a d)
0 0 a

halkas1 doniislii degildir. Fakat Armendarizdir ve bdylece de quasi-Armendariz bir
halkadir.

ab,cd ER}

(ii) A degismeli ve yariasal bir halka olsun. Bu durumda R = S,(T(4,A)) halkasi
Onerme 3.1.12(2) den dolayr déniisliidiir. Simdi R halkasinin quasi-Armendariz
olmadigini gosterelim. R[x] halkasinin

_(@D @0y, (0D a0) _(@D @) (D 10
= ((0,0) (0,1))+((0,0) ©0,1))* V¢ 9= (0,0 (0,1))+ 0,0) (0,1) )x
elemanlar1 i¢in fR[x]g = O dir. Fakat

((0,1) (1,0))R((O,1) (0,0)

00 (1) (00 (0,1))”

23



oldugundan R halkas1 quasi-Armendariz degildir.

Onerme 3.1.23. Bir R halkasmin yariasal olmasi igin gerek ve yeter kosul R[x]

halkasinin yariasal olmasidir.

Ispat. R yariasal bir halka ve f(x) € R[x] i¢in f(x)R[x]f(x) = 0 olsun. Bu durumda

n

f(x) =0 oldugunu gosterelim. f(x) = ag + a;x + ayx* + -+ a,x™ olmak iizere

keyfi bir 1y + ryx + ,x2 + -« + 1.x5 € R[x] i¢in
(ag+ax+-+ax )y +rx+ -+nrx)(a+ax+-+a,x")=0

olur. Buradan;

aoroao =0 1)
aoroao + a0T1a0 + alroao = 0 (2)
AproQ, + agria; + a41rpay + agrag + a1 ag + axreag = 0 (3)
aptsan =0 (n)

denklem sistemini elde ederiz. Birinci esitlikte agroa, = 0 olup R yariasal oldugundan
ao =0 olur. Ugiincii esitlikte ap =0 oldugundan a;roa; = 0 olur. R yariasal
oldugundan a; = 0 dir. Bu sekilde a, =0, a3 =0 , ..., a, = 0 bulunur. Buradan
f(x) = 0 bulunur ki bu da bize R[x] halkasinin yariasal bir halka oldugunu gosterir.

Terst agiktir. u

Bir R halkasinin yariasal olmasi igin gerek yeter kosulun R[x] halkasinin yariasal
olmas1 gerektigini gordiik. BOylece bir yari-asal halka iizerindeki polinom halkasi
doniislii olur. Fakat doniislii halkalarin smifi Ornek 3.1.14 den dolayr homomorfik

gorintiiler altinda kapal1 degildir. Bununla beraber asagidaki sonuca sahibiz.
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Teorem 3.1.24. R yariasal bir halka ve n herhangi bir pozitif tamsayr olmak tizere,

(x™); x™ tarafindan Uretilen ideal olmak tizere Rix] / (x™) boliim halkasi doniisli bir

halkadir.
Ispat. S =R[x]/( ) olsun. n=1 igin S =R olup, ispat agiktir. n =2 igin

S = T(R,R) oldugundan Onerme 3.1.12(2) den dolayr S doniislii bir halkadir. Simdi
n >3 olsun. ¥ = x + <x™> olmak iizere, f =ao+ @, X+ -+ a,_x"1 €S ve
h=cy+c, X+ +cp X" 1 €S icin fSh =0 olsun. Bu durumda keyfi g = b, +
biX+ -+ by 1X"1 €S i¢in fgh=0 olur. i+j+k=n i¢in a;bjcx k=0

dir.i +j + k < n — 1 oldugu durumlara bakmak yeterlidir. fgh = 0 oldugundan

(ao + alf + + an_lfn_l)(bo + blf + + bn_l.fn_l)(CO + le + + Cn_l.fn_l)

=0
olur. Buradan,
agbocy =0 1)
agbocy + agbicy + a1bgcy =0 (@)
agbyc, + agbicy + agbycy + a;bgcy + a1bicy + azbgcy =0 3)
agboCp_n + agbicp_z + -+ ap_3bico + a,_2bycy =0 4)
AoboCn-1 + aobiCn + -+ an_2b1¢o + an_1boco = 0 ®)

denklem sistemini elde ederiz. Onerme 3.1.12(2) den a,b € R i¢in ‘R doniislii ve
aRbRb =0 & aRb =0 oldugunu biliyoruz. (1) den b, € R keyfi oldugundan

agRcy = 0 olur. agRcy = 0 oldugundan (2) de ayb;,c, = 0 olup buradan

a0b0C1 + a1b0C0 =0 (6)
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dir. (6) esitligini sagdan rc, ile garpalim. Boylece aybycircy + a1bycorey = 0 elde
edilir. Buradan agbyc;rco = 0 oldugundan  bycyr € R igin a;bycorcy = 0 dir.
Dolayisiyla a;Rcy = 0 olur. agRcy =0 ve a;Rcy = 0 esitliklerini (2) denkleminde
kullanirsak agboc; = 0 elde edilir. Buradan ayRc; = 0 olur. agRcy = 0,a,Rcy =

0,agRc; = 0 esitliklerini (3) te yerine yazarsak
agboc, + aibycy + azbycy =0 (7)
elde edilir. (7) esitligini sagdan rc, ile carparsak,
agbgcyrey + abgcireg + azbgcgreg = 0

esitligi elde edilir. Buradan bycyr € R icin a,bycyrcy = 0 olur. Dolayisiyla a,Rcy = 0

dir. a;Rcq = 0 esitligini (7) de kullanirsak
agbycy, + aybycy =0 (8)
elde edilir. (8) esitligini rc; ile sagdan carparsak,
agboc,rey + azbgcore; =0

yazilir. Burada ayRc; = 0 oldugundan agbyc,rc; = 0 dir. Dolayisiyla a,bycore; = 0
olur. bycor €ER igin  ay,Rcy =0 elde edilir. Simdi i +k =0,1,2,...,(n — 2) i¢in
a;Rc, = 0 oldugunu kabul edelim. (5) esitligine bu yontemi uygulayalim. Elde

edilenler yerine yazildiginda (7) denklemi
AoboCn-1 + -+ + an_2boc1 + an_1boco = 0 )

olur. (9) denklemi sagdan sirasiyla rcg, rcy,..., rc,_, ile carparsak a,_4Rcy = 0,
an,_,Rc; =0 ,...,a9Rc,_; = 0 elde edilir. Bu bize i + k =n—1 olan her i,k igin
a;Rc; = 0 oldugunu gosterir. Sonug olarak i +j <n—1 olan her i,j ve k igin

a;Rc, = 0 dir. R doniislii oldugundan hSf = 0 ve buradan S doniisli bir halka olur. =

3.2. Eskare Doniislii Halkalar

Bu kisimda doniislii halkalarin bir genellestirmesi olan eskare doniislii halkalari

tanimlayip bu halka siniflarinin bazi karakterizasyonlarini verecegiz.
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Tamim 3.2.1. R bir halka ve I, R nin bir tek yanli ideali olmak tizere, eger
a,e’? = e € Rigin,
aRe €] = eRa €1

oluyorsa, bu durumda I ya R nin bir sag eskare doniisli (right idempotent reflexive)
ideali denir. Eger R nin 0 ideali sag eskare doniislii oluyorsa, bu durumda R ye bir sag
eskare doniislii (right idempotent reflexive ring ) halka denir. Eger halkamiz birimsiz bir
halka ise yine ayn1 tanimi1 kullaniriz. Sol eskare doniislii idealler ve sol eskare dontislii
halkalar benzer sekilde tanimlanir. Eger bir halka hem sag ve hem de sol eskare doniislii

oluyorsa bu halkaya bir eskare doniislii halka denir.

Onerme 3.2.2. R birimli ve abelyan bir halka ise, bu durumda R eskare déniislii bir
halkadir.

ispat. R birimli abelyan bir halka ve a,e = e> € R olmak iizere aRe = 0 olsun.
aRe = 0 ve R birimli bir halka oldugundan ae = 0 olur. R abelyan oldugundan ea = 0
dir ve buradan her r € R iginrea = era = 0 olur. O halde eRa = 0 olur. Boylece R

eskare doniiglii halka olur. [

Onerme 3.2.3. R doniislii bir halka ise, bu durumda R eskare doniislii bir halkadur.

Ispat. ispat aciktir. u

Doniislii olmayan bir halka, eskare doniislii bir halka olabilir. Bunu asagidaki 6rnekte

gorelim.

Ornek 3.2.4. F{X,Y} , X ve Y tarafindan F cismi iizerinde iiretilen serbest cebir ve

(YX) , YX elemani tarafindan tiretilen F{X, Y} nin iki yanl ideali olsun. Bu durumda

R=F{X,Y}/(YX) ve x=X+((YX),y=Y+(YX)ER,yx =0 olmak iizere ,
R={f(x)+fi)y+-+f,(x)y"|n=0,1,2,..ve f;(x) € F[X]} bir polinom
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halkasidir. Simdi 0 # «,0 # B € R igin aff = 0 olsun. f,,(x) # 0 ve g, (x) # 0 olmak
izere, @ = fo(x) + fi(X)y + -+ fu()y"™ ve B = go(x) + g1(x)y + -+ + g (X)y™

seklinde olsunlar. aff = 0 oldugundan,

(fo() + i)y + -+ fu()y™)(go () + g1(X)y + = + g (x)y™) = 0

yazilir. Buradan f,(x)go(x) = 0 olur ki, buradan F[X] cisim oldugundan f,(x) =0

veya go(x) = 0 olur.
.Durum: fo(x) = 0 olsun. Bu durumda
axf = ((0)y + £Cy? + -+ fu()y™)x(go(x) + g1 (Y + =+ + g (DY™)
= f1(0)yxgo(x) + f2()y?xgo(x) + -+ + fu ()Y " xgm () Y™

ve yx =0 oldugundan axf =0 bulunur. Simdi g(x) =cy+ c1x + cx% + -+
cxt € F[X] olsun. Buradan yg(x) = coy + ciyx + cyx? + -+ cpyxt = cpy =
g(0)y oldugundan g,(0) = g,(0) = -+ = g,,(0) = 0 olur. Boylece

ayf = (L)Y + 0y + -+ fu()y™MY(go(X) + 91(0)Y + -+ + gm ()y™)
= (L)Y + L)y + -+ (DY Go () + ¥g1 ()Y + -+ + ygm ()y™)
= (L)Y + £()y* + -+ ()Y (9o (0)y + g1 (Dy? + -+ + g (0)y™ )
= (LY + Ly* + -+ 0y (0 + 0 + -+ +0)
=0

elde edilir. Diger taraftan hy(x) + hy(x)y + -+ hy(x)y* € R icin axf =0, ayp =
0 oldugundan a(hg(x) + hi(X)y + -+ h ()Y B = ahy(x)B + ah,(X)yB + -+
ah,(x)y'B =0 olur. Béylece aRpB = 0 elde edilir.

I1.Durum: go(x) = 0 ve fy(x) # 0 olsun. Bu durumda af = 0 oldugundan

(fo() + i)y + -+ fu()y™)(go () + g1(X)y + -+ g (x)y™) = 0

yazilir. Buradan,

28



fo(x)go(x) =0, fo(x)g1(x) + f1(x)go(x) =0, fo(x) # 0 ve go(x) = 0 oldugundan
91(x) = 0 dir. fo(x)g2(x) + f1(x)g1(x) + f2(x)go(x) =0, fo(x) # 0, go(x) =0 ve
g1(x) = 0 oldugundan g,(x) = 0 dir. Bu sekilde devam edilerek f;,(x)gm(x) =0,
fn(x) # 0 oldugundan g,,(x) = 0 bulunur.

g1(x) = go(x) =+ = gm(x) =0 olmasi g,,(x) # 0 olmasiyla gelisir. Bu durumda
[.Durum gegerlidir. Su halde aff =0 iken aRf = 0 dir. Sonug¢ olarak R abelyan
oldugundan eskare doniislii bir halkadir.

Onerme 3.2.5. R eskare doniislii bir halka ve e? = e € R olmak iizere asagidaki

ifadeler denktir:

(1)  eR sageskare doniislii bir idealdir.
(i)  eR iki yanl bir idealdir.

(ili) e merkezil elemandir.

Ispat. (i) = (ii) eR sag eskare doniislii bir ideal olsun. eR nin sag ideal oldugunu
biliyoruz. Simdi eR nin sol ideal oldugunu gosterelim.i € eR =1 olsun. i =ex =
eex € R?I olacak sekilde bir x € R vardir ve I C R*I dir. eR sag eskare doniislii ideal
oldugundan y € R igin eRy S eR iken yRe S eR olur. Boylece R%e S eR dir.
Buradan R2I = I olur. Boylece ai = aex = aeex € R?’I =1 = eR oldugundan eR

sol idealdir. Sonug olarak eR iki yanli ideal olur.

(ii) = (iii) eR iki yanli ideal olsun. x € R ve e? = e € R olmak iizere, xe = xee €
xX(RR) € eR oldugundan xe = er olacak sekilde bir € R vardir. Buradan exe =
eer = er = xe olur. Herhangi bir s € R i¢in sexe = sxe dir. Buradan sexe — sxe = 0
yazilir. Boylece (se —s)xe =0 olup, (se—s)Re=0 olur.R eskare donisli
oldugundan eR(se —s) =0 olup, ee(se —s) =0 vyazilir.e? =e oldugundan

e(se —s) = 0 olur. Buradan ese — es = 0 olup, ese = es dir. Béylece ex = xe olur.

(iii) = (i) f?>=f € R olmak iizere xRf S eR olsun.r € R igin xrf = ey olacak

sekilde bir y € R vardir. Boylece exrf = ey = xrf ve exrf — xrf = 0 olur. Buradan
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(ex —x)rf =0 olup, (ex —x)Rf = 0 yazilir. R eskare doniislii oldugundan fR(ex —
x) = 0 dir. Buradan frex — frx = fr(ex —x) € fR(ex —x) = 0 olup, frex = frx
olur. e merkezil oldugundan efrx = frx € eR olur. Dolayisiyla fRx € eR olur. Simdi
f?=f€Rigin fRx S eR olsun.r € R icin frx = ey olacak sekilde y € R vardur.
Boylece efrx =ey = frx ve frxe — frx = 0 olur. Buradan fr(xe —x) = 0 olup,
fR(xe — x) = 0 yazilir. R eskare doniislii oldugundan (xe — x)Rf = 0 dir. Buradan
xerf —xrf = (xe —x)rf € (xe —x)Rf =0 olup, xerf =xrf olur.e merkezil
oldugundan exrf = xrf € eR dir ve buradan xRf C eR olur. Dolayisiyla eR eskare

doniislii bir halkadir. [

Sonug¢ 3.2.6. Bir R halkasinin her temel sag ideali eskare doniislii ise, bu durumda R

abelyan bir halkadir.

Ispat. Her temel sag ideal eskare doniislii olsun. Bu durumda 0 = OxR oldugundan 0
ideali bir temel sag idealdir. Hipotezden O ideali sag eskare doniislii yani R halkasi

eskare doniislii halka olur. Onerme 3.2.5 den R abelyandir. [

Lemma 3.2.7. Bir R halkasi igin asagidaki ifadeler denktir.
(i) R sag eskare doniislii bir halkadir.
(i) e2 = e € R igin lz(Re) S rx(eR) dir.

(i) R halkasinin bostan farkli herhangi bir A altkiimesi ve eskare elemenlarinin bostan

farkli herhangi bir E altkiimesi i¢cin ARE = 0 ise ERA = 0 dur.

(iv) J , R nin eskare elemenlarinin bir altkiimesi tarafindan iiretilen bir sag ideali olmak

tizere, R nin her I,] sag ideali i¢in I] = 0 ise JI = O dur.

(V) J , R nin eskare elemenlarinin bir altkiimesi tarafindan iiretilen bir ideali olmak

tizere, R nin her I,] ideali igin I] = 0 ise JI = 0 dur.
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Ispat. (i)=(ii) R sag eskare doniislii bir halka ve e? = e € R olsun. a € Iz(Re) ise, bu
durumda aRe = 0 olur. R sag eskare doniislii bir halka oldugundan eRa = 0 elde edilir.

Dolayisiyla a € rz(eR) olup, buradan Iz (Re) € rgz(eR) bulunur.

(i)=>() e? =e €R icin Iz(Re) S1R(eR) ve a €R iginaRe =0 olsun.aRe =0
oldugundan a € lz(Re) € rz(eR) olup, buradan a € rz(eR) olur. Sonug olarak eRa =

0 olur ki bu da bize R’nin sag eskare doniislii halka oldugunu gosterir.

(i) =(iii) A, R halkasinin bostan farkli bir altkiimesi ve E, R nin eskare elemenlerinin
bostan farkli bir kiimesi olmak {izere ARE = 0 olsun. Bu durumda herhangi bir a € A
ve e € E i¢in i¢in aRe = 0 olur. R sag eskare doniislii oldugundan eRa = 0 olur Ki,
buradan ERA = 0 elde edilir.

(iii) >(iv) J , R nin eskare elemanlarinin bir E altkiimesi tarafindan tretilmek tizere, I
ve ], R nin sag idealleri olsun. IJ = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda IR € I ve
E < ] oldugundan IRE < IJ = 0 olur ve bdylece (iii) den dolayr ERI = 0 elde edilir.

J =<E>={er|r € R,e € E} = ER olmasi1 JI = 0 olmasin gerektirir.

(1)=(v) J, R nin eskare elemanlarimin bir E altkiimesi tarafindan iiretilmek iizere, I ve |
R nin idealleri olsun. IJ = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda /ER < I] = 0 olur.
Her ideal ayni zamanda bir sag ideal oldugundan ERI = 0 ve bdylece RERI = 0 olur.
Fakat RER = ] oldugundan JI = 0 olur.

(V) =(i) a,e? = e € R igin aRe = 0 olsun. Buradan RaRReR = 0 ve bdylece (v)’ten

ReRRaR = 0 olur. Sonug olarak eRa = 0 yani R sag eskare doniislii halka olur. [ |

Omek 3.1.14’te b2 =b € R alindiginda sag eskare doniislii halkalarn sinifinin

homomorfik goriintiiler altinda kapali olmadig goriiliir.
Onerme 3.2.8. Bir R halkasi i¢in asagidaki ifadeler saglanr.

(i) Eger R sag eskare doniislii bir halka ise, bu durumda her bir 0 # e? = e € R igin

eRe de sag eskare doniislii bir halkadir.
(if) R halkasinin bir [ ideali i¢in R/ 7 sag eskare dontslii bir halka olsun. Eger I

birimsiz inmig bir halka ise, bu durumda R sag eskare doniislii bir halkadar.
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(iii) R halkasinin merkezil eskare bir e elemani i¢in eR ve (1 — e)R halkalarinin sag
eskare doniiglii halka olmalar icin gerek ve yeter kosul R halkasinn sag eskare
doniisli halka olmasidir.

Ispat. (i) R sag eskare doniislii bir halka olsun. f2 = f olmak iizere a, f € eRe ve
aeRef = 0 olsun. f € eRe ve R sag eskare doniislii oldugundan aRf = 0 iken fRa =
O dir.a',f'"€R igin a=ea’'e€eRe ve f=ef'e€eRe olsun.x € feRea ise
r' € R olmak lizere x = fer'ea = ef'eer’eea’e = ef'eer'ea’e = fr''a € fRa =0

dir. Dolayisiyla feRea = 0 dir. Buradan eRe sag eskare doniislii bir halka olur.

(ii) I, R halkasimin bir ideali ve R / | sag eskare doniislii bir halka , I birimsiz inmis bir
halka olsun.e? = e,a € R i¢in aRe =0 Olsun.R/I sag eskare doniisli oldugundan

(a+ D@ +1(e+1) =1 dir. Buradan (are) + I = [ elde edilir. Dolayisiyla are € I
olur. I inmis oldugundan terslenebilirdir, terslenebilir oldugundan doniisliidiir ve
doniislii  oldugundan eskare doniislii bir halkadir. are € I oldugundan aRe < I dir. [
eskare doniislii oldugundan eRa S I dir. (eRaR)? = eRaReRaR = 0 ise eRaR =0
dir. Buradan eRa = 0 olur. R sag eskare doniislii bir halka olur. R halkasinin sol eskare

doniislii olmasi benzer sekilde gosterilir.

(iii) e € R merkezil eskare bir eleman olmak tizere eR Ve (1 — e)R sag eskare dontislii
olsun.a,f2=f €R icin aRf =0 olsun. Buradan eaRf =0 olur.e merkezil
oldugundan aeRf = 0 olur. eR sag eskare doniislii bir halka oldugundan feRa =0
olur. Diger taraftan (1 —e)aRf = 0 ve (1 — e) eskare oldugundan a(1 —e)Rf =0
dir. (1 — e)R sag eskare doniislii oldugundan f(1 —e)Ra =0 olur. fRa = feRa +
f(1 —e)Ra = 0 oldugundan R sag eskare doniislii halkadir. [

F

Ornek 3.2.9. F bir cisim olmak iizere R = ( .

II::) halkas1 sag ve sol eskare doniislii

degildir. R nin sifirdan farkli tim 6z idealleri [; = (g g) , I = (8 i) ve I; =

(OF

0 O) dir ve bunlarin hepside inmis halkalar degildir. Fakat R / I, = FveR / I, = F ve

R/I3 = {(g (C)) + I3|a,c € F} inmis halkadir. Boylece i = 1,2,3 i¢in her bir R/Ii

eskare doniislii halkardir.
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n = 2 i¢in, R dondslii halkasi lizerindeki n X n tipinde U, (R) ist liggensel matrislerin
halkasmin eskare doniislii olmasi gerekmez. Fakat bununla beraber asagidaki sonuca

sahibiz.

Onerme 3.2.10. R bir halka ve n > 2 olmak iizere asagidakilerden en az biri

saglantyorsa, bu durumda R sag eskare doniisli bir halkadir.

(i) Mat,(R) sag eskare dontiglii bir halkadir.

(if) U,(R) sag eskare doniislii bir halkadir.

(iii) S,,(R) sag eskare doniislii bir halkadir.

(iv) V,(R) sag eskare donislii bir halkadir.
ispat.(i) Mat,(R) sag eskare doniislii bir halka olsun. Bu durumda Onerme 3.2.8.(1)
den R = RE;; = E;1Mat,(R) E;; sag eskare doniislii bir halkadir.
(i1) (1)’nin ispat1 gibidir.

(iii) S, (R) sag eskare doniislii bir halka ve a,e? = e € R i¢in aRe = 0 olsun. Boylece
(aXit1 Ei)Sn(R)(e Xiz1 Ey) =0 olup, buradan (e X, Ey)Sn(R)(aXit,Ey) =0
elde edilir. Dolayisiyla eRa = 0 olur ki, bu da bize R nin sag eskare doniislii bir halka

oldugunu gosterir.

(iv) V,(R) sag eskare doniislii bir halka olsun. R halkasinin sag eskare doniislii olmasi

(111) deki gibi gosterilir. [

Sonuc¢ 3.2.11.

(i) Eger T(R,R) asikar genislemesi sag eskare doniislii bir halka ise, bu durumda R
halkas1 da sag eskare doniislii bir halkadir.

(if) n herhangi bir pozitif tamsay1 olmak {izere Rlx] / <(x™)> sag eskare doniislii bir

halka ise, bu durumda R sag eskare doniislii bir halkadir.
ispat. (i) Onerme 3.2.10 (iii)’den S,(R) = T(R,R) oldugundan R sag eskare doniislii bir
halkadir.

(ii) Onerme 3.2.10 (iv)’den V,(R) = R1X]/

<xn> Oldugundan R sag eskare donisli bir

halkadir. u
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Teorem 3.2.12. n > 2 ve R donisli bir halka olsun. Bu durumda S,,(R) ve V,(R)
halkalar1 sag eskare doniislii halkalardir.

Ispat. Oncelikle n > 2 i¢in S,(R) halkasinin sag eskare doniislii halka oldugunu
gosterelim.

n=2iginE = (8 Z) , S5 (R) de bir eskare eleman olsun.

(6 DG D= “L“)=( *)
oldugundan e? = e ve eu +ue = u olur.e = 0 olursa E = 0 olur. Bu yiizden e # 0

alalim. A = (g Z) € S,(R) i¢in AS,(R)E = 0 oldugunu kabul edelim. Herhangi bir

s=; i) € S,(R) icin,

o=asi= (3 D)3 (G Y=(e e

oldugundan ase =0 ve asu+ate+bse=0 dir.s €R oldugundan aRe =0
olur.aRe = 0 oldugundan ate =0 olur ve asu+ bse =0 elde edilir. Bu esitligi
sagdan e ile carparsak asue + bsee = 0 yazilir. su € R oldugundan asue =0
olur. e? = e oldugundan 0 = bsee = bse dir. Buradan bRe = 0 dir. asu + bse = 0
esitliginde bse = 0 esitligini yerine yazarsak asu = 0 olur. Yani aRu =0 dir. R
doniislii oldugundan eRa = 0, eRb = 0 ve uRa = 0 dir. Boylece

e u) (s t) (a b) _ (esa esb + eta + usa) -0

ESA:(O e/\0 s/\0 a 0 esa

olur. ESA = 0 oldugundan ES,(R)A = 0 dir. Buradan S, (R) doniislii bir halka olur.

e u v
n =3 igin (0 e W> , S3(R) de eskare eleman olsun.
0 0 e
e u vy, u v e? eu+tue ev+uw+ve e u v
<O e W> <O e W) =10 e? ew + we = <0 e W)
0 0 e/ N0 0 e 0 0 e? 0 0 e

oldugundan e’ =e , eu+ue=u , ev+uw+ve=v , ew+we =w olur.e =0
olursa E = 0 olur. O yiizden e # 0 alalim.
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>€S3(R) icin AS3(R)E =0 oldugunu farzedelim. Herhangi bir

™~
Il
/N
S O Q
SO * o o
~Q Q0

m) € S3(R) i¢in,
s

a b c\/s t 1 e u v
O=ASE=<O a d)(O s m><0 e W>
0 0 a/\0 0 s/ \0 0O e
as at+bs al+bm+cs\,e u v
=<0 as am+ds )(0 e W>
0 0 as 0 0 e

0 ase asw + ame + dse

(ase asu + ate + bse asv+ atw + bsw + ale + bme + cse)
0 0 ase

elde edilir. Buradan ase =0 , asu + ate + bse =0 , asv + atw + bsw + ale +
bme + cse =0 ve asw +ame +dse =0 dir.n =2 i¢in hesaplandifinda aRe =
aRu =bRe =0 ve eRa=uRa =eRb=0 dir. Buradan ale=0 ve bme =10
oldugundan asv + atw + bsw + ale + bme + cse = 0 esitligi

asv + atw + bsw + cse = 0 (11)
ve ame = 0 oldugundan asw + ame + dse = 0 esitligi
asw + dse = 0 (12)

seklinde yazilir. (12) esitligini sagdan e ile carparsak,
aswe + dsee = 0 elde edilir. Buradan dse = 0 olur. Dolayisiyla dRe = 0 dir. (12)
esitliginde bunu yerine koyarsak asw = 0 olur. Buradan aRw = 0 yazilir. (11) de
aRw = 0 yerine yazilirsa asv + +bsw + cse = 0 olur. Bu esitligi sagdan e ile
carparsak asve + +bswe + csee = 0 elde edilir. asve =0, bswe = 0 oldugundan
csee = 0 elde edilir. cse = 0 oldugundan cRe = 0 yazilir. Bunu da asv + +bsw +
cse =0 da yerine yazarsak asv + +bsw =0 yazilir. ew +we =w oldugundan
asv + +bs(ew + we) = 0 dir. Buradan asv + +bsew + bswe = 0 yazilir. Boylece
aRv = 0 ve bRw = 0 olur. R doniislii oldugundan

eRa = eRb = uRa = eRd = wRa = eRc = vRa = wRb =0 (13)

olur.eu + ue = u ve (13) ten eRd = 0 oldugundan uRd = (eu + ue)Rd = euRd +
ueRd =0 olur ve uRd =0 yazilir. Bu sonuglar bize ES;(R)A =0 oldugunu
gosterir. S3(R) eskare doniislii halkadir.

n = 4,5, ... i¢cin de benzer sekilde dogru oldugu goriiliir.
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IDDIA: Her i =1,...,n igin e; = e olmak iizere E* = E = (e;;) € S,(R) olsun. O
halde E matrisinin her bir bilesinin ¢arpimsal agilimindaki her teriminde e garpani

gorundr.

Gergekten; iddianin dogrulugunu kanitlamak i¢in n {izerinde tiimevarim uygulayalim.

n=z i eme v (5 (6 W) =(4 mne)= (6 )

Oldugundan €1y = €éq3 + epe bU|UnUI’

n = 3 i¢in
(0 e ez3> (0 e 323> ={o0 e? eeys + ey3e
0 O e 0 O e 0 0 e?

€ €12 €13
= O e 323
0 O e
Oldugundan €1 = €eéqy + €126 , €33 = €eéy3 + €,3€ , éq3 = €eéq3 + €12€23 + e3¢ =
eeis + e1x(eey3 + ey3e) + eqze elde edilir.

Kabul edelim ki 1<i,j<n-—1 i¢in E matrisinin her bir bileseninin g¢arpimsal
acilimindaki her teriminde e carpani gorilinsiin. Simdi n > 4 oldugunu kabul edelim.
Bu durumda

€1n = €e1p T ey + v F €1(n-1)€(n-1)n + epe (14)
€xn = €€yp t+ €383y Tt €n—1)€m-1)n T €2n€ (15)
em-2n = €em-2)n t €m-2)(n-1)€m-1)n + €m-2)n€ (16)

en-1n = €€m-1)n T €m-1)ne (17)

elde edilir. (17) esitligini (16) da yerine yazarsak

en-2)n = €em-2)n T €m-2)(n-1) (ee(n—l)n + e(n—l)ne) + em-2)ne
elde edilir. 2 <i,j < n —1 i¢in E matrisinin her bir bileseninin ¢arpimsal a¢ilimindaki
her teriminde e carpani goriindiigiinii farzederiz. Bu sekilde e;,, de e ’ yi igerir.
Boylece iddia ispatlanmis olur.

Simdi n > 4 i¢in S, (R) halkasinin eskare doniislii oldugunu gosterelim. Heri = 1, ...,n
icin a; =a , s;=s, e; =e olmak iizere A = (a;;) ,S=(s;;) , E*=E = (e;)) €
Sn(R) olsun. Yukaridaki iddia geregince
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1<ij<n-1liginaRe;=0,¢jjRa=0,a;;Re=0,eRa;; =0 (18)
1<i<n—-3,2<k<n-2vek<li¢ina; Rey =0veeRa, =0 (19)
olur.
(bij) = ASE olsun. Iddiadan, (18) ve (19) esitliklerinden ,
0 = asey, + (asyy + a138)ey, + -+ (asy, + -+ ay5)e
= asei, + a1pSe = by, (20)

0 = asey, + -+ (asyy + -+ aypS)e = asey, + ay,5€ = by, (21)

0 = asep—2yn + -+ (aSm-2n + = + Am-2)(n-1)S(n-1)n T Am-2)ns)e
= asem-2yn + Am-2)nS€ = bm-2)n (22)
0 =asem_1yn + -+ (@Sm-1)n + =+ + An_1)nS)e
= asem_1)n + Anm-1)nS€ = bmn—-1)n (23)

yazilir. (23) U sagdan e ile carparsak 0 = (asep_1)n + Am-1)nS€)€ = An_1)nSe Ve
buradan ac,—1y,Re = 0 Ve aRep_1)y, =0 dir. (22) yi sagdan e ile carparsak 0 =
(asem—2yn + An—2)nSe)e = am_zxSe Ve buradan ag,_nRe =0 ve aRep_z), =0
dir. Bu sekilde devam edilerek

i=1,..,n—1 i¢in a;,Re =0veaRe;, =0 (24)
elde edilir. R doniislii oldugundan

i=1,..,n—1 i¢ine;,Ra =0veeRa;;, =0 (25)
olur. Buna ek olarak k < n — 1 oldugundan iddiadan, (18) ve (19) esitliklerinden,

1< l,k <n-2 1(;1n aikRekn =0ve eikRakn =0 (26)

elde edilir. (18), (19), (24), (25), (26) esitliklerinden ESA =0 olur. Bdylece
ES,,(R)A = 0 bulunur. Yani n > 2 i¢in S,,(R) sag eskare doniislii halkadr. ]
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Sonu¢ 3.2.13. R doniislii bir halka olsun. R halkasinin T'(R, R) trivial genislemesi sag

eskare dontislii halkadir ve herhangi bir pozitif n tamsayisi igin R[x]/ <xn> Sag eskare

doniislii halkadir.
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