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ÖZET 

Yüksek Lisans Tezi 

 

(2+1) BOYUTLU DISPERSIVE DALGA 

DENKLEMLERİNİN NÜMERİK ÇÖZÜMLERİ 

ÜZERİNE   

 

 

Naki ÇALTINER 

Afyon Kocatepe Üniversitesi  

Fen Bilimleri Enstitüsü  

Matematik Anabilim Dalı 

Danışman: Yrd. Doç. Dr. Mehmet Eyüp KİRİŞ 

 

Diferensiyel denklem sistemlerinin, kesin, yaklaşık, ve sadece nümerik şeklinde çeşitli 

yöntemlerle çözümleri mevcuttur. Bu yöntemlerin birçoğu, yoğun bir hesaplama 

gerektirir çünkü ya deneme-yanılma ya da karmaşık sembolik hesaplamalardır. Laplace 

ve Fourier dönüşümleri gibi integral dönüşümleri çoğunlukla diferensiyel denklemlerin 

çözümünde kullanılır ve bu integral dönüşümlerinin kullanılırlığı, basit ve sistematik 

çözüm prosedürlerini sağlayan cebirsel eşitlikler içerisindeki diferensiyel denklemlerin 

dönüşümünde yatmaktadır. Ancak; integral dönüşümünün non-lineer problemlerde 

kullanılması karmaşıklığı arttırabilir. 

 

Bu çalışma, (2+1) boyutlu Dispersive Long-Wave Dalga Denklemleri olarak 

adlandırılan, homogen olmayan başlangıç koşulları ile kısmi diferensiyel denklemlerin 

çözümlerinin, diferensiyel dönüşüm yöntemi ve ilk kez G. Adomian tarafından 1984 de 

ortaya konulan Adomian Ayrışım Yöntemi ile incelenmesini içermektedir. Bununla 

birlikte bu iki yöntem ile bulduğumuz sonuçlar ile analitik çözümü arasında bir 

karşılaştırma yapacağız. Sonuç olarak sistemimizin sonuçları bize bu iki yöntemin 

lineer ya da non-lineer yüksek mertebeden başlangıç-değer problemlerinin çözümünde 
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alternatif  yollar olduğunu gösterecektir. 

 

2013, ix + 35 sayfa 

 

 

Anahtar Kelimeler: Diferensiyel Denklemler, Dalga Denklemleri, Adomian Ayrışım 

Yöntemi, Diferensiyel Dönüşüm Yöntemi, Varasyonel İterasyon Yöntemi 
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ABSTRACT 

M.Sc Thesis 

ON THE NUMERICAL SOLUTION OF WAVE EQUATION 

Naki ÇALTINER 

Afyon Kocatepe University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Mehmet Eyüp KİRİŞ 

 

There is various ways for solving differential equations as an exact, approximate and 

numerical. Most of these methods needs intensive computation because of there is a lot 

of symbolic and complex computations. Integral transforms like a Laplace and Fourier 

transforms in solving differential equations are used mostly and usability of these 

integral transforms, provides a simple and systematic procedures for the solution of 

algebraic equations. However, using the integral transformation may increase the 

complexity for non-linear problems. 

 

This study includes that mainly Variational Iteration, Differential Transform and 

Adomian Decomposition solutions of partial differential equations referred to as (2+1) 

dimensional Dispersive Long Wave Equations. However, we found that the three 

methods will do a comparison with the results of the analytical solution. The results of 

our system as a result of these three methods of higher order linear or non-linear initial-

value show that alternative ways of solving problems. 

 

2013, ix+ 35 pages 

 

Key Words: Differential Equations,Wave Equations, Adomian Decomposition Method, 

Differential Transformation Mehod, Variational Iteration Method,   
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1. GİRİŞ 
 

1.1 Amaç ve Kapsam 

 

Diferensiyel denklemlerin sayısal çözümlerini bulmak tarih boyunca mühendislik ve 

fiziğin temel ihtiyacı olmuştur. Bu alandaki ihtiyaçları karşılamak birçok bilim insanı 

tarafından hedef edinilmiş ve çeşitli yöntemler geliştirilmiştir. Vayasyonel İterasyon 

Metodu başta olmak üzere literatürde çok çeşitli yöntemler mevcuttur. Bu çalışma 

içerisinde de bu nümerik metotlardan bazılarına değinilmiş, elde edilişleri araştırılıp 

basit örneklerle izah edilmiştir. Bu çalışmanın yegane maksadı nümerik yöntemlerin 

karşılaştırılıp avantajlı olanların kullanımlarını yaygınlaştırmaktır. 

 

1.2 Literatür Özeti 

 

Diferensiyel denklem sistemlerinin, kesin, yaklaşık, ve sadece nümerik şeklinde çeşitli 

yöntemlerle çözümleri mevcuttur. Bu yöntemlerin birçoğu, yoğun bir hesaplama 

gerektirir çünkü ya deneme-yanılma ya da karmaşık sembolik hesaplamalardır. Laplace 

ve Fourier dönüşümleri gibi integral dönüşümleri çoğunlukla diferensiyel denklemlerin 

çözümünde kullanılır ve bu integral dönüşümlerinin kullanılırlığı, basit ve sistematik 

çözüm prosedürlerini sağlayan cebirsel eşitlikler içerisindeki diferensiyel denklemlerin 

dönüşümünde yatmaktadır. Ancak; integral dönüşümünün non-lineer problemlerde 

kullanılması karmaşıklığı arttırabilir. 

Adi ve kısmi türevli diferensiyel denklemlerin ve özellikle çalışmamıza konu olan  
(2+1) boyutlu Dispersive Long-Wave Dalga Denklemleri olarak adlandırılan, homogen 
olmayan başlangıç koşulları ile kısmi diferensiyel denklemlerin çözümleri birçok bilim 
insanı tarafından incelenmiştir. Bu hazırladığımız tez son dönemlerde diferensiyel 
denklemlerin nümerik çözümlerinde sıklıkla kullanılan diferensiyel dönüşüm, adomian 
ayrışım ve varyasyonel iterasyon yöntemlerini içermektedir. Jang M.J., Chen C.L., Liu 
Y.C., “Two dimensional differential transform for partial differantial equations” başlıklı 
çalışmasında, diferensiyel dönüşüm yöntemi; Abdel-Halim Hassan I.H., “Different 
applications for the differential transformation method” isimli  çalışmasında, Ayaz F., 
“On the two dimensional differential transform method” ve Kurnaz A., Oturanç G., 
“The Differantial Transform approximation fort he system of ordinary differantial 
equations” çalışmalarında uygulamaları ile birlikte diferensiyel dönüşüm yöntemi ile 
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ilgili çalışmalarını literatüre kazandırılmıştır. Ayrıca Kiriş M.E., “Kesirli Türevlere 
Sahip Diferensiyel Denklemler ve Pantograf Denklemlerin Diferensiyel Dönüşüm 
Yöntemi Yöntemi ile Çözümlerinin İncelenmesi” isimli doktora tezi çalışmasında bu 
yönteme dair etkileyici örnekler ve uygulamalar literatüre kazandırılmıştır. İlk kez G. 
Adomian tarafından 1984 de ortaya konulan Adomian Ayrışım Yöntemi de çok çeşitli 
araştıra ve uygulamalara temel teşkil etmiştir.  Bunların başında Abdul-Majid Wazwaz 
“A reliable modification of Adomian decomposition method” isimli çalışma 
gelmektedir. Son olarak Varyasyonel İterasyon Yöntemi Ji-Huan He tarafından ortaya 
konulmuş ve oldukça geniş çalışmalar yine kendisi ve diğer bilim insanlarınca 
yürütülüştür. Konumuza yakın bir çalışma 2008 yılında A.A. Hemeda tarafından 
“Variational İteration Method for Solving Wave Equation” isimli makalede izah 
edilmiştir. Yine Dalga Denklemleri için aynı yıl J.Biazar ve H.Ghazvini tarafından 
yaplmış “An Analytical Approximation to the Solution of a Wave Equation by a 
Variational Iteration Method”  isimli makale de literatüre oldukça faydalı katkı 
sağlamıştır.  
 

 

2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

2.1 Adi Diferensiyel Denklemler 

 

Adi türevli diferansiyel denklem, 

F(x, y, y′, y′′, ..., ݕ௡)=0 

şeklinde yazılır. Bu diferansiyel denklem n. mertebeden türevli diferansiyel denklem 

olarak adlandırılır. Bir diferansiyel denklemde bir veya daha fazla sayıda bağımlı 

değişken olmasına karşın eğer yalnız bir bağımsız değişken varsa bu denkleme  adi 

türevli diferansiyel denklem denir. 

 

2.2 Kısmi Diferensiyel Denklemler 

 

Bir diferensiyel denklemde bağımsız değişken sayısının iki veya daha fazla olması ve 

bu durumda denklemin herhangi mertebeden en az bir kısmi türev içermesi durumunda 

bu denkleme kısmi diferensiyel denklem denir. 

Genel olarak bir kısmi diferensiyel denklem; ݔ,  lar bağımsız değişken ve …,ݕ
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,ݔ)ݑ ,ݕ … ) bağımlı değişken olmak üzere; 

,ݔ൫ܨ ,ݕ … , ௫ݑ , ,௬ݑ … , ௫௫ݑ , … ൯ = 0 

şeklinde ifade edilir. Bunun yanında matematik ve fiziğin temel operatörlerinden biri 

olan ∆ Laplace Operatörü; 

∆= డమ

డ௫మ
	 , ∆= డమ

డ௫మ
+ డమ

డ௬మ
	 , ∆= డమ

డ௫మ
+ డమ

డ௬మ
+ డమ

డ௭మ
	                                                        (2.2.1) 

şeklinde tanımlanır. Bunlara sırasıyla 1-boyutlu, 2-boyutlu, 3-boyutlu Laplace 

Dönüşümü denir. Benzer biçimde n-boyutlu Laplace Operatörü’ne kadar tanımlanabilir.  

x, y bağımsız değişkenler u bağımlı değişken, A, B, C; x, y, u, p, q nun fonksiyonu 

olmak üzere, 

௫௫ݑܣ + ௫௬ݑܤ2 + ௬௬ݑܥ + ,ݔ)݂ ,ݕ ,ݑ ,݌ (ݍ = 0 

ikinci mertebeden genel kısmi türevli diferensiyel denklemini alalım. Denklemin 

katsayıları arasındaki  ܤଶ −  ;diskriminant değerinin işaretine göre  ܥܣ4

ଶܤ − ܥܣ4 >  ݈݇݅݋ܾݎ݁݌ℎ݅	݁ݏ݅			0

ଶܤ − ܥܣ4 =  ݈݇݅݋ܾܽݎܽ݌	݁ݏ݅			0

ଶܤ − ܥܣ4 <  ݇݅ݐ݌݈݅݁	݁ݏ݅			0

tip diferensiyel denklem denilir. Örneğin; 

߲ଶݑ
ଶݔ߲ −

߲ଶݑ
ଶݕ߲ =  (݈݇݅݋ܾݎ݁݌݅ܪ)			ܨ

߲ଶݑ
ଶݔ߲ +

߲ଶݑ
ଶݕ߲ =  (݇݅ݐ݌݈݅ܧ)			ܨ

߲ଶݑ
ଶݔ߲ =  (݈݇݅݋ܾܽݎܽܲ)			ܨ

diyebiliriz. 

 

3. DİFERESİYEL DENKLEMLERİN SAYISAL ÇÖZÜMLERİ 

 

3.1 Adomian Ayrışım Yöntemi 

Bu metod yapısal olarak; 

    tgtuF                                                                                                     (3.1.1)  

denklemi dikkate alınarak denklemdeki lineer terim’in RL   biçiminde ayrılmasına 
dayanır. Burada  tu  bilinmeyen ve  tg  sürekli bir  fonksiyon olup F ’ de lineer ve 
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lineer olmayan terimler içeren bir diferensiyel operatördür. Ayrıca L  yüksek 
mertebeden ve tersi alınabilen bir diferensiyel operatör ve R ’de lineer operatörün geri 
kalan kısmıdır.  O halde (3.1.1) denklemi, 

gNuRuLu                                                                                             (3.1.2)  

şeklinde ifade edilebilir. Burada N  lineer olmayan operatör olup, (3.1.2) eşitliğinini her 
iki yanına 1L  operatörü uygulanırsa 

NuLRuLgLLuL 1111                                                                           (3.1.3)  

yazılabilir. Adomian ayrışım yöntemi ile  tu ’nin çözümü 




0n
nu                                                                                                                (3.1.4)  

şeklinde seri formunda hesaplanır ve lineer olmayan Nu  terimleri de  







0n

nANu                                                                                                      (3.1.5)  

biçiminde ayrıştırılır. Burada nA ’ler nuuu ...,,, 10 ’lere bağlı olan ve Adomian 
polinomları olarak adlandırılan polinomlardır. u  ve Nu  lar sırasıyla  






































00

0

i
i

i

i
i

i

i
i

i

AuNNu

uu




                                                                          (3.1.6)  

olarak elde edilir. Burada   uygunluk için alınan bir parametredir. nA ’ler; 

00n!
1





















 



 n

n
n

n

n uN
d
d

n
A                                                                         (3.1.7)  

şeklindedir.  (3.1.5) ve (3.1.6) ifadelerini (3.1.3)’te yerine yazarsak; 


















 













 0n

1

0n

11

0n
nnn ALuRLgLu                                                  (3.1.8)  

elde ederiz. Burada   0u  dır. 


0n
nu  serisinin terimlerini indirgeme formülü ile 
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
























0,11
1

0
1

0
1

1

1
0

nALRuLu

ALRuLu
gLu

nnn





                                                                    (3.1.9) 

şeklinde bulunur. Böylece (3.1.2) ifadesinin çözümü seri formunda elde edilmiş olur. 

Uygulamada 


0n
nu  serisinin tüm terimlerini hesaplamak zordur. Bu nedenle kesme 

serisinden başlayarak yaklaşık çözümü; 
















 0,...101

102

01

nuuu

uu
u

nn





                                                                 (3.1.10) 

şeklinde bulunur. 

 

3.2 Diferensiyel Dönüşüm Yöntemi 

 

Diferensiyel dönüşüm yöntemi, diferensiyel denklemlerin çözümü için nümerik 

(sayısal) bir yöntem olup bu yöntem ilk defa elektrik devrelerinde, lineer ya da non-

lineer başlangıç değer problemlerini çözen Zhou tarafından (1986) da tanımlanmıştır. 

 

3.2.1 Bir Boyutlu Diferensiyel Dönüşüm 

 

Bir  xy  fonksiyonunun diferansiyel dönüşümü; 

   
0!

1












x
k

k

xy
dx
d

k
kY                                                                                  

(3.2.1.1)  
biçiminde tanımlanır. Burada  kY ,  xy  ile verilen bir fonksiyonun diferansiyel 

dönüşümünü, k

k

dx
d

 ise x ’e göre k . mertebeden türevi temsil etmektedir.  kY  nın ters 

diferansiyel dönüşümü ise  
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   





0k

k kYxxy                                                                                            (3.2.1.2)  

olarak tanımlanır. (3.2.1.1) ve (3.2.1.2) eşitlikleri birlikte düşünüldüğünde, 

   


 










0 0!k x
k

kk

xy
dx
d

k
xxy                                                                            (3.2.1.3)  

sonucu elde edilebilir. Yukarıdaki tanımlamalardan sonra diferansiyel dönüşüm 
kavramının Taylor seri açılımından türetildiği açıkça görülebilir. (3.2.1.1) ve (3.2.1.2) 
ifadeleri yardımıyla aşağıda Tablo1 de verilen özelliklerin doğruluğu kolayca 
görülebilir.   

 

Tablo 3.1: Bir Boyutlu Diferansiyel Dönüşüm 

Fonksiyon Tipi Dönüşüm Fonksiyonu 

   xuxy       kUkY                                                                         (3.2.1.4.a) 

     xvxuxy        kVkUkY                                                             (3.2.1.4.b) 

   xu
dx
dxy m

m

       mkU
k

mkkY 



!

!
                                              (3.2.1.4.c) 

 

     xvxuxy        



k

r

rkVrUkY
0

                                            (3.2.1.4.d) 

  mxxy      








mk
mk

mkkY
,0
,1

                           (3.2.1.4.e) 

3.2.2 İki Boyutlu Diferansiyel Dönüşüm: 
 

Benzer şekilde, iki değişkenli bir  yxw ,  fonksiyonunu de aşağıdaki şekilde 
tanımlanmıştır.   

   
0
0

,
!!

1,


















y
x

hk

hk

yxw
yxhk

hkW                                                                (3.2.2.1)  

Burada,  hkW , , iki değişkenli  yxw ,  fonksiyonunun diferansiyel dönüşümüdür. 
 hkW ,  dönüşüm fonksiyonunun ters diferansiyel dönüşüm fonksiyonu ise,   
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   









0 0

,
!!

1,
k h

hk yxhkW
hk

yxw                                                              (3.2.2.2) 

olarak tanımlanmıştır. (3.2.2.1) ve (3.2.2.2) eşitlikleri dikkate alınarak aşağıdaki 
(3.2.2.3) eşitliği elde edilir.   

   

























0 0 0
0

,
!!

1,
k h

hk

y
x

hk

hk

yxyxw
yxhk

yxw                                             (3.2.2.3)  

Böylece, iki boyutlu diferansiyel dönüşüm için temel matematiksel işlemler kullanılarak 
aşağıdaki Tablo2 elde edilebilir.  

 

Tablo 3.2: İki Boyutlu Diferansiyel Dönüşüm 

Fonksiyon Tipi Dönüşüm Fonksiyonu 

     yxvyxuyxw ,,,        hkVhkUhkW ,,,                                                                  (3.2.2.4.a) 

   yxuyxw ,,      hkUhkW ,,                                                                               (3.2.2.4.b) 

   
x

yxuyxw





,,       hkUkhkW ,11,                                                               (3.2.2.4.c) 

   
y

yxuyxw





,,       1,1,  hkUhhkW                                                              (3.2.2.4.d) 

   
sr

sr

yx
yxuyxw





 ,,         shrkU

s
sh

k
rkhkW 





 ,

!
!

!
!,                                (3.2.2.4.e) 

     yxvyxuyxw ,,,        
 


r

r

h

s
srkVshrUhkW

0 0
,,,                                       (3.2.2.4.f) 

  nm yxyxw ,     


 


Haldeksi

nhmk
nhmkhkW

A0
ve1

,,                  (3.2.2.4.g) 

     
2

2 ,,,
x

yxvyxuyxw



           

 


r

r

h

s

srkVshrUrkrkhkW
0 0

,2,12,      (3.2.2.4.h) 

     
x

yxv
x

yxuyxw








,,,           
 


r

r

h

s
srkVshrUrkrhkW

0 0
,1,111,      (3.2.2.4.ı) 

     
y

yxv
x

yxuyxw








,,,           
 


r

r

h

s

shrVsrkUshrkhkW
0 0

1,,111,  (3.2.2.4.i) 

       yxyxvyxuyxw ,,,,          




 






k

r

rk

t

h

s

sh

p
ptrkstVpshrUhkW

0 0 0 0

,,,,    (3.2.2.4.j) 
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3.3 Varyasyonel İterasyon Yöntemi 

 

Yöntemin ayrıntısına geçilmeden önce varyasyon tanımı üzerinde durulacaktır; 

ܫ = (ݕ)ܫ = ∫ ,ݔ)݂ ,(ݔ)ݕ ௫మ((ݔ)ᇱݕ
௫భ

                                                                    (3.3.1)  

fonksiyonelini gözden geçirilsin. ݕ =  deki  (ݕ)ܫ  deki değişikliğe karşılık  (ݔ)ݕ

değişiklikler dikkate alınsın. Bu durumda; 

ݔ∀.1 ∈ ,ଵݔ] ݕ ଶ] içinݔ = ܻ eğrisi bulunabilirse öyle ki diğer tüm (ݔ)ݕ =  eğrileri (ݔ)ܻ

için; 

ܽ. (ݕ)ܫ ≥  (ܻ)ܫ

ise bu durumda ݕ eğrisi (ݕ)ܫ fonksiyoneli için bir maksimum değer üretir. 

b.(ݕ)ܫ ≤  (ܻ)ܫ

ise bu durumda ݕ eğrisi (ݕ)ܫ fonksiyoneli için bir minimum değer üretir. 

ܻ =  ;bir extremum değer üretir. Bu da ݕ eğrisinden biraz farklı olup ݕ eğrileri (ݔ)ܻ

ଵݔ keyfi bir eğri ( integralin bitiş notaları boyunca yani ߟ −  (ଶ boyunca keyfi bir eğriݔ

ve ∈ çok küçük bir değer olmak üzere, 

ܻ = (ݔ)ܻ = ∋+(ݔ)ݕ  (ݔ)ߟ

şeklinde ifade edilebilir. Burada ∈ daki yapılacak değişiklik (ݕ)ܫ fonksiyonelindeki 

fonksiyonun değişikliğini gerçekleştirir. (3.3.1) de ܻ =  ;yazacak olursak (ݔ)ܻ

ܫ = (∋)ܫ = න ,ݔ)݂ ܻ, ܻᇱ)݀ݔ = න ,ݔ)݂ ∋+(ݔ)ݕ ,(ݔ)ߟ ∋+(ݔ)ᇱݕ ݔ݀((ݔ)ᇱߟ

௫మ

௫భ

௫మ

௫భ

 

yazılabilir. Bu durumda ∈= 0 noktasında bir extremum değeri vardır. Eğer ܫ(∈) , ∈ nun 

süreli bir fonksiyonu ise; 

݀
݀ ∈

ୀ଴∋|(∋)ܫ� = 0 

ifadesini sağlayan noktalarda fonksiyonelin bir sabit noktası vardır. ܫ fonksiyonelinin 

extremum noktalarını üreten tüm ∈ eğrilerini bulmak için bu genel yaklaşım 

kullanılacaktır. Verilen extremum değere sahip fonksiyonelin tüm eğri ailelerinin her bir 

üyesinin sağladığı gerekli şartlar elde edilecektir. Verilen bir fonksiyonelin bir 

extremum değerini üreten bir eğriyi belirlemek için daha fazla şeye ihtiyaç vardır. 
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Burada belirtilmelidir ki extremum değerin varlığı için gerekli tek şart; 

݀
݀ ∈

ୀ଴∋|(∋)ܫ� = 0 

olmasıdır. Bu şart bize sabit noktaları verir. Sabit noktaların bir maximum-minimum 

veya eğer noktası olup olmadığını belirlemek için ikinci türev testine ihtiyaç vardır. 

Bu aşamada bilinen basit fonksiyonlardan yararlanılarak bazı çıkarımlarda 

bulunulacaktır.  

 

,ଵݔ) ;݂ ݂ ଶ)  aralığı üzerindeݔ ∈  ,ଶ olmak üzereܥ

ܫ = ∫ ,ݔ)݂ ,(ݔ)ݕ ௫మݔ݀((ݔ)ᇱݕ
௫భ

                                                                            (3.3.2) 

integrantını alalım. (3.3.2) integralindeki (ݔ)ݕ fonksiyonunun varyasyonu ve ݕᇱ(ݔ) 

türevi varyasyonel problem olarak bilinir ve varyasyonel   analizin içindeki en temel 

problemdir. Bu durumda (3.3.2) fonksiyonelinde yerine yazılacak fonksiyonlar 

gereklidir, öyle ki; 

i. integral mevcut, 

ii. ݕ = (ݔ)ݕ ∈ ܿଶ  ;  ܴ = ଵݔ	|ݔ�} ≤ ݔ ≤  , {ଶݔ

iii. ݕ =                      ;ଶ  noktalarında tanımlı yaniݔ	݁ݒ	ଵݔ fonksiyonu (ݔ)ݕ

(ଵݔ)ݕ = (ଶݔ)ݕ		݁ݒ		ଵݕ =  .ଶ  olmalıݕ

(3.3.2) ifadesinde verilen ve sabit değere sahip ܫ integralini çözüm ailesi olarak kabul 

eden bir diferensiyel denklem oluşturabilmek için bir yöntem sunulacak. 

Kabul edilsin ki ܥ eğrisini tanımlayabilen bir (ݔ)ݕ fonksiyonu bulunsun. Bu ݕ 

fonksiyonu  sabit değere sahip bir fonksiyoneli sağlıyor olsun. Bu durumda; 

ܻ = (ݔ)ܻ = ∋+(ݔ)ݕ    (3.3.3)                                                                              (ݔ)ߟ

fonksiyonu dikkate alınsın.(ki bu fonksiyon ܥ∗ eğrisi tanımlar) Burada ∈	 küçük bir 

parametre ve ݔ]  (ݔ)ߟଵ, (ଵݔ)ߟ ,ଶ]  aralığında tanımlı ve sürekli bir fonksiyonݔ = 0 ve 

(ଶݔ)ߟ = 0 olsun. Burada (ݔ)ߟ üzerindeki bitiş şartları ܻ(ݔ)	 ve (ݔ)ݕ in aynı sabit 

değeri üretecek şekilde seçilmiştir. Böylece ∀∈ parametresi için; 

(ଵݔ)ܻ = (ଵݔ)ݕ = (ଶݔ)ܻ				݁ݒ					ଵݕ = (ଶݔ)ݕ =  ଶݕ

olur. Eğer ߟ, ∈ dan bağımsız ve limit durumunda ∈→ ∗ܥ	݊݁݇݅	0 →  olursa ve aynı ܥ

anda ܥ∗ eğrisi boyunca ܥ eğrisi boyunca eğrilere yaklaşırsa ∀(ݔଵ ≤ ݔ ≤  ଶ) içinݔ

varyasyona zayıf varyasyon denir. Bu yüzden; |ܻ(ݔ) − (ݔ)|ܻᇱ	 ve 		|(ݔ)ݕ −  her |(ݔ)ᇱݕ

ikisi birden ∈→ 0 iken sıfıra yaklaşır ve ܻ(ݔ) = ∋+(ݔ)ݕ ,ݔ)ߟ ∈) biçimindedir. Burada 
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(3.3.3) ifadesini (3.3.2) de yerine yazacak olursak; 

(∋)ܫ = න ,ݔ)݂ ,(ݔ)ݕ ∈ ,(ݔ)ߟ ∋+(ݔ)ᇱݕ ݔ݀((ݔ)ᇱߟ

௫మ

௫భ

 

olup ∈= 0 da bir sabit değere sahiptir. Yani; 

�ௗூ
ௗ∈
ቚ
∈ୀ଴

= 0				 ↔ 				 (∋)ᇱܫ = 0                                                                          (3.3.4) 

dir. 

ܫ݀
݀ ∈ = (∋)ᇱܫ = න

݀
݀ ∈ ݂

൫ݔ, ∋+(ݔ)ݕ ,(ݔ)ߟ ∋+(ݔ)ᇱݕ ݔ൯݀(ݔ)ᇱߟ

௫మ

௫భ

 

																																													= න (
߲݂
߲ܻ

߲ܻ
߲ ∈ +

߲݂
߲ܻ′

߲ܻ′
߲ ݔ݀(∋

௫మ

௫భ

 

																																											= න (
߲݂
߲ܻ ߟ +

߲݂
߲ܻᇱ (′ߟ

௫మ

௫భ

 ݔ݀

yazılır. Dolayısıyla bu da ; 

																						= න (
߲݂
ݕ߲ ߟ +

߲݂
ᇱݕ߲ ݔ݀(′ߟ

௫మ

௫భ

 

ifadesine denktir. 

ᇱ(0)ܫ = 0			 ↔ 					 න
߲݂
ݕ߲ ݔ݀ߟ +

න
߲݂
ᇱݕ߲ ݔ݀′ߟ

௫మ

௫భ

௫మ

௫భ

 

ifadesinde sağ taraftaki integrale kısmi integrasyon uygulanırsa, yani; 
߲݂
′ݕ߲ = 				ݑ ↔ 				 ᇱݑ =

݀
ݔ݀

߲݂
 ′ݕ߲

ݔᇱ݀ߟ = 					ߴ݀ ↔ ߴ					 =  ߟ

olur. Buradan; 

න
߲݂
ݕ߲

௫మ

௫భ

ݔ݀(ݔ)ߟ + ቐ�
߲݂
ᇱݕ߲ ߟ

ฬ(ݔ)
௫భ

௫మ
− න

݀
ݔ݀ ൬

߲݂
ᇱ൰ݕ߲ ߟ

ݔ݀(ݔ)

௫మ

௫భ

ቑ = 0 

elde edilir. İntegral sınırları aynı olduğundan; 

=
߲݂
ᇱݕ߲

௫భ|(ݔ)ߟ�
௫మ + න ൤

∂f
ݕ߲ −

݀
ݔ݀ ൬

߲݂
ᇱ൰൨ݕ߲ ݔ݀(ݔ)ߟ

௫మ

௫భ
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şeklinde birleştirilebilir. Buradan açıktır ki; 

߲݂
ᇱݕ߲

௫భ|(ݔ)ߟ�
௫మ = 0. 

ᇱ(0)ܫ = න ൤
߲݂
ݕ߲ −

݀
ݔ݀

߲݂
ᇱ൨ݕ߲ ߟ

ݔ݀(ݔ) = 0

௫మ

௫భ

 

olur. Burada (ݔ)ߟ  keyfi olduğunda dolayı, 
డ௙
డ௬
− ௗ

ௗ௫
డ௙
డ௬ᇱ

= ଵݔ			,			0 ≤ ݔ ≤  ଶ                                                                      (3.3.5)ݔ

olmak zorundadır. (3.3.5) ifadesine (3.3.1) ile verilen denklemin Euler-Lagrange 

denklemi denir.  

 

Varyasyonel İterasyon Yöntemi 1997’de Ji Huan He [1] tarafından tanıtılmıştır. 

Varyasyonel iterasyon yönteminde ܮ lineer operatör ܰ  nonlineer operatör ve ݃(ݔ)  

homojenliği bozan ifade olmak üzere çözümü aranan diferensiyel denklem; 

ݑܮ + ݑܰ =  (3.3.6)                                                                                             (ݔ)݃

formunda ele alınır. Varyasyonel iterasyon yöntemine göre denklemin; 

(ݔ)௡ାଵݑ = (ݔ)௡ݑ + ∫ (ݏ)௡ݑܮ}ߣ + (ݏ)෤௡ݑܰ − ௫ݏ݀{(ݏ)݃
଴                                 (3.3.7) 

formundaki varyasyon fonksiyonu kurulur. Burada ߣ  lagrange çarpanı olup varyasyon 

teorisinden hareketle Maple, Mathematica gibi programlarla tespit edilir. ݑ෤௡  sınırlanmış 

varyasyon olup (He 1999) ݑߜ෤௡ = 0  dır. Son olarak çözüm; 

ݑ = lim௡→ஶ  ௡                                                                                                (3.3.8)ݑ

eşitliğinden elde edilir. 

 

Lagrange çarpanı literatürde birçok yerde kullanılmasına rağmen Inekuti’nin 1978 [26] 

tarihi makalesinin dışında nasıl elde edildiğinden pek bahsedilmemiştir. Kısmi 

integrasyon ile elde edilen Lagrange Çarpanı’nın bulunuşu aşağıdaki örnekle izah 

edilmiştir. 

 

Örnek 3.1 

 

൜ݕ
ᇱᇱ +߱ଶݕ = ݐ߱݊݅ݏܣ + ݐ݊݅ݏܤ
(0)ݕ = 1, ᇱ(0)ݕ = 1

� 
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şeklinde verilen örnek varyasyonel iterasyon yöntemi ile çözülsün. Verilen örneğin 

düzeltme fonksiyonu; 

(ݐ)௡ାଵݕ = (ݐ)௡ݕ + නݕ}ߣᇱᇱ௡(߬) + ߱ଶݕ௡(߬) − ߬߱݊݅ݏܣ − ߬݀{߬݊݅ݏܤ
௧

଴

 

(ݐ)௡ାଵݕߜ = (ݐ)௡ݕߜ + නݕ}ߣᇱᇱ௡(߬) + ߱ଶݕ௡(߬) − ߬߱݊݅ݏܣ − ߬݀{߬݊݅ݏܤ
௧

଴

 

																		= (ݐ)௡ݕߜ + ߬݀(߬)ᇱᇱ௡ݕߣනߜ + ߬݀(߬)௡ݕଶ߱ߣනߜ − ߬݀	߬߱݊݅ݏܣߣනߜ
௧

଴

௧

଴

௧

଴

− ߜ න߬݊݅ݏܤ	݀߬
௧

଴

 

denklemdeki ilk integral için kısmi integrasyon uygulanırsa, yani; 

(߬)ߣ = 				ݑ → 						 (߬)ᇱߣ =  ݑ݀

߬݀(߬)ᇱᇱ௡ݕ = 					ߴ݀ → 					 (߬)ᇱ௡ݕ =  ߴ

olup edilip yerine yazılırsa; 

= (ݐ)௡ݕߜ + ߜ ቎ݕ(߬)ߣ�ᇱ௡(߬)หఛୀ௧ −නݕᇱ௡(߬)ߣ
ᇱ(߬)݀߬

௧

଴

቏ + ߜ නߣ(߬)߱ଶݕ௡(߬)݀߬
௧

଴

− ߜ න߬߱݊݅ݏܣ(߬)ߣ	݀߬
௧

଴

− ߬݀	߬݊݅ݏܤ(߬)ߣනߜ
௧

଴

 

= (ݐ)௡ݕߜ + ᇱ௡(߬)หఛୀ௧ݕ�(߬)ߣߜ − ߜ නݕᇱ௡(߬)ߣ
ᇱ(߬)݀߬

௧

଴

+ ߜ නߣ(߬)߱ଶݕ௡(߬)݀߬
௧

଴

− ߜ න߬߱݊݅ݏܣ(߬)ߣ	݀߬
௧

଴

− ߬݀	߬݊݅ݏܤ(߬)ߣනߜ
௧

଴

 

şeklinde yazılabilir. Denklemdeki ilk integral için tekrar kısmi integrasyon uygulanırsa, 

yani; 

(߬)ᇱߣ = 					ݑ → 					 (߬)ᇱᇱߣ =  ݑ݀

߬݀(߬)ᇱݕ = 					ߴ݀ → 					 (߬)௡ݕ =  ߴ

kabul edilip yerine yazılırsa; 
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= (ݐ)௡ݕߜ + ᇱ௡(߬)หఛୀ௧ݕ�(߬)ߣߜ − ߜ ቎ߣᇱ(߬)ݕ௡(߬) − නݕ௡(߬)ߣᇱᇱ(߬)݀߬
௧

଴

቏

+ ߜ නߣ(߬)߱ଶݕ௡(߬)݀߬
௧

଴

− ߬݀	߬߱݊݅ݏܣ(߬)ߣනߜ
௧

଴

− ߬݀	߬݊݅ݏܤ(߬)ߣනߜ
௧

଴

 

= (ݐ)௡ݕߜ + (ݐ)ᇱ௡ݕ(ݐ)ߣߜ − ௡(߬)|ఛୀ௧ݕ�(߬)ᇱߣߜ + ߜ නݕ௡(߬)ߣᇱᇱ(߬)݀߬ +
௧

଴

+ ߜ නߣ(߬)߱ଶݕ௡(߬)݀߬
௧

଴

− ߬݀	߬߱݊݅ݏܣ(߬)ߣනߜ
௧

଴

− ߬݀	߬݊݅ݏܤ(߬)ߣනߜ
௧

଴

 

= (ݐ)௡ݕߜ + (ݐ)ᇱ௡ݕ(ݐ)ߣߜ − (ݐ)௡ݕ(ݐ)ᇱߣߜ + ߬݀(߬)ᇱᇱߣ(߬)௡ݕනߜ
௧

଴

+ ߬݀(߬)௡ݕଶ߱(߬)ߣනߜ
௧

଴

− ߜ න߬߱݊݅ݏܣ(߬)ߣ	݀߬
௧

଴

− ߬݀	߬݊݅ݏܤ(߬)ߣනߜ
௧

଴

 

buradan, 

൫1(ݐ)௡ݕߜ − ൯(ݐ)ᇱߣ + (ݐ)ᇱ௡ݕ(ݐ)ߣߜ + (߬)ᇱᇱߣ](߬)௡ݕනߜ + ߱ଶߣ(߬)]݀߬
௧

଴

− ߬݀	߬߱݊݅ݏܣනߜ
௧

଴

− ߜ න߬݊݅ݏܤ	݀߬
௧

଴

 

elde edilir. ݕߜ௡ାଵ(ݐ) = 0  olduğuna göre bu eşitliğin sıfıra eşit olması için; 

ቐ
௡ݕߜ ∶ 			 (߬)ᇱᇱߣ + ߱ଶߣ(߬) = 0
௡′ݕߜ ∶ 																		 ఛୀ௧(߬)ߣ = 0
௡ݕߜ ∶ 											1 − ఛୀ௧(߬)′ߣ = 0

� 

olması şarttır. Bu denklem çözülerek Lagrange Çarpanı; 

ߣ =
1
߱ ߬)߱݊݅ݏ −  (ݐ

olarak hesaplanır. Buna göre iterasyon formülü; 

(ݐ)௡ାଵݕ = (ݐ)௡ݕ +
1
߱
න߱݊݅ݏ(߬ − (߬)ᇱᇱ௡ݕ൛(ݐ + ߱ଶݕ௡(߬) − ߬߱݊݅ݏܣ − ൟ݀߬߬݊݅ݏܤ
௧

଴

 

şeklinde elde edilir. ݕ଴ = (0)ݕ = 1  ile başlayarak yukarıdaki iterasyon formülü; 
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(ݐ)ଵݕ = 1 +
1
߱
න߱݊݅ݏ(߬ − ଶ߱}(ݐ − ߬߱݊݅ݏܣ − ߬݀{߬݊݅ݏܤ
௧

଴

 

											= ߬߱ݏ݋ܿ −
ܣ
2߱ ݐ߱ݏ݋ܿݐ +

ܣ
߱ ݐ߱݊݅ݏ +

ܤ
߱ଶ − 1 ݐ݊݅ݏ) +  (ݐ߱݊݅ݏ

halini alır. Ayrıca bu aynı zamanda tam çözümdür. 

 

Genel Lagrange Çarpanının hesaplanması her problem için aynı basitlikte değildir. Bu 

nedenle okuyucu ve araştırmacıların işini kolaylaştırmak için Maple kodları Tablo 3.3 

de verilmiştir; 

 

İterasyon adımları arttıkça işlemler karmaşıklaşacak ve bir süre sonra elle 

hesaplanamayacak kadar zor bir hal alacaktır. Sonuca kolay bir şekilde ve hızlıca 

ulaşabilmek için Maple programı kullanılmış olup kullanılan kodlar aşağıda Tablo 3.4 

de verilmiştir; 

 

Tablo 3.3: Genel Lagrange Çarpanının Elde Edilmesinde Kullanılan Maple Kodları  

> restart;with(PDEtools): 
linear_part:=diff(u(t),t);#lineer kısım 
m:=1:#mertebe 
equ[m]:=linear_part: 
for h from m by -1 to 1 do 
a[h]:=coeff(equ[h],diff(u(t),t$h)): 
equ[h-1]:=equ[h]-a[h]*diff(u(t),t$h): 
end do:a[0]:=coeff(equ[0],u(t)): 
for il from 1 by 1 to m+1 do 
b[il]:=0:end do:k:=m+1:n1:=1: 
for r1 from 0 by 1 to m-1 do 
k:=k-1:n1:=n1*(-1); 
for r from 1 by 1 to k do 
b[r]:=b[r]+a[r+r1]*n1*diff(lambda(s),s$(r1+1)):end do:end do: 
for r2 from 1 by 1 to m+1 do 
b[r2]:=b[r2]+a[r2-1]*lambda(s): 
end do:b[2]:=b[2]+1: 
for r3 from 1 by 1 to m do 
b[r3]; end do: 
for r4 from 2 by 1 to m+1 do 
b[r4]:=eval(b[r4],s=t)=0;end do: 
dsolve({seq(b[i],i=1..m+1)},lambda(s)); 
simplify(factor(%)); 
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Tablo 3.4: Varyasyonel İterasyon Yöntemi İçin Maple Kodları 

> restart: 
u[0]:=2+2*convert(taylor(tanh(z),z=0),polynom); 
v[0]:=-1+2*convert((taylor(sech(z),z=0))^2,polynom); 
for k from 0 to 2 do 
u[k+1]:=u[k]-int(diff(u[k],t)-diff(v[k],z)+1/2*(diff(u[k],z))^2,t=0..t): 
v[k+1]:=v[k]-
int(diff(v[k],t)+v[k]*diff(u[k],z)+u[k]*diff(v[k],z)+diff(u[k],z)+diff(u[k],z$3),t=0..t): 
od:  
subs(z=-0.01,u[k]); 
subs(z=-0.01,v[k]); 
 

Örnek 3.2 

 

ᇱݕ = 1 + (0)ݕ			,			ଶݕ = 0                                                                                (3.1.1) 

diferensiyel denklemini varyasyonel iterasyon yöntemi ile çözelim. 

 

Çözüm: Verilen diferensiyel denklemin analitik çözümü; ݕ = tan	(ݐ)  olup burada; 

(ݐ)௡ାଵݕ = (ݐ)௡ݕ + ∫ ௡ᇱݕ}(ݏ)ߣ (ݏ) − (ݏ)௡ଶݕ − ௧ݏ݀{1
଴                                         (3.1.3) 

olur. Maple yardımı ile bulunan (ݏ)ߣ = −1  ve başlangıç değeri ile; 

଴ݕ = (0)ݕ = 0                                                                                                 (3.1.4) 

(ݐ)ଵݕ = (ݐ)଴ݕ + ∫ (ݏ)଴ᇱݕ}1− − (ݏ)଴ଶݕ − ௧ݏ݀{1
଴                                               (3.1.5) 

          = 0 − ∫ {0 + 0 + ௧ݏ݀{1
଴ =  (3.1.6)                                                                  ݐ

(ݐ)ଶݕ = (ݐ)ଵݕ + ∫ (ݏ)ଵᇱݕ}1− − (ݏ)ଵଶݕ − ௧ݏ݀{1
଴                                               (3.1.7) 

          = ݐ − ∫ {1 − ଶݏ − 1} = ݐ + ௧య

ଷ
௧
଴                                                              (3.1.8) 

(ݐ)ଷݕ = ݐ + ௧య

ଷ
+ ଶ௧ఱ

ଵହ
+ ௧ళ

଺ଷ
                                                                                (3.1.9) 

(ݐ)௡ݕ = ݐ + ௧య

ଷ
+ ଶ௧మ

ଵହ
+ ଵ଻௧ళ

ଷଵହ
+ ଺ଶ௧వ

ଶ଼ଷହ
+⋯                                                        (3.1.10) 

elde edilir. Buradan; limit durumunda genel çözümün  

(ݐ)ݕ = lim௡→ஶ (ݐ)௡ݕ = tan	(ݐ)                                                                     

(3.1.11)  

olduğu görülür. 

 

 



16 

 

3.3.1 Diferensiyel Denklem Sistemlerinin Varyasyonel İterasyon Yöntemi ile 

Çözümü 

 

݅ ௜  lineer ve ௜ܰ  nonlineer kısımları temsil etmek üzere ݉  tane denklemܮ =

1, 2, 3,… ,݉ için; 

(௜ݕ)௜ܮ + ௜ܰ(ݕଵ, ,ଶݕ	 … , (௠ݕ = ݃௜(ݔ)	,			݅ = 1, 2, 3,… ,݉                              (3.3.1.1) 

şeklinde ifade edilebilir. Bu durumda varyasyon fonksiyonu; 

௜(௡ାଵ)ݕ = ௜௡ݕ + ∫ ൯(ݏ)௜௡ݕ௜൫ܮ௜൫ߣ + ,(ݏ)෤ଵ௡ݕ)ܰ ,(ݏ)෤ଶ௡ݕ ൯(ݏ)෤௠௡ݕ… − ௫((ݏ)݃
଴                       ݏ݀

                                                                                                                      (3.3.1.2) 

şeklinde elde edilir. 

 

3.3.2 Yüksek Mertebeli Diferensiyel Denklemlerin Varyasyonel İterasyon Yöntemi 

ile Çözümü 

 

Yüksek mertebeli diferensiyel denklemlerde özellikle mertebe büyüdükçe Lagrange 

çarpanının hesaplanması zorlaşır. Bu durumla uğraşmak yerine; 

(௡)ݕ + ݂൫ݕ, ,ᇱݕ ,ᇱᇱݕ … , ൯(௡ିଵ)ݕ =  (3.3.2.1)                                                         (ݔ)݃

şeklinde  yüksek mertebeden verilen bir diferensiyel denklemi; 

ଵݕ =  ᇱ                                                                                                         (3.3.2.2)ݕ

ଶݕ = ଵᇱݕ                                                                                                          (3.3.2.3) 

ଷݕ = ଶᇱݕ                                                                                                          (3.3.2.4)  

⋮  

௡ᇱݕ + ݂൫ݕ, ,ଵݕ ,ଶݕ … , ൯(௡ିଵ)ݕ =  (3.3.2.5)                                                            (ݔ)݃

gibi birinci mertebeden bir diferensiyel denklem sistemine dönüştürülür. Sonrasında ise 

varyasyon fonksiyonu; 

௡(௞ାଵ)ݕ = ௡௞ݕ − ∫ ௡௞ᇱݕൣ + ݂൫ݕ௞ , ଵ௞ݕ , ଶ௞ݕ , … , ௞൯(௡ିଵ)ݕ − ݃(߬)൧݀߬ఛ
଴              (3.3.2.6) 

⋮  

ଵ(௞ାଵ)ݕ = ଵ௞ݕ − ∫ ଵ(௞)ᇱݕൣ − ଶ(௞ାଵ)൧݀߬ݕ
ఛ
଴                                                        (3.3.2.7) 

(௞ାଵ)ݕ = ௞ݕ − ∫ ᇱ(௞ାଵ)ݕൣ − ଵ(௞ାଵ)௞൧݀߬ݕ
ఛ
଴                                                        (3.3.2.8) 

şeklinde elde edilir 
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4. DALGA DENKLEMLERİ  
 

∆ operatörü (2.2.1) de tanımlandığı gibi olmak üzere hiperbolik tipten bir denklem olan; 
డమ௨
డ௧మ

− ܿଶ∆ݑ = 0                                                                                                  (4.1)  

şeklindeki bir denkleme ∆ ‘nın 1, 2, 3-boyutlu olması durumuna göre sırasıyla 1, 2, ve 3 

boyutlu dalga denklemi denir. Buna göre 1, 2, ve 3 boyutlu dalga denklemleri sırasıyla; 

�
௧௧ݑ − ܿଶݑ௫௫ = 0

௧௧ݑ − ܿଶ൫ݑ௫௫ + ௬௬൯ݑ = 0
௧௧ݑ − ܿଶ൫ݑ௫௫ + ௬௬ݑ + ௭௭൯ݑ = 0

ൢ		                                                                    (4.2) 

şeklinde ifade edilir. Bu tip denklemler elektromanyetik, hidrodinamik, ses yayılması, 

elastisite ve kuantum teorisi gibi konularda çok kullanılmaktadır. Dalga denklemlerinin 

çözümleri fiziksel olarak elektrik veya manyetik kuvvetlerin dalgasını, bir ortamdaki ses 

yayılmasını, katılarda enine veya boyuna yer değiştirme dalgalarını vs. ifade eder. 

(4.1) ile verilen dalga denkleminin daha genel bir hali olan; 

௧௧ݑ + ௧ݑߚ − ܿଶ∆ݑ =  (4.3)                                                                   	(ݐܾ݅ܽݏ	ߚ)			ܨ

denklemine sönümlü dalga denklemi adı verilir. Dalganın yayılışına etki eden, enerji 

kaybına neden olan görünmeyen kuvvetler (sürtünme, ortam yoğunluğu vs.) bulunması 

halinde bu tip denklemlerle karşılaşırız. 

Uygulamada ݐ ≥ 0 olmak üzere dalga denkleminin genel çözümünü veya parametrelere 

bağlı çözümlerini bulmaktan çok  ݐ = 0  için  ݑ	݁ݒ	ݑ௧  nin değerlerinin denklemle 

birlikte önceden verilmesi ve bu başlangıç verilerini sağlayan çözümün bulunması da 

önemlidir. Çünkü çoğunlukla uygulamalı bilim dallarının ortaya koyduğu diferensiyel 

denklemlerle birlikte bazı başlangıç ve sınır koşulları doğal olarak ortaya çıkar. Şimdi 

dalga denklemlerini biraz daha ayrıntılı inceleyelim. 

 

4.1 Bir Boyutlu Dalga Denklemi 

 

Bir ucundan bir yere ve diğer ucundan, sabit bir diyapozonun kollarından birine tesbit 

edilmiş sonsuz uzun, gergin, esnek ve homojen bir teli göz önüne alalım; telin birim 

uzunluğunun kütlesi ݌ olsun. Aşağıdaki şekilde görüldüğü gibi diyapozon titreştirilerek 

 ekseni doğrultusunda ߱ açısal hızına sahip küçük genlikli sönümsüz bir basit ݕ

harmonik hareket yaptırıldığını düşünelim. O halde tel boyunca  ݒ  hızı ile yayılan bir 
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enine dalga hareketi oluşacak ve gergin telin her partikülü, dalga hareketinin bu 

partiküle ulaşmasından sonra o kaynağın yaptığı basit harmonik hareketi yine 	ݕ  ekseni 

boyunca aynı genlik ve frekans ile fakat kaynağa göre ݐ zaman gecikmesi ile aynen 

tekrar edecektir. 

 
 

Şekil 4.1.1: Diapozon Yardımı ile Bir Ucu Sabit Gergin Telde Dalganın Oluşturulması 
 

Burada maksat 0 dan herhangi bir ݔ uzaklığında olan partikülün ݐ anındaki denge 

konumuna olan uzaklığını veren ݕ = ,ݔ)ݕ  ifadesini bulmaktır. Açıkça görüyoruz ki (ݐ

bu başlangıç ve sınır şartları verilen bir kısmi diferensiyel denklemin çözümünden 

başka bir şey olamaz 

 

4.2 Dalga Denkleminin Elde Edilişi 

 

Önceki kısımda bahsettiğimiz dalga elde edilmesinde kullanılan ipin veya yayın bir 

partikülünü ele alalım; 
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Şekil 4.2.1: Dalganın keyfi ݔ, ݔ +  Aralığındaki Durumu ݔ∆
 

Burada ipe etki eden ݕ yönündeki kuvveti; 

௬ܨ = (ߠ)݊݅ݏܶ− + ߠ)݊݅ݏܶ +  (4.2.1)                                                                   	(ߠ∆

şeklinde hesaplarız. Şayet sin	(ߠ) ifadesini Maclaurin Serisi’ne ve  sin	(ߠ +  (ߠ∆

ifadesini de Taylor Serisi’ne açıp birbirinden çıkardıktan sonra seriden kaynaklanan 

küçük terimli katsayıları ihmal edersek (4.2.1) eşitliği; 

௬ܨ =  (4.2.2)                                                                                                        	ߠ∆ܶ

şeklini alır.    

 

4.3 İki Boyutlu Dalga Denklemi 

 

Bir ݔ − ݔ düzlemi içerisinde, çevresinden tespit edilmiş bir membran ݕ −  düzlemine  ݕ

dik, ݖ ekseni doğrultusunda çok az miktarda denge konumundan uzaklaştırıldıktan sonra 

serbest bırakılırsa denge konumu etrafında titreşim hareketi yapar. Membranın herhangi 

bir (ݔ,  noktasındaki sonsuz küçük bir yüzey elemanına etki eden kuvvetler göz  (ݕ

önüne alınırsa, bu yüzey elemanının herhangi bir ݐ  anında denge konumundan olan ݖ  

uzaklığını veren ݖ = ,ݔ)ݖ ,ݕ  ;fonksiyonu  (ݐ
డమ௭
డ௧మ

= ܿଶ ቀడ
మ௭

డ௫మ
+ డమ௭

డ௬మ
ቁ                                                                                        (4.3.1) 

dalga denkleminin bir çözümüdür. Bu denkleme iki boyutlu dalga denklemi denir. 

Bir membran iki şekilde olur. Bunlardan biri dikdörtgen diğeri ise daire şeklindedir. 
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4.3.1 Dikdörtgen Membran 

 

Bir membran; 

 
Şekil 4.3.1.1: Dikdörtgen Membran 

 

şeklinde görüldüğü gibi bir dikdörtgen ise ݖ = ,ݔ)ݖ ,ݕ  çözüm fonksiyonunun sınır (ݐ

şartları; 

,0)ݖ ,ݕ (ݐ = ,ܽ)ݖ					,					0 ,ݕ (ݐ = 0                                                                 (4.3.1.1) 

,ݔ)ݖ 0, (ݐ = ,ݔ)ݖ					,					0 ܾ, (ݐ = 0                                                                 (4.3.1.2) 

ve başlangıç şartları; 

,ݔ)ݖ ,ݕ 0) = ,ݔ)݂ 					݁ݒ				(ݕ ቀడ௭
డ௧
ቁ
௧ୀ଴

= 0                                                     (4.3.1.3) 

olur. Burada ݖ = ,ݔ)݂ ݐ fonksiyonu membranın serbest bırakıldığı  (ݕ = 0  anındaki 

yüzey denklemidir.  

 

Denklem (4.3.1) de ݔ)ݖ, ,ݕ (ݐ =  ;şeklinde ayrıştırılıp yerine yazıldığında (ݖ)ܼ(ݕ)ܻ(ݔ)ܺ
ଵ
௖మ்

	ቀௗ
మ்
ௗ௧మ

ቁ = ଵ
௑
	ௗ

మ௑
ௗ௫మ

+ ଵ
௒
	ௗ

మ௒
ௗ௬మ

                                                                           (4.3.1.4) 

elde edilir. Bu denklem ancak, aşağıdaki şekilde her üç terimin uygun sabit sayılara eşit 

olması halinde çözüm verir: 
ଵ
௑
	ௗ

మ௑
ௗ௫మ

=  ଶ                                                                                                 (4.3.1.5)ߙ−

ଵ
௒
	ௗ

మ௒
ௗ௬మ

=   ଶ                                                                                                 (4.3.1.6)ߚ−

ଵ
௖మ்

	ௗ
మ்
ௗ௧మ

= ଶߙ)− +  ଶ)                                                                                 (4.3.1.7)ߚ

Bu denklemlerin çözümleri ise; 

ܺ = (ݔߙ)ݏ݋ܿܣ +  (4.3.1.8)                                                                         (ݔߙ)݊݅ݏܤ
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ܻ = (ݕߚ)ݏ݋ܿܥ +  (4.3.1.9)                                                                         (ݕߚ)݊݅ݏܦ

ܶ = ଶߙ൫ܿඥݏ݋ܿܧ + ൯ݐ	ଶߚ + ଶߙ൫ܿඥ݊݅ݏܨ +  ൯                                      (4.3.1.10)ݐ	ଶߚ

dir. Yukarıdaki sınır şartları kullanılarak; 

ܣ = ߙ					,					0 = ௠గ
௔	ఈ

ܥ					,					 = ߚ					,					0 = ௡గ
௕

                                           (4.3.1.11) 

elde edilir. Burada ݉	݁ݒ	݊ ler tamsayıdır. İkinci başlangıç şartı kullanılarak ܨ = 0  

bulunur. Bu durumda (4.3.1) denkleminin çözümü; 

ݖ = ݊݅ݏ௠௡ܥ ቀ
௠గ
௔
ቁݔ	݊݅ݏ ቀ௡గ

௕
ቁ ݏ݋ܿ	ݕ ቆܿߨට௠మ

௔మ
+ ௡మ

௕మ
ቇ  (4.3.1.12)                                 ݐ

elde edilir. Bu fonksiyon yalnız birinci başlangıç şartı dışında bütün sınır şartlarını ve 

başlangıç şartlarını sağlamaktadır. 

,ݔ)݂  ;fonksiyonunun çiftli Fourier açılımı  (ݕ

,ݔ)݂ (ݕ = ∑ ݊݅ݏ௠௡ܥ ቀ
௠గ
௔
ቁ ݊݅ݏ	ݔ ቀ௡గ

௕
ቁݕஶ

௠,௡ୀଵ                                              (4.3.1.13) 

yazılır ve buna göre birinci başlangıç şartı da uygulanırsa sonuç olarak; 

ݖ = ∑ ݊݅ݏ௠௡ܥ ቀ
௠గ
௔
ቁ ݊݅ݏ	ݔ ቀ௡గ

௕
ቁݕ	ݏ݋ܿ ቆܿߨට௠మ

௔మ
+ ௡మ

௕మ
ቇ ஶݐ

௠,௡ୀଵ 		                   (4.3.1.14) 

elde edilir. 

 

4.3.2 Dairesel Membran  

 

Yarıçapı ܽ  olan bir dairesel membran ݔ −  düzlemi içerisinde çevresi boyunca tespit ݕ

edilmiştir. ݖ ekseni doğrultusunda membran bir miktar yer değiştirir ve sonra serbest 

bırakılırsa titreşim hareketi yapar. Hareketin dalga denklemi (4.3.1) denklemidir. 

Burada (ݔ, ,ݎ) kartezyen koordinatları yerine  (ݕ  ,kutupsal koordinatları alınırsa  (ߠ

ݔ = ݕ					݁ݒ				(ߠ)ݏ݋ܿݎ =  (4.3.2.1)                                                                (ߠ)݊݅ݏݎ

olduğundan 



22 

 
Şekil 4.3.2.1: Dairesel Membran 

 

(4.3.1) denkleminde polar koordinatları kullanarak dalga denklemimiz; 
డమ௭
డ௧మ

= ܿଶ ቀడ
మ௭

డ௥మ
+ ଵ

௥
డ௭
డ௥
+ ଵ

௥మ
డమ௭
డఏమ

ቁ                                                                      (4.3.2.2) 

şeklini alır. Simetriden dolayı burada ݖ  nin değeri ߠ  dan bağımsız olduğundan ݖ  

yalnız ݎ  nin ve ݐ  nin fonksiyonu olacaktır. Buna göre sınır şartları; 

,ܽ)ݖ (ݐ = 0                                                                                                    (4.3.2.3) 

ve başlangıç şartları; 

,ݎ)ݖ 0) = ቀడ௭					,				(ݎ)݂
డ௧
ቁ
௧ୀ଴

= 0                                                                 (4.3.2.4) 

olur. Burada ݂(ݎ) başlangıç anında membran yüzeyinin denklemidir. Denklem (4.3.2.2) 

de ݖ = (ݐ)ܶ ∙  ayrıştırması yapıldığında (ݎ)ܴ
ଵ
௖మ்

	ௗ
మ்
ௗ௧మ

= ଵ
ோ
ቀௗ

మோ
ௗ௥మ

+ ଵ
௥
	ௗோ
ௗ௥
ቁ = −݇ଶ                                                                 (4.3.2.5) 

bulunur böylece verilen kısmi diferensiyel denklem, sadece ݎ	݁ݒ	ݐ  bağımsız 

değişkenlerine bağlı aşağıdaki iki adi diferensiyel denkleme indirgenmiş olur; 
ௗమ்
ௗ௧మ

+ ݇ଶܿଶܶ = 0                                                                                          (4.3.2.6) 

ve 
ௗమோ
ௗ௥మ

+ ଵ
௥
	ܴ	 ௗோ

ௗ௥
+ ݇ଶܴ = 0                                                                             (4.3.2.7) 

olur. (4.3.2.6) ün çözümü; 

ܶ = (ݐܿ݇)ݏ݋ܿܣ +  (4.3.2.8)                                                                       (ݐܿ݇)݊݅ݏܤ

bulunur. İkinci başlangıç şartı ile ܤ = 0 elde edilir. Denklem (4.3.2.8) in çözümü olan ܴ  

nin bulunması için önce ݏ =  değişken değiştirmesi yapılır. O zaman (4.3.2.7) ݎ݇

denklemi; 
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ݏ ௗ
మோ
ௗ௦మ

+ ௗோ
ௗ௦
+ ܴݏ = 0                                                                                     (4.3.2.9) 

şeklinin alır. Bu denklem ise sıfırıncı mertebeden bir Bessel Diferensiyel Denklemi’dir.  

Bu denklemin çözümü; 

ܴ = (ݏ)଴ܬ	ܥ =  (4.3.2.10)                                                                             (ݎ݇)଴ܬ	ܥ

elde edilir. Burada ܥ = 1  kabul edilirse; 

(ݎ)ܴ =  (4.3.2.11)                                                                                            (ݎ݇)଴ܬ

olur. ݎ = ܽ  için ise; 

ܴ(ܽ) = (ܽ݇)଴ܬ = 0                                                                                    (4.3.2.12) 

olacağından (4.3.2.12) denkleminde Bessel fonksiyonunun pozitif köklerini ݇௠ܽ =

ܽଵ, ܽଶ, …  ile gösterirsek; 

݇௠ܽ = ܽ௠					ܽݕ݁ݒ					݇௠ = ఈ೘
௔

                                                                  (4.3.2.13) 

olur. Sonuç olarak (4.3.2.10) denkleminin çözümleri; 

ܴ௠(ݎ) = ଴ܬ ቀ
ఈ೘
௔
݉)			,			ቁݎ = 1,2,3, … )                                                     (4.3.2.14) 

şeklinde elde edilir. Denklem (4.3.2.6) ün ߣ௠ = ܿ݇௠  değerleri için çözümü; 

௠ܶ(ݐ) = ܽ௠cos	(ߣ௠ݐ)                                                                                 

(4.3.2.15) 

olacağından, iki boyutlu dalga denkleminin çözümü; 

,ݎ)௠ݖ (ݐ = ܽ௠ cos(ߣ௠ݐ) ଴ܬ ቀ
ఈ೘
௔
                                                             (4.3.2.16)	ቁݎ

olur. (4.3.2.16) fonksiyonları kısmi diferensiyel denklemin sınır koşullarını sağlayan 

çözüm fonksiyonlarıdır. Bu fonksiyonlar ߣ௠ öz değerlerine karşı gelen problemin öz 

fonksiyonlarıdır. Öz fonksiyonların toplamı da diferensiyel denklemi sağlayacağından 

aşağıdaki seriyi göz önüne alır, başlangıç koşullarını kullanırsak; 

,ݎ)ݖ (ݐ = ∑ ܽ௠cos	(ߣ௠ݐ)ܬ଴ ቀ
ఈ೘
௔
ቁஶݎ

௠ୀଵ                                                        

(4.3.2.17) 

elde edilir. Burada görülen ܽ௠  katsayılarının bulunmasına gelince ݐ = 0  için; 

,ݎ)ݖ 0) = ∑ ܽ௠ܬ଴ ቀ
ఈ೘
௔
ቁஶݎ

௠ୀଵ =  (4.3.2.18)                                                         (ݎ)݂

olduğundan, bu bağlantıda ܽ௠ ler ݂(ݎ) fonksiyonunun Fourier-Bessel açılımının 

katsayılarıdır ve bu katsayılar; 

ܽ௠ = ଶ
௔మ௃భమ(ఈ೘)

∫ ௔(ݎ)݂ݎ
଴ ଴ܬ ቀ

ఈ೘
௔
ቁݎ ݉)			,			ݎ݀ = 1,2,3, … )                          (4.3.2.19) 
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şeklinde elde edilir. 
 

 

5. DALGA DENKLEMLERİNİN NÜMERİK (SAYISAL) ÇÖZÜMLERİNİN 

İNCELENMESİ 
 

(2+1) boyutlu Dispersive Long-Wave Dalga Denklemleri (DLWE) denklemleri  

0
2
1 2  xyxxyt uvu                                                                                             (5.1) 

0 xyxt uuvuv                                                                                         (5.2)  

şeklinde ifade edilir. Bu denklemlere, ݖ)ݑ, (ݐ = ݔ)ݑ + ,ݕ ,ݖ)ݒ  ve (ݐ (ݐ = ݔ)ݒ + ,ݕ   (ݐ

dönüşümleri uygulanılarak sistem; 

௧ݑ − ௭ݒ +
ଵ
ଶ
௭ଶݑ = 0                                                                                             (5.3) 

௧ݒ + ݑ) ∙ ݒ + ݑ + ௭௭)௭ݑ = 0                                                                              (5.4) 

 olarak elde edilir. Burada  (5.4) ifadesi yeniden düzenlenirse  

௧ݒ + ݒ௭ݑ + ௭ݒ	ݑ + ௭ݑ + ௭௭௭ݑ = 0                                                                   (5.4.a) 

olarak bulunur. Böylece (5.1) ve (5.2) den oluşan (2+1) boyutlu Dispersive Long-Wave 

Dalga Denklemi  (1+1) boyutlu Dispersive Long-Wave Dalga Denklemlerine 

indirgenmiş olur.   

Bai ve arkadaşları 2006 yılındaki yayınlarında (5.3) ve (5.4.a) denkjlemlerini kullanarak 

bu denklemin  

 
  








zhzv
zzu

2sec210,

tanh220,
                                                                                     (5.5)  

başlangıç şartları altındaki analitik çözümünün,    tztzu 2tanh22,   ve 

   tzhtzv 2sec21, 2   olduğunu göstermişlerdir. 
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5.1 Diferensiyel Dönüşüm Yönteminin Dalga Denklemine Uygulanması  

 

(2+1) boyutlu Dispersive Long-Wave Dalga Denklemlerinden özel bir dönüşüm 

yardımıyla indirgenerek elde edilen ifadelerinin diferensiyel dönüşümü alınırsa, 

             
 


k

r

h

s
srkUshrUrkhkVkhkUh

0 0
,1,1,111,1

   
(5.1.1) 

ve  

         

     

         hkUkkkhkUk

srkUshrVrk

srkVshrUrkhkVh

k

r

h

s

k

r

h

s

,3321,11

,1,1

,1,11,1

0 0

0 0











 

 

          (5.1.2)  

eşitlikleri elde edilir. 

 

Ayrıca (5.5) başlangıç koşullarından, lineer olmayan fonksiyonlar için diferensiyel 
dönüşüm dikkate alındığında  120  k  için  0,kU  ve  0,kV  değerleri elde edilir. 
Ayrıca bulunan bu değerler (5.1.1) ve (5.1.2) de yerlerine yazılarak elde edilen  hkU ,  
ve  hkV ,  değerleri;  

   









0 0

,
!!

1,
k h

hk yxhkW
hk

yxw  

denkleminde yerine yazılırsa çözüm: 

 

tztz

zttzzt

tztztztztztztz

ztztztztzttzttzu

42
40186125

769090276597
3
2

2835
63488

315
4352

2835
124

315
34

15
128

9
544

3
32

2835
1415168

315
63448

15
1088

3
644

14175
2830336

315
31744

45
2176

3
648

135
31744

3
162,

910

397975

4323927252322

108642633











   

(5.1.3)
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 

410108103

102862429

753532222

3
64

200930625
601281547343141

4465125
4545138298

3
32

14175
89473024

315
707584

45
31744

3
544

2835
2830336

315
126926

15
2176

3
128

45
31744322881,

2

ttztztz

tztztztzzt

ztztzttztzzztttzv








 

                                                                                                                         (5.1.4) 

elde edilir. Bu durumda sonuçlar Tablo 5.1 ve 5.2 deki gibi elde edilir. 
 
Tablo 5.1: 01.0z  için  tzu ,  nin karşılaştırılması 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tablo 5.2: 01.0z  için  tzv ,  nin karşılaştırılması 

 

 

 

 

 

 

 

 

t  ANALİTİK DTM Hata 

0,01 1.940017994 1.940017994 0,000000E+00 

0,02 1.900083250 1.900083250 0,000000E+00 

0,03 1.860228219 1.860228219 0,000000E+00 

0,04 1.820484430 1.820484431 9,999999E-10 

0,05 1.780883060 1.780883060 0,000000E+00 

0,06 1.741454833 1.741454833 0,000000E+00 

0,07 1.70229933 1.70229933 0,000000E+00 

0,08 1.66237908 1.663237909 8,588290E-04 

0,09 1.624507588 1.624507589 1,000000E-09 

0,1 1.586067001 1.586067000 1,000000E-09 

t  ANALİTİK DTM Hata 

0,01 0,9982010790 0,9982010796 6,00000050E-10 

0,02 0,9950083220 0,9950083214 6,00000050E-10 

0,03 0,9902319250 0,9902319247 3,00000025E-10 

0,04 0,9838870800 0,9838870801 1,00000008E-10 

0,05 0,9759938830 0,9759938832 2,00000017E-10 

0,06 0,9665771980 0,9665771983 3,00000025E-10 

0,07 0,9556664930 0,9556664934 4,00000033E-10 

0,08 0,9432956470 0,9432956474 4,00000033E-10 

0,09 0,9295027250 0,9295027242 7,99999955E-10 

0,10 0,9143297360 0,9143297351 8,99999963E-10 
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Bu karmaşık sonuçların rahatça hesaplanabilesi için Tablo 5.3 de verilen Maple kodları 
kullanılmıştır.  

Tablo 5.3: Diferensiyel Dönüşüm Yöntemi İçin Maple Kodları  

 

5.2 Adomian Ayrışım Yönteminin Dalga Denklemine Uygulanması  

 

(5.3) ve (5.4.a) denklemleri  

2

2
1

zzt uvu                                                                                                  (5.2.1) 

  zzzzzzzzzt uuuvvuuuuvv                                                    (5.2.2)  

biçiminde düzenlenebilir. Burada (5.2.1) denkleminin lineer olmayan kısmı 2

2
1

zuNu   

olarak alınırsa, 

zzz uuuuuuu
z

Nu 



 )(
2
1

2
1 2                                                         (5.2.3)  

#DIFRENSIYEL DONUSUM 
ilk:=time(): 
for k from 0 to 40 do 
u[0,k]:=coeftayl((2+2*tanh(z)),z=0,k): 
v[0,k]:=coeftayl((-1+2*sech(z)^2),z=0,k): 
od: 
for h from 0 to 10 do 
for k from 0 to 30 do 
u[h+1,k]:=(-(k+1)*v[h,k+1]-add(add((k-r+1)*u[h-s,r]*u[s,k-r+1], s=0..h), r=0..k))/ 
(h+1): 
v[h+1,k]:=(-add(add((k-r+1)*u[h-s,r]*v[s,k-r+1],s=0..h),r=0..k)-add(add((k-
r+1)*v[h-s,r]*u[s,k-r+1],s=0..h),r=0..k)-(k+1)*u[h,k+1]-(k+3)!*u[h,k+3]/k!)/(h+1): 
od:od: 
DTM1:=0:DTM2:=0: 
for k from 0 to 10 do 
for h from 0 to 10 do 
DTM1:=DTM1+u[h,k]*z^k*t^h: 
DTM2:=DTM2+v[h,k]*z^k*t^h: 
od:od: 
print(simplify(DTM1)): 
print(simplify(DTM2)): 
hesaplama_zamani:=time()-ilk; 
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elde edilir. Benzer şekilde (5.2.2) denkleminde nonlineer ifadeler,   zvuvu ,  ve 

  zuvvu ,  olarak gösterilirse; 
t

L
z

L tz 






 ,  ve 3

3

z
Lzzz 


  olmak üzere (5.2.1) 

ve (5.2.2) ifadeleri operatör formunda  

NuvLu z tL                                                                                              (5.2.4) 

    uLuLvuvuv zzzz  ,,L t                                                               (5.2.5) 

olarak elde edilir. Burada L  tersi alınabilir bir operatör olduğundan (5.2.4) ve (5.2.5) 

eşitliklerinin her iki tarafına  
t

dtL
0

1  operatörü uygulanırsa, 

    NuLvLLzutzu tzt
110,,                                                                        (5.2.6) 

        uLLuLLvuLvuLzvtzv zzztzttt
1111 ,,0,,                                (5.2.7) 

elde edilir.  

 

Şimdi Lineer olmayan Nu  için; 

   





0

,,
n

n tzutzu                                                                                            (5.2.8) 

    





0

,,
n

znz tzutzu                                                                                      (5.2.9)  

seri formunda ve indis toplamları dikkate alınarak düzenlersek,  

  
               ...

............

021120011000

210210





zzzzzz

znnz

uuuuuuuuuuuu
uuuuuuuuuuNu

        (5.2.10) 

elde edilir. Böylece Nu  nun Adomian polinomları indis toplamlarına göre aşağıdaki 
gibi yazılabilir: 

 
   
     
       


zzzz

zzz

zz

z

uuuuuuuuA
uuuuuuA

uuuuA
uuA

031221303

0211202

01101

000









                                                   (5.2.11)  

Benzer şekilde   zvuvu ,  ve   zuvvu ,   nonlineer ifadelerini de seri formunda 
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ve indis toplamları dikkate alınarak düzenlersek,  

    
               ...

............,

021120011000

210210





zzzzzz

znn

vuvuvuvuvuvu
vvvvuuuuvu

    (5.2.12) 

olup  vu, ’ nin Adomian polinomları 

 

 
   
     



zzz
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                                                                  (5.2.13)  
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   (5.2.14) 

olup  vu, ’ nin Adomian polinomları; 
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                                                                   (5.2.15)  

olarak elde edilmiş olur. Böylece (5.2.6) ve (5.2.7) ifadelerindeki nonlineer kısımların 
Adomian polinomları (5.2.11), (5.2.13) ve (5.2.15) ifadeleri ile elde edilmiş olur.  
Böylece  
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                                                           (5.2.16) 
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olup sistemin çözümü:             
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                                                                                                                       (5.2.18) 

olarak elde edilir. Bu karmaşık sonuçların rahatça hesaplanabilesi için Tablo 5.4 de 
verilen Maple kodları kullanılmıştır. Ayrıca elde edilen sonuçlar Tablo 5.5 ve 5.6 da 
gösterilmiştir. 

 

Tablo 5.4: Adomian Ayrışım Yöntemi İçin Maple Kodları 

#ADOMIAN ADIM TAKIP 
restart:Digits:=10:ilk:=time(): 
uu[0]:=2+2*tanh(z): 
vv[0]:=-1+2*sech(z)^2: 
for k from 0 to 4 do 
uu[k+1]:=-int(diff(vv[k],z),t)-int(add(uu[r]*diff(uu[k-r],z),r=0..k),t): 
vv[k+1]:=-int(add(uu[r]*diff(vv[k-r],z),r=0..k),t)-int(add(vv[r]*diff(uu[k-
r],z),r=0..k),t)-int(diff(uu[k],z),t)-int(diff(uu[k],z$3),t): 
od: 
ADM1:=0:ADM2:=0: 
for k from 0 to 4 do 
ADM1:=ADM1+simplify(uu[k]): 
ADM2:=ADM2+simplify(vv[k]): 
od: 
print(simplify(ADM1)): 
print(simplify(ADM2)): 
hesaplama_zamani:=time()-ilk; 
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Tablo 5.5: 01.0z  için  tzu , ’nin karşılaştırılması 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tablo 5.6: 01.0z  için  tzv , ’nin karşılaştırılması 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.3 Varyasyonel İterasyon Yönteminin Probleme Uygulanması  

 

Problemimizin indirgenmiş formu olan; 

൝ ௧ݑ − ௭ݒ +
1
௭ݑ2

ଶ = 0
௧ݒ + ݒ௭ݑ + ௭ݒݑ + ௭ݑ + ௭௭௭ݑ = 0

� 

denklemi için iterasyon formları ayrı ayı; 

t  ADM ANALİTİK Hata 

0,01 1.940017995 1.940017994 1,000000E-09 

0,02 1.900083278 1.900083250 2,800000E-08 

0,03 1.860228425 1.860228219 2,060000E-07 

0,04 1.820485300 1.820484430 8,700000E-07 

0,05 1.780885706 1.780883060 2,646000E-06 

0,06 1.741461402 1.741454833 6,569000E-06 

0,07 1.702244094 1.70229933 5,523600E-05 

0,08 1.663265436 1.66237908 8,863560E-04 

0,09 1.624557030 1.624507588 4,944200E-05 

0,1 1.586150430 1.586067001 8,342900E-05 

t  ADM ANALİTİK Hata 

0,01 0,9982010824 0,9982010790 3,40000006E-09 

0,02 0,9950083319 0,9950083220 9,90000004E-09 

0,03 0,9902319976 0,9902319250 7,26000000E-08 

0,04 0,9838874276 0,9838870800 3,47600000E-07 

0,05 0,9759950863 0,9759938830 1,20330000E-06 

0,06 0,9665805531 0,9665771980 3,35510000E-06 

0,07 0,9556745235 0,9556664930 8,03050000E-06 

0,08 0,9433128084 0,9432956470 1,71614000E-05 

0,09 0,9295363345 0,9295027250 3,36095000E-05 

0,10 0,9143911440 0,9143297360 6,14080000E-05 
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(ݐ)௡ାଵݑ = (ݐ)௡ݑ + නߣଵ ൜(ݑ௡)௦ − ௭(௡ݒ) +
1
2 ௭(௡ݑ)

ଶൠ ݏ݀
௧

଴

 

(ݐ)௡ାଵݒ = (ݐ)௡ݒ + නߣଶ{(ݒ௡)௦ − ௭(௡ݑ)௡ݒ + ௭(௡ݒ)௡ݑ + ௭(௡ݑ) + ݏ݀{௭௭௭(௡ݑ)
௧

଴

 

şeklinde yazılır. Tablo3.1 ve Tablo 3.2 de verilen Maple kodları yardımıyla               

ଵߣ = ଶߣ = −1  olarak elde edilir. Böylece problemin çözümü için aşağıdaki Tablo 5.7 

ve Tablo 5.8 de verilen sonuçlara ulaşılır. 

 

Tablo 5.7: 01.0z  için  tzu , ’nin karşılaştırılması  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tablo 5.8: 01.0z  için  tzv , ’nin karşılaştırılması  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

t  VIM ANALİTİK 

0,01 1.96120947 1.940017994 

0,02 1.94401693 1.900083250 

0,03 1.92840639 1.860228219 

0,04 1.91436122 1.820484430 

0,05 1.90186480 1.780883060 

0,06 1.89090049 1.741454833 

0,07 1.88145165 1.70229933 

0,08 1.87350166 1.66237908 

0,09 1.86703387 1.624507588 

0,10 1.86203166 1.586067001 

t  VIM ANALİTİK 

0,01 0.99697865 0,9982010790 

0,02 0.99013480 0,9950083220 

0,03 0.97929971 0,9902319250 

0,04 0.96450432 0,9838870800 

0,05 0.94577527 0,9759938830 

0,06 0.92314840 0,9665771980 

0,07 0.89665248 0,9556664930 

0,08 0.86631821 0,9432956470 

0,09 0.83217629 0,9295027250 

0,10 0.79425740 0,9143297360 
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