(2+1) BOYUTLU DISPERSIVE DALGA
DENKLEMLERININ NUMERIK COZUMLERI
UZERINE

YUKSEK LISANS TEZI

Naki CALTINER
DANISMAN
Yard.Dog.Dr, M. Eyiip KIRIS
MATEMATIK ANABILIM DALI
Haziran, 2013



AFYON KOCATEPE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LiSANS TEZIi

(2+1) BOYUTLU DISPERSIVE DALGA
DENKLEMLERININ NUMERIK
COZUMLERI UZERINE

Naki CALTINER

DANISMAN
Yard.Do¢.Dr. M. Eyiip KiRIS

MATEMATIK ANABILIM DALI

Haziran, 2013



TEZ ONAY SAYFASI

Naki CALTINER tarafindan hazirlanan “(2+1) Boyutlu Dispersive Dalga
Denklemlerinin Niimerik Coziimleri Uzerine” adli tez ¢alismasi lisansiistii egitim ve
ogretim yonetmeliginin ilgili maddeleri uyarmnca 26/07/2013 tarihinde asagidaki jiiri

tarafindan oy birligi ile Afyon Kocatepe Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal’'nda YUKSEK LiSANS TEZI olarak kabul edilmistir.

Danisman : Yrd. Dog. Dr. M. Eyiip Kiris

Baskan : Dog¢. Dr. Umut Mutlu OZKAN
Afyon Kocatepe Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi
Matematik Bolimii

Uye : Doc. Dr. Murat PEKER ..
Afyon Kocatepe Universitesi Egitim Fakiiltesi

[kdgretim Boliimii ,

Uye : Yrd. Dog. Dr. Mehmet Eyiip KIRIS ...
Afyon Kocatepe Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi
Matematik Bolimii.

Afyon Kocatepe Universitesi

Fen Bilimleri Enstitust Yonetim Kurulu’nun
......... [cecooid........ tarih ve

sayili karariyla onaylanmistir.

Prof. Dr. Mevliit DOGAN

Enstiti Mudura




OZET

Yiksek Lisans Tezi

(2+1) BOYUTLU DISPERSIVE DALGA
DENKLEMLERININ NUMERIK COZUMLERI
UZERINE

Naki CALTINER
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Yrd. Dog. Dr. Mehmet Eyiip KIRIS

Diferensiyel denklem sistemlerinin, kesin, yaklasik, ve sadece niimerik seklinde ¢esitli
yontemlerle ¢Oziimleri mevcuttur. Bu yontemlerin bircogu, yogun bir hesaplama
gerektirir ¢iinkii ya deneme-yanilma ya da karmasik sembolik hesaplamalardir. Laplace
ve Fourier doniisiimleri gibi integral doniisiimleri ¢cogunlukla diferensiyel denklemlerin
¢Oziimiinde kullanilir ve bu integral doniisiimlerinin kullanilirligi, basit ve sistematik
¢Ozlim prosediirlerini saglayan cebirsel esitlikler icerisindeki diferensiyel denklemlerin
donlistimiinde yatmaktadir. Ancak; integral doniisiimiiniin non-lineer problemlerde

kullanilmas1 karmasiklig: arttirabilir.

Bu calisma, (2+1) boyutlu Dispersive Long-Wave Dalga Denklemleri olarak
adlandirilan, homogen olmayan baslangi¢ kosullar1 ile kismi diferensiyel denklemlerin
¢Ozlimlerinin, diferensiyel doniisiim yontemi ve ilk kez G. Adomian tarafindan 1984 de
ortaya konulan Adomian Ayrisim Yontemi ile incelenmesini igermektedir. Bununla
birlikte bu iki yontem ile buldugumuz sonuglar ile analitik ¢oziimii arasinda bir
karsilagtirma yapacagiz. Sonu¢ olarak sistemimizin sonuglar1 bize bu iki yontemin

lineer ya da non-lineer yiiksek mertebeden baslangig-deger problemlerinin ¢dziimiinde



alternatif yollar oldugunu gosterecektir.
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ABSTRACT
M.Sc Thesis

ON THE NUMERICAL SOLUTION OF WAVE EQUATION

Naki CALTINER

Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Mehmet Eyiip KIRIS

There is various ways for solving differential equations as an exact, approximate and
numerical. Most of these methods needs intensive computation because of there is a lot
of symbolic and complex computations. Integral transforms like a Laplace and Fourier
transforms in solving differential equations are used mostly and usability of these
integral transforms, provides a simple and systematic procedures for the solution of
algebraic equations. However, using the integral transformation may increase the

complexity for non-linear problems.

This study includes that mainly Variational Iteration, Differential Transform and
Adomian Decomposition solutions of partial differential equations referred to as (2+1)
dimensional Dispersive Long Wave Equations. However, we found that the three
methods will do a comparison with the results of the analytical solution. The results of
our system as a result of these three methods of higher order linear or non-linear initial-

value show that alternative ways of solving problems.

2013, ix+ 35 pages

Key Words: Differential Equations, Wave Equations, Adomian Decomposition Method,

Differential Transformation Mehod, Variational Iteration Method,
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1. GIRIS
1.1 Amac¢ ve Kapsam

Diferensiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerini bulmak tarih boyunca miihendislik ve
fizigin temel ihtiyaci olmustur. Bu alandaki ihtiyaclar1 karsilamak bir¢cok bilim insani
tarafindan hedef edinilmis ve ¢esitli yontemler gelistirilmistir. Vayasyonel Iterasyon
Metodu basta olmak {lizere literatiirde cok c¢esitli yontemler mevcuttur. Bu ¢alisma
icerisinde de bu niimerik metotlardan bazilarma deginilmis, elde edilisleri arastirilip
basit Orneklerle izah edilmistir. Bu ¢aligmanin yegane maksadi niimerik yontemlerin

karsilastirilip avantajli olanlarin kullanimlarini yayginlagtirmaktir.

1.2 Literatiir Ozeti

Diferensiyel denklem sistemlerinin, kesin, yaklasik, ve sadece nlimerik seklinde ¢esitli
yontemlerle ¢Oziimleri mevcuttur. Bu yontemlerin bircogu, yogun bir hesaplama
gerektirir ¢iinkii ya deneme-yanilma ya da karmasik sembolik hesaplamalardir. Laplace
ve Fourier doniisiimleri gibi integral doniisiimleri ¢cogunlukla diferensiyel denklemlerin
¢Oziimiinde kullanilir ve bu integral doniisiimlerinin kullanilirligi, basit ve sistematik
¢Ozlim prosediirlerini saglayan cebirsel esitlikler icerisindeki diferensiyel denklemlerin
dontistimiinde yatmaktadir. Ancak; integral doniisiimiiniin non-lineer problemlerde

kullanilmas1 karmasiklig: arttirabilir.

Adi ve kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin ve 6zellikle ¢calismamiza konu olan
(2+1) boyutlu Dispersive Long-Wave Dalga Denklemleri olarak adlandirilan, homogen
olmayan baslangi¢ kosullar1 ile kismi diferensiyel denklemlerin ¢6ziimleri birgok bilim
insan1 tarafindan incelenmistir. Bu hazirladigimiz tez son donemlerde diferensiyel
denklemlerin niimerik ¢coziimlerinde siklikla kullanilan diferensiyel doniisiim, adomian
ayrisim ve varyasyonel iterasyon yontemlerini icermektedir. Jang M.J., Chen C.L., Liu
Y.C., “Two dimensional differential transform for partial differantial equations” baglikl
calismasinda, diferensiyel doniisim yontemi; Abdel-Halim Hassan [.H., “Different
applications for the differential transformation method” isimli c¢alismasinda, Ayaz F.,
“On the two dimensional differential transform method” ve Kurnaz A., Oturang G.,
“The Differantial Transform approximation fort he system of ordinary differantial

equations” calismalarinda uygulamalar1 ile birlikte diferensiyel doniisiim yontemi ile



ilgili caligmalarmni literatiire kazandirilmistir. Ayrica Kiris M.E., “Kesirli Tiirevlere
Sahip Diferensiyel Denklemler ve Pantograf Denklemlerin Diferensiyel Doniisiim
Yontemi Yontemi ile Coziimlerinin Incelenmesi” isimli doktora tezi calismasinda bu
yonteme dair etkileyici drnekler ve uygulamalar literatiire kazandirilmistir. ilk kez G.
Adomian tarafindan 1984 de ortaya konulan Adomian Ayrisim Yontemi de ¢ok gesitli
arastira ve uygulamalara temel teskil etmistir. Bunlarin basinda Abdul-Majid Wazwaz
“A  reliable modification of Adomian decomposition method” isimli caligma
gelmektedir. Son olarak Varyasyonel iterasyon Yontemi Ji-Huan He tarafindan ortaya
konulmus ve olduk¢a genis caligmalar yine kendisi ve diger bilim insanlarinca
yiriitiilistiir. Konumuza yakm bir ¢aligma 2008 yilinda A.A. Hemeda tarafindan
“Variational Iteration Method for Solving Wave Equation” isimli makalede izah
edilmistir. Yine Dalga Denklemleri i¢in ayni yil J.Biazar ve H.Ghazvini tarafindan
yaplmis “An Analytical Approximation to the Solution of a Wave Equation by a
Variational Iteration Method” isimli makale de literatiire olduk¢a faydali katki
saglamistir.

2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Adi Diferensiyel Denklemler

Adi tiirevli diferansiyel denklem,

Fx, y, 9, y" .., y")=0
seklinde yazilir. Bu diferansiyel denklem n. mertebeden tiirevli diferansiyel denklem
olarak adlandirilir. Bir diferansiyel denklemde bir veya daha fazla sayida bagimh
degisken olmasma karsin eger yalniz bir bagimsiz degisken varsa bu denkleme adi

tiirevli diferansiyel denklem denir.

2.2 Kismi Diferensiyel Denklemler

Bir diferensiyel denklemde bagimsiz degisken sayismin iki veya daha fazla olmasi ve
bu durumda denklemin herhangi mertebeden en az bir kismi tiirev igermesi durumunda
bu denkleme kismi diferensiyel denklem denir.

Genel olarak bir kismi diferensiyel denklem; x,y,.. lar bagimsiz degisken ve



u(x,y, ...) bagimli degisken olmak iizere;
F(x, Vo eees Uy Uy, ey Uy oo ) =0
seklinde ifade edilir. Bunun yaninda matematik ve fizigin temel operatorlerinden biri

olan A Laplace Operatort;

62

92 9% | 82 | 92
" ox?’ ay?

A==+ —— +— (2.2.1)

A
ayz’ 0x2 = dy? = 9z2

A=t
seklinde tanimlanir. Bunlara smasiyla 1-boyutlu, 2-boyutlu, 3-boyutlu Laplace
Doniisiimii denir. Benzer bigimde n-boyutlu Laplace Operatorii’ne kadar tanimlanabilir.
X, y bagimsiz degiskenler u bagimh degisken, A, B, C; x, y, u, p, q nun fonksiyonu
olmak tizere,
Ay, + 2Buyy, + Cuyy + f(x,y,u,p,9) = 0

ikinci mertebeden genel kismi tiirevli diferensiyel denklemini alalim. Denklemin
katsayilar1 arasindaki B2 — 4AC diskriminant degerinin isaretine gore;

B%? —4AC > 0 ise hiperbolik

B%? —4AC =0 iseparabolik

B%? —4AC < 0 ise eliptik

tip diferensiyel denklem denilir. Ornegin;

oOfu_0fu_ . (Hiperbolik)
o oy iperboli
0%u 0% _ o plintik
axz ayz - ( lp l )
d%u

3%z F (Parabolik)

diyebiliriz.
3. DIFERESIYEL DENKLEMLERIN SAYISAL COZUMLERI

3.1 Adomian Ayrisim Yontemi
Bu metod yapisal olarak;

Flu(t)] = g(¢) G.1.1)

denklemi dikkate alinarak denklemdeki lineer terim’in L+ R biciminde ayrilmasina
dayanir. Burada u(¢) bilinmeyen ve g(¢) siirekli bir fonksiyon olup F ’ de lineer ve



lineer olmayan terimler igeren bir diferensiyel operatordiir. Ayrica L yiiksek
mertebeden ve tersi alinabilen bir diferensiyel operatdr ve R ’de lineer operatoriin geri
kalan kismidir. O halde (3.1.1) denklemi,

Lu+Ru+Nu=g (3.1.2)

seklinde ifade edilebilir. Burada N lineer olmayan operator olup, (3.1.2) esitliginini her
iki yanma L' operatdrii uygulanirsa

L'Lu=L"g—L"Ru—L"Nu (3.1.3)
yazilabilir. Adomian ayrisim yontemi ile u(t) ‘nin ¢oziimii

i”n (3.1.4)

n=0
seklinde seri formunda hesaplanir ve lineer olmayan Nu terimleri de

Nu=Y4, (3.1.5)

bigciminde ayristirilir. Burada A, ’ler wu,,u,,...,u,’lere bagli olan ve Adomian
polinomlar1 olarak adlandirilan polinomlardir. # ve Nu lar sirasiyla

(3.1.6)

Nu = N(iﬂfui] = iﬂfAl.
i=0 i—0

olarak elde edilir. Burada A uygunluk i¢in alinan bir parametredir. A4, ler;

1 dn 0
A =— N Y L 3.1.7
! n!{dﬂ" (nz(; unﬂio ( :

seklindedir. (3.1.5) ve (3.1.6) ifadelerini (3.1.3)’te yerine yazarsak;

iun =9+L‘]g—L‘]R{iun]—L‘](iAn] (3.1.8)

n=0 n=0

elde ederiz. Burada u(0)=6 dur. 2un serisinin terimlerini indirgeme formiilii ile
n=0



u,=0+L"g

u, =—L"'Ru, — L4, (3.19)

u,, =—L"'Ru,—L"'A, n>0

seklinde bulunur. Boylece (3.1.2) ifadesinin ¢éziimii seri formunda elde edilmis olur.

Uygulamada 2un serisinin tiim terimlerini hesaplamak zordur. Bu nedenle kesme
n=0
serisinden baglayarak yaklagik ¢6ziimii;

¢ =u,

=u, +
P =ty +un (3.1.10)
¢ =uy+tu +..+u, , n=0

seklinde bulunur.

3.2 Diferensiyel Doniisiim Yontemi

Diferensiyel doniisiim yoOntemi, diferensiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in niimerik
(sayisal) bir yontem olup bu yontem ilk defa elektrik devrelerinde, lineer ya da non-

lineer baslangi¢ deger problemlerini ¢6zen Zhou tarafindan (1986) da tanimlanmustir.

3.2.1 Bir Boyutlu Diferensiyel Doniisiim

Bir y(x) fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii;

Tk
(3.2.1.1)
biciminde tanimlanir. Burada Y (k), y(x) ile verilen bir fonksiyonun diferansiyel
d* . : : .
doniistimiini, P ise x’e gore k. mertebeden tiirevi temsil etmektedir. ¥(k) nin ters
x

diferansiyel doniistimii ise



y(x)=>"x*r (k) (3.2.1.2)
olarak tanimlanir. (3.2.1.1) ve (3.2.1.2) esitlikleri birlikte diisiiniildiiglinde,

i k[d ol } (3.2.1.3)

sonucu elde edilebilir. Yukaridaki tanimlamalardan sonra diferansiyel doniisiim
kavrammin Taylor seri agilimindan tiiretildigi agik¢a goriilebilir. (3.2.1.1) ve (3.2.1.2)
ifadeleri yardimiyla asagida Tablol de wverilen 0Ozelliklerin dogrulugu kolayca
gortlebilir.

Tablo 3.1: Bir Boyutlu Diferansiyel Doniistim

Fonksiyon Tipi Doniisiim Fonksiyonu
y(x)=A-u(x) Y(k)=A-U(k) (3.2.1.4.a)
y(x)=ulx)£v(x)  Y(k)=U(k)£V (k) (3.2.1.4.b)

—~

k+m)

d” _
y(x):dxm u(x) Y(k)= r Uk +m) (3.2.1.4.0)
k
y(x):u(x)o\{x) (k)= U(r)+v(k-r) (3.2.1.4.d)
r=0
1, k=m
— X" Y(k)=6(k —m)=
y(x)=x (k)= 6(k —m) {0’ . (3.2.1.4.¢)

3.2.2 iki Boyutlu Diferansiyel Doniisiim:

Benzer sekilde, iki degiskenli bir w(x, y) fonksiyonunu de asagidaki sekilde
tanimlanmaistir.

1 ak+h
W\k,h)=—— ——wlx, 3.2.2.1
(k1) k!h!{@x"@yh ( y)} » (G:221
y=0
Burada, W(k,h), iki degiskenli w(x,y) fonksiyonunun diferansiyel doniisiimiidiir.
W(k,h) doniisiim fonksiyonunun ters diferansiyel doniisiim fonksiyonu ise,



w(x,y)= iiLW(k,h)- xh eyt (3.2.2.2)

olarak tanimlanmistir. (3.2.2.1) ve (3.2.2.2) esitlikleri dikkate alinarak asagidaki
(3.2.2.3) esitligi elde edilir.

x y zii ! {Lhw(x,y)} x*y” (3.2.2.3)

Boylece, iki boyutlu diferansiyel doniisiim i¢in temel matematiksel islemler kullanilarak
asagidaki Tablo2 elde edilebilir.

Tablo 3.2: iki Boyutlu Diferansiyel Déniisiim

Fonksiyon Tipi Doniisiim Fonksiyonu
w(x,y)=u(x,y)+v(x,y) w(k,h)=U(k,h)xV(k,h) (3.2.2.4.)
w(x,y) =a -u(x,y) W(k,h) =a -U(k,h) (3.2.2.4.b)
w(x,y)= %’y) w(k,h)=(k+1)-U(k+1,h) (3.2.2.4.0)
x
au(x,y)
wix,y)= o W(k,h)=(h+1)-U(k,h+1) (3.2.2.4.d)
w(x,y):w W(k,h): (k+r) (h+s) U(k+r,h+s) (3.2.2.4.¢)
ox' oy’ k! s!
rh

w(x,y)=u(x,y)-v(x,) w(k,h)= ZU(r,h—s)-V(k—r,s) (3.2.2.4.9

r=0 s=0

lk=mveh=n

w(x,y)zx -y W(k h) 5(k m,h— n) {0 Aksi Halde (3.2.2.4.9)

W)= (o)D) ) =SS Y42 (k) Ul o) k42,9 (22400

ox =0 520

wliry)= HEXVOY) S ) U+ Lhms) M—rLs) (2240

Oox ox r=0 5=0

)= 2V ED) i S (1) Uk L) Hoshos 1) 62240

Ox oy =0 5=0

w(x,y)=u(x,y)-v(x,y)-w(x,J’) kh :iiii(]r h—s—p)- V( )Q(k_r—t,p) (3.2.24))

r=0 t=0 s=0 p=0




3.3 Varyasyonel iterasyon Yontemi

Y 6ntemin ayrintisina gegilmeden once varyasyon tanimi iizerinde durulacaktir;

I=1(y) = f;‘f £, y(x),y'(x)) (3.3.1)
fonksiyonelini gozden gecirilsin. y = y(x) deki degisiklige karsilik I(y) deki
degisiklikler dikkate alinsin. Bu durumda;

1.Vx € [x4,x;,] i¢in y = y(x) egrisi bulunabilirse dyle ki diger tim ¥ = Y (x) egrileri
i¢in;
a.l(y) = I1(Y)
ise bu durumda y egrisi I(y) fonksiyoneli i¢in bir maksimum deger iiretir.
b.I(y) < I(Y)
ise bu durumda y egrisi I(y) fonksiyoneli i¢in bir minimum deger iiretir.
Y =Y (x) egrileri y egrisinden biraz farkli olup y bir extremum deger {iiretir. Bu da;
n keyfi bir egri ( integralin bitis notalar1 boyunca yani x; — x, boyunca keyfi bir egri)
ve € cok kiiciik bir deger olmak {izere,
Y =Y(x) =y(x)+€ n(x)
seklinde ifade edilebilir. Burada € daki yapilacak degisiklik I(y) fonksiyonelindeki
fonksiyonun degisikligini gergeklestirir. (3.3.1) de Y = Y (x) yazacak olursak;

=10 = [ fer.ax = [ fGy@+enc,y C+e n ()dx

yazilabilir. Bu durumda €= 0 noktasinda bir extremum degeri vardir. Eger /(€) , € nun

stireli bir fonksiyonu ise;

d
7e!Ele= =0

ifadesini saglayan noktalarda fonksiyonelin bir sabit noktasi vardir. I fonksiyonelinin
extremum noktalarini iireten tim € egrilerini bulmak icin bu genel yaklasim
kullanilacaktir. Verilen extremum degere sahip fonksiyonelin tiim egri ailelerinin her bir
iyesinin sagladigi gerekli sartlar elde edilecektir. Verilen bir fonksiyonelin bir

extremum degerini lreten bir egriyi belirlemek i¢in daha fazla seye ihtiya¢ vardir.



Burada belirtilmelidir ki extremum degerin varligi i¢in gerekli tek sart;

il (E)le=o =0

de
olmasidir. Bu sart bize sabit noktalar1 verir. Sabit noktalarin bir maximum-minimum
veya eger noktasi olup olmadigini belirlemek i¢in ikinci tiirev testine ihtiyag vardir.
Bu asamada bilinen basit fonksiyonlardan yararlanilarak bazi1 c¢ikarimlarda

bulunulacaktrr.

f; (xq,x,) arahigi iizerinde f € C? olmak iizere,

I=[72f(ey(x),y' (x))dx (33.2)
integrantin1 alalim. (3.3.2) integralindeki y(x) fonksiyonunun varyasyonu ve y'(x)
tiirevi varyasyonel problem olarak bilinir ve varyasyonel analizin i¢cindeki en temel
problemdir. Bu durumda (3.3.2) fonksiyonelinde yerine yazilacak fonksiyonlar
gereklidir, dyle ki;

1. integral mevcut,
ii. y=yx)€c? ; R={x|x; <x<x,},
iii. y = y(x) fonksiyonu x; ve x, noktalarinda tanimli yani;

y(x) =y, ve y(xz) =y, olmal.
(3.3.2) ifadesinde verilen ve sabit degere sahip I integralini ¢6zliim ailesi olarak kabul
eden bir diferensiyel denklem olusturabilmek i¢in bir yontem sunulacak.
Kabul edilsin ki C egrisini tanimlayabilen bir y(x) fonksiyonu bulunsun. Bu y
fonksiyonu sabit degere sahip bir fonksiyoneli sagliyor olsun. Bu durumda;

Y =Y(x) =yx)+€ n(x) (3.3.3)
fonksiyonu dikkate almsimn.(ki bu fonksiyon C* egrisi tanimlar) Burada € kiigiik bir
parametre ve 1(x) [xq,x;] arahginda tamimh ve siirekli bir fonksiyon, n(x;) = 0 ve
n(x,) = 0 olsun. Burada n(x) iizerindeki bitig sartlar1 Y(x) ve y(x) in ayni sabit
degeri liretecek sekilde se¢ilmistir. Boylece VE parametresi igin;

Y(x)) =y(x) =y ve Y(x) =y(x) =y,
olur. Eger n, € dan bagimsiz ve limit durumunda €— 0 iken C* — C olursa ve ayni
anda C* egrisi boyunca C egrisi boyunca egrilere yaklasirsa V(x; < x < x,) i¢in
varyasyona zayif varyasyon denir. Bu yiizden; |Y(x) — y(x)| ve [Y'(x) — y'(x)| her
ikisi birden €— 0 iken sifira yaklagir ve Y (x) = y(x)+€ n(x, €) bigimindedir. Burada



(3.3.3) ifadesini (3.3.2) de yerine yazacak olursak;

1©) = [ Fouyta,en@,y @+e n @)ax

olup €= 0 da bir sabit degere sahiptir. Yani,

dal
dele=o

dir.

=0 o I'(€)=0 (3.3.4)

dl d
R CE j Ty GE NG,y (e 7 () dx

J(af oy  of ay’)dx

aYoe arae

j(—n+6 n) dx
Y’

yazilir. Dolayisiyla bu da ;

X2
of _of
= [ Gon+ g
X1

ifadesine denktir.

I'0)=0 o j ndx+ja,ndx

ifadesinde sag taraftaki integrale kismi integrasyon uygulanirsa, yani;

of , d of
_— = PARN -
ay' u u dx dy'

nN'dx=dy o 9=n

X2
- @G-
. _

olur. Buradan;

j —n(x)dx +

elde edilir. Integral smirlar1 ayn1 oldugundan;

= g}{,rl(x)|§f + f [g_;—%(g,)]n(@dx

X1

10



seklinde birlestirilebilir. Buradan agiktir ki;
of

SNl = 0.
oo [10F_ 4 0f _
1oy = j [Oy dx ay']"(x)dx =0

olur. Burada n(x) keyfi oldugunda dolay,

of d of _
5 - Ea_yl =0, x;<x<x, (335)
olmak zorundadir. (3.3.5) ifadesine (3.3.1) ile verilen denklemin Euler-Lagrange

denklemi denir.

Varyasyonel Iterasyon Yontemi 1997°de Ji Huan He [1] tarafindan tamitilmistir.
Varyasyonel iterasyon yonteminde L lineer operator N nonlineer operatdr ve g(x)
homojenligi bozan ifade olmak {lizere ¢6ziimii aranan diferensiyel denklem;

Lu+ Nu = g(x) (3.3.6)

formunda ele alinir. Varyasyonel iterasyon yontemine gore denklemin;

Upsq () = u, (x) + fox MLu, (s) + Nii,(s) — g(s)}ds (3.3.7)
formundaki varyasyon fonksiyonu kurulur. Burada A lagrange carpani olup varyasyon
teorisinden hareketle Maple, Mathematica gibi programlarla tespit edilir. @,, smirlanmig
varyasyon olup (He 1999) §ii,, = 0 dir. Son olarak ¢6ziim;

u = lim,_, U, (3.3.8)

esitliginden elde edilir.

Lagrange ¢arpani literatiirde bircok yerde kullanilmasina ragmen Inekuti’nin 1978 [26]
tarthi makalesinin disinda nasil elde edildiginden pek bahsedilmemistir. Kismi
integrasyon ile elde edilen Lagrange Carpani’nin bulunusu asagidaki ornekle izah
edilmistir.

Ornek 3.1

{y” + w?y = Asinwt + Bsint
y(0)=1 y'(0)=1

11



seklinde verilen O0rnek varyasyonel iterasyon yontemi ile ¢oziilsiin. Verilen 6rnegin

diizeltme fonksiyonu;

t
Vni1(t) =y, (£) + j/l{y”n(r) + w?y, (t) — Asinwt — Bsint}dt
0
t
8Yn1(t) =6y, (1) + j/l{y”n(r) + w?y, (t) — Asinwt — Bsint}dt
0

t t t
=0y, () + 4 j Ay" (D)dr+6 j Aw?y, (D)dT — & j AMsinwt dt
0 0 0

t

-0 j Bsint dt
0

denklemdeki ilk integral i¢in kismi integrasyon uygulanirsa, yani;
AD)=u - AN(@)=du
y' @dr=d9 - y' (1)=9

olup edilip yerine yazilirsa;

t t

=6y, (t)+ 6 l(r)y’n(r)L:t — jy’n(r)/l’(r)dr +5J/1(T)w2yn(r)dr
0

0

) j A(D)Asinwt dt — 6 j A(7)Bsint dt
0 0
=&y, (t) + 5/1(T)y’n(r)|T=t — 5jy’n(r)/1’(r)dr + 5]/1(1)w2yn(r)dr
0 0

t t
) j A(D)Asinwt dt — 6 j A(7)Bsint dt
0 0

seklinde yazilabilir. Denklemdeki ilk integral icin tekrar kismi integrasyon uygulanirsa,
yani;
A()=u - A'()=du
y@dr=dd - y(r)=9

kabul edilip yerine yazilirsa;

12



t

= 5y + 1@, @) _, =8 [1 @@ - [ 3@ (0)de

0

+6 f A@)w?y,(D)dt — 6 f A(D)Asinwt dt — 6 f A(7)Bsint dt

0 0 0
= 6yn(6) + A()y", (8) = S (@) Yp(D) o= + 6 f Y (A" (T)dr +
0

+6 f A@)w?y, (D)dt — 6 f A(D)Asinwt dt — 6 f A(7)Bsint dt

0 0 0
= 6y, (t) + 6A()y" () — SA (D)yn(t) + 8 f Y (A" (1)dt + 8 f A(@)w?y, (T)dT
0 0

t t
) j A(D)Asinwt dt — 6 j A(7)Bsint dt
0 0

buradan,

8y, O(1 -2 () + A1)y’ () + 6 j V(D[ () + w?A(r)]dr — & j Asinwt dt
0 0

t
-0 j Bsint dt
0

elde edilir. §y,,,,(t) = 0 olduguna gore bu esitligin sifira esit olmasi igin;

5y, A1)+ w?A(r) =0
8y : A=t =0
Syn 1-A(@)e=t=0

olmas: sarttir. Bu denklem ¢oziilerek Lagrange Carpani;
A= L t
= — sinw (t—10)

olarak hesaplanir. Buna gore iterasyon formiilii;

t

1
Vni1(t) =y, (£) + ZJ sinw(t — t){y”n(r) + w2y, () — Asinwt — Bsint}dr
0

seklinde elde edilir. y, = y(0) = 1 ile baslayarak yukaridaki iterasyon formiilii;
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t
1
y () =1+ - j sinw(t — t){w? — Asinwt — Bsint}dt
0

A A
= coOSwWT — —tcoswt + —sinwt +
2w w

sint + sinwt
w?—1 ( )

halini alir. Ayrica bu ayn1 zamanda tam ¢6ziimdiir.

Genel Lagrange Carpaninin hesaplanmasi her problem i¢in ayni basitlikte degildir. Bu
nedenle okuyucu ve arastirmacilarin isini kolaylastirmak i¢in Maple kodlar1 Tablo 3.3

de verilmistir;

Iterasyon adimlar1 arttikca islemler karmasiklasacak ve bir siire sonra elle
hesaplanamayacak kadar zor bir hal alacaktir. Sonuca kolay bir sekilde ve hizlica
ulasabilmek i¢cin Maple programi kullanilmis olup kullanilan kodlar asagida Tablo 3.4

de verilmistir;

Tablo 3.3: Genel Lagrange Carpaninin Elde Edilmesinde Kullanilan Maple Kodlari

> restart;with(PDEtools):

linear_ part:=diff(u(t),t);#lineer kisim
m:=1:#mertebe

equ[m]:=linear_ part:

for h from m by -1 to 1 do
alh]:=coeff(equ[h],diff(u(t),t$h)):
equ|[h-1]:=equ[h]-a[h] *diff(u(t),t$h):
end do:a[0]:=coeff(equ[0],u(t)):

for il from 1 by 1 to m+1 do
blil]:=0:end do:k:=m+1:n1:=1:

for r1 from 0 by 1 to m-1 do
k:=k-1:n1:=n1%*(-1);

for r from 1 by 1 to k do
b[r]:=b[r]+a[r+r1]*nl1*diff(lambda(s),s$(r1+1)):end do:end do:
for r2 from 1 by 1 to m+1 do
b[r2]:=b[r2]+a[r2-1]*lambdac(s):

end do:b[2]:=b[2]+1:

for r3 from 1 by 1 to m do

b[r3]; end do:

for r4 from 2 by 1 to m+1 do
b[r4]:=eval(b|r4],s=t)=0;end do:
dsolve({seq(b[i],i=1..m+1)},Jambda(s));
simplify(factor(%));
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Tablo 3.4: Varyasyonel Iterasyon Y&ntemi I¢in Maple Kodlar1

> restart:

u[0]:=2+2*convert(taylor(tanh(z),z=0),polynom);
v[0]:=-1+2*convert((taylor(sech(z),z=0))"2,polynom);

for k from 0 to 2 do
u|k+1]:=u[Kk]-int(diff(u[k],t)-diff(v[Kk],z)+1/2*(diff(u[k],z))"2,t=0..t):

vlk+1]:=v[Kk]-
int(diff(v[k],t)+v[Kk] *diff(u[k],z)+u[k] *diff(v[k],z)+diff(u[k],z)+diff(u[k],z$3),t=0..t):
od:

subs(z=-0.01,u[Kk]);

subs(z=-0.01,v[Kk]);

Ornek 3.2

y'=1+y*, y(0)=0 (3.1.1)

diferensiyel denklemini varyasyonel iterasyon yontemi ile ¢ozelim.

Coziim: Verilen diferensiyel denklemin analitik ¢6ziimii; y = tan (t) olup burada;

Yurr () = v (O + [5 1)y (s) — yE(s) — 1}ds (3.13)
olur. Maple yardimi ile bulunan A(s) = —1 ve baslangi¢ degeri ile;
Yo =y(0)=0 (3.1.4)
Y1(6) = yo(®) + f; —1{y§(s) — ¥3(s) — 1}ds (3.1.5)
t
=0—J{0+0+1}ds=t (3.1.6)
¥2(8) = 11 (0 + f; —1{y{(s) — y2(s) — 1}ds (3.1.7)
t t3
=t—f0{1—52—1}=t+? (3.1.8)
5
ys@) =t+S+2 4L (3.1.9)
Y () =t+§+%+1371t57+§§;95+--- (3.1.10)

elde edilir. Buradan; limit durumunda genel ¢6ziimiin

y(t) = limy,, ¥, (t) = tan (t)
(3.1.11)

oldugu goriiliir.

15




3.3.1 Diferensiyel Denklem Sistemlerinin Varyasyonel Iterasyon Yéntemi ile

Coziimii

L; lineer ve N; nonlineer kisimlar1 temsil etmek {lizere m tane denklem i =
1,2,3,...,migin;
Li(y:)) + N(yy, v e, V) = 9i(x), 1 =1,2,3,...,m (3.3.1.1)
seklinde ifade edilebilir. Bu durumda varyasyon fonksiyonu;
Viesn) = Yin + Jy 2(Li(¥in () + NG1(8), F20(5), . Tn () = () dls
(3.3.1.2)
seklinde elde edilir.

3.3.2 Yiiksek Mertebeli Diferensiyel Denklemlerin Varyasyonel Iterasyon Yontemi

ile Coziimii

Yiiksek mertebeli diferensiyel denklemlerde ozellikle mertebe biiylidilk¢e Lagrange

carpaninin hesaplanmasi zorlagir. Bu durumla ugrasmak yerine;

YO+ £,y y", e,y D) = g(x) (3.3.2.1)
seklinde yliksek mertebeden verilen bir diferensiyel denklemi;

y1=Yy' (3.3.2.2)

Y2 =1 (3.3.2.3)

Y3 =3 (3.3.2.4)

Y+ F YL Y2 0 Yen) = 9(x) (3.3.2.5)

gibi birinci mertebeden bir diferensiyel denklem sistemine doniistiiriiliir. Sonrasinda ise

varyasyon fonksiyonu;

Yn(k+1) = Ynk — fOT[yrllk + (Vo Vi Varr - Yaey) — 9(@]dz (3.3.2.6)

Vik+1) = Y1k — fOT[Y{(k) - 3’2(k+1)]dT (3.3.2.7)

Y+ = Vk — fOT[Y('kH) - yl(k+1)k]dT (3.3.2.8)
seklinde elde edilir
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4. DALGA DENKLEMLERI

A operatorii (2.2.1) de tanimlandig1 gibi olmak {izere hiperbolik tipten bir denklem olan;

2
- cMu=0 (4.1)

seklindeki bir denkleme A ‘nin 1, 2, 3-boyutlu olmas1 durumuna gore sirasiyla 1, 2, ve 3
boyutlu dalga denklemi denir. Buna gore 1, 2, ve 3 boyutlu dalga denklemleri sirasiyla;
U — CPUyy =0
Upr — €2 (Upyx + Uyy) = 0 4.2)

Upr — cz(uxx +uy, + uzz) =0
seklinde ifade edilir. Bu tip denklemler elektromanyetik, hidrodinamik, ses yayilmasi,
elastisite ve kuantum teorisi gibi konularda ¢ok kullanilmaktadir. Dalga denklemlerinin
coziimleri fiziksel olarak elektrik veya manyetik kuvvetlerin dalgasini, bir ortamdaki ses
yayilmasini, katilarda enine veya boyuna yer degistirme dalgalarini vs. ifade eder.

(4.1) ile verilen dalga denkleminin daha genel bir hali olan;

Uge + Pu, — c?Au = F (B sabit) (4.3)
denklemine soniimlii dalga denklemi adi verilir. Dalganin yayilisia etki eden, enerji
kaybma neden olan goriinmeyen kuvvetler (siirtiinme, ortam yogunlugu vs.) bulunmasi
halinde bu tip denklemlerle karsilagiriz.

Uygulamada t > 0 olmak iizere dalga denkleminin genel ¢6ziimiinii veya parametrelere
bagli ¢oziimlerini bulmaktan ¢cok ¢t =0 i¢cin uwveu, nin degerlerinin denklemle
birlikte dnceden verilmesi ve bu baglangi¢ verilerini saglayan ¢éziimiin bulunmasi da
onemlidir. Ciinkli cogunlukla uygulamali bilim dallarinin ortaya koydugu diferensiyel
denklemlerle birlikte bazi baslangi¢c ve smir kosullar1 dogal olarak ortaya ¢ikar. Simdi

dalga denklemlerini biraz daha ayrintili inceleyelim.
4.1 Bir Boyutlu Dalga Denklemi

Bir ucundan bir yere ve diger ucundan, sabit bir diyapozonun kollarindan birine tesbit
edilmis sonsuz uzun, gergin, esnek ve homojen bir teli goz Oniine alalim; telin birim
uzunlugunun kiitlesi p olsun. Asagidaki sekilde goriildiigii gibi diyapozon titrestirilerek
y ekseni dogrultusunda w acisal hizmma sahip kiiciik genlikli sOniimsiiz bir basit

harmonik hareket yaptirildigini diistinelim. O halde tel boyunca v hizi ile yayilan bir
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enine dalga hareketi olusacak ve gergin telin her partikiilii, dalga hareketinin bu
partikiile ulasmasindan sonra o kaynagin yaptig1 basit harmonik hareketi yine y ekseni
boyunca ayni genlik ve frekans ile fakat kaynaga gore t zaman gecikmesi ile aynen

tekrar edecektir.

Sekil 4.1.1: Diapozon Yardimi ile Bir Ucu Sabit Gergin Telde Dalganin Olusturulmasi

Burada maksat 0 dan herhangi bir x uzakliginda olan partikiiliin ¢ anindaki denge
konumuna olan uzakligmi veren y = y(x,t) ifadesini bulmaktir. Agik¢a goriiyoruz ki
bu baslangic ve sinir sartlar1 verilen bir kismi diferensiyel denklemin ¢dziimiinden

baska bir sey olamaz

4.2 Dalga Denkleminin Elde Edilisi

Onceki kisimda bahsettigimiz dalga elde edilmesinde kullanilan ipin veya yaym bir

partikiiliinii ele alalim;
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Sekil 4.2.1: Dalganin keyfi x, x + Ax Araligindaki Durumu
Burada ipe etki eden y yoniindeki kuvveti;
F, = —Tsin(0) + Tsin(6 + AB) 4.2.1)

seklinde hesaplariz. Sayet sin (0) ifadesini Maclaurin Serisi’ne ve sin (6 + Af)
ifadesini de Taylor Serisi’ne acip birbirinden ¢ikardiktan sonra seriden kaynaklanan
kiigtik terimli katsayilar1 ihmal edersek (4.2.1) esitligi;

E, =TA6 (4.2.2)

seklini alir.
4.3 iki Boyutlu Dalga Denklemi

Bir x — y diizlemi igerisinde, ¢evresinden tespit edilmis bir membran x — y diizlemine
dik, z ekseni dogrultusunda ¢ok az miktarda denge konumundan uzaklastirildiktan sonra
serbest birakilirsa denge konumu etrafinda titresim hareketi yapar. Membranin herhangi
bir (x,y) noktasindaki sonsuz kiiclik bir yiizey elemanina etki eden kuvvetler goz
oniline alinirsa, bu yiizey elemaninin herhangi bir ¢ anmnda denge konumundan olan z

uzakligini veren z = z(x, y, t) fonksiyonu,

0 _ (% 0
= (ax2+ay2) 4.3.1)

dalga denkleminin bir ¢6zlimiidiir. Bu denkleme iki boyutlu dalga denklemi denir.

Bir membran iki sekilde olur. Bunlardan biri dikdortgen digeri ise daire seklindedir.
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4.3.1 Dikdortgen Membran

Bir membran;

Sekil 4.3.1.1: Dikdortgen Membran

seklinde goriildiigii gibi bir dikdortgen ise z = z(x,y,t) ¢dziim fonksiyonunun smir

sartlari;
z(0,y,t) =0 , z(a,y,t)=0 (4.3.1.1)
z(x,0,t) =0 , z(x,bt)=0 (4.3.1.2)
ve baslangig sartlari;
z(x,y,0) = f(x,y) ve (%)tzo =0 (4.3.1.3)

olur. Burada z = f(x,y) fonksiyonu membranin serbest birakildigi ¢ = 0 anindaki

ylizey denklemidir.

Denklem (4.3.1) de z(x, y, t) = X(x)Y(y)Z(2) seklinde ayristirilip yerine yazildiginda;

2 2 2
- () =15+ (43.1.4)

c2r \dat2) ~ x dx? ' v dy?
elde edilir. Bu denklem ancak, asagidaki sekilde her {i¢ terimin uygun sabit sayilara esit

olmasi halinde ¢6zlim verir:

2
s =—a? (4.3.1.5)
1 d?vy
e =F (4.3.1.6)
1 d°T
S =—(@?+52) (4.3.1.7)

Bu denklemlerin ¢oziimleri ise;

X = Acos(ax) + Bsin(ax) (4.3.1.8)
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Y = Ccos(By) + Dsin(By) (4.3.1.9)

T = Ecos(c\/a? + B2 t) + Fsin(c\/a? + p2 t) (4.3.1.10)

dir. Yukaridaki sinir sartlar1 kullanilarak;

— _ mr — —nn
A=0 , a=22 =0 , p=" (4.3.1.11)

elde edilir. Burada m ve n ler tamsayidrr. Ikinci baslangi¢ sarti kullanilarak F = 0

bulunur. Bu durumda (4.3.1) denkleminin ¢6ziimii;

Z = CppSin (%) x sin (7:)—”) Yy €oS (cn /ZL—ZZ + Z—j) t (4.3.1.12)

elde edilir. Bu fonksiyon yalniz birinci baslangic sart1 disinda biitiin sir sartlarini ve
baslangi¢ sartlarini saglamaktadir.

f(x,y) fonksiyonunun ¢iftli Fourier agilimi;

fx,y) = Xm =1 CnnSin (%) X sin (7:)—”) y (4.3.1.13)

yazilir ve buna gore birinci baslangi¢ sart1 da uygulanirsa sonug olarak;

Z = Ymn=1CmnSin (%) x sin (7:)—”) y cos (cn ’Zl—; + Z—j) t (4.3.1.14)

elde edilir.
4.3.2 Dairesel Membran

Yarigapt a olan bir dairesel membran x — y diizlemi igerisinde ¢evresi boyunca tespit
edilmistir. z ekseni dogrultusunda membran bir miktar yer degistirir ve sonra serbest
birakilirsa titresim hareketi yapar. Hareketin dalga denklemi (4.3.1) denklemidir.
Burada (x,y) kartezyen koordinatlar1 yerine (r,8) kutupsal koordinatlar1 alinirsa,

x =rcos(8) ve y=rsin(6) (4.3.2.1)

oldugundan
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Sekil 4.3.2.1: Dairesel Membran

(4.3.1) denkleminde polar koordinatlar1 kullanarak dalga denklemimiz;

0% _ (P2 10z 10%
ez~ © (67"2 Tt 692) (4.32.2)

seklini alir. Simetriden dolay1 burada z nin degeri & dan bagimsiz oldugundan z

yalniz r nin ve ¢ nin fonksiyonu olacaktir. Buna gore sinir sartlari;

z(a,t) =0 (4.3.2.3)
ve baslangig sartlari;
]
2,0 =f@) , (5)_ =0 (432.4)

olur. Burada f(r) baslangi¢c aninda membran ylizeyinin denklemidir. Denklem (4.3.2.2)
de z = T(t) - R(r) ayristirmasi yapildiginda

1 d?T _ 1 (dzR 1 dR)

c2T dt2 ~ R\dr?2 ' r dr

= —k? (4.3.2.5)
bulunur bodylece verilen kismi diferensiyel denklem, sadece rwvet  bagimsiz
degiskenlerine bagl asagidaki iki adi diferensiyel denkleme indirgenmis olur;

LT 4 k2e2T = 0 (4.3.2.6)

dat
ve

LR+ IR Y4 k2R = 0 43.2.7)
olur. (4.3.2.6) iin ¢Oziimii;

T = Acos(kct) + Bsin(kct) (4.3.2.8)
bulunur. ikinci baslangic sart1 ile B = 0 elde edilir. Denklem (4.3.2.8) in ¢dziimii olan R

nin bulunmasit i¢in 6nce s = kr degisken degistirmesi yapilir. O zaman (4.3.2.7)

denklemi;
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d’R | dR
SF+E+SR =0 (4329)
seklinin alir. Bu denklem ise sifirinci mertebeden bir Bessel Diferensiyel Denklemi’dir.

Bu denklemin ¢6ziimii;

R=CJ,(s)=CJy(kr) (4.3.2.10)
elde edilir. Burada € = 1 kabul edilirse;
R(r) = Jo(kr) (4.3.2.11)

olur. r = a i¢in ise;

R(a) = Jo(ka) =0 (4.3.2.12)
olacagindan (4.3.2.12) denkleminde Bessel fonksiyonunun pozitif koklerini k,,a =
a,, a,, ... e gosterirsek;

kna=a,, veya k= aTm (4.3.2.13)
olur. Sonug olarak (4.3.2.10) denkleminin ¢6ziimleri;

R,(1) =], (%"r) , (m=1,23,...) (4.32.14)
seklinde elde edilir. Denklem (4.3.2.6) iin 4,, = ck,, degerleri i¢in ¢ozliimii;

T, (t) = a,,cos (A1)

(4.3.2.15)

olacagindan, iki boyutlu dalga denkleminin ¢6zlimii;

Zy (1, t) = apy, cos(A,t) Jo (aj’" r) (4.3.2.16)
olur. (4.3.2.16) fonksiyonlar1 kismi diferensiyel denklemin siir kosullarin1 saglayan
¢oziim fonksiyonlaridir. Bu fonksiyonlar 4,, 6z degerlerine karsi gelen problemin 6z
fonksiyonlaridir. Oz fonksiyonlarin toplami da diferensiyel denklemi saglayacagindan

asagidaki seriyi goz Oniine alir, baslangic kosullarini kullanirsak;

2(r, 1) = Tt amcos (Ant)]o (27)
(4.3.2.17)

elde edilir. Burada goriilen a,,, katsayilarinin bulunmasina gelince t = 0 igin;

z(r,0) = Yo —1 amJo (aj’" r) = f(r) (4.3.2.18)
oldugundan, bu baglantida a,, ler f(r) fonksiyonunun Fourier-Bessel agiliminin

katsayilaridir ve bu katsayilar;

Lrfa o (B2r)dr , (m=123,..) (43.2.19)

2

a?]f(am)

Am =
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seklinde elde edilir.

5. DALGA DENKLEMLERININ NUMERIK (SAYISAL) COZUMLERININ
INCELENMESI

(2+1) boyutlu Dispersive Long-Wave Dalga Denklemleri (DLWE) denklemleri

1
U, =V, +§uiy =0 (5.1
v,—u-v+u+u, =0 (5.2)

seklinde ifade edilir. Bu denklemlere, u(z,t) = u(x + y,t) ve v(z,t) = v(x +y,t)

dontistimleri uygulanilarak sistem;
U — v, +5uz =0 (5.3)

ve+(U-v+utu,,),=0 (5.4)
olarak elde edilir. Burada (5.4) ifadesi yeniden diizenlenirse
Ve+ru,vt+uv, +u, +u,,, =0 (5.4.2)

olarak bulunur. Boylece (5.1) ve (5.2) den olusan (2+1) boyutlu Dispersive Long-Wave
Dalga Denklemi (1+1) boyutlu Dispersive Long-Wave Dalga Denklemlerine

indirgenmis olur.
Bai ve arkadaslar1 2006 yilindaki yayinlarinda (5.3) ve (5.4.a) denkjlemlerini kullanarak

bu denklemin

u (Z,O) =2+ 2tanhz }
(5.5

v(z,0)=-1+2sech’ z

baslangi¢ sartlar1 altindaki analitik ¢éziimiiniin, u (z, t) =2+ 2tanh (z — Zt) ve

v(z, t) =—1+2sech’(z - 2t) oldugunu gostermislerdir.

24



5.1 Diferensiyel Doniisiim Yonteminin Dalga Denklemine Uygulanmasi

(2+1) boyutlu Dispersive Long-Wave Dalga Denklemlerinden 6zel bir doniisiim

yardimiyla indirgenerek elde edilen ifadelerinin diferensiyel doniisiimii alinirsa,

(h+1)U(k,h+1)=—(k+1)V(k+1,h)—fﬁ(k—r+1)U(r,h—s)U(k—r+1,s)
(5.1.1) o
veE
(h+1)V (k,h+1)= ﬁzh: k—r+1)U(r,h—s)V(k—r+1,s)
—zk“zh“(k r+ )V (r,h—s)U(k—r+1,5) (5.1.2)

~(k+ 1)Uk +1,7)—(k +1Xk +2)k +3)U(k +3,4)

esitlikleri elde edilir.

Ayrica (5.5) baslangic kosullarindan, lineer olmayan fonksiyonlar i¢in diferensiyel
doniisiim dikkate alindiginda 0 <k <12 igin U(k,0) ve V(k,0) degerleri elde edilir.
Ayrica bulunan bu degerler (5.1.1) ve (5.1.2) de yerlerine yazilarak elde edilen U (k, h)
ve V(k,h) degerleri;

denkleminde yerine yazilirsa ¢6ziim:

ded)=2+ 165 31744, o o 64, 2176, 31744 , 2830336 ,,
3 45 315 14175
+422t—g22t3 +—108822t5 ——634482%7 +—141516822t9 +3—2 2t —&‘z%“
15 315 2835 3 9 (5.1.3)

128 34 , 124 , 4352, 63488, 2
-7+ 1 =z
15" 7315 2835 315 2835 3
, 90902765976 0.9
40186125

+2z-4¢
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v(z,t) =1-8 +8zt—2z% +322°#* —wfts — 12821‘3 + 217621‘5 — 12692621‘7

45 3 15 315
2830336 , 544 ,, 31744 , 707584 . 89473024 ,
+ zt — zZ°r + zZ°t — zt+ z°t
2835 3 45 315 14175
32 , 4545138298 ,, s 15473431460128 ,,,, 64 ,
——Zzt+r ez ' + zt +—t
3 4465125 200930625 3

(5.1.4)

elde edilir. Bu durumda sonuglar Tablo 5.1 ve 5.2 deki gibi elde edilir.

Tablo 5.1: z =-0.01 i¢in u(z,t) nin karsilastirilmasi

ANALITIK

DTM

Hata

0,01

1.940017994

1.940017994

0,000000E+00

0,02

1.900083250

1.900083250

0,000000E+00

0,03

1.860228219

1.860228219

0,000000E+00

0,04

1.820484430

1.820484431

9,999999E-10

0,05

1.780883060

1.780883060

0,000000E+00

0,06

1.741454833

1.741454833

0,000000E+00

0,07

1.70229933

1.70229933

0,000000E+00

0,08

1.66237908

1.663237909

8,588290E-04

0,09

1.624507588

1.624507589

1,000000E-09

0,1

1.586067001

1.586067000

1,000000E-09

Tablo 5.2: z =-0.01 i¢in v(z,t) nin karsilastirilmasi

ANALITIK

DTM

Hata

0,01

0,9982010790

0,9982010796

6,00000050E-10

0,02

0,9950083220

0,9950083214

6,00000050E-10

0,03

0,9902319250

0,9902319247

3,00000025E-10

0,04

0,9838870800

0,9838870801

1,00000008E-10

0,05

0,9759938830

0,9759938832

2,00000017E-10

0,06

0,9665771980

0,9665771983

3,00000025E-10

0,07

0,9556664930

0,9556664934

4,00000033E-10

0,08

0,9432956470

0,9432956474

4,00000033E-10

0,09

0,9295027250

0,9295027242

7,99999955E-10

0,10

0,9143297360

0,9143297351

8,99999963E-10
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Bu karmagik sonucglarm rahatca hesaplanabilesi i¢in Tablo 5.3 de verilen Maple kodlar1
kullanilmastir.

Tablo 5.3: Diferensiyel Doniisiim Yontemi i¢in Maple Kodlar1

#DIFRENSIYEL DONUSUM

ilk:=time():

for k from 0 to 40 do

u[0,k]:=coeftayl((2+2*tanh(z)),z=0,k):
v[0,k]:=coeftayl((-1+2*sech(z)"2),z=0,k):

od:

for h from 0 to 10 do

for k from 0 to 30 do
u[h+1,k]:=(-(k+1)*v[h,k+1]-add(add((k-r+1)*u[h-s,r] *u[s,k-r+1], s=0..h), r=0..Kk))/
(h+1):

v[h+1,k]:=(-add(add((k-r+1)*u[h-s,r] *v[s,k-r+1],s=0..h),r=0..k)-add(add((k-
r+1)*v[h-s,r]*u[s,k-r+1],s=0..h),r=0..k)-(k+1)*u[h,k+1]-(k+3)!*u[h,k+3]/k!)/(h+1):
od:od:

DTM1:=0:DTM2:=0:

for k from 0 to 10 do

for h from 0 to 10 do

DTM1:=DTM1+u[h,k]*z k*t h:

DTM2:=DTM2+v[hk]*z*k*t"h:

od:od:

print(simplify(DTM1)):

print(simplify(DTM2)):

hesaplama zamani:=time()-ilk;

5.2 Adomian Ayrisim Yonteminin Dalga Denklemine Uygulanmasi

(5.3) ve (5.4.a) denklemleri
u, =-v, -—Ju (5.2.1)
v, =—(wvu+u,) =—uyv-uv, —u, —u_ (52.2)

biciminde diizenlenebilir. Burada (5.2.1) denkleminin lineer olmayan kismi1 Nu = %uf

olarak alinirsa,

Nuy = ——1y?> :%(u U, +u, u) =u-u, (523)
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elde edilir. Benzer sekilde (5.2.2) denkleminde nonlineer ifadeler, a(u,v)=u-v. ve

83
ﬂ(u,v) =v-u_ olarak gosterilirse; L. = E,Lt _9 ve L. =— olmak lzere (5.2.1)
oz ot oz
ve (5.2.2) ifadeleri operator formunda
Lu=-Lv—Nu (5.2.4)
Ltv=—a(u,v)—ﬂ(u,v)—Lzu—Lmu (5.2.5)

olarak elde edilir. Burada L tersi alinabilir bir operator oldugundan (5.2.4) ve (5.2.5)

t
esitliklerinin her iki tarafina L™ = J ( )a’t operatorii uygulanirsa,
0

u(z,t)=u(z,0)- L'"L.v—L,' Nu (5.2.6)
w(z,6)=v(2,0)- L au,v)- L' B (u,v)- L' L.u—L'L_u (5.2.7)
elde edilir.

Simdi Lineer olmayan Nu igin;

u(z,t)= ZMn(z,t) (5.2.8)

u.(2.0)= Y (u, =.0), (5.29)

seri formunda ve indis toplamlar1 dikkate alinarak diizenlersek,

(g +uuy + 1y +otu, +o )y + 1y +uy +ot o, ), (5.2.10)

Nu=u-u_ =
[“o “o)z]"'[“o(ul )z "'ul(uo)z]"'[“o(“z )z +u, (u])z +u2(u0)z]+"'

elde edilir. Boylece Nu nun Adomian polinomlar1 indis toplamlarina gore asagidaki
gibi yazilabilir:

4, uo(uo)z

4, :uo(ul) +u](u0)z

4, = “o(“z)z +“1(“1 )z +u2(u0)z (5.2.11)
4y = uo(u3 )z Tu, (u2)z +u2(u])z T, (uo )z

Benzer sekilde o (u,v)=u-v, ve B(u,v)=v-u_ nonlineer ifadelerini de seri formunda
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ve indis toplamlar1 dikkate alinarak diizenlersek,

o (,v)= (g +uy +uy +otu, +.0) (V) + v, 0, Fod Y, ),

(5.2.12)
= [“o(vo)z]+[“o(vl )z +“1(Vo)z]+ [uo(vz)z +“1(V1 )z +“2(Vo)z]+"'
olup « (u,v)’ nin Adomian polinomlar1
D, :uo(vo)z
D, :“o(vl )z 'H"l(vo)z (5.2.13)
D, = “o(Vz )z +“1(V1 )z Tu, (Vo)z
ve
ﬂ(u,v): (vo +v, v, + v, +...)(u0 +u, tu, +otu, +...)Z (5.2.14)

= [Vo(“o)z]+[vo(“1 )z v (uo)z]+[vo(“2)z v (“1 )z +V2(“o)z]+"-

olup (u,v) > nin Adomian polinomlari;

(uo)z

Vo
v, ). +v, (). (5.2.15)
1%

o(“z )Zz TV (“1 )z TV, (“o )z

M,
M]
M,

olarak elde edilmis olur. Boylece (5.2.6) ve (5.2.7) ifadelerindeki nonlineer kisimlarin
Adomian polinomlar1 (5.2.11), (5.2.13) ve (5.2.15) ifadeleri ile elde edilmis olur.
Boylece

U, = u(z,O) =2+2 tanh(z)

u, =-L'Lv,-L'A4, = —4—2
cosh(z) (5.2.16)
2 .
U, = _L;]szl _Lz_] 4, =- i Smh_(Z)
cosh’(z)
veE
vo =W(z2,0)=—1+2sech*(z)
v, =—L'Dy—L'M,—L'Lu, - L,'L__u, = 8tsech”(z)tanh(z)
b = 8t2(2 coshz(z)—3) (5.2.17)
, =

cosh*(z)
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olup sistemin ¢oziimii:

—3cosh’ (z)—3sinh(z)cosh* (z) + 6¢ cost? (z)

u(z,t)= —%ﬁ +12¢7 sinh(z)cost? (z) +16¢° cost’(z) —24¢* cosH z)
cos
160" sinh(z)cost (z)—4&* sinh(z)
—3cosh’(z)+6cosh’(z)+24¢sinh(z)cosh’ (z)
Wz,t)= 11 ——| +48& cosh'(z) —72¢” costr’ (z) + 64¢* sinh(z) cosh’(z)
3 cosh (z)

—192° sinh(z)cosHz)+ 480" —480* cosh’(z) +64¢* cosh (z)

(5.2.18)
olarak elde edilir. Bu karmasik sonucglarin rahat¢a hesaplanabilesi i¢in Tablo 5.4 de

verilen Maple kodlar1 kullanilmistir. Ayrica elde edilen sonuglar Tablo 5.5 ve 5.6 da
gosterilmistir.

Tablo 5.4: Adomian Ayrisim Yéntemi igin Maple Kodlari

#ADOMIAN ADIM TAKIP

restart:Digits:=10:ilk:=time():

uu|[0]:=2+2*tanh(z):

vv[0]:=-1+2*sech(z)"2:

for k from 0 to 4 do

uu[k+1]:=-int(diff(vv[k],z),t)-int(add (uu[r]*diff(uu[k-r],z),r=0..K),t):
vv[k+1]:=-int(add(uu|[r] *diff(vv[k-r],z),r=0..K),t)-int(add (vv[r] *diff(uu[ k-
r],z),r=0..K),t)-int(diff(uu[Kk],z),t)-int(diff(uu[k],z$3),t):

od:

ADM1:=0:ADM2:=0:

for k from 0 to 4 do

ADM1:=ADM1+simplify(uu[k]):

ADM2:=ADM2+simplify(vv[k]):

od:

print(simplify(ADM1)):

print(simplify(ADM2)):

hesaplama zamani:=time()-ilk;
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Tablo 5.5: z =-0.01 i¢in

u(z, t) ’nin karsilagtirilmasi

ADM

ANALITIK

Hata

0,01

1.940017995

1.940017994

1,000000E-09

0,02

1.900083278

1.900083250

2,800000E-08

0,03

1.860228425

1.860228219

2,060000E-07

0,04

1.820485300

1.820484430

8,700000E-07

0,05

1.780885706

1.780883060

2,646000E-06

0,06

1.741461402

1.741454833

6,569000E-06

0,07

1.702244094

1.70229933

5,523600E-05

0,08

1.663265436

1.66237908

8,863560E-04

0,09

1.624557030

1.624507588

4,944200E-05

0,1

1.586150430

1.586067001

8,342900E-05

Tablo 5.6: z =—-0.01 i¢in

v(z, t) ’nin karsilagtirilmasi

ADM

ANALITIK

Hata

0,01

0,9982010824

0,9982010790

3,40000006E-09

0,02

0,9950083319

0,9950083220

9,90000004E-09

0,03

0,9902319976

0,9902319250

7,26000000E-08

0,04

0,9838874276

0,9838870800

3,47600000E-07

0,05

0,9759950863

0,9759938830

1,20330000E-06

0,06

0,9665805531

0,9665771980

3,35510000E-06

0,07

0,9556745235

0,9556664930

8,03050000E-06

0,08

0,9433128084

0,9432956470

1,71614000E-05

0,09

0,9295363345

0,9295027250

3,36095000E-05

0,10

0,9143911440

0,9143297360

6,14080000E-05

5.3 Varyasyonel iterasyon Yonteminin Probleme Uygulanmasi

Problemimizin indirgenmis formu olan;

ut_

vet+u,vt+uv, +u, +u,,, =

1
vZ+2

denklemi i¢in iterasyon formlar1 ayri ayi;
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t

i n (0 = 10+ [ A {C)s = @), + 3 () s

0

Vne1(t) = v () + jlz{(vn)s =V (Un)z + Un(Vn)z + (Up), + (Un) 22 }ds
0

seklinde yazilir. Tablo3.1 ve Tablo 3.2 de verilen Maple kodlar1 yardimiyla
Ay = 4, = =1 olarak elde edilir. Boylece problemin ¢ozliimii i¢in asagidaki Tablo 5.7

ve Tablo 5.8 de verilen sonuglara ulagilir.

Tablo 5.7: z =-0.01 i¢in u(z,t) ’nin karsilastirilmasi

t

VIM

ANALITIK

0,01

1.96120947

1.940017994

0,02

1.94401693

1.900083250

0,03

1.92840639

1.860228219

0,04

1.91436122

1.820484430

0,05

1.90186480

1.780883060

0,06

1.89090049

1.741454833

0,07

1.88145165

1.70229933

0,08

1.87350166

1.66237908

0,09

1.86703387

1.624507588

0,10

1.86203166

1.586067001

Tablo 5.8: z =-0.01 i¢in v(z,t)’nin karsilastiriimasi

VIM

ANALITIK

0,01

0.99697865

0,9982010790

0,02

0.99013480

0,9950083220

0,03

0.97929971

0,9902319250

0,04

0.96450432

0,9838870800

0,05

0.94577527

0,9759938830

0,06

0.92314840

0,9665771980

0,07

0.89665248

0,9556664930

0,08

0.86631821

0,9432956470

0,09

0.83217629

0,9295027250

0,10

0.79425740

0,9143297360
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