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1 GIRIiS

Bu béliimde tezi anlasilir kilmak igin Oklid geometrisi hakkindaki bilgiler (Tiirk 2010,

Caputcu 2011) kaynaklarindan yararlanilarak 6zetlenmistir.

Giiniimiizde 6zellikle de orta dgretim boyunca dgretilen geometri Oklid’in gelistirdigi
diizlem geometridir. Bu nedenle 6zel olarak matematik egitimi alanlar hari¢ insanlarda
geometri denilince sadece Oklid geometrisi algilanmaktadir. Oklid Antik Yunan’da en
bilinen matematik ve geometri bilginidir. Oklid’den 6nce geometri oldukca gelismistir.
Ancak Oklid’den 6nce geometri alanindaki gelismelerde en ¢ok dikkat ¢eken durum
bilgilerin birbiriyle baglantisinin kurulamamasiydi. Oklid kendinden 6nce gelen Tales,
Pisagor, Platon gibi iinlii matematik ve geometri alimlerinin ¢aligmalarini diizenleyerek
buradaki bilgilerin birbiri ile baglantisini kurmustur. Bu bagintilara kendine ait bilgileri
de ekleyerek geometriyi ispat ve postulatlara dayali olarak yeniden kurdu. Yaptig biitiin
calismalar1 “Elemanlar” adli eserinde topladi. Bu yapit binlerce y1l geometri derslerinde
kaynak olarak kullanildi ve hala kullanilmaya devam edilmektedir. Bu eserde baslica

konular sunlardir:

1. Diizlem Geometrisi
2. Aritmetik

3. Sayilar Kurami

4. Trrasyonel Sayilar

5. Kat1 Cisimler Geometrisi
Oklid geometrisi asagidaki bes aksiyomla ifade edilmistir.

i) Ayni seye esit olan seyler birbirine de esittirler.

ii) Esit miktarlara esit miktarlar eklenirse esitlik bozulmaz.

iii) Esit miktarlardan esit miktarlar ¢ikarilirsa esitlik bozulmaz.
iv) Birbirine gakigan seyler birbirine esittir.

V) Biitiin pargadan biiyiiktiir.
Ayrica giiniimiiz temel geometrisini olusturan Oklid postulatlar ise sunlardr:

1. Farkli iki noktadan bir ve yalniz bir dogru geger.

2. Bir dogru pargasi kendisiyle ayn1 dogrultuda sinirsiz bir sekilde uzatilabilir.



3. Merkezi ve yarigapi belli bir tek cember ¢izilebilir.
4. Biitiin dik acilar esittir.

5. Bir dogruya disindaki bir noktadan yalniz bir tek paralel dogru ¢izilebilir.

Oklid’in “Elemanlar” adl1 eserinde ele aldig1 diizlem geometrisinde baska bir deyisle
Oklid geometrisinde diizlemde bulunan koordinatlart A(xi, yi) ve B(Xz, Yy2) olan

noktalar arasi uzaklik

dg(A,B) = \/(x1 —x3)% + (y1 — y2)?

seklinde tanimlanmistir. Bu uzaklik {izerinde tanimlandigi diizlemle bir metrik

geometrisi olusturmaktadir. Bu uzakliga aym zamanda Oklid uzaklig1 da denilmektedir.

Ancak bunun disinda farkli uzaklik fonksiyonlar1 kullanilarak olusan metrik geometriler
de s6z konusudur. Farkli uzakliklardan bazilar1 sunlardir (Krause 1975, Turan 2004,
Senlin, Donghai, Alonso 2005, Salihova 2006):

dr(A,B) = |x; — x| + |y1 — ¥2l
dy (A, B) = max {|x; — x;|, |y; — vz}
ds(A, B) = min {|x; — x5|, [y, — ¥21}

dc(A,B) = max{|x1 — x| + (\/E - 1)- ly1 = y2l, ly1 — y2| + (\/E - 1)- |2y — x| }

ds(A,B) = Y (1 — %)% + (v, — ¥2)3

dn(A, B) = {J(xl —x2)% + (1 = ¥2), (e = x2). (1 = ¥2) 2 O ise,
max{|x; — x|, [y1 — ¥21}, (g — x2). (y1 — ¥2) < O ise.
Diizlemde tanimlanan farkli uzaklik fonksiyonlarindan bazilar1 {izerinde taniml
olduklar1 diizlemle birlikte bir metrik geometrisi olusturur. Bu geometrilerde bilinen
Oklid diizlemindeki uzaklik ile tanimlanan geometrik kavramlarda ¢ok biiyiik sekilsel
degisiklikler meydana gelmektedir. Ozellikle cember, elips, hiperbol , parabol gibi

uzakliga dayali kavramlar incelendiginde farkli sonuglar ortaya ¢ikmaktadir.



2 TEMEL KAVRAMLAR
2.1 Koniklerle Tlgili Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1: Diizlemde verilen herhangi bir noktadan esit uzaklikta bulunan noktalarin

kiimesine ¢cember denir.

Diizlemde verilen M = (m, n) noktasindan (¢cemberin merkezi) r birim (r € R, r >0
cemberin yaricapi ) uzaklikta bulunan degisken nokta X = (x,y) olsun. {X: [MX| =r }

noktalar kiimesi bir gember belirtir ve denklemi,
(x—m)?+ (y —n)? =r?
seklindedir.

Tamm 2.1.2: Diizlemde verilen iki noktaya uzakliklarinin toplami sabit olan noktalarin
kiimesine elips denir. Bagka bir anlatimla diizlemde verilen iki noktaya uzakliklarinin

ortalamasi verilen bir say1 kadar olan noktalarin kiimesine elips denilmektedir.

Verilen noktalar F;, F, ( odak noktalari ) ve verilen say1 a € R* olmak iizere bunlarin

belirledigi elips,
1
bx: S (xE + 1XRD = of

kiimesidir. 2a, elipsin biiyiik (asal) eksen uzunlugu; 2c, elipsin kii¢iik (yedek) eksen
uzunlugu iken a’ = b? + ¢? dir. Elips tizerindeki degisken nokta X = (x, y) olsun, simetri

merkezi (h,k) noktasi ve eksenleri koordinat eksenlerine paralel olan elipsin denklemi,

_ 2 _ 2
(=R =k _

a? b2 1

seklindedir.

Tamm 2.1.3: Diizlemde verilen iki noktaya uzakliklar1 farkinin mutlak degeri sabit olan

noktalarin kiimesine hiperbol denir.



Elipste oldugu gibi hiperboliin geometrik taniminda gerekli olan sabit noktalara
hiperboliin odak noktalar1 denir ve Fi, F, ile gosterilir. a€ R* olmak {izere bunlarm

belirttigi hiperbol,
{X:|IXFy| — |1XF,|| = 2a}

kiimesidir. 2a, hiperboliin biiyiik (asal) eksen uzunlugu; 2c, odaklar arasi uzaklik ve 2b,
elipsin kiigiik (yedek) eksen uzunlugu iken ¢® = a® + b? dir. Hiperbol iizerindeki
degisken nokta X = (x, y) olsun. Simetri merkezi (h,k) noktasi ve eksenleri koordinat

eksenlerine paralel olan hiperboliin denklemi,

(= (k) _

a? b2 1

seklindedir.

Tanmm 2.1.4: Diizlemde verilen bir noktaya ve diizlemde verilen bir dogruya esit

uzaklikta bulunan noktalarin kiimesine parabol denir.

Verilen (sabit) noktaya paraboliin odak noktasi, verilen dogruya paraboliin dogrultmant;
odaktan gecen, dogrultmana dik olan dogruya paraboliin ekseni, eksenin parabolii
kestigi noktaya paraboliin kdse (tepe) noktasi ve odagin dogrultmana uzakligina da
paraboliin parametresi denir. Genel olarak odak F, dogrultman d ve parametre p ile

gosterilir.

Odag1 F = (2,0) noktast ve dogrultmaninin denklemi x = —g olan paraboliin

denklemi , X = (x,y) olmak lizere,

|XF| = \/(x—g)z + y?

ve X in dogrultmana uzakligi,

p
Xd|=x+=
| Xd| x+2

oldugundan parabol iizerindeki X noktalart igin,



8] -2y

bu denklemin her iki tarafinin karesi alinir ve sadelestirilirse,
y? = 2px
bulunur.

Tanmm 2.1.5: Verilen bir F (odak) noktasina uzakliginin verilen bir d dogrultman
dogrusuna olan uzakligina orani, verilen bir e ( dis merkezlik ) sayis1 olan noktalarin

kiimesine (geometrik yerine) bir konik denir. Bagka bir anlatimla diizlemde,

LG
|Xd| =€

kiimesine konik denir. (Turan 2004)

Tammm 2.1.6: Analitik diizlemde baslangi¢c noktasina O(0, 0) esit uzaklikta bulunan

noktalarin kiimesine (geometrik yerine) merkezil gember denir.

0O(0, 0) baslangic noktasindan (¢emberin merkezi) r birim (r € R, r >0 g¢emberin
yarigap1) uzaklikta bulunan degisken nokta X = (x,y) olsun. {X: |OX]| = r } noktalar

kiimesi bir merkezil ¢cember belirtir ve denklemi,

seklindendir.

Tanmm 2.1.7: Odaklar1 eksenler iizerinde ve orijine gore simetrik iki nokta olan elipse

merkezil elips denir ve denklemi,

seklindedir.

Tammm 2.1.8: Odaklar1 eksenler iizerinde ve orijine gore simetrik iki nokta olan

hiperbole merkezil hiperbol denir ve denklemi,



seklindedir.

Tamm 2.1.9: Tepe noktasi orijin olan ve dogrultman dogrusu eksenlere paralel olan

parabole merkezil parabol denir ve denklemi,
y? = 2px
seklindedir.
2.2 Dogru Ile ilgili Temel Kavramlar
Tamim 2.2.1: Bir dogrunun x ekseni ile pozitif yonlii yaptigi agiya egim acis1 denir.

Tanmm 2.2.2: Bir dogrunun e8im ag¢isinin tanjantina dogrunun egimi denir. Egim m ile
gosterilir. m egim olmak iizere b € R i¢in bir d dogrusunun denklemi y = mx + b
seklinde yazilabilir. Ayrica d dogrusu tizerindeki tiim P(x1, Y1), Q(X2, Y2) nokta ciftleri
icin egim,

Yi— Y2

X1 — X2

seklinde yazilabilir.
2.3 Metrik Kavramm ve Metrik Geometrisi

Tammm 2.3.1: Elemanlarn noktalar olarak adlandirilan bir P kiimesi, P nin noktalar
olarak adlandirilan bazi alt kiimelerinin toplulugu L, I da nokta ve dogrular arasinda
tizerinde olma (incidence) bagntisi olmak tizere (P, L, 1) sistemi agagidaki iki aksiyomu

sagliyorsa bu sistem bir soyut geometri olarak adlandirilir.

i) Her A, B € P igin A €| ve B € | olacak sekilde bir tek | € L dogrusu vardir.

i1) Her dogru en az iki noktay1 kapsar.
(P, L, I) soyut geometrisi S = (P, L, I) seklinde gosterilir.

Tanmm 2.3.2: S = (P, L, I) soyut geometrisi asagidaki kosullar1 sagliyorsa incidence

geometridir, denir .



1) L de farkl: iki noktayi tizerinde bulunduran bir tek dogru vardir.

i1) Dogrudas olmayan ii¢ A, B, C € P noktasi1 vardir.

Tamm 2.3.3: Bir d :PXP — R fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglarsa bir metriktir,

denir.

M;: Her A, BeP i¢in d(A, B) >0 ve d(A, B)=0 & A=B
M,: Her A, BeP icin d(A, B) = d(B,A)
Ms: Her A, B, CeP icin d(A, B) < d(A, C) + d(C, B)

Tammm 2.34. 1, S = ( P, L, 1) incidence geometrisinin bir dogrusu | olsun. d, S
tizerindeki uzaklik fonksiyonu olmak tizere asagidaki kosullar saglaniyorsa f :I-R

fonksiyonu | i¢in bir cetveldir, denir.

1) f fonksiyonu bire-bir ve 6rtendir.

i) | izerindeki her P, Q nokta ¢ifti igin
lf(P) = f(@|=4d(P,Q)
dir. Bu denkleme cetvel denklemi denir.

Tamm 2.3.5. (P, L, I) incidence geometrisi d uzaklik fonksiyonu ile birlikte her | € L
icin bir cetvele sahip ise cetvel postulatini sagliyor, denir. Bu durumda M = (P, L, I,d)

ye bir metrik geometri denir (Salihova 2006).



3 d» UZAKLIK FONKSiYONU

Bu boliimde (Martin 1998, Salihova 2006) kaynaklarindan yararlanilarak Oklid ve
maksimum uzakliklarmnin tanimi yapilmis ve Oklid ile maksimum uzaklik arasindaki
iliski incelenmistir. Daha sonra dw uzaklik fonksiyonunun tanimi yapilarak, bu
fonksiyon geometrik olarak yorumlanmig ve bu fonksiyonun metrik oldugu

gosterilmistir.

Tamm 3.1: dg: R?xR? > R, A€ R?, B€E R? ve A(xy,y1), B(x,,y,) olmak iizere,

dg(A,B) = \/(x1 —x2)% + (y1-Y2)?

seklinde tammli dg uzaklik fonksiyonuna Oklid uzaklik fonksiyonu denir ve bu

fonksiyon bir metrik belirtir.
Tamm 3.2: d,;: R?>xR? - R, A€ R?, BE R? ve A(x4,y,), B(x,,V,) olmak iizere,

dy (A, B) = max{|x; — x,|, ly; — y2l}

seklinde tanimli d,; uzaklik fonksiyonuna maksimum uzaklik fonksiyonu denir ve bu

fonksiyon bir metrik belirtir.
3.1 dy ve dg Uzaklik Fonksiyonlarinin Birlikte Geometrik Olarak Yorumlanmasi

Mac tanimsiz, Mgc = 0 ve A(X1,Y1), B(X2,Y2), C(X1,Y2) olmak {izere analitik diizlemde A,
B, C noktalarini isaretleyelim. Bu durumda AB dogru pargasinin uzunluguna dg (4, B)
ve AC veya BC dogru parcalarindan en biiyiik olanin uzunlugunu ise dy (4, B) ile
gosterelim (Sekil 3.1.1).

Sekil 3.1.1 Diizlemde maksimum uzaklik



Biiyiik ac¢inin  karsisinda biiyiik kenar bulundugundan dg(4,B) = |y; —y,| ve
dE(A, B) 2 |x1 - le dII’

a) |x; — x| < |y, — ylise, dg (A, B) = dy (4, B)
b) |x; —x2| = |y, — y2lise, dg(A,B) = dy (4, B)

Tamm 3.1.1: d»: R2xR? —> R, A€ R?, BE R? ve A(xy,y1), B(x,y,) olmak iizere, dw

uzaklik fonksiyonu,

dg(4A,B), (x1 — x2). (y1—y2) = O ise
dm(A,B) =
dy (4, B), (x1 — x2). (y1 — ¥2) < Oise

veya

VG — %)% + (51-y2)%, (X1 — x2). (y1—y2) = 0 ise
dm(A, B) =

max{|x; — x;|, [y1 — ¥21}, (x1 —x2). (y1 —¥2) < Oise
seklinde tanimlidir (Senlin, Donghai, Alonso 2005) .
3.2. dv Uzakh@imin Geometrik Yorumu

dm uzaklik fonksiyonunda A noktasi ile B noktasi arasindaki uzakligi hesaplarken
(%1 — x3). (y1 — y2) carpiminin isaretine gore islem yapilmaktadir. Iki ifadenin ¢arprmi

(y1—y2)

ile bolimiiniin isareti ayn1 olacagindan (x; — x,).(y; —y,) ifadesi ile —
1—A2

ifadesinin igareti aynidir. Bu boliim ise ayn1 zamanda AB nin egimidir. Bu durum goz

oniinde bulunduruldugunda asagidaki sonuglar ortaya ¢ikar. Bu sonuglar sunlardir:

A) (x1 - xZ). (3’1 - yz) >0 ise Mag > 0 dir (Sekll 321)



R e B
m =tan(a) > 0
dw(A,B) =dg(A,B)

Yif————~—f o m s o e s ey ]

Sekil 3.2.1 Pozitif egimli dogru parcalarinda dw uzakligi

B) (xl - xZ). (yl - yz) <0ise Map < 0 dir (Sekll 322)

Yy
A
Yip----
|
1
! m=tan(180° — ) < 0
lyr=val; dn(A,B) =dy(A,B)
|
1
|
1
:
IR B
! | X1 — %2 |
o - e -

Sekil 3.2.2 Negatif egimli dogru parcalarinda d» uzakligi
C) (x; — x2).(¥1 — y,) = 0 ise asagidaki durumlar s6z konusudur:

Ci1) x; — x5, = 0ve (y; —y2) # 0 ise map tanimsizdir. Yani AB, y-eksenine paraleldir.
Bu durumda d=(4,B) = dg(A,B) ,

dn(A,B) = (71-Y2)% = [y1 — ¥2l
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dw(A,B) = dy(4,B)

dn(A, B) = max{|x; — x2|, [y1 — ¥21} = |y1 — ¥l

dir. Bunun sonucunda da d; (4, B) = dy (A, B) = |y, — y,| oldugu agiktir (Sekil 3.2.3).

Yaf =7 8

dn(A,B) = |y; — V2|
Yif~="7- A

. X
0 X1 =X2

Sekil 3.2.3 y-eksenine paralel dogru pargalarinda dw uzakligi

Cy) x; —x, # 0 ve (y; —y,) = 0 ise mag = 0 dir. Yani AB, x-eksenine paraleldir. Bu

durumda C; segenegine benzer bir inceleme yapildiginda ,
dm(A,B) = dM(A,B) = dE(A,B) = |x1 - x2

sonucu elde edilir (Sekil 3.2.4).

Yi=VY2f----

Sekil 3.2.4 x-eksenine paralel dogru pargalarinda dw uzakligi

C3) x; —x, =0ve (y; —y,) = 0ise X3 = X Ve Y1 = Y, oldugundan A = B dir. Bu ise,
geometrik olarak A ve B noktalarmin iist {iste cakisik oldugu anlamina gelir.

Dolayisiyla,

dw(A,B) = dy(A,B) = dg(A,B) = 0

11



dir (Sekil 3.2.5).

\}
dnw(4,B) =0
Y1i=Y2f------- *A=B
i x
0 X1 =Xz

Sekil 3.2.5 Cakisik noktalar arasi dm uzakligi

Ci;, C, Cj3 segeneklerinin incelenmesi sonucunda (x; —x,).(y; —y,) =0 ise

dn(A,B) = dy (A, B) = dg (A, B) oldugu agiktir.
3.3 dn Metrigi

Onerme 3.3.1 : dw: R?xR? - R, A€ R?, BE R? ve A(xy,y1), B(x3,V,) olmak iizere,

V01— 12)% + (71-y2)%, (x1 — x2). (y1—y2) = O ise
dnJ (A, B) =
max{|x; — x|, [y1 — y21}, (x1 —x2).(y1 —¥2) < Oise
seklinde tanimli dw uzaklik fonksiyonu bir metriktir.
Ispat: Asagida Tanim 2.3.3 de belirtilen My, My, M3 sartlarinin ispat1 yapilmistir.
R? den segilmis herhangi A(x1, Y1), B(X2, Y2), C(Xs, Y3) noktalari igin,

M; sartinin ispatt:

(x1 —x2)2 >0 ve (y;-¥,)?> =0 oldugundan +/(x; — x,)2 + (y;_y,)2 = 0 dir. Bu
durumda dg (4, B) = 0 oldugundan dw(4, B) = 0 dur.

A=B =S x =xvey =y,
<=)(x1—x2)=0ve(y1—y2)=0
S (X —x)>=0ve (y; —y,)* =0

= \/(x1 —x2)%2+ (¥1-¥2)2 =0
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= dm(A,B) =0

b) (x; — x3). (y1—y,) < 0 olsun.

|x; — x| = 0 ve |y; — y2| = 0, mutlak deger pozitif tanimli bir fonksiyon oldugundan
max{|x; — x,|,[y; —y21} =0 dir. Bu durumda dy(4,B) =0 oldugundan
dm(A,B) > 0 dir.

A=B =S x =xvey =y,

(E)(xl—xz)ZOUe(yl—yz) =0
& max{lx; — x|, [y1 —¥21} =0

< dw(A,B) =0
M sartinin ispatt:

dw(A,B) = dg(A,B) = dg(B,A) = dn(B, A)

dg(A,B) = \/(x1 —x)2+ (1 —y2)? = \/(xz —x1)%+ (y2 —y1)?> =dg(B,A)
b) (x; — x3). (y1—y,) < 0 olsun.

dn(4,B) = dy (4, B) = dy(B,A) = dn(B, A)

dy (4, B) = max{|x; — x;|, |y1 — 21} = max{lx; — x1|, |y2 — y11} = du(B, 4)
M3 Sartinin Ispati:

A, B, C noktalar1 i¢in dw(4, B) < dn(A4, C) + d=(C, B) oldugu gostermek i¢in asagidaki

sekiz ifadenin dogru oldugu kanitlanmalidir.

a) dg(4,B) < dgz(A,C) +dg(C,B)
b)dgz(A,B) <dyu(A,C)+dy(C,B)
c)dg(A,B) <dg(A,C) +dy(C,B)
d) dg(4,B) <dy(A,C)+dg(C,B)
e)dy(A,B) < dg(A,C) +dg(C,B)
f)dy(4,B) <dy(A,C)+dy(C,B)
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9) dy(4,B) < dg(A4,C) +dy(C,B)
h) dy(A4,B) < dyu(4,C) +dg(C,B)

Herhangi bir sarta bagli olmaksizin dy (A, B) < dg(A, B) oldugundan ilk dort ifade

kanitlandiginda son dort ifade de kanitlanmis olur.
a) Ucgen esitsizliginden dogrulugu agiktir.

b) myg =0, myc <0, mep <0 olmasi veya bu egimlerden herhangi birisinin
tanimsiz olmasi durumunda dg(A4,B) < dy(4,C) + dy(C,B) ifadesi yazilabilir. Bu
durumu saglayan noktalari analitik diizlemde isaretleyelim. Daha sonra bu noktalarin

belirttigi ticgenin etrafina bir dikdortgen ¢izelim (Sekil 3.3.1).

AN
| X1 =%z B |Xa—X3
» D
ly1—y2|
A ly2—vsl
ly1—ysl
F C
X1— X3
N X
0 P

Sekil 3.3.1 d; (A, B) < dy(A4,C) + dy(C, B) durumu

Sekil dikdortgen oldugundan DFC iiggeni dik tiggendir. Bu durumda pisagor

teoreminden asagidaki ifade yazilabilir.
[dz(F,D)]? = [dg(F,C))* + [dg(C,D)]* =
[dp(A, B))? < [dp(F,D)I? = |xy — x3|% + |y2 — ¥31* < (Ixg — x5 + |y, — y3])? ise
dg(A,B) < |x; — x3| + |y2 — y3| dir.
Simdi maksimum uzaklik i¢in incelemeye baglayalim.
b1) ly1 — y3l =[xy — x3] ve |x; — x3| = [y, — y3] ise,

dg(A,B) < |x1 — x3| + |ly2 = y3| < |ly1s —ysl + |xp — x3] = dy (A4, C) + dy(C,B)
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b2) [y1 — y3l =[xy — x3| ve [x; — x3| < |y, — yslise,

dg(A,B) < |x1 — x|+ |y2 —y3l < ly1 — y3l + |y2 — y3l = du (A, C) + dy(C, B)
b3) [y1 — y3l < |xy — x3| Ve |x; — x3| = |y, — ysl ise,

dg(A, B) < |x; — x3| + |y, — ¥3| < |xg — x3] + [x2 — x3] = dy (4, C) + dy(C, B)
ba) [y1 — 3l < |y — x3| ve [x; — x3| < |y, — yslise,

dg(A,B) < |x; — x3| + |y2 — y3| = dy (4, C) + dy(C, B) olur ki sonug olarak,
dz(A, B) < dy(4,C) + dy(C,B)

olur.

c) myg =0, myc =0, mep < 0 olmasi veya bu egimlerden herhangi birinin tanimsiz
olmast durumunda dz(4,B) < dg(4,C) + dy(C, B) yazilabilir. Bu durumu saglayan
noktalar1 analitik diizlemde isaretleyelim. Daha sonra bu noktalarin belirttigi liggenin

etrafina bir dikdortgen ¢izelim (Sekil 3.3.2).

AN
X1—X2 B Xo = X3|
T |lv2a-vsl
Y1 —ya| 2
— [ Nc
a
lyr—vs|
A F
X1~ X3 ~ X
0 ~

Sekil 3.3.2 d;(A,B) < dg(A,C) + dy(C,B) durumu
AEC ti¢geni genis acil1 bir liggendir. Bu liggende kosiniis teoremi uygulanirsa,

[de(4,E)]? = [dg(4,0)]% + [dg(C,E)]? + 2.dg (4, C).dg(C,E).cosa
[de (A, B)]? < [dg(A E)]? = [de (A, O)* + |y, — y31* + 2.dg (A, ). |y, — y3lcosa
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0°<a<90°= 0 < cosa <1 oldugunda,
2. dE(A, C). |y2 - y3|C056¥ S 2. dE(A, C). Iyz - y3| dir
Bu durumda ,

[dz(A,B)]? < [dg(4, O))* + |y, — y3|* + 2.dg(4,0). |y, — y3lcosa
< (dg(4,C) + ly; — ysl)?

= dg(A,B) < dg(A,C) + |y, — y3| dir. Simdi maksimum uzaklik igin incelemeye
baslayalim.

1) ly2 — y3l = Ix; — x3| olsun.
dg(A,B) < dg(A,C) + |y, — y3| = dg(A,CO)+dy (B, C)
C2) ly2 — y3| < [x; — x5 olsun.

dg(A,B) < dg(A,C) + |y, —y3l <dg(4,0) + |x; — x3] = dg(4,C)+dy(B,C) olur

ki sonug olarak,
dp(A,B) < dg(A,C)+dy(B,C)
olur.

d) c sikkinda yapilan incelemede A noktasi ile B noktasinin yeri degistirildiginde,

dr(A,B) < dy(A,C)+dg(B,C)
ifadesi elde edilir.
Sonug olarak dw uzaklik fonksiyonu Mj, My, M3 sartlarini sagladigindan bir metriktir.

Teorem 3.3.1 Kartezyen diizlem d. uzaklik fonksiyonu ile birlikte bir metrik geometri

belirtir.

Ispat: dw uzaklik fonksiyonuna gére kartezyen diizlemin P ve Q noktalar1 arasindaki
uzaklik i¢in ya dy ya da dj uzakligi s6z konusudur (Tanim 3.3.1). Bu nedenle iki
durum i¢in ayr1 ayri ispat yapilmalidir. Her iki durum iginde alinan her | dogrusu igin

bir f cetveli bulundugunda ispat tamamlanmis olur (Tanim 2.3.5).
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1. Durum: P ve Q noktalar1 arasinda dg uzakligi s6z konusu ise,
i) [ = L, olacak sekilde bir PeL, noktasi alalim. P(a,y) noktalar1 icin f: 1 = R,

fP) =f((ay)=y

olacak sekilde bir f fonksiyonu tanimlayalim. Bu fonksiyonun bire-bir ve orten oldugu

aciktir. P(a, y1), Q(a, y2) noktalar1 igin,
If(P) = F(@I = ly1 — y2| = de(P,Q)
oldugundan f bir cetveldir ( Tanim 2.3.4).

i) | = L, olacak sekilde P€L,, , noktas1 alalim. y= mx + b sartin1 saglayan P(x ,y)

noktalarti¢in f:l - R ,

fP) = f((x,y)) = x/1 + m?

olacak sekilde bir f fonksiyonu tanimlayalim. teR i¢in P(x,y) € L,, ,, olacak sekilde,

t mt
X = , y = +b
1+ m? 1+ m?
alalim. Diger taraftan,
f(P) ‘ 1+m?2=t
= — m4 =
V1 + m?

oldugundan f Ortendir. Bire-bir oldugu da acik oldugundan f bire-bir, Orten bir

fonksiyondur.

Simdi de P(x1, y1), Q(X2, y2) noktalarini alalim. Bu noktalarin {izerinde bulundugu L,

dogrusu i¢in,

Yi— Y2
X1 — X3

dir.

F(P) = F(@] = |1y +m2 —xy/T+m2| = V1 +m2|x; — x,
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Diger taraftan

dg(P,Q) = \/(x1 —x2)% + (y1 — y2)?

= (1 = x2)2 + m2(x; — X;)?
= \/mlﬁﬁ — x|
oldugundan |f(P) — f(Q)| = dg(P, Q) dir. Bu nedenle f, bir cetveldir.
2. Durum : P ve Q noktalar1 arasinda d,; uzaklig1 s6z konusu ise,
1) [ = L, olacak sekilde bir PeL, noktasi alalim. P(a,y) noktalari icin f: 1 = R,
fP) =f((ay)=y

olacak sekilde bir f fonksiyonu tanimlayalim. Bu fonksiyonun bire-bir ve drten oldugu

aciktir. P(a, y1), Q(a, y2) noktalari igin,
If(P) — F(@] = |y, — y2| = du(P,Q)
oldugundan f bir cetveldir ( Tanim 2.3.4).

if) | = L, olacak sekilde P€L,, , noktas1 alalim. y= mx + b sartin1 saglayan P(x ,y)

noktalarti¢in f:l - R ,

x, |m| <1lise
|ml|x, |m| = 1ise

£ = F((x) =

olacak sekilde bir f fonksiyonu tanimlayalim (Salihova 2006). m > 1 ve teR i¢in

P(X,y) € L,, ,, olacak sekilde,

‘ b
xX=—, y=—
|m| |m]|
alalim. Diger taraftan,
FP) = —.Im| = ¢
= —.|Im| =
|m|
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oldugundan f oOrtendir. Bire-bir oldugu da agik oldugundan f bire-bir, orten bir
fonksiyondur.
Simdi de P(x1, y1), Q(X2, y2) noktalarini alalim. Bu noktalarin {izerinde bulundugu L,
dogrusu i¢in,

V1=
X1 — X2

3
!

dir.
lf(P) — f(Q)] = lIm|xy — [m|xz| = [m|[|x; — x;
Diger taraftan,
dy(P, Q) = max{|x; — x5, [y1 — ¥2| }
= max{|x; — x|, |m||x; — x|}

= |xg = xzImax{1, [m|} = |m||x; — x;

oldugundan |f(P) — f(Q)| = dg(P, Q)| dir. Bu nedenle f, bir cetveldir. jm| < 1 igin de

bu durumun saglandig1 agiktir.

Tanim 2.3.5 saglandigindan kartezyen diizlem dw uzaklik fonksiyonu ile birlikte bir

metrik geometri belirtir. Bu metrik geometriye M-Metrik Geometrisi diyelim.
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4 dw UZAKLIGINDA BiR NOKTANIN BiR DOGRUYA UZAKLIGI

Bu boliimde oOncelikle bir noktanin bir dogruya uzakligimin tanimi verilmistir. dm
metriginde bir noktanin bir dogruya uzakligi maksimum ve Oklid uzakliklarindaki bir
noktanm bir dogruya uzaklig: ile yakindan iliskili oldugundan énce Oklid uzakligina
gore ve Maksimum uzakligina gore bir noktanin bir dogruya uzakligi tizerinde
durulmus, daha sonra da d» metriginde bir noktanin bir dogruya uzaklig: ile ilgili

sonuglar ortaya konmustur.
Tamim 4.1: Herhangi bir kartezyen diizlemdeki bir A(xg, Yo) noktasinin bir

d: ax+bytc = 0 dogrusuna olan uzakligini dn(A4,d) ile gosterelim. P(x,y)€ d olmak

uzere,
dn(A,d) = mind~ (A4, P)
dir.
4.1 Oklid Uzakhgma Gore Bir Noktanin Bir Dogruya Uzakhig

Herhangi bir A € R? olmak iizere A(xo, Yo) noktasinin d: ax + by + ¢ = 0 dogrusuna olan
Oklid uzakhigi, d dogrusuna dik olan ve A noktasindan gegen dogru ile d dogrusunun
kesim noktasi P olmak tizere dz (4, P) dir (Sekil 4.1.1).

lax, + by, + c|

JZ+ 02

dg(4,P) =

Sekil 4.1.1 Bir noktanin bir dogruya olan dg uzaklig
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4.2 Maksimum Uzakhgina Gore Bir Noktanin Bir Dogruya Uzakhg:

Bir A(Xo,Yo) noktasinin maksimum metrigine gore herhangi bir d: ax + by + ¢ = 0
dogrusuna olan uzakligi; Ped, mp_ tanimsiz, m a = 0 (PL L LA) ve |LP| = |[LA| olacak
sekilde segilen P noktalar1 i¢in |[AP| uzunluklarindan en kiigtigidiir (Sekil 4.2.1).

d:ax +by+c=0

—ax —c
=

T A(xo,¥0)
lx = xq

~~

Sekil 4.2.1 Bir noktanin bir dogruya olan dy uzakligi

Bu durumda P (x, _ax_c) ve A(xy, Vo) igin |x — xo| = _az_c — y0| sartin1 saglayan P
noktasmin d dogrusuna maksimum metrigine gore uzakligi, |x — x,| veya e y0|
dir.
lx — x| = _az_c - y0| igin ,
a)x —xg = % —3¥o 1ise P noktasinin koordinatlar1 asagidaki  gibidir:
_bxo—byy,—c = —axptay,—c
a+b T a+b
b) x —xy = axb+c + y, ise P noktasinin koordinatlar1 agagidaki gibidir:
_bxg+by,+c  —axo—ay,—c
B b—a Y= b—a

a ve b sikkindaki sonuglara gore [PL| = |[LA| olacak sekilde [PL| uzunluklari,

bxy — by, — ¢
a+b

B |—ax0 — by, —c¢

|ax0+by0+c
_x —_ —_
0 a+b

a+b
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|—ax0+ay0—c |—ax0—byO—C| |ax0+byO+C|

— Yo

a+b a+b a+b
‘bx0+by0+c ‘ax0+by0+c‘
_ X R
b—a 0 b—a
|—ax0—ay0—c |_ |—ax0—byO—C|_|axO+byO+C|
b—a of b—a B b—a
seklinde yazilir. Buna gore karsimiza |ax°;rii°+c |ax°;r_bZ°+C olmak tizere iki farkl

maksimum uzaklig1 ¢cikmaktadir. Bu uzakliklardan kiiciik olani se¢ilmelidir.

d: ax + by + ¢ = 0 dogrusunda a ile b ayni isaretli ise yani dogrunun egimi negatif ise, A

axg+byg+c

) dir. Eger a ile b zit isaretli ise yani

noktasinin d dogrusuna olan uzakligi |

9 o 9 g b :
dogrunun egimi pozitif ise A noktasinin d dogrusuna olan uzakligi LXo%oC! dir.

a veya b den herhangi birinin sifir olmasi durumunda dogrular koordinat eksenlerine
paraleldir ve maksimum metrigine gére uzaklikla Oklid metrigine gore uzaklik aynidir
(Sekil 4.2.2).

-

Asd

[

~N

Sekil 4.2.2 Bir noktanin x-eksenine paralel bir d dogrusuna uzaklig

Sekildeki gibi x-eksenine paralel bir d dogrusu alalim. d dogrusu iizerinde
|EP|=|PD|=|AP|=t, teR" ve APLd olacak sekilde P, E ve D noktalar1 secelim. ED dogru
pargasi lizerinde segilecek herhangi bir P'(x, y) noktasi i¢in maksimum metrigine gore
A noktasinin d dogrusuna olan uzakligi t€R" dir. Bu da ayn1 zamanda Oklid metrigine
gore A noktasmin d dogrusuna olan uzakligidir. Benzer durum y-eksenine paralel

dogrular i¢in de gegerlidir.

22



Buna gore maksimum metrigine gore bir A(Xg, Yo) noktasinin d: ax + by + ¢ = 0

dogrusuna olan uzakligi,

axy, + by, + ¢
(ot bt o
a+b
axy, + by, + ¢
LT
< b—a

c
|x0 + —|, my tanimsiz ise
a

L |y0+%| my = 0 ise

seklinde tanimlanabilir.

4.3 d» Metrigine Gore Bir Noktanin Bir Dogruya Uzakh@

dw metrigine gore uzaklik hesabi egimle yakindan alakali oldugundan pozitif ve negatif

egimli dogrular i¢in bir noktanin dogruya olan uzaklig1 ayr1 ayr1 incelenmelidir.

a) Pozitif egimli bir d dogrusu i¢in A(Xg, Yo) noktasinin d dogrusuna olan uzakligi,

mg >0

Sekil 4.3.1 my > 0 i¢in bir noktanin bir dogruya olan dw uzaklig
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Pozitif egimli bir d dogrusu lizerinde [AB] ve [AC] eksenlere paralel ve AB L AC
olacak sekilde B ile C noktalar1 secelim (Sekil 4.3.1). BC dogru pargast iizerinde
secilecek her P noktas1 i¢in AP nin egimi negatif, sifir veya tanimsiz olur. Bu durumda
BC dogru pargasi lizerinde segilecek her nokta i¢in maksimum metrigine gore bir
noktanin bir dogruya uzakligi hesaplanmalidir. BC dogru pargasinin disinda alinacak
herhangi bir D noktasi igin ise AD nin egimi pozitif olacagindan Oklid metrigine gore
bir noktanin bir dogruya uzakligi hesaplanmalidir. Bu uzakliklar igerisinde minimum

olanin maksimum metrigi i¢in hesaplanan uzaklik oldugu agiktir.

Dogrunun egiminin pozitif olmasi durumunda dw metrigine gore bir noktanin bir

dogruya uzakligi ile dy metrigine gore noktanin dogruya uzakligi aynidir.

b) Negatif egimli bir d dogrusu icin A(Xg, Yo) noktasinin d dogrusuna olan uzakligi,

Y
N d md<0

N ,

B

Sekil 4.3.2 my < 0 i¢in bir noktanin bir dogruya olan d. uzakligi

Negatif egimli bir d dogrusu iizerinde [AB] ve [AC] eksenlere paralel ve AB L AC
olacak sekilde B ve C noktalar secelim (Sekil 4.3.2). BC dogru pargasi iizerinde
secilecek her P noktasi icin AP nin egimi pozitif, sifir veya tanimsiz olur. Bu durumda
BC dogru pargasi iizerinde secilecek her nokta igin Oklid metrigine gore bir noktanin
bir dogruya uzakligi hesaplanmalidir. BC dogru pargasinin disinda alinacak herhangi bir
D noktast i¢in ise AD nin egimi negatif olacagindan maksimum metrigine gore bir
noktanin bir dogruya uzakligi hesaplanmalidir. Bu uzakliklar igerisinde minimum

olanin Oklid metrigi i¢in hesaplanan uzaklik oldugu agiktir.
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Dogrunun egiminin negatif olmasi durumunda dw metrigine gore bir noktanin bir

dogruya uzakligi ile dg metrigine gore bir noktanin bir dogruya uzaklig: aynidir.

Sonug olarak; dw metrigine gore bir A(Xo,Yo) noktasinin bir d: ax + by + ¢ = 0 dogrusuna

olan uzakligi,

5 , m = 0veyamtammsiz ise
—-a

lax, + by, + c|

{ |ax0+by0+c

m < 0 veya m tanimsiz ise

seklinde ifade edilir.
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5 KONIKLER
5.1 M-Merkezil Cemberi

Bu bolimde Tanim 2.1.6 daki merkezil ¢ember tanimi1 géz 6niinde bulundurularak dm

metrigine gore M-merkezil cemberi incelenmistir.

Merkezi O(0,0) ve yarigapi r olan ¢cember lizerindeki P(X,y) noktalari i¢in,
dw(0,P) =71

dir.

a) x.y = 0 ise dn(O,P) = dg(0, P) = /x2 + y2 = r = x% + y2 = r2 dir.

b) x.y < 0ise dn(O,P) =dm(O, P) =max{ |x|, |y| } =

b)) x<0,y=>0ve|x| =ly|ise, x +y < 0icin du(O,P) = |X| =- X =r dur.

b)) X <0,y=0vely| = |x|ise, X +y = 0 i¢in du(O,P) = |y| =y =r dur.

bs) y < 0,x=>0ve x| =y|ise, x +y = 0 i¢in du(O,P) = |x| = x =r dur.

b)) y<0,x=>0vely| = [x|ise,x +y < 0icin du(O,P) = |y| =-y=rdir.

Sonu¢ olarak; bu durum yorumlandiginda analitik diizlemin birinci ve iigilincii
bolgelerinde yarigapr r birim olan Oklid merkezil gemberi, analitik diizlemin ikinci ve
dordiincii bolgelerinde ise merkezi orijin olan ve yarigcapt r birim olan maksimum

cemberi (Salihova, 2006) gizilecektir (Sekil 5.1.1).
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Sekil 5.1.1 M-merkezil gemberi

5.2 M-Merkezil Elipsi

Bu boliimde Tanim 2.1.7 deki merkezil elipsin tanimi gbz 6niinde bulundurularak dm

metrigine gére M-merkezil elipsler incelenmistir.

F1 ve F; noktalar1 ile pozitif bir a reel sayist verilmis olsun. d» metrigine goére ¢ > 0
olmak tizere F1(c, 0) ve F,(-c, 0) noktalarina olan uzakliklar1 toplami 2a olan noktalarin
geometrik yerini yani dw(P,F;) + dw(P,F;) = 2a ifadesini F;, F, ve a nin baz1 &zel

durumlart i¢in inceleyelim.

A) F; = F, = (0, 0) ve a = 0 olsun. Bu durumda P(x, y) noktalari i¢in dw(P,F;) = 0 dir.

x.y nin farkli durumlari ig¢in dw(P,F;) = 0 sartin1 saglayan noktalar1 bulalim.

a) Xy = 0ise dm(P,Fl) = dE(P, Fl) = \/XZ + yz =0=x=0ve y= 0 dir.
b) x.y < 0ise dn(P,F1) =dm(P, F1) = max{ |x|, |y| }=0=x=0ve y=0 dir.

a ve b incelemelerinin sonucunda F; = F, = (0, 0) ve a = 0 ise dw(P,F;) + dn(P,F,) = 2a

sartin1 saglayan noktalarin geometrik yeri O(0, 0) noktasidir.

B) F, = F, = (0, 0) ve a # 0 olsun. Bu durumda dw(P,F1) + dn(P,F;) = 2a ifadesi
dn(P,F1) = a seklinde yazilabilir. x.y nin farkli durumlart i¢in d=(P,F;) = a sartimi

saglayan noktalar M-merkezil ¢gemberi belirtir.
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C) F1#F2 ve a = 0 i¢in, dn(P,F;) + dw(P,F;) = 0 sartinin saglanabilmesi i¢in d=(P,F;) =0
ve dn(P,F;) = 0 olmalidir. Bu ise P = F; ve P = F, demektir ki bu sart1 saglayan P

noktas1 bulunamayacagindan ¢6ziim kiimesi bos kiimedir.

D) Fi#F; ve a # 0 igin, dm(P,F;) + dw(P,F;) = 2a sartin1 saglayan P noktalarinin
geometrik yerini bulmadan 6nce analitik diizlemi x =c, x =-c ve y = 0 dogrulariyla
siirlanan alt1 bolgeye ayiralim (Sekil 5.2.1). Daha sonra her bir bolge igin ayri ayri

incelememizi tamamlayalim.

A= ¥ =c
3, Bélge 2. Bplge 1. Bilge
o [ 4
0|
4. Bilge 5. Jﬁlge 6. Bolge
\ y

Sekil 5.2.1 M-merkezil elipsi ve M-merkezil hiperbolii igin diizlemin bélgeleri
a)x>c,y>0 (1.Bolge)

Bu durumda (X — ¢).y > 0 ve (x + ¢).y > 0 oldugundan,

dw(P,F1) + dw(P,F2) = dg(P,F1) + dg(P,F2) = J(x — )2 +y2 +/(x + )2+ y2 = 2a
dir.

2 2 . -
Bu denklem diizenlendiginde karsimiza denklemi, z—z +—2— =1 olan Oklid merkezil

a2-c2

2—C2

elipsi ¢ikacaktir. Bu elipsin Kj(a,0) ve Kj(c, = ) noktalarindan gectigi agiktir

a

(Sekil 5.2.2).
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_emT T TTTe- Ll a?—c?
a?-c? \‘.QKZ(C. a )

A\

C Lﬂ /Y
/ Ki(a,0)

Sekil 5.2.2 1. bolgedeki M-merkezil elipsi
b) —c<x<c,y>0 (2. Bolge)
Bu durumda (X —¢).y <0 ve (X + ¢).y > 0 oldugundan,
du(P,F1) + du(P,F5) = dy(P,F1) + dg(P,F2) = max {|x —c|, |y[} +/(x + )2 + y2 =

2a dir. Maksimum metrigine gore ti¢ farkli durum karsimiza ¢ikmaktadir. Bu durumlar

sunlardir :

b;) X —c| <|y| ise x + y > ¢ oldugundan,

dy(P,F1) + dg(P,F2) = |yl + V(x + )2 + y? = 2a
=y+J(x+c)*+y*=2a
= (Ja+oZ+y% ) = 2a-y)

—x?% — 2xc — c?® + 4a?
4q

ﬁy_—
1 (x + )2.+

= e pp—
y 4ax c a

Bu ise x + y = c¢ dogrusunun belirtilen aralikta {istte kalan kisminda

y = —ﬁ(x +¢)? + a Oklid paraboliiniin ¢izilmesi demektir. Bu paraboliin tepe

a?-c?
- ) noktasinda keser

noktasi Ti(-c, a) noktasidir. Bu parabol x = ¢ dogrusunu Ks(c,

(Sekil 5.2.3, Sekil 5.2.4, Sekil 5.2.5).
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b2) X —c| > |y] ise x + y < ¢ olacagindan,

dm(P,F1) + dg(P.F2) =[x —cl +/(x + )2 + y? = 2a
= —x+c+J(x+c)*+y?=2a

= (VEF o2 +37 )= Qa+x—c)?

= x = —yz —a
4,(a—c)
2
Bu ise x + y = ¢ dogrusunun belirtilen aralikta altta kalan kisminda x = " (Z_C) -

Oklid paraboliiniin ¢izilmesi demektir. Bu paraboliin tepe noktasi To(-a,0) noktasidir.

Ayrica bu parabol X = -¢ dogrusunu Ky(-c, 2(a-c)) noktasinda keser (Sekil 5.2.3).

1
x+y‘=c\ |
I |
K(-c, 2¢) '
————————————— Zc 1
i
' - y?
- 4.(a-c) -
CZ
)
! | ; 1
: : y=-—_&+to)t+a
-a, T -c o € C . a \
¢ : i . - 7 x
1 . b X
1

Sekil 5.2.3 a < 2c i¢in 2. bolgedeki M-merkezil elipsi
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~ | X=-C ANY X=c
R |
' K(-¢, 2¢ !
..... i‘é_%lma :
T, R !
1 N | a2_C2
: o, - Ks(c, )
! v
: AN 1 )
! . y=——(x+c)*+a
1 N 4a
[
I .
1 N |
| N |
| N
! s :
I N :
| L
€ 0 s C N\
i ° o 7 X
! N
I i N\
| \ .
I I \x+y=c

Sekil 5.2.4 a=2c i¢in 2.bolgedeki M-merkezil elipsi

x=c N u
X+y=¢ X 1x=¢
\\ :
LTI . ‘
- =T h e :
_ i o ‘ i
1 . : T , a“=c
yzfa(x+c)2+a o H_\;K‘S(C. a )
. K(-c, 2¢) Tl
o m s s 2c , -
0t ; L
X b |
I |
' 1
! - i
I . ‘
X .
|
: . \
C o < A X

Sekil 5.2.5 a > 2c¢ i¢in 2. bolgedeki M-merkezil elipsi

y = —ﬁ(x—c)2 +a Oklid paraboliiniin tepe noktast Ti(-c, a) dir. Bu nokta

X = -c dogrusu lzerindedir. Ayn1 zamanda x = -¢ dogrusu ile x + y = ¢ dogrusunun
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kesim noktast K(-c , 2¢) dir. Bu durumda T; noktasinin K noktasinin altinda, K noktasi
ile cakisik veya K noktasinin iistiinde olmast durumunda yani a < 2¢, a = 2¢, a > 2¢
durumlarinda farkli ¢izimler olusacaktir (Sekil 5.2.3, Sekil 5.2.4, Sekil 5.2.5). a=2c ve

a > 2¢ durumlarinda x +y = ¢ dogrusunun altina gegilemeyeceginden bu durumlarda

X = 4(Z Z_C) —a Oklid paraboliiniin grafigi ¢izime dahil olmayacaktir (Sekil 5.2.4,
2
Sekil 5.2.5). x =—>——a paraboliiniin grafigi sadece a < 2c¢ olmasi durumunda

4.(a-c)
X +y = ¢ dogrusunun altinda ¢izilebilir (Sekil 5.2.3).

bs) X — ¢|=|y| ise x + y = ¢ oldugundan,

duy(P,F) + dg(P,F2) = |yl + V(x + ¢)? + y? = 2a

veya

du(PF1) + dg(PFo) = [x —c| + /(x + €)2 + y% = 2a
yaziliglarinin her ikisi de dogrudur. Bunlarin belirttigi y = —ﬁ(x —c¢)?+a veya
X = 4.(22_6) — a Oklid parabollerinden herhangi biriyle x + y = ¢ dogrusunun ortak

noktast veya bu iki paraboliin ortak noktasi ayni noktadir. Bu nedenle bunlardan
herhangi ikisini ortak ¢6zmek yeterlidir.
y2

X = 7o — @ paraboliiile x +y = ¢ dogrusunu ortak ¢ozelim.

2
c—y= 4(2_6) —a olur ki buradan karsimza y2+4(a—c)+4(c?—a?)=0

denklemi ¢ikar. Bu denklemin kokleri y, , = 2¢ — 2a *+ 2,/2a(a — ¢) dir. Calismamizi

X- ekseninin iist tarafinda yaptigimiz igin ,

K (Za —c—2y2a(a—c),2c —2a+ 2/2a(a — c))

noktasi aradigimiz geometrik yerdir (Sekil 5.2.3).
c) x<-c,y=>0(3.Bolge)

Bu durumda (X —¢).y <0 ve (x + ¢).y < 0 oldugundan,
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dn(P,F1) + dn(P,F2) = dm(P,F1) + dm(P,F2)
= max{|x —c|, [y[} + max{|x + |, [y[}

=2a

dir. Maksimum metrigine gére dokuz farkli durum olusur. Bu durumlar sunlardir :
C1) X—c|<l|y], |x +c|<ly|igin, X +y > ve X + Yy > -c oldugundan,

du(P.F1) +du(P.F) =yl + |yl =2a=y=a
C2) X—c|<|y], |x +c|>]y|igin, X +y > C ve X + y <- ¢ olacagindan ¢6zlim yoktur.
C3) X—c|>yl, X +c|<ly|igin, X +y <cCVeX+Yy>-coldugundan,

dy(P,F) +dy(PF) =|x—cl+|lyl=2a=x—-y=c—2a
Cs) [x—c|>1]yl, [x+c|>[y|igin,x +y<cvex+y<-C
dy(P,F) +dy(PF) =lx—c|+|x+c|=2a=>x=—a

Cs) [X—c|=1yl, X + c| <|y| i¢in, X + y = c ve X + y > -C oldugundan,

du(P,F1) + du(P,F2) = Ilx—cl+ |yl =1yl + |yl =2a olacagindan y = a ve
X —Y = ¢ — 2a olur ki bu durumda aradigimiz geometrik yer Kg ( ¢ — a, a ) noktasidir.
Bu nokta a = 2¢ olmasi durumunda x = -¢c dogrusunun {izerinde olur ki bu da a = 2c,

a> 2c ve a < 2c¢ durumlarinda farkli ¢izimleri gerektirir.

Ce) X —C|=1|yl|, X + | >|y|] igin, X + y = Cc Ve X + Y < -c oldugundan ¢6ziim kiimesi bos

kiimedir.
c7) x—c|>y|, x+c=|yligin, X +y <cveXx+Yy = -coldugundan,

dm(P,F1) + dy(P.F2) = |x —c| + |y| = |[x = c| + [x + c| = 2a olacagindan x = -a ve

X —Y = ¢ — 2a olur ki bu durumda aradigimiz geometrik yer K; ( -a, a— c) dir.

Cg) [X—c|<|y|, |x +c=lyligin; X +y>cveX+y=-coldugundan ¢éziim kiimesi bos

kiimedir.

Co)x+yl|=lyl, X—c|=]|y|iginx+y=cveXx+y=-c oldugundan ¢6ziim kiimesi bos

kiimedir.
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A 12¢
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X=-a X=-C

Sekil 5.2.7 a = 2c i¢in 3. bolgedeki M-merkezil elipsi
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-12¢

X—y=c—2a

Sekil 5.2.8 a > 2c¢ igin 3. bolgedeki M-merkezil elipsi
d)x<-c,y<0 (4. Bolge)

Bu durumda (X —¢).y > 0 ve (x + ¢).y > 0 oldugundan,

dw(P,F1) + dw(P,F2) = dg(P,F1) + dg(P.F2) = J(x — )2 +y2 +/(x + )2+ y2 = 2a
dir.

Bu denklem diizenlendiginde karsimiza denklemi, Z—z + v 1 olan Oklid merkezil

a2—c2

c?—a?

elipsi ¢ikacaktir. Bu elipsin Kg(-a,0) ve Kq (- c,

) noktalarindan gectigi agiktir

a

(Sekil 5.2.9).
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!
Ka(-2,0) /

Sekil 5.2.9 4.bolgedeki M-merkezil elipsi
e)—c<x<c,y<0 (5. Bolge)

Bu durumda (X — ¢).y > 0 ve (x + ¢).y < 0 oldugundan,

dw(P,F1) + dn(P,F2) = dg(P,F1) + du(P,F2) = (x — ¢)? + y2 +max{|x + c|, |y|} = 2a
dir. Maksimum metrigine gore {i¢ farkli durum karsimiza ¢ikmaktadir. Bu durumlar

sunlardir :
e1) X +c|<|y|ise X + y < - ¢ oldugundan,

dg(P,Fy) + dy(P.F2) =/ (x = )2+ y2 + |y| = 2a

= J(x—-c)+y?—y=2a

= (,/(x - )2+ yzz) = (2a +y)?

x% — 2xc + c? — 4a?

e =
d 4a
>y=—((x—-0c)?*-
y=-(x-0?-a
Bu ise x + y = -c¢ dogrusunun belirtilen aralikta altta kalan kisminda

=L (x — ¢)? — a Oklid paraboliiniin ¢izilmesi demektir. Bu paraboliin tepe noktasi
Y= P

Ts(c, -a) noktasidir. y =$(x—c)2 —a Oklid parabolii x = -c dogrusunu

c?-

aaz) noktasinda keser (Sekil 5.2.10, Sekil 5.2.11, Sekil 5.2.12).

Kio(-c,
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) [x +c| > |y| ise X +y > -c oldugundan,

dg(P,F1) + du(P,F)) =/(x = )2+ y2 + |x + ¢| = 2a
=J(x—-c)*+y?+x+c=2a
= (J&=0Z+3% ) = 2a—x—0c)?

yZ

=Sx=—"
X 4.(c—a)+a

y2
4.(c—a) ta

Oklid paraboliiniin cizilmesi demektir. Bu paraboliin tepe noktas1 T4(a,0) noktasidir.

Bu ise X + y = - ¢ dogrusunun belirtilen aralikta {istte kalan kisminda x =

Ayrica bu parabol X = ¢ dogrusunu Kj1(c, 2(c-a)) noktasinda keser (Sekil 5.2.10).

N
b 8
_1 2 N |
y=gax-o*—a | _ Tala.0) X
a s : . Ry
. i c
. K][] . /
\\ | A K
. .. S
\_‘ -
\ﬁ_‘_, i
K1z Lemm -
\12 .- N Ta(c, -a)

| \HVK:“ -c

Sekil 5.2.10 a <2c i¢in 5. bolgedeki M-merkezil elipsi
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Sekil 5.2.12 a > 2c igin 5. bolgedeki M-merkezil elipsi

y = i(x —¢)? —a Oklid paraboliiniin tepe noktast Ts(Cc, -a) dir. Bu nokta x = ¢

dogrusu tizerindedir. Ayn1 zamanda x = ¢ dogrusu ile x + y = -¢c dogrusunun kesim
noktas1 K (¢ , -2¢) dir. Bu durumda T; noktasimin K noktasimin altinda, iizerinde veya
iistiinde olmast durumunda yani a < 2¢, a = 2¢, a > 2c¢ durumlarinda farkli ¢izimler

olusacaktir (Sekil 5.2.10, Sekil 5.2.11, Sekil 5.2.12) . a = 2¢ ve a > 2¢ durumlarinda
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2 ,
X +Yy = - ¢ dogrusunun {listliine gegilemeyeceginden bu durumlarda x = ﬁ + a Oklid

paraboliiniin grafigi ¢izime dahil olmayacaktir (Sekil 5.2.11, Sekil 5.2.12).

2 ,
x = (ch_a) + a Oklid paraboliiniin grafigi sadece a < 2¢ olmast durumunda x +y = - ¢

dogrusunun tstiinde ¢izilebilir (Sekil 5.2.10).

e3) [x + c| =y| ise X +y = - ¢ oldugundan,

de(P.F1) + du(P.F2) =y (x —¢)* + y* + |y| = 2a

veya

dg(P,F1) + dy(P,F2) =y (x — )2+ y?2 + |[x + c| = 2a

yaziliglarinin her ikisi de dogrudur. Bunlarin belirttigi y = i(x —¢)?—a veya

32
4.(c-a)

X = + a Oklid parabollerinden herhangi biriyle X + y = - ¢ dogrusunun ortak

noktast veya bu iki paraboliin ortak noktasi ayni noktadir. Bu nedenle bunlardan

herhangi ikisini ortak ¢6zmek yeterlidir.

2
x_y

T 4(c-a)

+ a parabolii ile x + y =- ¢ dogrusunu ortak ¢ozelim.

2
—c—y= 4(3:_61) +a olur ki buradan karsimiza y?+4(c—a)+4(c?*—a?) =0

denklemi ¢ikar. Bu denklemin kokleri y, , = 2a — 2¢ + 2,/2a(a — ¢) dir. Calismamizi

X- ekseninin alt tarafinda yaptigimiz igin ,

Ky, (c —2a+ ZJm,Za —2c—2,/2a(a - c))
noktasi aradigimiz geometrik yerdir (Sekil 5.2.10).
f) x>c,y<0(6.Bolge)
Bu durumda (X — ¢).y <0 ve (x + ¢).y < 0 oldugundan,

do(P,F1) + dn(P,F2) = du(P,F1) + dy(P,F2)=max {|x —c|, [y|} + max {|x + c|, [y} =
2a dir. Maksimum metrigine gore uzaklik nedeni ile dokuz farkli durum olusur. Bu

durumlar sunlardir :
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f1) X—c|<ly|, [x + c|<ly|igin, X + y < c ve X + Y < -c oldugundan,
du(P,F1) +du(P.R) =yl + Iyl =2a=y = —a
f2) X —c|<ly|, [x +¢|>]y| igin, X + y < Cc ve X +y > - ¢ oldugundan,
dy(P,F1) + dy(P,F) =yl +|x+c|=2a=x—-y=2a—c
f3) X —c|>y|, [x + | <y|igin, X + y > Cc ve X + Y < -¢ oldugundan ¢6ziim yoktur.
fa) X —c|>y|, [x +c|>y|igin, X +y >cCve X +Yy>-Coldugundan,
dy(P,F1)) +dy(P,F2) =|x —c|+ |x+c|=2a=x=a

fs ) X —c| =1y|, x +¢|<|y|] i¢in, X +y =c Ve X +y < -c oldugundan ¢6ziim kiimesi bos

kiimedir.
fe) X —c|=1yl, x +¢|>]y| i¢in, X +y =C Ve X +y > -¢ oldugundan,

dy(P,F1) + dy(P,F2) = |x —c| + |x +c| = |yl + |x + c| = 2a olacagindan x = a ve

X —Yy =2a-—c olur ki bu durumda aradigimiz geometrik yer K4 (@, ¢ - a ) noktasidir.

f7) [X—c|>lyl, [x +¢c|=y|igin x + y>cC Ve X +y = - ¢ oldugundan ¢dziim kiimesi bos

kiimedir.
fg) X —c|<ly|, x +c|=ly|iginx + y <c ve x+y=-coldugundan,

du(P,F1) + du(P,F2) = lyl+lyl=Iy|l+|x+c|] =2a olacagindan y = -a ve
X —Yy =2a—c olur ki bu durumda aradigimiz geometrik yer K;3 ( a-c, -a) dir. Bu nokta
a = 2c¢ olmasi durumunda x = ¢ dogrusunun {izerinde olur ki bu da a = 2¢, a > 2¢ ve

a < 2c durumlarinda farkli ¢izimleri gerektirir (Sekil 5.2.13, Sekil 5.2.14, Sekil 5.2.15).

fo) X —c|=1lyl, |[x + ¢|=y| igin x + y=c ve X + y = - ¢ oldugundan ¢6ziim kiimesi bos

kiimedir.
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x+y=-c

Sekil 5.2.13 a < 2c i¢in 6. bolgedeki M-merkezil elipsi

Sekil 5.2.14 a = 2c¢ igin 6. bolgedeki M-merkezil elipsi
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Sekil 5.2.15 a >2c¢ i¢in 6. bolgedeki M-merkezil elipsi

Tiim bolgelerdeki cizimler birlestirildiginde asagidaki sekiller ortaya ¢ikar
(Sekil 5.2.16, Sekil 5.2.17, Sekil 5.2.18).

Sekil 5.2.16 a < 2c¢ i¢in M-merkezil elipsi
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25

Sekil 5.2.18 a > 2¢c M-merkezil elipsi
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Tablo 5.2.1 Farkli durumlarda M-merkezil elipsi incelemeleri

Farklh Durumlarda M-Merkezil Elips incelemeleri

a=0 0(0,0) noktas.
a#0 Oklid koordinat sisteminin I1. ve
IV. bolgelerinde ikisi x-
eksenine, ikisi y- eksenine
paralel ve uzunluklari esit dort
dogru pargast ile Oklid koordinat
sisteminin I. ve 111. bolgelerinde
iki gember yayindan olusan
kapal1 egri.
a=0 Bos kiime.
a<2c  Dort dogru pargasi, dort Oklid
parabol parcasi ve iki Oklid elips
parcasindan olusan kapali egri.
a=2c  Dért dogru pargasi, iki Oklid
. parabol pargasi ve iki Oklid elips
parcasindan olusan kapal1 egri.
a>2c Alt1 dogru pargast, iki Oklid
parabol pargasi ve iki Oklid

elips parcasindan olusan kapali

o .

egri.
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5.3 M-Merkezil Hiperbolii

Bu boélimde Tanim 2.1.8 deki merkezil hiperboliin tanimi goz 6niinde bulundurularak

dm metrigine gore M-merkezil hiperbolleri incelenmistir.

F1 ve F, noktalar ile pozitif bir a reel sayis1 verilmis olsun. dw metrigine gére ¢ > 0
olmak tizere Fi(c, 0) ve F,(-c, 0) noktalarina olan uzakliklar1 farkinin mutlak degeri 2a
olan noktalarin geometrik yerini yani | d=(P,F;) - d=(P,F,) | = 2a ifadesini F1, F, ve a nin

bazi 6zel durumlari i¢in inceleyelim.

A) F; = F, = (0, 0) ve a = 0 olsun. | du(P,F1) - d=(P,F1) | = 0 durumu VP € R? i¢in

gercekleseceginden bu sarti saglayan noktalarin kiimesi R? diizlemidir.
B) F1 =F,=(0,0) ve a # 0 igin,
| dw(P,F1) - du(P,Fy1) | = 22
0=2a

ifadesi a # 0 olmasi ile gelisir. Bu durumda bu sart1 saglayan P noktalar1 olmadigindan

¢Oziim kiimesi bos kiimedir.
C) F1#F2 ve a=0 igin,

| dm(P,F]_) - dm(P,FZ) | =0
dm(P,Fl) = dm(P,FZ)

Bu son durumu alt1 bolge i¢in ayr1 ayr1 inceleyelim.
a) x>c,y>0 (1. Bolge)
dn(P,F1) = du(P,Fy)
dg(P,F1) = dg(P,F>)

V=02 +y2=/(x +c)? +y?

|x —c| =|x + |

X—c=x+c¢
c=0

¢ > 0 oldugundan bu durum i¢in ¢6ziim kiimesi bos kiimedir.
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b)c<x<c,y>0(2.Bolge)

dn(P,F1) = d=(P,Fy)
dm(P,F1) = dg(P,F)

max {|x—c|,|y|}=+(x—c)?+ y? dir. Maksimum metrigine gore ii¢ farkli durum
ortaya ¢cikmaktadir.

bi)|x—c|>|y|=-Xx+c>y=x+y<coldugundan,

—x+c=+(x+c)?+y?

2

y

X:—E

Oklid merkezil parabolii olusur (Sekil 5.3.1).

by) | X—c|<|y|=-X+cCc<y=x+y>coldugundan,

y={Jx+c)+y?=>x=-c
dogrusu ¢ikar (Sekil 5.3.1).

bs) X —c|=|y] = x + y = c oldugundan,

—x+c=+(x+c)+y?

yZ

X=—E

Oklid parabolii ile,

y={yJx+c)+y?=>x=-c

dogrusunun ortak ¢oziimii olan Kj(-c, 2¢ ) noktasi ¢oziim kiimesini olusturur

(Sekil 5.3.1).
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2¢

UX+y=c

Sekil 5.3.1 F1#F, ve a = 0 i¢in 2. bolgedeki M-merkezil hiperbolii
c)x<-c,y=>0(3.Bolge)

dn(P,F1) = du(P,Fy)
dm(P,F1) = dm(P,F)

max {[x—c|, [y} =max {|x+c] [yl }
Burada maksimum metrigine gore dokuz farkli durum ortaya ¢ikmaktadir.

C1) [X—c|>|y| ve [x+c| > ly]| = X+y < c ve x+y <-C oldugundan,

X —c|=|x + ¢
c=-C
c=0

¢ > 0 oldugundan bu durum igin ¢6ziim kiimesi bos kiimedir.
C2) X —c| > |y| ve |x + c| < |y| = X+y < ¢ ve X+y >-C oldugundan,

X — cl=ly|= y = -x+c = x+y = ¢ dogrusu ¢ikar. x + y < ¢ oldugundan ¢dziim kiimesi

bos kiimedir.
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C3) X —c|<lylve|x +c¢c|>|y] > X +y>cveXx+ Yy >c bolgesini saglayan noktalar

olmadigindan bu bolgedeki ¢6ziim kiimesi bos kiimedir.

Cy) X —c|<l|y|ve|x+c|<|y|=x+y >cvex+Yy >-coldugundan,

IY|=ly] = y =y durumu x +y > ¢ ve x < - ¢ bolgesindeki her P noktasi i¢in saglanacaktir.
Cs)X—c|=|y|,x+c|<|yliginx +y=cveX+Yy>-coldugundan,

IX — c| = |y| ile |y| = |y| denklemlerinin ortak ¢éziimii olan x + y = ¢ dogrusu ¢6ziim

kimesidir.

Ce) X—c|=1lyl,[Xx+c|>]yliginx +y=cveX+Yy<-coldugundan ¢dziim kiimesi bos

kiimedir.
c7)X—=c|>Jy],x+c|=|yliginx +y<cvex+y=-coldugundan,

X —c| =[x + c| ile X — c| = |y| denklemlerinin ortak ¢6ziimii olmadigindan ¢6ziim

kiimesi bos kiimedir.

Cg) [X—c|<ly|,|x +c|=lyli¢in x + y>c ve x +y = -c oldugundan ¢6ziim kiimesi bos

kiimedir.

Co)X—c|=ly|,x+c|=]yliginx +y=cvex+y=-c oldugundan ¢dziim kiimesi bos

kiimedir.

3. bolge icin ¢oziim kiimesinin Kartezyen diizlemdeki grafigi asagidaki gibidir
( Sekil 5.3.2).
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Sekil 5.3.2 F1#F, ve a = 0 i¢in 3. bolgedeki M-merkezil hiperbolii
d) x<-c ve y<0 (4. Bolge)
dm(P,Fl) = dm(P,Fz)
dg(P,F1) = dg(P,F2)

V=02 +y2=/(x+c)? +y?

|x —c| =|x+ |

—-x+c=—x—cC

c=0
dir . Bu durum ¢ > 0 olmasi ile ¢elistiginden ¢oziim kiimesi bos kiimedir.
e) -c<x<c ve y<0 (5. Bolge)

max{[x+c|,|y[}=v (x — ¢)? + y? olur. Bu durumda maksimum metrigine goére ti¢ durum
ortaya cikar.

e1) X +c|>|y| = x+c>-y=x+y>-coldugundan,

IX+c| =/ (x — ¢)? + y2

Oklid merkezil parabolii elde edilir.

e) [x +c|<|y|® X+ c<-y= X + Yy <-coldugundan,
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V=G = )% + 2

X=C
dogrusu olusur.

es3) X +c|=|y|= x+c=-y= X +y=-c oldugundan,

2

x+c| =/(x —c)2+y?% ile |y|=/(x —c)? + y? denklemlerinin yani x = % Oklid

parabolii ile x = ¢ dogrusunun ortak ¢6ziimii olan K5 ( ¢, -2¢ ) noktast ¢6ziim kiimesini

olusturur (Sekil 5.3.3).

Yi

i ‘
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Sekil 5.3.3 F1#F, ve a = 0 i¢in 5. bolgedeki M-merkezil hiperbolii
f)x>c,y<0 (6. Bolge)

max{|x + c|,ly|} = max{|x-c|,|y[} durumunda maksimum metrigine gére dokuz durum

karsimiza ¢ikmaktadir.
1) [x +c| > |y| ve [X-c| > |y| = x+y > -c¢ ve x+y > ¢ oldugundan,

[X+c|=|x-c]|
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c=-C

Bu durumda ¢ > 0 oldugundan ¢6ziim kiimesi bos kiimedir.
f2) X+ c| > |y| ve [x-c| < |y| = X+ y > -c ve x + y < ¢ oldugundan,
X +c|=|y|= x +y=-colur. X +y > -c¢ oldugundan ¢6ziim kiimesi bos kiimedir.

f3) X + ¢ <yl ve [x-c| > |y]| = X + y < -c ve x + y > ¢ bolgesini saglayan noktalar

olmadigindan bu bolgede ¢6ziim kiimesi bos kiimedir.
f4) X +c| <|y| ve x-c| < |y| = X + y < -c ve x+y < ¢ oldugundan,

Iy|=|y|=-y=-y= y=Yy olur. Bu durum x + y < -c ve x > ¢ bolgesindeki her P noktas1 i¢in

saglanacaktir.

fs ) X —c|=y|, [x + ¢|<|y| i¢gin X + y =c ve X + y < -c¢ oldugundan ¢6zlim kiimesi bos

kiimedir.
fe ) X —c|=y|, |x +¢|>]y|igin X + y=c ve x +y > -c oldugundan,

[X- ¢| = |x + ¢| ile |y] = |x + ¢| denklemlerinin ortak ¢6ziimii olmadigindan ¢6ziim kiimesi

bos kiimedir.

f2) X —c|>lyl, |x +c|=ly| igin x + y > ¢ ve X + y = -c oldugundan ¢6ziim kiimesi bos

kiimedir.
fg) X —c|<lyl, x +¢|=y|icinX +y <cveX+y=-c oldugundan,

ly| = [x + c| ile |y] = |y| denklemlerinin ortak ¢6ziimii olan x + y = -c¢ dogrusu ¢6ziim

kiimesidir.

fo) X —c|=1y|, |x + ¢| =yl igin x + y=c ve x + y = -c¢ oldugundan ¢6ziim kiimesi bos

kiimedir.

6. bolge icin ¢oziim kiimesinin kartezyen diizlemdeki grafigi asagidaki gibidir

( Sekil 5.3.4).
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X+y=-C

-2¢

Sekil 5.3.4 F#F, ve a = 0 igin 6. Bolgedeki M-Merkezil Hiperbolii

a,b,c,d,e,f segeneklerinin tamamini degerlendirdigimizde asagidaki sekil ortaya cikar

( Sekil 5.3.5).

Sekil 5.3.5 F1#F, ve a = 0 igin M-merkezil hiperbolii

D) F1 # F; ve a#0 igin,

|dw(P, F;) — dw(P, F,)| = 2a durumunu mevcut alt1 bolge i¢inde inceleyelim.
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a)x>c,y>0(1.Bolge)

|dm(P,F1) - d"](P,Fz)l = 2a
|dE(P, Fl) - dE(P,Fz)l == Za

|\/(x—c)2+y2—\/(x+c)2+y2 = 2a

x2 y2

a? C2 — a?

=1

Bu ise Oklid diizlemindeki hiperbol denklemidir (Sekil 5.3.6).

S

Sekil 5.3.6 F1#F, ve a # 0 i¢in 1. bolgedeki M-merkezil hiperbolii
b) ¢ <x<c,y>0(2.Bodlge)

|dn(P, F;) — dn(P,F,)| = 2a
|dy (P, F1) — dg (P, F)| = 2a

max{|x —c|, |y|} -V (x +c)? + y2| = 2a

Burada maksimum metrigine gore li¢ durum ortaya ¢ikmaktadir.

b)) |Xx—c|>|y|=-Xx+Cc>y=x+y<coldugundan,

||x—c|—\/(x+c)2+y2| = 2a
|—x+c—\/(x+c)2+y2| = 2a
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Bu son mutlak deger i¢in iki farkli durum olusur:
i) —x+c¢ =+ (x—c)?+ y? igin,
—x+c =(x—c)+y?

2

=>xS—y—

4c

dir. Bu durumda

—x+c—y(x+c)+y?=2a
2

R CEnE

a

denklemine sahip Oklid parabolii olusur.
i) —x+c <+ (x—c)?+y?igin,
—x+c <(x—c)+y?

2

y
= x> ——
x 4c

dir. Bu durumda

—x+c—+(x+c)+y?=-2

_y2

=4(a+c)+a

Q

=X

denklemine sahip Oklid parabolii olusur.

b)) [ Xx—c|<|y|=-Xx+Cc<y=x+y>cigcin,

||y| —(x+c)? +y2| = 2a
|y—\/(x+c)2+y2| = 2a

Bu son mutlak deger i¢in iki farkli durum olusur:
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i) y =+/(x—c)?+ y?igin,
y =(x—c)*+y?

>(x+c)2<0

Bu durum ise X = -c olmas1 disinda saglanamaz.
i)y <+(x—c)?+y?igin,
y<Jx—=c)?+y?

>(x+c)?>0
=>J(x+c)2+yt—y=2a

x% 4 2xc + c? — 4a?
2Yy= 4a

= =i(x+c)2—a
Y= 4a

bs)|Xx—c|=]|y|=-X+c=y=x+y=coldugundan,

bu bdlgede ¢oziim||x — c| — /(x + ¢)2 + y2| = 2a, ||ly| = /(x + )2 + y2| = 2a ile

X + y = ¢ denklemlerinin ortak ¢6ziimiidiir. Bu nedenle bu denklemlerden herhangi

ikisini ortak ¢ozmek yeterlidir. ||y| — /(x + )2 + y2| = 2a ile x + y = ¢ denkleminin
yani

y = i (x + ¢)? — a Oklid parabolii ile x + y = 0 dogrusunun ortak ¢oziilmesi ile elde

edilen noktalardan x-eksenin iistiinde kalan,

K;(—2c — 4a + 4+ 2a? + 2ac, 3¢ + 4a — 4/ 2a? + 2ac)
noktasi ¢oziimdiir.

2.bolgede hiperbol agagidaki gibidir (Sekil 5.3.7).
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Sekil 5.3.7 F1#F; ve a # 0 igin 2. bolgedeki M-merkezil hiperbolii
C)x<-c,y>0(3.bolge)

|dm(P,F1) - d“J(P,Fz)l == Za
|dy (P, F1) — dy (P, F>)| = 2a

|max{|x — c|, |y|} — max{|x + c|, }| = 2a
Burada maksimum metrigine gore dokuz durum ortaya ¢ikmaktadir. Bunlar:
C1) X—c|<|y|ve|x+c|<|y|=x+y>cveXx+y>-coldugundan,

ly—y|=2a
0=2a

a > 0 sartin1 saglamadigindan ¢6ziim kiimesi bos kiimedir.
C2) X—c|< |y|ve|x+c|>]y| = x+y>cveXx+y<-coldugundan,

X +y = ¢ dogrusunun iistii ile x + y = -¢ dogrusunun altinda kalan bdlgenin arakesiti bog

kiime oldugundan bu durum i¢in inceleme yapilamaz.
C3) X —cl>|y|ve|x+c|<|y| = x+y<cveXx+y>-coldugundan,

Ix—cl-1yl|=2a
|-x+c—-y|=2a
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Bu durumda,

I)-Xx+Cc—y>0ise yani x +y < ¢ ise Xty = ¢ — 2a dogrusu ¢oziimdiir (Sekil 5.3.8).

s
ol s
B o i

Sekil 5.3.8 F1#F, ve a # 0 i¢in 3. bolgedeki M-merkezil hiperbolii

i) X+ c—y<0iseyanix+Yy>colurancak bu durum c3 segeneginin x +y < ¢ sart1

ile gelistiginden ¢6ziim kiimesi bos kiimedir.
Cs) X—c[>|y|ve|x+c|>|y| = x+y<cvex+y<-coldugundan,

X —c|-|x+c|=2a
|-x+c+x+c|= 2a

c=a
Hiperbol i¢in ¢ # a oldugundan bu durumu saglayan noktalarin kiimesi de bos kiimedir.
Cs) X—c|=y|, [x +¢|<ly|iginx +y=cvex+y>-coldugundan,

| [x—c|-1ly||=2aile|ly| - |y] | = 2a denklemlerinin ortak ¢6ziilmesi gerekir. Ancak bu

denklemlerin ortak ¢6ziimii olmadigindan ¢6ziim kiimesi bos kiimedir.

Ce) X—c|=]lyl, [x tc|>|yliginx +y=cvex+y<-coldugundan ¢6ziim kiimesi bos

kiimedir.

C7)x—c|>y], x +¢|=ly|iginx +y=cvex+y>-coldugundan,
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| X —c|-|x+c||=2aile||x—c|-]|yl | =2a denklemlerinin ortak ¢6ziilmesi gerekir.

Ancak bu denklemlerin ortak ¢oziimii olmadigindan ¢6ziim kiimesi bos kiimedir.

Cg) [X—c|<lyl, [x+c|=]|yli¢gin x + y>c ve x +y=-c oldugundan ¢6ziim kiimesi bos

kiimedir.

Co) X —c|=1y], x +¢c|=|y|i¢in X + y=c ve X +y = -c oldugundan ¢6ziim kiimesi bos

kiimedir.
d)x<-c,y<0 (4. Bolge)
Bu durumda (x—c ).y >0 ve (x tc ) .y > 0 oldugundan,
|dm(P, Fl) - dm(P,Fz)l = 2a
|dg (P, Fy) — dg(P, ;)| = 2a
|\/(x—c)2 +y2—(x+c)2+y%|=2a

xZ yZ

aZ CZ — aZ

=1

dir. Bu ise Oklid diizlemindeki hiperbol denklemidir (Sekil 5.3.9).

Sekil 5.3.9 F1#F, ve a # 0 igin 4. bolgedeki M-merkezil hiperbolii

e)—c<x<c,y<0(5. Bolge)

|dm(P, Fl) - dm(P,Fz)l = 2a
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|dg (P, F1) — dy(P, F2)| =2a

|max{|x +cl,lyl} - (x—c)?+ y2| = 2a

Burada maksimum metrigine gore {i¢ farkli durum ortaya ¢ikar.

e1) [x +c|>|y|= x +y > -c oldugundan,

|max{|x + cl, lyl} = /G = % + y%| = 2a
||X+c| —\/m| = 2a
|X+c—\/(x—c)2+y2| = 2a

Mutlak deger tanimindan,

2
i) x+c2\/(x—c)2+y2:>x21]—ci<;in,
x+c—y(x—c)?+y?=2a

2

Y

=———+
x 4.(c—a) 4

2
i) x+c<\/(x—c)2+y2=>x<3:—c igin,
x+c—+y(x—c)>+y?=-2a

y2

x=4.(c+a)_a

olur.
e) X +c|<ly] = Xx+y<-cigin,
| max{lx + cl, Iy} = VG = )7 +¥?| = 2a
|IyI —V(x—c)? +y2| = 2a
|~y — VG =07 +77| = 2a
olur. Mutlak deger tanimindan,

i) —y>./(x—c)2+y%2= 0= (x—c)? icin x = ¢ durumunda,
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-y =y (x—=c)2+y?=2a

yza(x—c)z—a

Oklid parabolii ile x = ¢ dogrusunun ortak ¢dziilmesi ile elde edilen K(c, -a) noktasi

X + Yy < - ¢ sartin1 saglamadigindan ¢6ziim kiimesi bos kiimedir.

i) —y<J(x—c)2+y2=0< (x—c)?icin,

-y —y(x—c)2+y?=-2a

—x2 4 2xc — c? + 4a?
4a

y =
- ( )+
y=-—g-@&=-o’+a
Oklid parabolii elde edilir.

es3) X +c|l=|y] = x+y=-coldugundan,

x+c—y(x—0)2+y?| =2a |-y—yJ(x—c)2+y?| =2aile

X + Yy = -¢ denklemlerinin ortak ¢oziimiidiir. Bu denklemlerden herhangi ikKisini ortak
¢ozmek yeterlidir. |[—y —/(x — ¢)2 + y2| = 2a ile x + y = -c denklemlerinin yani

y= —ﬁ(x — ¢)? + a Oklid parabolii ile x + y = - ¢ dogrusunun ortak ¢dziilmesi ile

bu bolgede ¢6ziim,

elde edilen noktalardan x-ekseninin altinda kalan

K,(2c + 4a — 4+/2a? + 2ac,—3c — 4a + 4+ 2a? + 2ac)
noktas1 ¢oziimdiir.

5. Bolgede hiperbol ¢izimi asagidaki gibidir ( Sekil 5.3.10).
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Sekil 5.3.10 F;#F, ve a # 0 igin 5. bolgedeki M-merkezil hiperbolii

f)x>c,y<0(6.Bolge)

|dm(P, Fl) - dm(P,Fz)l = Za
|dy (P, Fy) —dy (P, F,)| = 2a
|max{|x — cl, |y} — max{|x + c|, |y[}| = 2a

Maksimum metrigine gére dokuz durum ortaya ¢ikar. Bunlar:
f1) X —c| > |y| ve |x + c| > |y|= X +y > Cc ve X +y > -¢ oldugundan,

X —c|-|x+c|=2a
X —Cc—Xx—c|=2a
c=a

Hiperbolde c#a oldugundan bu durumda ¢6ziim yoktur.
f2) [x —c| > |y| ve [X + c| < |y|= X +y > Cc ve X +y > -¢ oldugundan,
Bu bdlgeyi saglayan noktalar bulunmadigindan ¢6ziim kiimesi bos kiimedir.

f3) [x —c| <|y| ve [X + c| > |y|= X +y < c ve X +y > -¢ oldugundan,
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llyl- Ix+cl|=2a
l-y—-x—-c|=2a

Mutlak deger tanimindan iki durum ortaya ¢ikar.

1) —y>x+c¢ = xty < -c oldugundan,

Bu durum f; sart1 ile gelistiginden ¢6ziim kiimesi bos kiimedir.
i) —y<X+c= X+Yy>-coldugundan,

l-y—-Xx—-c|=2a

-y—X—-c=-2a

X+y=2a-c
dir (Sekil 5.3.11).

Sekil 5.3.11 F;£F, ve a # 0 i¢in 6. bolgedeki M-merkezil hiperbolii
fi))x—c|<lylvex+c|<|y|= Xx+y <cvex+y<-ci¢in,

Iyl - Iyll= 2a
0=2a

a> 0 oldugundan ¢6zlim kiimesi bos kiimedir.
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fs) X —c|=y|, |x + ¢| <|y|ligin x + y=c ve X + y < -c oldugundan ¢6ziim kiimesi bos

kiimedir.
fe ) [x—c|=1y|, X + c| > |y| igin x + y=c ve x +y > -c oldugundan,

| X —c|-|x+c||=2aile|]y| - X+ c||=2a denklemlerinin ortak ¢dzliimii yapilmalidir.

Bu denklemlerin ortak ¢6ziimii olmadigindan bu bolge i¢in ¢6ziim kiimesi bos kiimedir.

f2)x—c|>|y], [x +c|=]y|li¢in x + y>c ve x +y = -c oldugundan ¢6ziim kiimesi bos

kiimedir.
fg) X —c|<lyl, x + ¢|=y|igcinx +y <c ve x +y = -c oldugundan,

|yl - [x +c||=2aile]ly| -]yl | =2a denklemlerinin ortak ¢6ziimii yapilmalidir. Bu

denklemlerin ortak ¢6ziimii olmadigindan bu bolge i¢in ¢6ziim kiimesi bos kiimedir.

fo) X —c|=y|, [x + ¢|=y| i¢gin X + y = ¢ ve X + y = -c¢ oldugundan ¢6zlim kiimesi bos

kiimedir.

Tiim bu durumlarin sonucunda a, b, ¢, d, e, f segenekleri birlestirildiginde asagidaki

sekil ortaya ¢ikar (Sekil 5.3.12).

Sekil 5.3.12 F;#F; ve a # 0 i¢in M-merkezil hiperbolii
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Tablo 5.3.1 Farkli durumlarda M-merkezil hiperbolii incelemeleri

Farkli Durumlarda M-Merkezil Hiperbolii Incelemeleri

a=0 R? diizlemi
Fi=F
az0 Bos Kiime
a=0 Iki Oklid parabol parcasi ve

kesisen iki dogru arasinda kalan

iki bolge.

Alt1 Oklid parabol pargas, iki
1510 ve iki Oklid hiperbol

pargasindan olusan egri.

a0

5.4 M-Merkezil Parabolii

Bu boliimde Tanim 2.1.9 daki paraboliin tanimi goz Onilinde bulundurularak dm

metrigine gére M-Merkezil parabolleri incelenmistir.

X = -c¢ dogrusuna ve F(c, 0) noktasina esit uzakliktaki noktalarin geometrik yeri kollar
saga dogru olan M-Merkezil paraboliidiir. Bu parabolle ilgili incelemeler asagidaki

sekilde belirtilen bolgeler i¢in yapilmistir (Sekil 5.4.1).
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2. bplge 1. bdlge
\
3. bd |ge 4, bolge

\X

Sekil 5.4.1 M-merkezil parabolii i¢in diizlemin bolgeleri
a)x>cvey=>0 (1. Bolge)

1. bolgede x > ¢ ve y > 0 i¢in herhangi bir P( x, y ) noktasinin X = -c dogrusuna uzaklig|
X + c| dir.
|x + c| = dw(F,P)
|x + c| = dg(F,P)
x+c= \/m
y? = 4xc
Oklid merkezil parabolii gikar.
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Sekil 5.4.2 1. bolgedeki M-merkezil parabolii
b)x <cvey=>0 (2. Bolge)

2. bolgede x < ¢ ve y > 0 i¢in herhangi bir P( x, y ) noktasinin x = -c dogrusuna uzakligi,
| x+c|
dir.
|x + c| = dw(F,P)
|x + c| = dy(F,P)

x + ¢ =max{|x —c|, |y}
Maksimum metriginden dolay1 buradan iki farkli durum ortaya c¢ikar.
b1) | X —¢|>|y] = x + y < ¢ oldugundan,

X+C=-X+¢C
x=0

by) | X —¢| <|y| = X +y > ¢ oldugundan,
X-y=-C
bs) |x—c|=y| = X +y=c oldugundan,

Bu durumda x = 0 ile X — y = -¢ denklemlerinin ortak ¢6ziimii olan K ( 0 , ¢ ) noktasi
¢Ozliimdiir (Sekil 5.4.3).
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Sekil 5.4.3 2. bolgedeki M-merkezil parabolii
c)x<cvey<0 (3. Bolge)
3. bolgede x < c ve y < 0 i¢in herhangi bir P( x, y ) noktasinin x = -c dogrusuna uzakligi,
| x+c|
dir.

|x + c| = dn(F,P)
|x + c| = dg(F, P)
x+c=J(x—c)2+y?
y? = 4xc
Oklid merkezil parabolii ¢ikar.
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Sekil 5.4.4 3. bolgedeki M-merkezil parabolii
d) x>cvey <0 (4. Bolge)
4. bolgede x > ¢ ve y < 0 i¢in herhangi bir P( x, y ) noktasinin x = -¢ dogrusuna uzakligi,
| x +c|
dir.

|x + c| = dw(F,P)
|x +c| =dy(F,P)

x + ¢ =max{|x —c|, |y}
Buradan iki farkli durum ortaya cikar.
dy) | X —c|>|y| = x + y > ¢ oldugundan,

X+Cc=Xx-c¢C
c=0

¢ > 0 oldugundan ¢6ziim kiimesi bos kiimedir.
dy) | X —c| < |y| = x + y < ¢ oldugundan,

X+C=-y
X+y =-C

d3) | X—c|=1y| = x + y=c oldugundan,
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X + ¢ =[x —c| ile x + ¢ = |y| denklemlerinin ortak ¢6ziilmesi gerekir. Bu denklemlerin

ortak ¢ozlimii olmadigindan bu durum i¢in ¢6zliim kiimesi bos kiimedir.

Sekil 5.4.5 4. bolgedeki M-merkezil parabolii

a, b, ¢, d secenekleri degerlendirildiginde asagidaki sekil ortaya ¢ikar (Sekil 5.4.6 ).

Y

Sekil 5.4.6 M-merkezil parabolii
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6. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde farkli bir metrikte bir noktanin bir dogruya olan uzakligi, M-merkezil ¢cemberi,
M-merkezil elipsi, M-merkezil hiperbolii, M-merkezil parabolii incelenmistir. Bu
incelemeler koniklere farkli bir bakis olusturmustur. Bu incelemelerin sonucunda
M-merkezil koniklere ait olusturulan sekillerin orijine gore simetrik parcalardan
olustugu gorilmiistiir.

Ayrica uygun 6teleme ve donme doniisiimleri kullanilarak M-merkezil olmayan ¢ember,

elips, hiperbol ve parabol ¢izimleri olusturulabilir.
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